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4. Interpolarea functiilor

Fie f:[ab] > R sifie xo, x1, ..., X, , (nt+1) puncte distincte din
intervalul [a,b], numite noduri.
Problema interpolarii functiei f1n nodurile x;, i = O,_n , constd In determinarea unei
functii g : [a,b] = R, dintr—o clasa de functii cunoscutda, cu proprietatea

gx)=fx:), i=0,n.

Pusa sub aceasta forma generald problema poate sd nu aiba solutie sau sa
aiba o infinitate de solutii.

Cea mai utilizatd clasd de functii de interpolare este clasa polinoamelor,
datorita usurintei cu care se integreaza si se deriveaza.

Interpolarea functiilor prezintd o importantd deosebitd pentru cazul cand
functia nu este definitd printr—o relatie analitica, ci printr—un tablou de valori, ce
reprezintd, de exemplu, rezultatele unei experiente. Chiar si atunci cand functia este
datd printr—o relatie analitica, dar aceasta relatie este complicatd se poate alege
interpolarea in locul calculului direct.

§4.1. Polinomul de interpolare al lui Lagrange

Teorema 1. Fie f:|a,b] > R s§i x, x1, ..., X, , (ntl) noduri din intervalul [a,b].
Atunci existd un polinom unic P,, de gradul n, care interpoleaza functia f in
nodurile x;, i=0,n ( fix)=P,(x;), i=0,n). Acest polinom se numeste polinomul
de interpolare al lui Lagrange.
Demonstratie.
Cautam un polinom P, sub forma urmatoare:

Py(x)=Lo(x) fxo)+ Li(x) fx1)t...+ Li(x) Ax),
unde L; sunt polinoame de gradul »n ce urmeaza sa fie determinate. Deoarece
dorim ca P,(x;)=f(x;), vom pune conditiile:
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L(x)=6 1 daca j=i

. x . = = .

Y Y lo dacd j=i
Deoarece L{x;)=0 pentru i, rezultdcd L; admite radacinile

X0y X1y ooy Xiely Xit15eeey Xpe
Asadar,
Lix)=a(x—xo)...(x—xi_1)(x—X+1)...(x—x,).

Cum L,(x;)=1, rezulta

“ (xi _XO)"'( Xi— 1)()6 l+l) ( xn) ‘

In concluzie avem

Pyx) =S L) f(x) (1)
=0
unde
L(x)= H(_x). @)
xi—x;)
];tl

Evident polinomul (1) are gradul » si are proprietatea P,(x;)=f(x;), i=0,n.

Fie O, un alt polinom de gradul »n cu proprietatea Q,(x;)=f(x;), i=0,n si fie

R=P,—Q,. Deoarece gradR<n si R(x;)=0, izﬂ rezultd ca R este polinom
identic nul, deci cd P,=Q,. (|

Exemplu. Fie nodurile xo=—1, x;=1, si x,=2 si f{xo)=2, fx)=fx,)=1. Atunci
Py(x)= (x—1)x-2) +(x+1)(x—2)1+ (x+1)x—1) 1
(-1-1)(-1-2)" (+1)1-2)  (+1)(-2-1)

Efectuand calculele obtinem P (x) = %(x2 —3x+ 8).

In continuare vom nota eroarea in fiecare punct cu

E(fx)=f(x)=Pu(x) 3)
Evident E(fix;)=0, i=0,n. Introducem de asemenea notatia:
n
Upn (@) =[]x-x) @)
i=0

Teorema 2. Daci feC™V[a,b], atunci pentru orice xela,b), existd &.€(a,b)
astfel incdt

(n+1)
E(fix)=L —ex) . H(f, Ui () 5)
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Demonstratie.
Consideram functia auxiliara
E(f3x)

g(f)=f(f)—Pn(f)—U )

Observam ca g se anuleazd in (n+2) puncte distincte xo, Xi,..., X,, X. Din teorema
lui Rolle rezulti ci existd &.e(a,b) astfel incat g V(&)=0.
Cum

U,q@), te [a,bl X#X;

(n+1) (t)= f(n+l) (t)- E(f x) ( )
Uy (%)
rezulta

(n+1)
E(fimy=L &0 . +S’?) Uy (). 0

Corolar. Daca exista M>0 astfel incat | £ () | < M pentru orice x€[a,b],
atunci:

xXe [a,b]

[l

1)'

Exemplu. Fie functia f(x)=Inx si nodurile 0.4; 0.5; 0.7; 0.8. Evaludm eroarea in
punctul x=0.6.
U4(0.6)=(0.2)(0.1)(=0.1)(=0.2)=0.0004 .

‘ f’V(x)‘z‘—%‘s% =234.4, xel0.4; 0.8]
x| (04
Rezulta
|B(/:0.6) 32—14234.4-0.0004; 00039 |

acest numar fiind doar un majorant al erorii.
Daca folosim urmatoarele valori in noduri

X | 0.4 | 0.5 | 0.7 | 0.8

1(x) | —0916291 | -0.693147 | -0.356675 | -0.223144

si calculdm polinomul lui Lagrange obtinem: P;(0.6)=—0.509975 .
Pe de alta parte In(0.6)=—0.510826 . Rezulta cd E(f; 0.6)=—0.000851 , ceea ce
confirma afirmatia de mai sus.

Observatia 1. Daca f=Q este un polinom de grad cel mult n, atunci E(f;x)=0,
oricare x€[a,b].
Afirmatia rezultd din Teorema 2 deoarece, in acest caz f"*P(x)=0 .
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Observatia 2. E(f+g;x)=E(f;x)*+E(g;x)
Intr—adevir, daca Pnf este polinomul de interpolare pentru f i PZ este

polinomul de interpolare pentru g, atunci Pnf +Pg este polinomul de interpolare
pentru f+g sideci
E(f +g:0)=f(0)+gx) - B ()~ BE(x) = E(f3x) + E(g:x).
In continuare vom presupune ci nodurile sunt echidistante, deci ca

X/ =xotih, i=0,n, unde
p="n"%0 (6)
n
Consideram de asemenea schimbarea de variabila
R x=xotth @)
Inlocuind (6) si (7) in (2) obtinem:
n o
Li(t) = Li(xq +th) = l_[u
j=0 (l - ])
J#i
Folosind notatia:
n
Ty () =1 =D =2)..c~n) =]~ ) (8)
j=0
obtinem:
A L e e B o U L)
i(n=i)! t-i n! t—i

Obtinem astfel expresia polinomului lui Lagrange pentru noduri
echidistante

Bt = 741 () Z":(_l)n—icz f(xi.) . ©)
5 t—i
Eroarea devine:
By = 2ot pnst pne) ey (10)
(n+1)!

In continuare consideram un sir de diviziuni {A4,} ale intervalului [@,b] cu

lim|A,]|=0, A,:a= xgn) <x1(”) <<x®=p
—w

Notam cu P, — polinomul lui Lagrange care interpoleazd functia f in nodurile

xl-(”), i=0,n .Dacd n este mare, P, coincide cu f intr—un numar mare de

noduri, deci ne agteptdm ca eroarea
En(f;x):f(x)_Pn(x)

sa fie micd, eventual ca lim E, (f;x)=0.
n—»0
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Ajungem astfel la urmatoarea intrebare:
In ce conditii sirul de polinoame { P,} converge punctual (eventual uniform) la
functia [ pe intervalul [a,b]?

In anul 1912, S. N. Bernstein a aritat ci pentru functia f(x)=|x|,

2. — :
l(n):_l‘f‘_, IZO,n, atunCI
n

xe[-1,1], dacd alegem nodurile echidistante x
lim P,(x)# f(x) daca xe{-1,0,1}.
n—>w

S—ar putea crede ca acest lucru se datoreaza faptului ca functia modul nu
este derivabila in origine. Urmatorul exemplu dat de C. Runge in 1901 arata ca
exista functii indefinit derivabile pentru care {P,} nu converge la f.

1

Fie f(x)=—7, xe[-55] .
I1+x
Evident feC”[-5,5]. Fie nodurile echidistante
X; _ 5+ iz,
n

Se poate ardta ci lim P,(x)= f(x) daca |x|<c si lim P,(x)# f(x) daca
n—0 n—»0

|x|>c, unde c¢=3.6334 este oradacind a ecuatiei:
R (5+x)In(5+x)+(5—x)In(5—x)-51n26—2arctg5=0.
In anul 1914, S. N. Bernstein a aratat cd pentru orice sistem de noduri

{xl-(n)}, i=0,n din intervalul [a,b] , dat dinainte, existad o functie continua

f:lab] > R astfel incat sirul polinoamelor lui Lagrange {P,} care interpoleaza
functia f in aceste noduri nu converge uniformla f pe [a,b].

Existd totusi si situatii cdnd convergenta are loc. Se poate demonstra
urmatoarea teorema:

Teorema 3. Daca fe C*( R) si se dezvolta in serie Taylor pe R, atunci pentru orice
sistem de noduri distincte si echidistante {xl-(n) }, i=0,n  din [a,b] , sirul

polinoamelor { P, } care interpoleaza functia f in aceste noduri converge uniform
la f pe [ab]

Se pune intrebarea dacd interpolarea cu polinoame Lagrange este utild in
practicd, din moment ce asa cum am vazut, In general sirul polinoamelor de
interpolare { P,} nuconvergela f.

Raspunsul este ca interpolarea Lagrange este utild. Se constatd in practica

faptul cd pentru un punct oae[a,b], eroarea | f(a)-P, (a)| scade pana la un

punct, pe masura ce n creste, si deci, pentru n relativ mic, P,(«) aproximeaza
acceptabil valoarea f{c). Pentru valori mari ale lui #n, interpolarea Lagrange nu
este recomandata.

Din cele prezentate pana acum, rezultd ca sirul polinoamelor de interpolare
asociate unei functii continue nu converge uniform, in mod necesar, la aceasta
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functie. Se pune intrebarea daca o functie continua poate fi aproximatd uniform cu
polinoame. Raspunsul a fost dat de K. Weierstrass in anul 1885.

Teorema 4. Fie f:[a,b] > R continud. Atunci, pentru orice &> 0, existd un
polinom Q. astfel incat

I/ =0, =sup{|/(x) - 0, (x)

: . 1 e . .
Evident, dacd luam &=—, rezultd cd existd un sir de polinoame {Q,} care
n

converge uniform pe [a,b] la functia f. Din teorema lui Weierstrass rezulta ca
polinoamele algebrice pe [a,b] sunt, in raport cu functiile continue pe [a,b], in
aceeasi relatie ca numerele rationale Q fatd de numerele reale R.

Teorema lui Weierstrass este extrem de importanta in analiza matematica,
in general, si in analiza numerica, in special. Dintre numeroasele demonstratii date
acestei teoreme, cea mai cunoscuta este demonstratia datd de S. N. Bernstein, in
anul 1912. Bernstein a aratat cum se poate construi sirul de polinoame care
aproximeaza functia f si anume:

< _ k

B,(x)= > .Ck1-x)" kxkf(—j , xelo]] .
k=0 n

Acest sir de polinoame, care se numesc polinoame Bernstein, au

;xe[a,b]}<g

proprietatea B, s f pe [0,1]. Trecerea de la [0,1] la [ab] se face cu
usurintd printr—o schimbare de variabila. Evident, polinoamele Bernstein nu sunt
polinoame de interpolare. Din pacate, convergenta sirului { B, } cétre f este
destul de inceata, si din aceastd cauza, in practica, polinoamele Bernstein nu se
folosesc la aproximarea directd a functiilor. Teorema lui Weierstrass este
importanta prin implicatiile sale teoretice, dar si practice, asa cum vom vedea, de
exemplu, la integrarea numerica.

§4.2. Interpolarea iterativi. Metoda Aitken

In acest paragraf vom nota polinomul lui Lagrange care interpoleazi
functia ' innodurile x;, i=0,n cu P,(x;x0,X1,...,%,). Evident,
Po(x; x0) = fxo)-

Teorema 1. Are loc urmdtoare relatie de recurenta:

. 1 Pn—l(x;xO’xl"'-’xn—Z’xn—l) Xp—1 — X
P (XX, X] 500y X)) = ———— .
Xy —=Xp_ | Buc1 (65 X0, X150 X0,X,) X, —X
Demonstratie.
Fie
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Q(x): ;

Xp —Xp-1

By 1 (65 X0, X1 50005 X2, X 1) xn—l_x‘

P, 1(X5X0, X1 500y X2, X,,) X, —X

Observam ca pentru orice i =0,n—2 avem

1 () xpg—x
O(x;)y=——— "= " =f(x).
Xn = Xp-1 f(xi) Xp =X

In continuare, avem:

1 S(xp21) 0

O(x,1) = o =/ (x1),
Xn —Xp-1 Pn—l (xn—lﬂx0’-“5xn—29xn) Xn —Xp-1

1 Py 1 (X3 X0 5005 X2, Xp—1) Xy = Xpy

O(x,) = = f(x,)-
" X, —Xp_1 f(x,) 0 "

Asadar, Q este un polinom de gradul »n care interpoleaza functia f 1in
nodurile x;, i=0,_n. Din unicitatea polinomului de interpolare al lui Lagrange,
rezultd ca Q=P,.

Metoda Aitken este bine ilustratd de urmatorul tabel:
xo|xo—ar| fxo)
xi|xi—a| flx) | Pi(axo.x1)
X xo—ar| fx2) | Pi(asxo.xa) | Po(5Xo,X1,%2)
3| x3—a| fxs) | Pi(esxo,xs) | Pa(@xoX1,X3) | P3(05%0,%1,%2,%3)

x| x,—ar| fxn) | Pi(enxoxa) | Pa(eaxoxi,%0) | Pa(aoxox1,x0,%0) |...| Pu(X0,X1,...,X0)

Algoritmul de interpolare iterativa ( metoda Aitken)
Pentru i:=1,n executa
Vi .':f(xi) , d,».:x,- -a
sfargit pentru i ;
Pentru i:=2,n executa
Pentru j:=i,n executd
_ Yiadj—ydig

Yj-
Xj—Xi-1

sfarsit pentru i
sfarsit pentru j .
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§4.3. Polinoame Cebisev

Polinoamele Cebisev sunt definite pe intervalul [-1,1] prin relatia:
T,(x) = cos(n-arccos(x)) . (D)
Deoarece
Ti1(x)+ T, 1(x)=cos[(n+1)arccosx]+ cos[(n—1)arccosx]=2xcos(n-arccosx),
rezultd urmatoarea relatie de recurenta:
T1()=2xT,(x)-T,-1(x), n=1 2)
Cum
To(x)=1 si Ti(x)=x,
din (2) rezulta
To(x)=2x"—1, T5(x)=4x’—3x, Ty(x)=8x"—8x’+1, Ts(x)=16x-20x’+5x etc.
Observamca  T,(x)=2""'x"+...
Daca T,(x)=0, atunci

n-arccos(x)=(2k+1) % ,
de unde rezulta

xk=cos(2k+1)21 . k=01 . 3)
n

Asadar, polinomul 7, are n radacini reale distincte, date de formula (3).
Pe de alta parte, avem

_sin(n - arccos(x))

\/l—x2

Daca T,(x)=0, atunci n-arccos(x)=kz, sideci

Vi = cos[l%[j, k=1Ln-1 4)

sunt zerourile derivatei 7, . Se observa ca radacinile derivatei 7, separa

Ty(x)=n

radacinile polinomului 7. Intr—adevar,
Qk+1)-Z <k +1)-Z<@k+3)- L,
2n n 2n
de unde rezulta
Vs Vs Vs
x=cos(2k+1)—> y; 3 =cos(k +1)—>x; 1 =cos(2k +3)— .
2n n 2n

Constatam de asemenea ca

T,(yr)= cos{n -arccos (cos [k—”jﬂ =cos (k)= (—l)k .

n
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Cum | T.(x) | <1, xe[-1,1], rezultd cd y;, k=1,n—1, sunt puncte de extrem
local pentru 7,. Pe de alta parte, avem T,(—1)=(-1)" si T,(1)=1.

Asadar, T, are (ntl) puncte de extrem local si isi schimba semnul de »
ori pe intervalul [-1,1].
Prezentdm in continuare tabelul de variatie pentru polinoamele 75 si 7j.

3 ! 1 J3
X -1 _7 2 0 2 7 1
T3 + 0 — 0 +
;5 | -1|7 0 A 1 N|O|[N| 1|7 0 A1

1
2 1
0

+ 0 —

=
|
L
INE=
5

T, | 1 N 7 1 A -1 2 1

Urmatorul rezultat datorat Iui Cebasev pune in evidentd o proprietate
remarcabild a zerourilor polinoamelor Cebisev.

Teorema 1. Fie xj; = (2k+l)2£, k =O,_n , zerourile polinomului Cebigev T,.,.
n

Atunci, oricare ar fi (n+l) puncte distincte, z;, i=0,n din intervalul [-1,1],
avem

xel-1,1 xel-1,1

sup J(x —x0)(x—x)...(x—x,)|< sup J(x —zg)(x—z1)..(x—z,)| .

Demonstratie. Deoarece
T1(x)=2" (x—x0)...(x—x,,) ,
rezulta ca trebuie sa aratam ca

, (Mz el-11] .

xe[-1,1] 2" xe[-1,1

Presupunem prin absurd cd existd zj,Zzy,...,z, € [— 1,1] astfel Incat

sup [T,y (0| < sup for= )= 1) =2

Sup [, (0] < sup —— |7, () = — 5)
xe[—l,l xe[—l,l] 2 2
unde
In+1(¥) = (x=Z)(x = 2})...(x = Z,) . (6)
Fie

() = 2%% @)~ g (@ xe[-11] .
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Evident, 7, este un polinom de grad cel mult »n. Observam ca r, are
acelasi semn cu 7, 1in cele (nt2) puncte de extrem ale polinomului 7.
Intr—adevar, fie yr un asemenea punct. Presupunem ca 7,.,(y;)=1. Daca r,(yx)<0,
atunci

1 1
In1 (k) :2_n_rn(yk)22_na
ceea ce contrazice relatia (5). Daca T,.1(yx)=1 si presupunem ca r,(y,)>0, atunci
1 1
~dnn1 V) =1 () + >
2% 2
ceea ce contrazice relatia (5). Asadar, r, 1si schimba semnul de (n+2) ori, deci
r, are (n+1) radacini. Acest lucru nu este posibil decat daca r,(x)=0, (V)xe[-1,1].
. 1 . .
Rezulta atunci ca —Th+1 =4p41» Ce€ CE CONtrazice relatia (5). O
2
Revenim acum la evaluarea erorii in interpolarea Lagrange.
Fie (nt+1) noduri x; in [-1,1] si feC"V[-1,1]. Daci P, este

polinomul lui Lagrange care interpoleazd functia f 1n nodurile x; i=0,n,
atunci

AN
(n+1)!

(vezi Capitolul 4, §1, Teorema 2).
Din (7) rezulta ca

|/ ()= B,y ()] = (x=x0)...(x=2x,) (7

‘OO

Hf(n+1)
i1 _ls;fﬁkx —xp)-..(x—x, )| .

Asadar, eroarea || f - Pn” va fi minima daca
o0

|lf =B, = sup |f(x)=B,(x)|<
—1<x<1

sup |(x —Xg)-..(x —x, )|
—1<x<1
va fi minima. Pe de altd parte, din Teorema 1 rezultd cid acest lucru se intdmpla
dacd alegem nodurile
. T .~
x; =cos(2i +1) , i=0,n
2(n+1)

(adicd x; sunt zerourile polinomului Cebisev 7,+;). Din cele de mai sus rezulta ca
are loc urmitoarea teorema:

*® ~ . A .
Teorema 2. Fie P, polinomul lui Lagrange care interpoleaza functia f in nodurile

x; =cos(2i+1) dd , i=0,n.

2(n+1)
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Atunci H - P: < ;H f (n+1) Pentru acele functii care au
o 2"(n+1)! o
. 1 5
proprietatea ca  lim —H f D1 =0 va rezulta ca sirul Pn* —5f.
n—02" (n+1)! o

§4.4. Functii spline cubice

Fie
A a=xp<x;<..<xi.1<x;<...<x,=b
o diviziune oarecare a intervalului [a,b].
Se numeste functie spline cubica o functie
s:[ab]—>R

cu urmatoarele proprietati:

(i) Restrictia lui s la fiecare subinterval [x;_j, x;] este un polinom de grad
cel mult trei;

(i) s, s, s” sunt continue pe [a,b].

In continuare ne punem problema interpolarii unei functii f: [a,b] — R
cu ajutorul unei functii spline cubice. Cu alte cuvinte, ne punem problema sa gasim
o functie spline cubicd s, astfel incat

s(x;) =flx;), i=0,n.
Deoarece restrictia lui s la subintervalele [x;;,x;] este un polinom de
grad cel mult trei, rezulta ca
S(x)=a,+b,x+c,~x2+d,~x3
pentru orice xe€[x;_, x;]. Determinarea functiei s presupune deci determinarea a
4n coeficienti (a;, b;, ¢;, d)).
Sa evaluam acum de cate conditii dispunem. Faptul ca
s(x;) = fixi), i=0,n
ne asigura (n+1) conditii. Pe de alta parte, din continuitatea lui s si a derivatelor
s' si s", rezulta:
sOx=0)=sPxA40), i=Ln-1, k=02 ,
care ne asigurd  3(n—1) conditii. In total, dispunem deci de (4n—2) conditii, cu
doua mai putin decat numarul coeficientilor ce urmeaza a fi determinati.
Daca se cunosc derivatele f(a) si f(b), atunci addugam conditiile
s'a)=f(a) si s'(b)=f(b).
Daca nu se cunosc aceste derivate, atunci se aproximeaza
J@= yo st f1(b)= yo
si se pun conditiile s'(a) = yy si s'(b) = y, . Dacd nu avem nici o informatie
despre f(a) si f(b) se pot pune conditiile:



148 Bazele Analizei Numerice

s"(a) =s"(b)=0.
In acest caz se obtine asa numita functie spline cubicd naturald.
Inainte de a prezenta teorema fundamentald privind existenta functiilor
spline cubice, reamintim urmatorul rezultat de algebra liniara.

Propozitia 1. Orice matrice patratica strict diagonal dominanta este nesingulara.
Demonstratie. Fie 4 M,(R) cu proprietatea:

la;i|> > |a (1)

j=1
J#I

aij

Daca vom arita ca sistemul A4x=0 admite numai solutia banala, va rezulta
cd detd #0.

Presupunem prin absurd cé existd o= 0 astfel incdt Aa=0.

Fie
Cum o este solutie pentru sistemul Ax =0 rezulta
ajont ..+ azat. +a,0,=0  sau

n ak
a;+ Zajkz=o . )
k=1 J

k#j

a;=|q|, = max{
J 0

In continuare avem

|

‘ JJ‘ Z‘ Jk“ ‘< Z‘ Jk‘

ceea ce contrazice (1). EI

Teorema 1. Pentru orice (n+3) numere date yq , Vo, Vi, .., Vp Yy, €Xistd o
functie spline cubica s, unicd cu proprietdtile:
S(x)=yi, 0<isn, s'(x0)= yo , s (x) =y, -

Demonstratie.
Vomnotacu M;=s"(x;), i=0,n. Deoarece s" este liniard pe intervalul [x;
, Xi+1], rezultd ca 5" este de forma s"(x)=ax+f . Din conditiile M;=s"(x;) si
M1 =5"(x;+1) rezultd

Mg -M; _ Mixp =M

- §1 ﬁ_ s

h; hi
unde h;=x;1—x;. Asadar pe intervalul [x;, x;+1], avem:
" _ (xi+1 _x)Mi +(x_xi)Mi+l
s"(x) = )

hi
Integrand de doua ori obtinem

i=0,n-1 . (3)
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3 3
s(x) = (X4 =) M+ (x=X;)" My

+C (x4 —x)+
6 h[ ( i+l ) ' &)
+D(x—x;), i=0,n-1
unde C si D sunt constante arbitrare.
Punand conditiile de interpolare s(x;) =y;, 0<i<n, rezulta
_Yi mM; si p=ditl hiM iy

. 5
ho 6 h; 6 ©®)

Inlocuind (5) in (4) obtinem pentru xe [x;, x;+1] si i=0,n—1

3 3
s(x):(xi“_x) Mi+(—x)"Miyy

6h,
+ (xi+1 — x)yi + (x B xi)yi+1 _ (6)
h;
_ (xi+1 — x)Mi + (x _ xi)Mi+1 hi} i=0,n-1 .

6

Sa observam cad functia s definitd in (6) este continud pe [a,b].
Intr—adevar

3 3
lim s(x)= lim [(xi —X) Mig+(x—x4)"M; " (X = X)yig +(X—X1)Y; B

x—)xi x—>xl~ 6}17_1 h’l—l
X<Xl' x<x,-
2
o mIM M | RAM; M,
By +Yi =Y
6 6h; 4 6

sianalog lim s(x)=y;.
X—>X;
X>X;

In continuare vom pune conditia ca derivata s’ si fie continui pe [a,b].
Din (6) rezulta:

2 2
S.(x):—(xi+1—x) M+ =x)"Miyy | Yin1 — Vi

(M M)k
6 9
pentru xe(x;, x+1), i=0,n—1.
Punem conditiaca lim s'(x)= lim s'(x) siobtinem
X—>X; X—>X;
xX<X;j X>X;
2 2
hiaM; | yi=Yia  Mi=MiDhiy _ WM; | Vi =Vi (Mg =Mk

2hi .y hiy 6 2h; h; 6
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si mai departe
h; h: +h; h o
i—1 M, +MM1' +_1Mi+1 — Yiel ~ Vi Vi — Vi1 ®)

pentru orice i=1,n—1.

La cele (n—1) ecuatii date de (8) adaugam doua ecuatii care corespund
conditiilor: s'(xo)=yq si s'(x.)= yp -
Tinand seama de (7) aceste ecuatii sunt:

hy hyg yi—yo
DMy +— M =2 9
3 Mo+ M o Y0 &)
Iy hy—y Vi = VYn-1
M, + 1= M =y -0 10
6 n—1 3 n=Yn hn—l ( )

Din (8), (9) si (10) rezultd urmatorul sistem  AM=b, unde

h—o h—o 0 0 0 0 0
3 6
ho M L 0 0 0 0
3 6
D A
- 6 3 6 |
0 0 0 0 hn—Z hn—Z +hn—1 hn—l
3 6
0 0 0 0 h}’l—l hn—l
6 3
Y1—)o '
- )
ho
M, Yo~ _ N1~ Xo
M| h ho
M= ,lar b= :
Yn = Vn-1_ Yn-1 " Vn-2
M, hn—l hn—Z
r_ yn _yn—l
Yn o

Observam ca matricea A este simetricd, tridiagonald si strict diagonal
dominanta. Un asemenea sistem are solutie unica, care se obtine usor cu algoritmul
Gauss. Inlocuind in (6) aceastd solutie, gasim functia spline cubici pe care o
cautam. Evident aceastd functie este unica, deoarece solutia (M,, M,...,M,) este
unica. a
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Exemplu: Sa se determine valorile functiei f  in punctul S folosind

interpolarea spline cubica, stiind ca:

X; 0 = i z z
6 4 3 2
y; = f(xi) 0 0.5 0.70711 0.86603 1

si cd valorile lui f"' in punctele x si x4 sunt: y'g=1, y'4=0.
R. Aplicam teorema 1 si vom gasi functia spline cubica s ce interpoleaza functia

f, daca determinam coeficientii M;, i=0, 3.

Coeficientii M; se determina prin rezolvarea sistemului liniar AM = b, unde

h ok ] n_
-y
o0 0 0 0 hy ’
36
V=Y, V=¥
/’lo hO-I-hl hl 2 ]_ 1 0
0 ! 0 0 h h
3 6 ! 0
hy  hi+hy, h V3=V, YTy Mo
A = 0 i — 0 b = - Ml
3 6 h, h, vl
. M=| M,
h.  ho+h. h
, hythy by V=V, V=¥
0 0 2 2 4773 7370 M,
h, h, M,
h3 h3
0 0 o 2 2 yotaTh
6 3 4=
L - L h3 ]
~5.15454-107>
—-0.50616
si hi=x41—x; i=0,3. Obtinemca: M = —-0.70767
—0.88161
-1.02524

Sz . . . .
Punctul By € [xl,xz]. Scriem functia de interpolare s pe acest interval:
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(X2 =)’ My +(x—x))° M, L=y +(x-x)yy
6 Iy

(o —X)My + (x—x))M, Iy

6

s(x)=

Calculam valoarea functiei s in punctul dat: S[STHJ =0.60875.

: S . 5
Deci, valoarea aproximativa a lui f* in punctul Z_Z este 0.60875.

Functiile spline cubice au urmatoarea proprietate de optimizare.

Teorema 2. Fie G multimea functiilor g : [ab] > R, de clasa C* cu
proprietatile:
@ gx)=y;, 0<i<n
(i) g'xe)=yo
(i) g'G)=yy
b b
Atunci:  inf j[g"(x)] 2dx=j[s”(x)] 2dx.
geGa "
Demonstratie.
Daca notam cu  k(x) = s(x) —g(x), unde geG, atunci

b b b b
[l o) 2ax =[[s"e0) 2dx - 2[ s" (k" (o) + [ [k"(5)] *dix

Mai departe avem

b n—1 Xi+l
[s"k"(yde =Y [ 5" ()K" (x)ex =
a i=0

Xi+1

o= [Tk (odx
X

n—1
=2 "K' (x)
i=0

Deoarece s'(x)=c¢; este o constantd pe [x;x:1] 1 k(x;) =k(xi1) =0, i=0,n—-1,
rezulta
Xit+1
[s"eok'()dx =0
X

si mai departe
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b n—1
[s" k" Gy = Y [s" Cxia DK (i) = 8" (K )] =
a i=0

=s"(b)k'(b)—s"(a)k'(a)=0 .
deoarece k'(a) =k'(b)=0. Asadar

b b b
[lg" (0] 2ax =[[s"(0)] 2dx + [[k"(x)] *aix .

b b
Rezulta I[s " (x)] 2dx < f [g” (x)] 2dx pentru orice geG.

a a

b
Egalitatea are loc daca I[k”(x)]z dx=0, decidaca k"(x)=0,
a

(V) xe[a,b]. Asadar functia k este liniard pe [a,b].

Din conditiile de interpolare k(x;)=0 pentru i=0,n, rezultd k(x)=0,
(V)xe[a,b] si deci ca

b b

[[s"(0)] dx = inf [[g"(x)] *dx. 0
geCG

a a

Se poate demonstra de asemenea urmatoarea teorema.

Teorema 3. Fie feC'la,b] si M4=sup{’f 1V(x)|; x€la,bl} si fie xl(n)zaJrih,

—da

i=0,n, noduri echidistante, unde h= . Daca s, este functia spline cubica

n
cu proprietatile:

s;0M)=f6M), i=0.n; sh(a)=f"(a) sis,B=f"D),

atunci pentru orice x€la,b] avem:
5 , , 1 " " 3
|f(x)—sn(x,|S§‘M4h4, h (x)—sn(x)SaM4h3, ‘ I (x)—sn(x)‘£§M4h2.

Asadar, din Teorema 3 rezulta ca sirul functiilor spline cubice {s,} care

interpoleaza functia f in nodurile echidistante {xl(”) } converge uniform pe

intervalul [a,b] citre functia £ Mai mult: s, ——f" si s/ ——f" pe
intervalul [a,b].

In continuare vom defini functiile B-spline cubice si vom arita ci orice
functie spline cubica care interpoleza functia f 1in nodurile x,, xi, ..., x, se
reprezintd ca o combinatie liniara unica de functii B—spline cubice. Fie

A a=xe<x<..<xi_1<x<..<x,=b
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o diviziune a intervalului  [a,b] cu noduri echidistante (x; = x¢tik, unde
b—a
n
auxiliare, de asemenea echidistante.
At X 3<x_5<X_1<X)<X| <.e. XX <Xpy1 <Xpp2 <Xp43-

h=

). Asociem acestei diviziuni, diviziunea A care are in plus sase noduri

Definim pentru orice i=—1,n+1, functia B—spline cubicd B; astfel:

(x—x;9)° xe(x;_2,%1]
| B +30% (x—x; ) +3h(x—x; 1)> =3(x—x; 1) xe(x;_1,x]
B =3 B 4307 (g = ) +3h(xy - 07 =304 - %) xe(x,x]
(xi42 —x)3 X € (Xj41,%i12 ]
0 X&[x;2,Xi42]

Graficul functiei B, arata astfel:

Xi2 Xi-1 Xi Xit1 Xi+2
Din definitia functiilor B; rezulta ca
4 daca j=i
B;(y;)=q1 dacd j=i-lsau j=itl
0 dacd jefi-liiji+}
o S 3 , 3., 5
Se verifica usor ca B;(x;_;) = Bi(le):_Z si Bi(x;)=0 daca
je{xl-_l;xm} . Se observi de asemenea ci B;eC*(R), deci este o functie spline
cubica.

Propozitia 2. Functiile B_,, B, ..., B,w1 sunt liniar independente pe R.
Demonstratie. Fie combinatia liniara

ﬂ,_lB_l(X)"‘ %Bo(X)"‘ ﬂ,lBl(X)+...+ /1,,+1B,,+1(X):O, xeR.
Daca dam lui x succesiv valorile x_j, Xy, ..., X,+; obtinem sistemul:
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41_1 +ﬂo =0
ﬂ“—l +4ﬂ/0 +ﬂ“l =0

Ay +44, + 2,41 =0
Ay +44,,1=0
Deoarece matricea sistemului este strict diagonal dominantd, deci

nesingulard, rezultd ca sistemul admite numai solutia banala
11212: ...=/1,,+1=O . D

In continuare notim cu Bs(A) spatiul liniar generat de functiile B,

i=—Ln+1.

Teorema 4. Existd o functie unica B € B;(A) care interpoleaza functia f in

nodurile x;, i = O,_n .
Demonstratie. Fie
B(x)= a-1B_1(x)* aoBo(x)*+ a1B1(xX)*+..+ @p1Bai(x), xeR. (11)
Punand conditia ca B si interpoleze functia f n nodurile xo, xi ,..., x, rezulta
B'(xg) =a_1BLy(xp) +agBy(xo) + ...+ ap11By11(x0) = [ (x0)

B(x;)=a_1B_|(x;)+agBy(x;) +..tap 1B, (x;)= f(x;) i=0n

B,(xn) = a—lB,—l(xn )+ aOB(’) (xn) ot an+lB;z+1(xn) = f’(xn)
Se obtine sistemul:

ag +4a; +ay = f(x) (12)

a1 +4a, +a, 1 = f(x,)
a4 = ()
Sistemul (12) are (n+3) ecuatii liniare si (#+3) necunoscute
a-1, Ao, .., Ap+1.
Eliminand necunoscuta «@_; din primele doua ecuatii §i necunoscuta a,.
din ultimele doua ecuatii, obtinem sistemul echivalent:
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dag +2a1 = £ (30)+5 f(x0)
ag +4a; +ay = f(xp)
(13)
ap-p +4ay_j+a, = f(x,_1)
20,1 +4ay = [ (5) 42 (5)
Matricea coeficientilor sistemului (13) este strict diagonal dominanta, deci sistemul
(13) are solutie unica. Asadar, sistemul (12) are solutie unica.

Inlocuind aceasta solutie in (11) obtinem functia B cautat, care evident
este unica. a

Teorema 5. Fie s :[a,b] > R o functie spline cubica care interpoleaza functia f
in nodurile xo, x1,..., X, . Atunci existd a_i, Qg, ay,..., A1 €ER, unic determinate,
astfel incat

s(x) = a_1B_1(x)+ aoBo(x)*...+ @1 Bui(x), (V) xela,b].
Demonstratie.

Din Teorema 4 rezultd cd existda BeB;(A) astfel incat B interpoleaza
functia f 1in nodurile x, xi,..., x,. Functia B este de clasa C? pe R sieste
polinomiala de gradul trei pe portiuni. Rezultd ca restrictia lui B la intervalul
[a,b] este o functie spline cubicd, care interpoleazd f in nodurile x, x,..., X, .
Cum asemenea functie este unicd (conform Teoremei 1 ) rezulta

s(x)y=B(x)=a_1B_1(x)+ apBo(x)*...+ a_1B1(x), (V) xela,b].

Unicitatea coeficientilor

a_1, Ag, A1y .y Ayt
este asiguratd de Teorema 4. O

Pachetul de programe MATLAB contine functia spline care permite
interpolarea unei functii f in punctele x;, xp, ..., X, , (V)neN* , finit, printr—o
functie spline cubica, daca se cunosc valorile yy, y,, ..., ¥, ale
functiei in nodurile x;<x,<...<x, . Secventa de apelare este:

yi=spline(x,y,xi).

Exemplu. Si se determine valorile functiei f in punctele %, %, %, folosind
interpolarea spline cubica, stiind ca:
X7 0 T T T T
6 4 3 2
yi=flxy) 0 1 RS V3 1
2 V2 2
utilizaind MATLAB.

in mediul MATLAB se scriu comenzile:
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%
Matlab

function [X,y,xi,yi]=cub

157

interpolarea cu functii spline cubice folosind pachetul de programe

% Nodurile

x=[0,pi/6,pi/4,pi/3,pi/2];

% Valorile functiei in noduri

y=[0,1/2,1/2"(1/2),3~(1/2)/2,1];

% Valorile in care se interpoleaza functia
xi=[pi/12,pi/8,pi/5];

% Apelarea functiei Matlab spline care face interpolarea
yi=spline(x,y,xi);

Functia consideratd este f{x)=sinx si putem compara valorile de interpolare

n

cu cele

exacte":

zi=sin(xi);
Pentru reprezentarea graficdi a functiei interpolate se poate folosi

urmatoarea secventa MATLAB.
% Reprezentarea grafica a functiei interpolate
plot(x,y,xi,yi,"*',xi,zi,'0');
axis([0,pi/2,0,1.2]); % se stabilesc intervalele de reprezentare pe

axe

title('Interpolarea cu spline cubice');
xlabel('Unghiul');
ylabel("Valorile functiei'); grid

Exercitii

Folosind polinomul de interpolare a lui Lagrange sa se determine valoarea
aproximativa a functiilor date de tabelele urmatoare in punctele a mentionate in

fiecare caz.
1.

-3

-2

X
y=fx)

91

23

73

a=—1.
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R.
> > a—Xx; a—Xx, a—-x3 a—x; a—Xx;s
Py(a)=2 v [ ] =) : . :
i=1 jzlx,-—xj X1 =Xy X1 —X3 X1 —Xg X1 —Xj5
J#L
a—Xx a—x a—Xx a—x a—Xx a—Xx a—Xx a—x
+ ) | 3. 4 . 5+y3 1. 2 . 4 . 5
Xy —X1 Xp —X3 Xop—X4 Xp—Xj5 X3 =X X3 —Xp X3 —Xg X3—Xj5
a—x a—x a—Xx a—Xx a—x a—Xx a—Xx a—Xx
- 1. 2 . 3 . 54 s 1 2 . 3 . 4 _
X4 —X] X4 —Xp Xg4—X3 Xgq—Xj5 X5 —X] X5 —Xp X5—X3 X5—X4
_gpo1#2 -1 -1-1 =123 o143 -1 —1-1 123
-3+2 -3 -3-1 -3-3 -2+3 -2 -2-1 -2-3
JoI43 —142 —1-1 —1-3 —143 —142 -1 —1-3
3 2 -1 -3 1+3 1+2 1 1-3
+73—1+3.—1+2'—_1.—1—1:
343 3+2 3 3-1
2.
x 0 z z z 2z z
6 4 3 5 2
y=f(x) 0 0.5 1.70711 0.86603 0.95106 1
R4
a:_
8
3z
R. Ps ? =0.92388 .

Folosind metoda Aitken si se gaseasca valoarea aproximativa a functiilor

date de tabelele urmatoare in punctele mentionate in fiecare caz in parte.

3.

-2

-1

1

X
y=fx)

-12

=5

-3

23

a=0.5 .

R.  Urmarind calculele ca in Teorema 1 §4.2 obtinem tabelul urmator in care
ultima celula da valoarea aproximativa a functiei in punctul dat.

-2 -2.5 -12

-1 -1.5 =5 5.5

0 —0.5 —4 -2 =5.75

1 0.5 -3 —4.5 -2 —3.875

3 2.5 23 5.5 5.5 —3.875 -3.875
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4.
X 0 30 45 60 90
y=f(x) 0 0.5 0.70710 0.86602 1
a=36
R.
0 -36 0
30 -6 0.5 0.6
45 9 0.70710 0.56568 0.58627
60 24 0.86602 0.51961 0.58392 0.58768
90 54 1 0.4 0.58 0.58752 0.58780

5. Sa se determine valorile functiei f in punctul 0.5 folosind interpolarea spline

cubica, stiind ca:

0

0.25

0.75

1

0.96923

0.75484

0.60653

si ca valorile lui f"' in punctele xq si x3 sunt: y'g=0, y'3=-0.60653.

R. Vom gési functia spline cubicd s ce interpoleaza functia f , dacd determindm

coeficientii M;, i=0, 2. Coeficientii M; se determina prin rezolvarea sistemului

de ecuatii liniare AM = b, unde

B ho

3 6
hy byt h,

6 3

A= .

o !

6

0 0
iarhi=xi+1fxi, lzﬁ

0 0
h
L
6
+h22
3 6
ok
6 3

1=
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M, —-1.00712
. M, . 5 —-0.93936
iar M = . Obtinem ca: M =

M, —-0.347

M, 0.01396

Punctul 0.5 € [x;,x,]. Scriem functia de interpolare s pe acest interval:

_(x —X)P M+ (x—x)° My (xy —x)y; +(x—x)p;
s(x) = + -
oh hy
(o —X)My + (x—x))M, Iy
6
Calculam valoarea functiei s in punctul dat: 5(0.5)=0.882.
Deci, valoarea aproximativa a lui f in punctul 0.5 este 0.882.

6. Sd se determine valorile functiei f in punctul 3 folosind interpolarea spline
cubica, stiind ca:

l. 1 2 4 5

yi=flx;) |0.5403 0.70121 0.80805 0.83382

si cd valorile lui "' in punctele x si x3 sunt: y'(=0.28049, »'3=0.02152.

—0.33459
. —0.0483 o
R. Obtinem ca: M = . Valoarea functiei f 1n punctul 3 este
-0.01028
~7.60083-107

aproximatd de s(3)=0.76928 .
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