CAPITOLUL 1. PRELIMINARII
1.1. Elemente de teoria multimilor

1. Multimi

Prin multime vom intelege o colectie (set, ansamblu) de obiecte
(elementele multimii), bine determinate si considerate ca o entitate. Se
subantelege faptul cd elementele unei aceleiasi multimi sunt distincte
intre ele. Mai mult presupunem ca se poate deduce daca un obiect
oarecare apartine sau nu colectiei si cad un acelasi obiect nu poate
constitui simultan si o colectie si un element al acestei colectii. Spunem
si cd un obiect capatd “calitatea” de element prin constientizarea
faptului ca face parte dintr-o colectie (multime).

Vom nota multimile cu literele mari A, B,....... , lar elementele lor
cu literele mici a, b, ...., X, y,.....

A determina o multime inseamna a preciza individual elementele
sale sau a preciza o proprietate caracteristica (pe care o au elementele
multimii respective §i numai acestea). Mentiondm cd nu orice
proprietate (in sensul uzual al cuvantului) determind o multime Insa se
acceptd cd orice proprietate determind o clasd (clasa obiectelor ce
satisfac proprietatea respectivd). Amintim, de exemplu, cd nu se poate
vorbi de multimea tuturor multimilor ci de clasa tuturor multimilor.
Restrictiile ce se impun asupra proprietatilor pentru ca acestea sa
determine multimi deriva din presupunerile enuntate in primul alineat al
paragrafului. In general se considera proprietiti desdpre care si se poati
spune daca sunt sau nu Indeplinite (alta posibilitate neexistand) si care
se referd la obiecte dintr-un “univers de discurs” precizat (pentru “uivers
de discrus” se poate accepta intelesul de “totalitate a obiectelor de intreg
pentru un domeniu dat”, admitdnd cd se poate vorbi de aceastd
“totalitate™).

Precizam ca notiunile si rezultatele ce urmeaza pot fi date si in
cadrul claselor (uneori chiar vor fi folosite n acest context).

Daca A este o multime, iar a este un element al multimii A, vom
nota a € A, iar in caz contrar notim a ¢ A.

Semnul "e€" reprezinta scrierea stilizata a primei litere din
cuvantul grecesc "¢ ¢ T v" (este) si a fost propus de G. Peano.



Dacd A si B sunt doud multimi, vom scrie A < B si vom citi "A
este Inclus in B" daca pentru orice x € A rezultd x € B. Dacda A < B,
atunci A mai este numita submultime a lui B.

Admitem existenta unei multimi care nu are nici un element,
numitd multimea vida. Va fi notata ¢ (ultima litera a alfabetului
danezo-norvegian).

Pentru orice multime A, are loc & < A. Spunem ca multimile A
si B coincid si scriem A =B daca Ac Bsi B c A.

Date multimile A si B, vom nota cu A N B multimea {x [xeA si xeB}
si 0 vom numi intersectia multimilor A si B.

Daca A N B = vom spune ca A si B sunt disjuncte.

Vom nota cu A U B multimea { x | x € Asaux € B} siovom
numi reuniunea multimilor A 5i B .

Multimea { x |x € B, x ¢ A} este numitd diferenta multimilor
B si A si este notatd B - A. Daca A < B, atunci B - A se mai noteaza
CgA si este numitd complementara lui A relativ la B.

Dacad pentru un context dat se are in vedere o multime U (numita
si multimea universald) ce contine ca submultimi toate multimile in
discutie 1n contextul respectiv si A < U, atunci CyA se mai noteaza CA
si este numita, simplu, complementara lui A.

Pentru orice multimi A, B, D au loc urmatoarele proprietati:

1) DNnA=0;, AnU=A, TUA=A, AulU=LU;

A-D=A; A-A=U;

2) AhBcA; AnBcB; AcAuUB; BcAUB;

3) An(AuB)=A=AU(ANB)

4) AuUB=BUA; AnB=BnA;

5) AnB)nD=An(BnD);(AuB)uD=AuU (BuUD);

6) AUA=A=ANA,;

7)) AcB=>AuDcBUD;AnDcBND; CBcCA;

8 An(BuD)=(AnB)U(AnD)

AuBnND)=(AuB)n(AuD);
99 C(AuB)=CANCB;C(AnB)=CAUCB;
C(CA)=A;

10)B-A=Bn CA.

Cand elementele unei multimi sunt ele insele multimi, se
foloseste termenul de familie de multimi. O familie de multimi



M={M; | i el}, unde M; sunt multimi, iar I este o multime nevida
(multime de indici), mai este numita familie indexata de multimi.
Pentru o familie de multimi M = { M; | i € [} (I # &) definim

UAI. UAI. ﬂAi

iel prin e/ = {x | existd i€l, asa Incit x € A;} si ie/ prin
N4, .
iel = {x|pentruoricei e I, x € Aj}.

Au loc proprietatile:

DAcU4 si N4c4 .
P el pentru orice 1 € I;

Z)Bm(UAI.)zLJ(Br\AI.)

iel iel

su(n4)-NEo4)

iel i€l

3)c(ﬂ A,.) =Jc4, C(U A,) =[N ¢4,

iel iel iel iel
Daca A si B sunt multimi si a € A, b € B, atunci putem forma (in mod
intuitiv) perechea ordonata (a,b).

Avem (aj, by) = (ay, by) daca a; = a; si b; = by, de unde rezulta ca
(a, b) # (b, a) pentru a # b. Notiunea de pereche ordonatd pentru doua
elemente oarecare a, b este data (in mod riguros) de K. Kuratowski prin
{{a}, {a, b}} sinotata (a, b).

Multimea {(a, b) | a € A, b € B} este notatd cu A x B si este
numitd produsul cartezian al multimilor A si B. Pentru A = B notdm
AxAcuA’

Inductiv, definim pentru multimile A;, A,, ..., A, produsul

cartezian A x A; x ... x Ay = {(aj ,..., an) | V = l,n’ a; € A, } 1ar in
Ax Ax..x A
%,—/
cazul A; = A, = ... = A, = A notdm no o cu A". Observim ca
daca A#Batunci AxB#B x A.
Avem: Ax D=0 xB=Jsi(AxB)xD=Ax(BxD).
Multimea ( A - B) U ( B - A) se numeste diferenta simetrica (sau
suma booleana ) a multimilor A si B si se noteaza cu A A B.



Pentru orice multimi A, B, D au loc egalitatile:

1) (AAB)AD=AA(BAD)

2) AAB=BAA;

3) AAO=A;AANA=T;

4) An(BAD)=(AnB)A(AnND).

Fie A, B doud multimi.

De utilitate se va dovedi si operatia de reuniune disjuncta
(notatd W) datd de A U B =({A} A A) U ({B} A B). Remarcam faptul
cd, in cazul in care A N B = J, se poate considera ca A U B=A U B.
Operatia anterioara se extinde in mod natural pentru cazul unei familii
de multimi.

2. Relatii

Definitie: Fiind date multimile A si B se numeste relatie intre
A si B, orice submultime (notatd de obicei p) a produsului cartezian
A x B

Daca A = B, atunci o submultime p < A x A este numitd relatie
(sau relatie binara) pe multimea A.

Deseori, vom scrie a p b in loc de (a, b) € p.

Domeniul relatiei p este multimea {a € A | exista b € B; asa
incata p b}.

Codomeniul relatiei p este multimea { b € B | existd a € A,
asa incat a p b}.
Relatia Ay = { (a, a) | a € A} se numeste relatie diagonala pe A.

Deoarece & < A x B, rezulta ca & reprezinta o relatie intre A si
B numiti relatie vidi. In mod similar, A x B este numiti relatia totali
intre A si B.

Dacd p — A x B, atunci inversa relatiei p, notatd cu p este
relatia {(b, a) | (a,b) € p} = B x A.

Dacd Ap A, submultimea p ( Ag) = {y € B | existd x € Ay, asa
incat (x, y) € p} a multimii B, este numitd imaginea directa a
submultimii Ay prin relatia p.

! Pentru a simplifica formularile ulterioare se va presupune ci A si B sunt nevide.
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Daci By B, atunci p”' (Bg) = {x € A | existi y € By, asa incét
(X, y) € p} este numitd imaginea inversa a submultimii By prin relatia
p.

Daca p < A x B si t < B x C, atunci relatia {(a, c) | existd beB,
asa Incat (a, b) € p si (b, ¢) € t} este numitd compusa relatiilor p si T si
se noteaza T - p.

In cazul in care exista compunerile ce urmeazi, avem:

(P3°P2) = p1=pP3e(p2° P1); P1o P27 P2° P13

dacipc AxB,atuncipeAs=p=AgepsiAgCpep ,AaC P op;
(p-1)' =poths

PISP2=T PICSToP2SipIeyYy S P2ey.

Definitie: Fie p < A x A. p este numita:

- relatie reflexiva daca oricare ar fi a € A, avem a p a (altfel spus
AxC p);

- relatie simetrica daca pentru orice a;, a,€A, avem a;pa; = a; p
(altfel spus p = p™);

- relatie antisimetrica daca din a; p a, si a; p a; rezulta a; = a, (altfel
spus p N Pl =An);

- relatie tranzitiva daca din a; p a, si a; p a3 rezultd a; p az (altfel
spus p ep < p).

1) Relatia p € A x A se numeste relatie de echivalenta
daca este reflexiva, simetrica si tranzitiva.
i) Relatia p = A x A se numeste relatie de preordine daca

este reflexiva si tranzitiva.
ii1) O relatie de preordine, care este in plus si antisimetrica
se numeste relatie de ordine.
1v) O relatie de ordine p pe A care satisface conditia: oricare
ar fia,b € A avem a p b sau b p a se numeste relatie de
ordine totala pe A.
Prin multime ordonatia se intelege o multime nevidd A,
impreuna cu o relatie de ordine pe A.
Prin multime total ordonati (lant) se intelege o multime
nevida A, impreuna cu o relatie de ordine totald pe A.
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Fie (A, <) o multime ordonata si Ay — A. Elementul a € A se
numeste minorant (majorant) pentru Ay daca pentru orice X € A,,
avema<x (x<a).

Elementul a € A se numeste margine inferioara (superioara)
a lui Ao si este notat inf Ay (sup Ag) daca a este minorant (majorant)
pentru Ay si pentru orice a' € A minorant (majorant) pentru Ay avem
a'<a (a<a'). Daca exista, inf Ay si sup Ay, atunci aceste elemente sunt
unic determinate de conditiile din definitie.

Un element ay € Ay se numeste element initial (element final)
in Ay daca pentru orice x € Ay, avem ap < X (X < ay).

Daci ay este element initial (final) atunci ap= inf Ao (sup Ay).

Un element apeAy se numeste element minimal (element
maximal) in Ag daca din x < ay (ap< x) 51X € Aprezultd x = ay.

Un element initial (final) este si element minimal (maximal), dar
nu si invers. In plus, nu este asigurati unicitatea elementului minimal
(maximal).

Definitie: O multime ordonata este numitd multime inductiv
ordonata daca orice lant al ei admite majorant.

Lema lui Zorn: O multime inductiv ordonatd are cel putin un
element maximal.

Definitie: O multime ordonatd se numeste multime bine
ordonatd dacd orice submultime nevida a sa, admite element initial.

Multimea numerelor naturale N este bine ordonatd, in schimb
multimile Z, Q, R, impreuna cu relatia uzuala de ordine, nu sunt bine
ordonate. Se accepta ca J este bine ordonata.

Vom ardta in capitolul urmator ca principiul inductiei
matematice este echivalent cu faptul ca N este bine ordonata.

Principiul inductiei transfinite

Fie (A, <) o multime bine ordonata si Ay < A.

Daca:

1) Ao contine elementul initial al lui A;
i1) pentru orice { X € A|x<a} CcApavema € Ay,

atunci Ag = A.

Mentionam faptul cd dacd (A, <) este total ordonatd si unica
submultime A a lui A, care satisface 1) si i) este A, atunci (A, <) este
bine ordonata.
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Teorema Zermelo: Pe orice multime neviddi A se poate
introduce o relatie de ordine "<" asa incét (A, <) sa fie bine ordonata.

In continuare cnsideram p o relatie de echivalentd pe A si a € A.

Definitie: i) Se numeste clasd de echivalentd a elementului

“a modulo p” multimea {x € A | x p a} (notata a sau Pa)-
i1) Multimea claselor de echivalenta modulo p,
notatd cu A/p poartd numele de multimea factor a lui A relativ la p

(reamintim ci dacia,b € A,a#b, dar @ = b atunciin A | p vom avea

doar @ (saub)).

Definitie: Familia de submultimi {Ai}ic; ale unei multimi
nevide A se numeste partitie a lui A dacd au loc urmdtoarele
proprietati:

1) VielLAi#J;
2) pentruoricei,j € Icui#j, avem A; N A;j=J;
4, =4
3) iel
Remarcam faptul ca A/p conduce la o partitie a multimii A.

Reciproc, datd o partitie {Ai}ic; @ multimii A, relatia definita
astfel:

xpydacadiel,asaincatx,y € A;
este o relatie de echivalenta.

Observatie: Dacd A este o multime Inzestratd cu o relatie de
preordine "<", atunci relatia definitd astfel: a ~b dacia<bsib <a
este o relatie de echivalenta pe A, iar pe multimea factor A/~ relatia

XSV XS este o relatie de ordine.
3. Functii

Definitie: O relatie p € A x B este numitd functie daca sunt
indeplinite urmatoarele doud conditii:
1) Vae A,3b e B, asaincat (a, b) € p;
2) (a,b)) epsi(a,by) e p=b;=hb.
A poartd numele de domeniul de definitie al functiei f, iar B poarta
numele de codomeniul functiei f.
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Vom spune ca doud functii f si g coincid dacd au acelasi
domeniu de definitie A, acelasi codomeniu B si V x € A, avem
f(x) = g(x).

Notatia consacratd pentru o functie f cu domeniul de definitie A
si codomeniul B este: f: A — B.

Multimea functiilor f: A — B va fi notata B*.

Fief: A —>B,A'c AsiB' cB.

f(A") = {f(x) | x € A'} este numitd imaginea directa a submultimii A'
prin functia f, iar f IB)={x e A If(x) € B'} este numitda imaginea
inversa a submultimii B' prin functia f.

Se arati ca f (f ' (B')) = B'si A'  f ' (f (A")) de unde obtinem
ca f(f (F(AY) = (A)sif(f (F'(B)=1"(B,

Au loc proprietatile: pentru orice familie de submultimi ale lui
A, {Ai}ic1, $1 pentru orice familie de submultimi ale lui B, {Bi}ic1, avem:

i) f(UA,.j:Uf(A,.); f‘{UB,-]=Uf‘1(Bf);

iel iel iel iel

if) f(ﬂAi]gﬂf(A,); fl(ﬂB,«}ﬂfl(Bi)-

iel iel iel iel

Definitie: Fief: A—>B,g:B > C. Functiag-f: A - C,
VxeA (g-f)(x)= g(f(x)) este numitd compusa functiilor g si f.

Se remarca faptul ca, dacaf: A— B,g:B—>Csih:C—>D
atunci: he(g-f)=(h-g)-f.

Definitie: Fie f: A — B o functie.
1) f este numita functie injectiva daca:
Y X1, X2 € A, X1 # X2 = f(x1) # f (X2) (sau, echivalent V x;, X, € A,
f(Xl) = f(Xz) = X1 =X2 )

11) f este numitd functie surjectiva daca Vb € B, V a € A, asa
incat f (a) = b.
1i1) f este numita functie bijectiva daca este injectiva si surjectiva.

Observatie: Fief: A—>B,g:B—>C
1) Daca f si g sunt injective (surjective), atunci g - f este
injectiva (surjectiva);
i1) Dacd g - f este injectivd (surjectivd), atunci f este
injectiva (g este surjectiva).
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Definitie: Functia h : B — A se numeste inversa functiei
f:A—>Bdacah-f=15s1f-h=15.

Inversa functiei f, daca exista, se noteaza cu f 1 1n acest caz,
functia f se numeste functie inversabild. Reamintim faptul cd o functie
este inversabild daca si numai daca este bijectiva.

Notam cu P (A) multimea submultimilor (partilor ) lui A. Fiind
data functia f: A — B, definim functiile:

FA:P(A)—> P (B), F* (A)=f(A")si

F: PB)—>P(A),F B)=f"(B).

F” este numitd functie imagine directd, iar F~ este numitd functie
imagine inversa.

Propunem ca exercitiu demonstrarea urmatoarelor propozitii:

Propozitie: Fie f : A — B o functie. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) f este injectiva,

i) V Xi, Xz € P (A), f(X) N Xo)= (X)) N (Xy);

i) VXeP(A),f'f(X)=X;

1v) dr:B — A, asaincatr - f = 1, (r se numeste retracta a

lui f si nu este, In general, unicd);

V) VA'cA f(A-A)cB-1(A’);

Vi) F~ este injectiva;

vil)  FV este surjectiva;

Vlll) F*-FvV =1 P (A)-

Propozitie: Fie f: A — B o functie. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) f este surjectiva;

i) VYcB, ff'(Y)=Y

1i1) ds:B— A, asaincat fos =1 ( s se numeste sectiune

pentru f si, nu este, In general, unicd);

1v) F” este surjectiva;

V) FV este injectiva,

Vi) VA cAB-f(A)cf(A-A’);

Vll) FAoFV = lp (B)-
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In final, ca exercitiu, se propune si se demonstreze ci intre
multimile (BxC)* si B* x C* i intre multimile APC i (AP)C exista
bijectii.

4. Produse directe. Sume directe.

Fie (Xo)oer1 0 familie de multimi nevide, [ # &.

Definitie: Perechea (X, (pa)aci), unde X # & 51 py : X = X,
al, se numeste produs direct pentru familia (X, )q<; daca pentru orice
multime nevida Y si pentru orice familie de functii (f)qc1, unde V ael,
fu 1 Y = X, existd o functie f, unica, f: Y — X, asa Tncat urmatoarea
diagrama sa fie comutativa:

Pa adicd py o f=1,, Va el
X — 5
A Xa

fo

=

Teorema: Oricare ar fi (Xy)geyunde [ #dsiVa el X, # I
exista si este unic, pand la o bijectie, produsul direct al familiei date.

X

a

Demonstratie: Notdm cu «e/  multimea
{¢¢ 1> | JX,.0(B)e X,V e 1}
ael
py, [ 1X. = X,

Pentru orice Pel, definim aplicatia ael prin

Py, (@)= 0(p)

. Este evident ca aplicatiile Px, sunt surjective.

HXa’(an )ael

Perechea [ael j este produs direct pentru familia (Xg)ger -
Tntr-adevér, dacd (fy)oer este o familie de functii, cu f, : Y — X, atunci

Xa
definim functia f: Y — aer astfel:
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f(y) = ¢, unde Px. ()= fa(y), pentru V a.el.

Un astfel de ¢ existd, datorita surjectivitatii lui #*. . In plus, f este bine

definita.

) [Tx.

In adevar, daca ar exista @' € el , asa incat V acel,
Py, (@)= py, (@)= 1.(y) atunci V a.el, (o) = ¢'(at), adici ¢ = @'.

Mai mult, (pX,Z °© fxy) = an (f(y)) = an (¢) = fa(y)’ pentru \v4 er’

adica Px. °J = Ja,

S& wverificdm acum unicitatea produsului direct. Presupunem ca
perechea (X', (p's)ac1) satisface conditiile pentru a fi produs direct
pentru familia (Xq)ger -

HXa’(an )a(—:l

Atunci, din faptul ca (aef ] este produs direct rezulta ca

C e . . ) X‘Z s Py o f =D
existd o unica functie f: X' — «er  astfel Incat £¥. @, pentru
| A | E S | C PR
orice ael §i existd o unicd functie h : ecsr  — wer , Incéat
Py ch=p, Nael

Pe de altd parte, folosind faptul ca (X', (p'w)aci) €ste produs

Xa
direct rezultd cd existd o unica functie g : «cz  — X', astfel incat
' Xa
Pa°8 = Px,  pentru V ael si existd o unica functie ki X'>aer
incat Pa°k =Py, Vael
' = = ! ' —_— ' . . . . .
Avem Peolgef)= Px,°f = Pagi P'a®ly = Pagi din unicitatea lui k
rezultd ca 8°f =1lp =k

— ! _ an © 1 = an
Pe de alti parte, pao(fog)—paog—ansi [T si din
f o g = IHX(X = h
unicitatea lui h rezulta ca wel . Asadar, f s1 g sunt inverse

una alteia, deci sunt bijectii.
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X
a
Multimea a</ este numitd produs cartezian generalizat, iar

aplicatiile #¥. sunt numite proiectii canonice.
Observatie: Dacd 1 = {1, 2, ...., n} atunci produsul direct se

identifica cu produsul cartezian uzual, familia {p x> P, P, } fiind
familia de proiectii canonice:

Vje {1,2,...,11}, Py, :HX[ = X,.py, (xl,xz,....,xj,...,xn): X,
i=1

Definitie: Fie X o multime, (Xy)qer 0 familie nevidd de multimi
nevide $i (iq)aer 0 familie de functii iy : Xq > X.

Perechea (X, (ix)oer) s€ numeste suma directa pentru familia
(Xo)aer dacd pentru orice multime Y si pentru orice familie de functii
(fo)aer, unde f, : Xo — Y, existd si este unicad functia f: X —> Y, astfel
incat fo i, = f,, Vael.

Altfel spus, diagrama

Y .
. A este comutativa, V a.el

of

X, ) > X
10(
Teorema: Orice familie de multimi admite suma directa si
aceasta este unicd pana la o bijectie.
Demonstratie: Presupunem intdi ca toate multimile din familia
data sunt disjuncte doud cate doud. Atunci suma directd este perechea

X, Ux.
(X, (ix)aer), unde X = aer si pentru Vael, iy : Xy — ael este
incluziunea.
Tntr-adevér, dacd Y este o multime oarecare §i (fy)qer €ste 0
familie de functii, astfel incat Voel, f, : X, — Y, atunci exista
Xa
f: aer Y, unde Voel, V xeX,, f(x) = fu(x). f este bine definita,

pentru ci Va, Bel,az=p=> X, NXp = . In plus, f- i, = f,.
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Pentru demonstrarea unicitdtii functiei f, consideram o alta
functie g : X — Y, pentru care g - i, = f,, Voel. Avem:

Voael, V xeXq, g(x) = g(ig(x)) = f; = f(x), de unde f=g.

In cazul in care multimile din familia (Xo)qer nu sunt disjuncte,

vom construi o altd familie de multimi disjuncte (X a) ael, astfel: Voel,

Yo =X, x {a}.
A x4 : XX,
Observam ca dacd a, f € [ si o # B, atunci “an“ 8= .
X = U X, X = H X,
Consideram ael si notam ael ; pentru orice ael,
Xa
consideram i,: Xy — acf  , 1g(X) = (X, ), unde x € X,. Rezultd ca
XO!
(‘ael , (ig)oe1) este suma directd pentru familia (Xg)gel.
intr-adevér, dacd Y este o multime oarecare, (fy)qe1 0 familie de
functii astfel incat V ael, f, : Xo — Y, atunci consideram functia
X, e
f:ar Y, unde V (x,0)e Yo, f{(x,00)) = fu(x).
Avem (f - 1,)(X)=f((x,a)) =fo(X), pentru orice xeX,, deci f o i, = fg,
V oael
In plus, functia f e unica, pentru ca dacad g ar fi o alta functie ce

Xa
ar satisface conditiile g: «c1 —>Y, g1, =fy, V a€l, atunci

Vael, V(xo)eXe, g(x0) = (g -« i)®) = fux) = f(x0),
adica f=g.

S& aratam acum unicitatea pand la o bijectie a sumei directe.
Presupunem cd (X, (ig)oer) $1 (X', (1'q)aer) ar fi sume directe pentru
familia (X¢)oer.

Considerand 1n definitia sumei directe Y = X' si Vael, f, =1, rezultd ca
exista si este unica functia f: X — X', astfel incat Vael, fo i, =1'g.

Aplicam acum definitia pentru suma directd (X', (1'q)qc1), Y = X
st Vael, f, = 1,. Rezulta cd exista si este unica functia g : X' — X, astfel
incat Voel, g1y = 1.

Vom arataca fog=1x"
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Intr-adevir, considerand suma directd (X', (1'o)ac) i Y = X,
Voel, f,=1'y rezultd ca exista si este unica functia h : X' — X' astfel
incat Voel, hoi'y=1\.

Functiile f - g si 1x' verificad conditiile satisfacute de h si din
unicitatea lui h rezultd ca f- g = 1x'.

Similar, considerand suma directd (X, (ig)ac1) 1 Y = X, Vael,
fu=1q rezultacag.f=1x"

Prin urmare, f este bijectivd, de aceea vom spune cd suma
directa este unica pana la o bijectie.

5. Axioma alegerii

In cadrul teoriei multimilor un rol deosebit de important (si in
anumita masura controversat) este avut de asa numita axioma a alegerii
(a permite "abstragerea" elementelor din multimile ce le contin).

Axioma alegerii: Pentru orice familie nevidd, F, de multimi
nevide, disjuncte doua cate doua, exista o multime A care are in comun
cu fiecare multime din F un element si numai unul.

O familie F de multimi este numita familie de caracter (local)
finit daca satisface conditia: "A € F daca si numai daca orice parte
finitd a lui A apartine lui F  ".

Se dovedeste ca axioma alegerii este echivalentd cu fiecare
dintre urmatoarele propozitii:

- Lema lui Tukey: Orice familie nevidd de multimi, de
caracter finit (partial ordonata relativ la incluziune), are cel
putin un element maximal.

- Principiul de maximalitate al lui Hausdorff: Orice lant
al unei multimi partial ordonate este inclus intr-un lant
maximal.

-  Teorema produsului cartezian: Produsul cartezian al
unei familii de multimi nevide este nevid.

precum si cu Lema Zorn si Teorema Zermelo prezentate anterior.

1.2. Numere cardinale. Numere ordinale.

1. Numere cardinale.
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Definitie: Fie X, Y doud multimi. Spunem cd X, Y sunt
echipotente (cardinal echivalente, au aceeasi putere cardinald) daca
existd o bijectie f: X - Y.

Vomnota X ~Y.

Observatie: Echipotenta este o relatie de echivalenta pe clasa
tuturor multimilor.

Teorema lui Cantor: Dacd X este o multime, atunci X~+P (X),
unde P (X) este multimea partilor lui X.

Demonstratie: Presupunem cd X ~ P (X) si atunci existd o
bijectie ¢ : X > P (X) .

Consideram multimea: A = {x | x € X si X ¢ ¢(X)}.

Evident A € P (X) si cum o este surjectie, rezultd cd 3 a €X, asa
incat ¢ (a) = A.

Dacd a € A, atunci a € ¢(a); dar din definitia multimii A rezulta
ca a ¢ ¢ (a), contradictie.

Daca a ¢ A, adica a ¢ ¢ (a), atunci conform definitiei multimii
A arrezulta cd a € A, contradictie.

Prin urmare, presupunerea facuta este falsa, deci X ~ P (X).

Teorema lui Cantor-Bernstein:

Fie Xy, Xi, X5 trei multimi, astfel incat Xo 2 X; 2 X» .
Daca Xy~ X5, atunci X ~Xj.

Demonstratie:

Din X, ~X; rezulta cd exista o bijectie ¢ : Xo — X».

Construim sirul de multimi:

X3 =0 (X]), X4 =0 (Xz), ey Xn+2 =0 (Xn)
AvemXp 2 Xi12X; 2X;520X42... 2 Xi2 X1 2 -

Y= ﬂX L= ﬂX .
Notam: neN* neN*
Sa aratam ca:

Xo = U(Xz _Xi+1)UY

(a) ieN* sica
Xl = U(Xz _Xi+l)UY
(b) jene
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Pentru egalitatea (a), consideram x € X,: dacd x € Y, atunci
U(Xi_Xi+1)UY . . .. A
X € ieN ; daca x ¢ Y, atunci exista i € N, asa iIncat
x ¢ Xi.
Cumx € X, rezultacai>1.
Fie n cel mai mic numar natural pentru care x ¢ X, Din
minimalitatea lui n rezultd ca x € X, si deci x € X,.; — X;, de unde
U(Xi _Xi+1)UY
X € ieN .
" . U(Xi_Xi+1)UY
In concluzie, Xy < ieN .
Cum incluziunea inversa este evidenta, rezulta egalitatea (a).
Analog se aratd si egalitatea (b).
in continuare, consideram familiile de multimi (Aj)ien $i (Bj)ien,
definite astfel:
Ap=Y si Ai=Xi;— X, pentrui>1
{Xm — X, pentru iimpar

By =Y si X_ =X, pentru i par

Sa observam ca daca i#j, atunci A; N Aj= I si BN Bj= .
Definim familia de aplicatii (fi)ien, fi 1 Ai = Bi in felul urmator:

/o =1Y;

ly _x ,pentru i par;

/i= y ,pentru i impar .
X=X

Aplicatiile f; sunt bijective: pentru i par este evident, iar pentru i

impar, avem: din ¢ injectiva rezulti cd = A i1~ X este injectiva.
Fie acumy € Xj; — Xip, adicd 'y € Xiy1 siy ¢ Xipp §1 cum
Xit1= @ ( Xj.1) rezultd ca 3 x € Xj; astfel incat y = @(x).
Deoarece y ¢ Xj» rezultd ca x ¢X; si deci x € Xj; — Xj. Prin
urmare, y = fj(x), adica f; este si surjectiva.
[14 [z

Asadar functiile f; sunt bijective, iar Xg = ieN  §i Xj =ieN |
deci existd o bijectie f: Xo =X, adicd Xy ~X.

22



Consecinta: Daca X si Y sunt doud multimi asa incat X ~ Y’,
unde Y’cY siY ~X’,unde X’ < X, atunci X ~ Y.

Demonstratie: In adevar, din X ~ Y’ rezulti ca 3 f: X —> Y7,
f bijectie. Daca Y” = f (X’) atunci X’ ~ Y” si cum Y ~ X’ rezultd
Y’~Y.SeobtineY’cY cYsiY~Y".

Din teorema precedentd rezultd Y ~ Y’ si deci Y ~ X.

Definitie: Fie X o multime. Clasa X = {Y Y ~X } este numita
numairul cardinal al acestei multimi. Vom arata ulterior cd se obtine
clasa (nu multimea) numerelor cardinale.

Notam
=010} =110,10}}=2,.....; N={012,...,N=N
N=N).

o (vom avea

2. Operatii cu numere cardinale

Fie (my)oer 0 familie (multime) de numere cardinale m, =X, ,

X(Z
(I# &). Vom numi suma familiei (my)qe; numarul «es (notat cu

> m,
ael ).

im =m+...+m
Daca I= {1, 2, 3, ...., n} vom scrie ==

In cele ce urmeazi vom arita cd rezultatul nu depmde de
reprezentanti. Pentru I = {1,2}, fie m;, m, doud numere cardinale si
A, A; € my; B, B; € my. Avem A ~ A si B ~ By. Putem presupune fara
a restrange generalitatea, ca A N B=Jsi A; "B, =J.

Intr-adevar, dacd am avea A N B # @, atunci putem construi
multimile A’ = {(a,x) |a € A}, B’={(b,y) |b € B}, unde x si y sunt
doua elemente diferite. Avem A’ ~ A, B’~ B si, in plus, A’ "B’ = .

Vomarataca A UB~A; U B,.
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Consideram bijectiile f; : A — A si f, : B > B; si definim

f(x) _ {fl(x), pentru x € A

functia f: AU B — A; U B prin .f;(x)a pentru x€ B

Functia f astfel definitd este o bijectie.

Folosind proprietdtile sumei directe, se poate trece la cazul
general.

Teorema: Fie (mg)aer si(np)pey, (I # S, J# D) doud familii de
numere cardinale (indexate dupa I si respectiv J). Dacd existd o bijectie

, Z m, = Z Np

¢:I—>J,asaincat Vo e I, my = Ny, atunciee pel

Demonstratie: Fie A, € m, si Bg € ng, asa incat familiile
(Ac)oer s1(Bp)gessunt formate din multimi disjuncte doua cate doua.

>om, =114, 2n. =118,
Avem ael ael si pel Bed )
- [14. L3 |

Din ipoteza rezulta ca ae! si A</ sunt echipotente (Vael,

existd  @u:Aq—>Bew) bijectie, fapt ce conduce la o bijectie
L14. By

Vi wer — s/ | WY(X) = @ux), dacd xeA,) si deci numerele

cardinale corespunzatoare sunt egale.

Consecinta: Daca (mg)qer este o familie de numere cardinale si
¢ : I —> I este o bijectie (permutare a multimii I), atunci:
zma - me(a) .
ael ael . Altfel spus, adunarea numerelor cardinale este
comutativa.

Teorema (de asociativitate): Fie (my)qcr (I # &) o familie de

o Ui
numere cardinale si presupunem cd [ = 2ea cu I, N 15> = J, pentru
orice A#A’.

S35
Atunci : *</ AeA\ael, )

Demonstratie: Fie (Ay)qer 0 familie de reprezentanti disjuncti
pentru (mg)ger-
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L4-=1(04)

Atunci avem: “¢ ren el
Prin urmare si cardinalele lor sunt egale.
Daca avem familia de numere cardinale (mg)qc;, pentru care
>,
V a€l, my = m, iar I ~ {1, 2, ..., n}, atunci «er nu depinde de

alegerea multimii I sl, in plus, putem scrie:
Dmy=mAmt e, +m
ael nori

Definitie: Fie (my)qc1, (I20) o familie de numere cardinale si
(Xo)aer 0 familie de multimi asa ncét:

Vael,m,=X

a .

Vom numi produsul familiei (mg)qe; numarul cardinal oel ,
[1m
notat aers

a

5 o JIm,=m om, - om.
Dacal= {1, 2, ..., n}, scriem

Vael,m, =X=a

Teorema: Daca

T1X, =T1X, [m,
ael ael (adica ael nu depinde de alegerea
reprezentantilor).

Demonstratie: Rationamentul pentru cazul general urmeaza
aceeasi linie de demonstratie ca in cazul I = {1, 2}, de aceea vom
considera doar aceasta situatie.

Fie X1, Y1 € my si Xa, Ya € mo. Atunci X1 X Xp ~ ¥ %1

Intr-adevar, din X; ~ Y; s1 X, ~ Y, rezultd ca exista bijectiile
(p1:X1 ->Y; $i ¢ : X > Yo.
F:X xX, >Y xY,

si Xo~X’q, atunci

Definim prin F(x1,X2) = (91(X1), P2(X2)).

F este bijectiva, deci X1 X X, =¥, x ¥,
Demonstratiile urmdtoarelor teoreme sunt asemanatoare cu cele
de la suma.
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Teorema: Fie (mg)aer si (np)pey , (I # G, J # ) doua familii de
numere cardinale. Presupunem ca exista bijectia ¢ : I — J, asa Incat

My=Nyw), Voel. Atunci
[Tm. =117,
ael BeJ .
Teorema (de comutativitate): Dacd (my)qcr este o familie de
numere cardinale si ¢:I—>1 este o bijectie (permutare), atunci

H m, = H M ()

ael ael

Teorema (de asociativitate): Fie (my)qc; 0 familie de numere
1=J1,

cardinale, I # O si sencu Iy N Iy = & pentru A # A'. Atunci
[1m.=11| [Im.
ael AeA \ ael, .

in cazul in care I~{1, 2,...., n} si (my)eer €Ste asa Incat my = m,
[m.
pentru orice o € I, rezultd imediat cd «e/  nu depinde de alegerea
multimii [ $1 convenim sa scriem:
[Im,=m-m-..m

ael nori

Propunem ca exercitiu demonstratia urmatoarei teoreme:
Teorema (de distributivitate): Fie (mg)aer s1 (ng)pes (I, J
nevide) doud familii de numere cardinale. Atunci

| 2] Smen,

ael peJ (o, B)elxJ

Are loc si urmatoarea legatura intre produs si suma.
Teorema: Fie m si n doud numere cardinale.
m-n=m+m+...+m=n+n+.. +n

Atunci nori m ori

Demonstratie: Fie m=X si n=Y _ Atunci m-n=X XY Pe

de alta parte,
XxY = UXx{y}: U{X}XY

yeY xxX
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Familiile {X % {y }}er si {{x}x Y }xeX sunt formate din multimi disjuncte
doud cate doua, deoarece avem: dacd y, y'eY si y # y', atunci
X x {yPDhN(X x x{y'}) = D si analog, daca x, x'eX si x # X', atunci
({x} x Y)N({x'} x YY) ==.

XxY=ZX><{y}=Z{x}=xY

Deci, ye¥ xeX )
Dar, VyeY, avem X ~ X x {y} si VxeX, avem Y ~ {x} x Y, deoarece
Q1: X—>Xx{y}, 01(x) = (X,y) $1 02:Y > {x}xY, ¢2(y) = (X, y) sunt bijectii

si deci X % h=m si {xpx ¥ =n , de unde obtinem egalitatile dorite.

. T . p ) X
Daca m=Xsi n=Y atunci vomnota n" =Y~ .

3. Relatii de ordine pe multimea numerelor cardinale

Definitie: Fie m =X gi n=Y . Vom spune c¢d m < n daci exista
o submultime Y'CY astfel incat X ~ Y'.

Dacd m < n §i m # n, atunci se noteaza m < n (in caz contrar m > n).

Observatie: Relatia "<" definitd mai sus nu depinde de
reprezentanti.

Demonstratie: Fie X ~AsiY ~Bsi X~ Y', unde Y'CY. Atunci
existd o bijectie f:Y—>B. Notdm B' = {(Y'). Deoarece f este injectiva
rezultd cd B' ~ Y'; dar Y' ~ X si deci B' ~ X si cum X ~ A, obtinem
B' ~ A, ceea ce ne aratd ca relatia "<" definitd anterior nu depinde de
reprezentanti.

Teorema: Au loc urmatoarele proprietati:

a) pentru orice numar cardinal m, avem m < m, dar m > m;

b) daca m si n sunt numere cardinale, astfel incat m < n si
n <m, atunci n = m;

C) dacd m, n si p sunt numere cardinale, astfel incat m < n si

n < p, atunci m < p;
¢') dacd m, n si p sunt numere cardinale, astfel Incit m <n sin <p,
atunci m <p.
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Demonstratie: a) Fie m =X i atunci avem X =X si X ~ X, deci
m < m. Dacd am avea m < m, atunci ar trebui ca m # m, ceea ce este
fals.

b) Fie m si n numere cardinale, incAt m <nsin <msi fie m=Xsi

n=Y  Atunci existd Y' Y, incat X ~ Y' si existd X' X, incat Y ~ X',
de unde rezulta ca existd functia bijectiva f: X — Y’. Notdm Y" = f(X")
si cum f este bijectiva, rezultd Y" ~ X'. Dar X' ~ Y, deci Y" ~ Y.

Din Y" cY' <Y st Y" ~ Y rezultd, conform teoremei lui
Cantor-Bernstein, cd Y' ~ Y si cum Y' ~ X, se obtine X ~ Y, de unde
X =Y ,adicaim=n.

c) Fie m, n, p numere cardinale, incAt m < n sin < p. Fie m=X |

n=Y si P=Z ExistiY'c YsiZ cZ, asaincat X ~Y'si Y ~ Z', deci
exista bijectia f: Y — Z'. Notam 2" = f (Y").
Atunci Y'~Z"sicum X ~ Y'rezulta X ~Z", unde 2" c Z' C Z,

decim=X<p=27Z

c') Conform cu ¢), avem m < p. Sd mai aratam ca m # p, adica

X ?Z, unde m=X i P=Z Dacd am presupune X ~ Z, atunci am
avea Y' ~ Z, unde Y' — Y, asa incat X~Y'. Aceasta ar insemna ca

p=Z<n=Y. dar din ipotezd n < p si atunci conform cu b) avem
n =p, ceea ce contrazice n < p. Asadar, X ? Z, adicd m # p. Deci m < p.
Asadar, pe multimea numerelor cardinale relatia "<" este o
relatie de ordine (partiald).
Teorema: Fie familiile de numere cardinale (mg)ger; (Ng)oer Si
Zma SZna _ Hma SHna

my < ng, Voel, (12J). Atunci aer ael  §1 ael acl .

Demonstratie: Fie " =X, " =Y. vael Din ipotezi,
existd Y'y < Y, astfel incat X, ~ Y'y .De aici rezulta ca:

X ~r. TIx.~11r.

ael ael sl ael ael
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Or.<lv Iv.<l%

Cum wer acl  §1 ael «el , rezultd inegalitatile din enunt.
Teoremii: Daci X este o multime, atunci P (X) ~ {0,1}*.
Demonstratie: Definim o : {0,11* - P (X) prin o(f)= fl({1}),

unde f: X — {0,1}. Se verifica cu usurinta faptul cd ¢ este o bijectie.

o 4w . . . X ..
Consecintd: Pentru orice multime X, avem X <27 (reamintim

ca 2 noteaza {Q, {@}} sicd {0,1}€2)
Demonstratie: Notdm X' = {{x} | x € X}. Avem X' c P (X) si

X ~ X', de unde X = P(X ) Pe de alta parte, din teorema lui Cantor

- - X
X + P (X),deci X # (X)), Asadar, X < (x)={o1}" =2*
Pentru orice numar cardinal n, se obtine sirul n <2" < 27 <.

A . . . o 2"
In particular, se obtine sirul Np <27 <27 <.

Notdm ¢ =2 si vom numi ¢ puterea continuului.

Teoreméa: Daca M este o multime de numere cardinale, atunci
existd un numar cardinal strict mai mare decat orice cardinal din M.

m, = Zm

Demonstratie: Fie meM . Evident cd VmeM, m < my.
Avem "o <2" i deci m<2"™,VmeM

Observatie: Presupunand ca ar exista multimea K a tuturor
numerelor cardinale, conform teoremei precedente ar exista un numadr
cardinal m, strict mai mare decat orice cardinal din K. Cum m € K
rezultd cd m < m, contradictie. Asadar, nu existd multimea numerelor
cardinale, ci clasa numerelor cardinale.

4. Multimi numarabile

Definitie: Se spune ca o multime X este numarabila, daca
X ~N, adica X =No.

Teorema: Reuniunea a doud multimi numaérabile este 0 multime
numarabila.

29



Demonstratie: Fie X, Y doud multimi numarabile si
presupunem, mai mult, cd X N Y = . Din ipotezd, 3 ¥ : N —> X,
¥ : N — Y functii bijective. Definim n:N—->XUY prin

n
— |, dacdnpar
o) wans

1
‘P(n; ), dacé n impar

n este injectiva. Intr-adevar, daci n (n) = 1 (n"), atunci din X NY = &

A5)-+[5)
urmeaza cd n §i n' au aceeasi paritate, deci 2 2 Jsau
5
2 2 ) ceea ce conduce la n = n', in ambele cazuri.
Pe de alta parte, daca x € XUY, adica xe X sau xeY, atunci avem:
daca xe X rezulta ca 3 keN, asa ca ¢(k) = x s1 deci n(2k) = x;
dacd xeY rezultad ca 3 1eN, asa cd ¢(1) = x si deci n(21-1) = x.
Prin urmare, m este si surjectivd. Deci, m este bijectie, de unde

XUY =K,

Teorema: Fie (Xi)i <~ 0 familie de multimi, asa incat pentru

i,j € N, 1#jsaavem X; N X; = &. Daca pentru orice ieN, X este

o Ux -
numarabila, atunci ieN este numarabila.

Demonstratie: Folosind metoda inductiei matematice se arata

ca pentru orice n € N, existd numerele naturale k si j unice, astfel incat
1) k=20, 1<j<k+1
k(k+1) oy

2) 7

Notam ou(n) = k si B(n) =].

Pe de alta parte, din faptul ca VieN, X este numarabila rezulta ca exista
bijectia fi: N—>X; .

n+l1

si

Xi
Definim aplicatia f: N — N prin f(n) = fon)-pm)2(B(n)).
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Sa verificam faptul ca f este bijectiva. Pentru verificarea injectivitatii,
vom considera n si n' numere naturale, asa incat f(n) = f(n'). Atunci
fom)-pmy2(B()) = fom)-pa2(B(n').

Deoarece familia {X;}; <~ contine multimi disjuncte doua cate doua,
rezultd ca o(n)-B(n)+2 = a(n')-B(n")+2. Pe de altd parte, fon)-pm)+2 este
bijectie, deci vom obtine P(n)=P(n') si atunci folosind egalitatea
anterioara rezulta ou(n) = a(n").

Din B(n)=P(n") si a(n) = oun') rezultd ca n = n', adica f este injectiva.
Pentru a verifica surjectivitatea, vom considera x un element arbitrar din
U~x,

o~ ; deci existd ieN, 1 unic (datoritd faptului ca {Xi}i cx contine
multimi disjuncte), astfel ca xeX.

Cum fj este surjectiva, rezulta cd existd meN, astfel Incat x = fi(m).

Fie B(n) = m si a(n)-B(n)+2 = i. Atunci a(n) = 1 + m - 2 si deci

lim-2)iem-1)

n
2 , de unde f(n) = fi(m) = x, adicd f este
R X i UX i
surjectiva. In concluzie, e ~ N, adica ieN este numarabila.
Teorema: Fie (Xy)qer 0 familie de multimi numarabile si I o
XO!

multime numadrabild. Atunci e este numadrabila.
Demonstratie: Dacd (Xy)qer contine numai multimi disjuncte
doua cate doud, atunci rezultatul este imediat. In caz contrar putem

construi familia de multimi disjuncte (X a )ae/ , unde Voel,

X, =(X,.@) Remarcim ca Vo€l X,~X, , deci problema se
reduce la familii numarabile de multimi numarabile si disjuncte.

Consecintd: Dacd X §i Y sunt multimi numarabile, atunci
multimea XxY este numadrabila.

Demonstratie: Asa cum am vazut,

X><Y=UX><{y}~HX><{y}
ye¥ ye¥ . Dar, Xx{y}~X, pentru orice

yeY, deci XxY este numarabild, conform teoremei anterioare.
Din cele de mai sus rezulta:

Teorema: 1) o+ t9=*o;
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2) Ny ori ;
3) ¢ =c;
4) ¢V =c;
5) ctc=c;
N0
6) N =¢
7) Noc=c.
Demonstratie:

1) Evident;
2) Rezulta din teorema precedents;

2 _ AN ANy _ ANy _ ANy _ .
3) Avem ¢ =¢ c=2"-2" =2 =27 =g

N « .
4) Avem = (2\\0) F=2h =2% =c,
5) Aratam, mai intdi cad daca 2 <m, atuncim+ m<m - m.
Fie m=X_. Din 2 < m rezultdi cd 3 X, yo €X, X0 # Yo §i
¢ Xx{l1}uXx{2} - XxX, asa Incat o(x,1) = (X,yo) s1 ¢(X,2) = (X0,X).
Se wverificd usor cd aplicatia ¢ este injectivd, de unde rezultd ca
m+m:Xx{1}uX><{2}£X><X:m-m )
Din 2 < ¢ si din inegalitatea precedenta rezulti ¢ + ¢ < c®. Darc <c +c¢
si din 3) rezultd ca ¢* = ¢; se obtinec<c+c< ¢’ =c¢, deci cte=c.
2% <R <M

NO j—
6) Din 2 <No <2 =¢ gbtinem

. Ny .o Ny _
rezulta € =N0' <€ adica No' =€
7)Din2<ir0<cdeducemc=2-cSiocﬁczzcdeundeioczc.

st deci, conform cu 4),

S. Multimi infinite. Multimi finite

Definitia 1 (Dedekind): O multime X este infinitd daca
31X <X, X’ #X, astfel incat X ~ X,

Definitia 2 (Cantor): O multime X este infinitd daca contine
0 submutime numarabila.

Observatie: Conditiille din definitiile anterioare sunt
echivalente.

Demonstratie: “D; =D,”
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Fie X o multime infinitd conform definitiei lui Dedekind. Atunci
31X <X, X #X, X~ X. Notam cu f : X — X’ bijectia
corespunzatoare. Cum X’ # X rezultd ca exista x; € X incat x; ¢ X’.

Construim inductiv sirul de elemente:

X2 = 1(x1), X3 = f(X2), ... , Xn+1 = f(Xn), ...

Functia ¢ : N — X definita prin ¢ (n) = x, este injectivd. Vom
verifica aceasta prin inductie dupa n.

Daca n = 1, atunci pentru orice n” # 1 avem ¢ (1) = x; si
o(n’) =f(xp)e X’.Cumx; ¢ X’ rezultd cd ¢ (1) # ¢ (n’).

Presupunem acum ca pentru orice n’# n rezultd @(n’) # ¢(n) si
fien’, asa incat n’ # n+1.

Daca n’ = 1, atunci o(n’) = x; ¢ X’ si ¢(n+1)= f(x,) € X’, deci
¢ (") # p(n1).

Dacdn’ # 1, atunci ¢(n’)= f(Xy-1), iar @(n+1)= f(x,) .

Din n’-1 # n rezulta conform ipotezei inductive ca @(n’-1) # ¢ (n) adica
Xp-1# Xn §1 cum f este injectiva, se obtine f(xy.1) # f(xn) , de unde
o) # ¢ (n+1).

Deci ¢ este injectivd si atunci @(N)~ N, adica X contine
submultimea numarabila ¢ ( N).

“D, = Dy”

Fie X o multime infinita, conform definitiei lui Cantor. Rezulta
ca X contine o submultime numarabila A, deci exista bijectia f: N — A.

Sa consideram aplicatia:

¢: X —> X—{f(1)} definita prin:

(x)= {x, daca x ¢ A
4 f(n+1), dacix= f(n)e 4

Vom ardta ca ¢ este bijectiva.

Pentru a verifica injectivitatea, consideram x, x’ € X asa Incét
eXxX)=0x’).DinX=AUX-A)sipx)=¢ (X’ )rezultaicaix, x’ € A
sau X, X ¢ A.

Daca x, x* € A, atunci din ¢ (x) = ¢ (x’) rezultd ¢ (x) = (k+1),
unde x = f(k) si ¢ (x’) = f (1 +1), unde x* = f(I). Din injectivitatea
functiei f rezulta cd avem k =1 si deci x = x.

Asadar aplicatia ¢ este injectiva.

Sa dovedim ca ¢ este surjectiva.
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Fiey € X— {f(1)}. Dacdy € A, atunci 3 n € N, incaty = f(n).
Cum y # f(1), atunci n # 1 si deci putem scrie y= f(n-1+1)= @(x), unde
x = f(n-1).

Dacdy ¢ A, atunciy = ¢ (y).

Deci, ¢ este si surjectiva.

Prin urmare @ este bijectiva, deci 3 X’ =X — {f(1)} < X, X’ # X
si X ~ X’, ceea ce inseamnad cd X este infinitd si conform definitiei lui
Dedekind.

O multime ce nu este infinita, va fi numita multime finita .

Definitie:  Cardinalul unei multimi infinite se numeste
cardinal transfinit, iar cardinalul unei multimi finite se numeste
cardinal finit.

Numerele cardinale N, ¢ sunt transfinite.

Observatie: Definitia D, si teorema de echivalenta a celor doua
definitii aratd cd m < N, pentru orice cardinal finit m.

In contextul anterior apare urmitoarea problema:

Existd oare numere cardinale cuprinse intre a si 2° ?

Ipoteza alefilor (a lui Cantor) afirma ca nu exista astfel de
numere.

In particular, pentru ci a = N, se obtine ipoteza continuului:
intre N si 2% = ¢ nu mai existd alte numere cardinale.

6. Numere ordinale

Fie Ug clasa (“universul”) multimilor total ordonate.

Definitie: Doud multimi total ordonate (A, <) si (B, <) se
numesc asemenea si scriem A =B dacd existd o bijectie f : A - B
(numita i asemdnare) cu proprietatea:

Vx,yeA x<y=1fx)<1(y).

Dupa cum este uzual s-au notat cu acelasi simbol “<” relatiile de
ordine date pe A si pe B.

Observatie: Relatia este o relatie de echivalentd pe Uo.

Clasa de echivalentd, in raport cu relatia “~”, a unei multimi
total ordonate (A, <) se noteaza prin ord A si se numeste tipul de
ordine al lui A.

Tipurile de ordine ale multimilor bine ordonate se numesc
numere ordinale.

6,
~
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Daca (A, <) este bine ordonatd, atunci orice element (B, <) din
ord A va fi o multime bine ordonata.

Vom nota 0 = ord &.

Dacd n este un numar natural, multimea { x € N |x <n}, In
raport cu ordinea uzuald, este bine ordonatd si vom nota tot cu n
numadrul sdu ordinal.

Pentru multimile N, Q si R ordonate cu ordinea uzuala, notam
ord N= w,ord Q= n,ord R= A.

w este numar ordinal, dar 1 si A sunt doar tipuri de ordine.

Aritmetica tipurilor de ordine este complicatad, deoarece
operatiile de adunare si de inmultire nu sunt comutative.

Vom defini insa o relatie de ordine partiala notata “<” astfel:
dacd (A, <) si (B, <) sunt doud multimi bine ordonate si o = ord A,

B =ord B, vom pune o < 3 daca 3 B’ < B cu proprietatea A = B’.
Notam a < 3 daca o < 3 sau o = .

Se verificd usor cd o < B depinde doar de numerele ordinale o

si B si nu depinde de reprezentantii (A, <) si (B, <).
Urmatoarele teoreme sunt utile in aplicatii:

Teorema: Daca (A, <) este o multime bine ordonata si f:A— A
este 0 asemanare, atunci X < f(x), V x € A.

Demonstratie: Presupunem prin reducere la absurd, ca ar exista
Xo € A, asa Incat f(xo) < Xo. Fie a cel mai mic element X, cu aceasta
proprietate. Avem f(a) < a si cum f este o asemanare, rezulta f(f(a)) <
<f(a), adica f(a) = b este un element cu proprietatea f(b) <b.
Dar f(a) = b < a ceea ce contrazice minimalitatea elementului a. Asadar,
vV x e A, x<f(x).

Teorema: Dacd (A, <) este multime bine ordonata, atunci A nu
este asemenea cu nici o submultime de forma A, ={xeA | x<a} (A, este
numita segment al lui A).

Demonstratie: Presupunem cd exista o asemdnare f: A — A,
unde a € A. Conform demonstratiei teoremei anterioare, rezultd ca
a<f(a).

Dar f(a) € A, si atunci conform definitiei lui A, avem f(a) < a,
contradictie.
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In baza axiomei alegerii, putem demonstra ca relatia de ordine

“<” este o ordine totala, astfel:
Teorema: Pentru orice doud numere ordinale a si [ are loc una

si numai una dintre situatiile: o < B, a =, p < a.

Demonstratie: Conform teoremei precedente, rezultd cd cel
mult una dintre aceste situatii are loc.

Fie ord A = a, ord B = B, unde (A, <) si (B, <) sunt bine
ordonate. Considerdam familia tuturor asemanarilor de la A sau de la
segmentele lui A la B, respectiv, segmentele lui B.

Notam cu F acestd familie. Daca a este primul element al lui A
si b este primul element al lui B, atunci f: {a} — {b} pe care o notdm
(a, b) este 0 asemanare, deci F # .

Conform principiului de maximalitate al lui Hausdorff
(echivalent cu axioma alegerii), exisd un lant maximal L < F.

Fieh=uUL. Se aratd cu usurintaca h € F.

Daca domeniul lui h, dom h, este segmentul Ay al lui A, iar
codomeniul, codom h, este segmentul By al lui B atunci h U {(x, y)}
poate fi adaugata lui L, contrazicand astfel maximalitatea lui L.

Putem avea, atunci, situatiile:

1. dom h= A si codom h = B, caz in care rezulta o = 3;

2. dom h = A si codom h = By, unde y € B, caz in care rezulta

o < B;
3. dom h = A4, unde x € A si codom h = B, caz in care rezulta

B < oa.

Observatie: Daca (A, <) este o multime bine ordonata, iar daca
X, y sunt doud elemente arbitrare ale lui A, atunci are loc implicatia:

Acr Ay =>x=Yy.

Intr-adevar, daci am presupune ci ar exista x, y € A, asa inct
X #y st Ay ® A, atunci putem presupune, fard a restrange generalitatea,
ca x <y si atunci Ay ar fi asemenea cu un segment al sdu A,, ceea ce
este exclus.

Deci, pentru V X, y € A, asa incdt A, = Ay, avem x =y.

Fie Z multimea numerelor ordinale.

Teorema: Pentru orice numar ordinal a, avem ord Z ,= a.
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Demonstratie: Fie A o multime bine ordonatd cu ord A = a.
Vom arata ca Z , si A sunt asemenea. Fie x € Z ,, adica x < a. Conform

definitiei relatiei “<” rezulta ca existd A’ < A, A’ # A, asa incat, daca B
este o multime bine ordonatd, pentru care ord B = x, atunci B = A’. Mai
mult din faptul cd A este bine ordonata rezulta ca existd y in A, y fiind
prim element al submultimii A — A’. Rezulta de aici cd A’ coincide cu
segmentul Ay alui A, deci B= Ay

Consideram functiaf: Z, —> A, f(x) =y.

f este bine definitd, conform observatiei anterioare.

Se verifica usor faptul ca f este bijectie.

Mai mult, f pastreaza ordinea. Intr-adevir, daci x, x’ € Z,, x<x’
si daca x = ord B, x’ = ord B’, atunci exista segmentul B’, al lui B’, asa
incat B = B’,.

DarB~AysiB’~ Ay ,unde f(x)=ysif(x’ ) =y’.

Deci, B’, = Ay, B’ = Ay s1 cum ord B’, < ord B’, rezultd ca
y<y’siy#Yy’,unde am notat cu “<” ordinea pe A.
Asadar, pentru orice X, X’ € Z,, daca x | x’, atunci f(x) < f(x’).

Deci, ord Z,=ord A = a.

Teorema: Pentru orice numar cardinal a exista un numar

ordinal o, asa incat a = Z,.

Demonstratie: Fie 4= a. Conform teoremei lui Zermelo
(echivalentd cu axioma alegerii) rezulta ca existd o buna ordonare < pe
A. Notdm a=ord A. Conform teoremei precedente, (A, <) este asemenea

U (Zg, <), deci 4=2a=a,

Mentionam faptul ca pe o multime se pot imagina bune ordonari
diferite, care pot conduce la diverse numere ordinale, toate beneficiind
de notatia ord A. Aceasta ambiguitate, care provine din faptul ca nu se
specifica o anume bund ordonare pe A, nu creeazd insa confuzii.

Teorema: Relatia de ordine “<” definitd pentru numere
cardinale este o ordine totala.

Demonstratie: Fie U clasa multimilor. Putem preciza pentru
fiecare multime nevida o relatie de buna ordine, conform teoremei lui
Zermelo.
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Conform teoremei precedente oricarui numar cardinal a 1i putem

pune in corespondentd un numar ordinal o, aga incat a = Z,.
Daca unui alt cardinal b ii punem in corespondenta ordinalul B,

asa incatb = Zy , atunci are loc echivalentaa<b < o < B.

Deoarece relatia “<” este de ordine totald rezultd ca si relatia
“<” este de ordine totala.

Tipurile de ordine ale multimilor bine ordonate infinite se
numesc numere ordinale transfinite.

Multimile finite pot fi si ele bine ordonate si mai mult, multimile
cardinal echivalente, care sunt finite, au si acelasi tip de ordine, deci au
acelasi cardinal si acelasi ordinal.

Rezulta ca, in cazul finit, o clasa cardinala de multimi finite este
si o clasa de echivalenta ordinala.

CAPITOLUL II. MULTIMI NUMERICE

2.1. Multimea numerelor naturale

Modul intuitiv de percepere a numerelor naturale a fost finalizat
anterior prin intermediul numerelor cardinale.
In cele ce urmeazi va fi dati abordarea axiomatici a multimii
numerelor naturale.
1. Axiomatica Peano

Definitie. Numim sistem Peano un triplet (N, o, ), unde:
a) N este o multime nevida;
b) oeN;
¢) o : N->N este o aplicatie numita de succesiune,
care verificd urmatoarele conditii (axiome):
a) o¢Imao (adica VneN, o # o(n));
B) o este o aplicatie injectiva;
v) Axioma inductiei: Dacd M < N satisface propriettile:

1) oeM;
i) neM = o(n)eM,
atunci M=N.

Vom nota o(n) = n* si vom spune ca n* este succesorul lui n.
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Dand statut de axiome proprietatilor o), ), y) matematicianul
Giuseppe Peano (1858-1932), a reusit sd construiasca cu ajutorul lor
intreaga teorie a numerelor naturale. Teoria axiomaticd a lui Peano
foloseste pentru numere modelul metodei logice, intrebuintat cu succes
de Euclid in geometrie, inca din antichitate.

Conform definitiei axiomatice data de Peano, numerele naturale
sunt elementele unei multimi N, in care se fixeaza un element o,
impreuna cu functia de succesiune, astfel Tncat sunt satisfacute axiomele
%), B), V).

Propozitie: Pentru orice neN, n # o, existd ueN, astfel incat
n=u*

Demonstratie: Consideram M=c(N) U {o}; atunci McN, oeM
si “neM = o(n)eM”, pentru cd 6(N)cM. Din axioma inductiei rezulta
cd M = N si cum ogo(N) rezulta ca orice element din N, diferit de o,
este succesorul unui alt element din N.

Teorema recursiei. Dacd (N, o, 6) este un sistem Peano si
(S, a, @) este un triplet, unde S este o0 multime nevida, aeS si @ : S>S o
functie, atunci existad o unica functie f : N—S cu proprietatile:

1) flo)=a;

2) f(o(n)) = ¢(f(n)), ¥V neN.

Demonstratie: Consideram produsul cartezian N x S si fie
F* = {UcNxS | (0,a)eU si “(n, b)eU = (o(n), p(b))eU”}. Observdm
ca F* # J, deoarece NxSeF*; in plus, pentru orice familie nevida

ﬂ U,eF*
(Uier, unde Viel, U;eF*, rezulta ca ies .
U

Fie f = verr . Conform observatiei anterioare, se obtine ca
feF*. Aratam ca f reprezintd o functie, adicd satisface urmatoarele
doua conditii:

cl) VneN, JbeS, astfel incat (n, b)ef;

c2) dacd (n, b)efsi(n, b')ef, atuncib="b".

Pentru a verifica prima conditie, vom considera multimea
M={neN | dbeS, astfel incat (n, b)ef} si vom arata cd M=N, folosind
axioma inductiei. McN si oeM, pentru cd (o, a)ef.

Din neM rezultd ca 3beS, astfel incat (n, b)ef si cum feF*, se
obtine (o(n), p(b))ef, deci o(n)e M. Asadar, M=N.
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Verificam acum conditia c2).

Consideram multimea M'={neN | “(n, b)ef si (n, b")ef= b=b" ”}.
Vom aplica si pentru M' axioma inductiei. M'cN. Presupunem, prin
reducere la absurd, cd ogM'. Deoarece (0, a)ef rezultd ca existd beS,
b # a, astfel incat (o, b)ef.

Notam cu f; = f— {(0, b)}; deci ] cf, f1# f. Aratam ca f; € F*. Mai intai,
(0, a) € fsi considerand (n, b;) € fic f, obtinem (c(n), ¢(b;))ef si deci
(o(n), o(by))e fj, deoarece o(n) # o, VneN. Asadar, fje F* si din
definitia lui frezultd f  f}, ceea ce este absurd. Prin urmare, oeM'.

Conform cu cl), existd beS, incat (n, b)ef si cum neM’, rezulta
ca b este unic. Se obtine de aici (c(n), ¢(b))ef. Presupunand ca
o(n)egM’, rezulta ca existd ceS, ¢ # ¢@(b), astfel incat (c(n), c)ef.

Notam cu f, = f — {(o(n), ¢)}; deci f, — f, f, # f. Ardtdm ca
f,eF*. Avem (o, a)ef; si consideram (m, s)ef, c f.

Se obtine (m*, @(s))ef.

Apar doua situatii:

I) Daca m # n, atunci in baza injectivitatii functiei o, rezulta ca
m* # o(n) si deci (m*, @(s)) # (5(n), ¢), de unde (m*, @(s))ef.

II) Daca n=m, atunci (m*, ¢(s)) =(c(n), ¢(s)).
Din (m, s) = (n, s)ef si din unicitatea lui b, rezultd ca s = b, deci,
(m*, ¢(s)) =(a(n), ¢(b)).
Deoarece ¢(b) # ¢, se obtine (c(n), (b)) # (c(n), ¢), adicd (m*, ¢(s)) =
=(a(n), p(b))€ f.

Asadar f,eF*, de unde f 5, ceea ce este absurd. Prin urmare,
o(n)eM’ si conform axiomei inductiei, obtinem M’ =N.

Folosind notatiile consacrate functiilor, conditiile (o, a)ef,
respectiv (n, b)ef = (o(n), @(b))ef se scriu astfel: f(o) = a, respectiv
f(n) = b = f(o(n)) = @(b), adica tocmai conditiile ce trebuiau satisfacute
de functia f.

Unicitatea functiei f se demonstreaza prin “reducere la absurd”.
Consideram o functie g care satisface conditiile 1) si 2).

Fie M" = {neN | f(n) = g(n)}. Avem M"" c N si oeM"’, deoarece
f(o) = g(o) = a. Daca ne M", atunci f(n) = g(n), deci ¢(f(n)) = ¢(g(n)),
de unde f(o(n)) = g(o(n)), adicd o(n)eM".

Aplicand din nou axioma inductiei, rezulta M"" = N, adica f = g.
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Teorema. Daca (N, o, o) si (S, a, @) sunt sisteme Peano, atunci
existd o unica functie f: N—>S, astfel incat f(o) = a, fooc = pof'si feste o
bijectie.

Demonstratie: Mai raimane de aratat ca f este bijectiva. Aplicand
teorema recursiei pentru sistemul Peano (S, a, @) si tripletul (N, o, ©),
rezulta ca existd o unica functie g : S—N, pentru care g(a) = 0 §1 gop =
=cog. Vom ardta cd g este inversa lui f.

Pentru aceasta, vom aplica teorema recursiei pentru sistemul
Peano (N, o, o) si tripletul (N, o, ). Rezultd ca existd o unicd functie
h : N—N, astfel incat h(o) = o si hoc = ooh. Insi 1y si gof verifica
conditiile satisfacute de h, deoarece: (gof)(o) = g(a) = o = 1In(0) si
(gof)oo = =go(foo) = go(eof) = (gog)of = (cog)of = co(gof), iar
Inoo = coly. Din unicitatea lui h rezulta ca gof = 1.

Similar, aplicind de aceastd datd teorema recursiei pentru
sistemul Peano (S, a, @) si tripletul (S, a, @) se obtine ca fog = 1.

Asadar f este bijectiva.

In baza acestei teoreme, vom considera cd existd un unic sistem
Peano (pentru ca intre oricare doud sisteme Peano existd o bijectie care
satisface conditiile din teorema de mai sus).

N va fi numita multimea numerelor naturale si vom nota o cu 0
(numarul natural zero), succesorul lui 0 cu 1, succesorul lui 1 cu 2,
s.a.m.d.

Propozitie. N este o multime infinita.

Demonstratie: Presupunem prin reducere la absurd cd N este
finita si aplicam urmatorul rezultat:

“Daca A este o multime finita, iar f :A—>A este o aplicatie,
atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) f este injectiva,

11) f este surjectiva;

1i1) f este bijectiva.”

Pentru A = N si f = o, observam ca o este injectiva, dar nu este
surjectivd (0¢Imo), prin urmare presupunerea facutd este falsa, deci N
este infinita.
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2. Adunarea numerelor naturale

Fie m un element oarecare, dar fixat al lui N. Consideram in
teorema recursiei S = N, a = m si ¢ = 6. Conform teoremei, rezulta ca
existd o aplicatie unica f;,, : N—>N, astfel incat:

1. f(0)=m;
2. fw(o(n)) = o(fm(n)), V neN.
Notam fi,(n) =n + m.
Conditiile 1. si 2. se vor scrie astfel:
I) 0+m=m;
2) n*+m=(n+m)* VneN
si vor fi numite conditiile de definitie ale adunarii.
Propozitie. Au loc urmatoarele afirmatii:
I'"'n+0=n,VneN
2'.n+m* = (n + m)*, V neN

Demonstratie: Se aplica, pentru demonstrarea ambelor
afirmatii, axioma inductiei, considerand multimile:

I"M; = {neN |n+ 0=n}, respectiv

2'M; ={neN|n+m*=(n+m)*}

I'. Avem M; c N, 0eM; (rezulta din 1) pentru m = 0) si dacd
neMj, adicd n + 0 = n, atunci 1n baza conditiei 2) n*+ 0 = (n + 0)* = n*,
adica n*e M;. Deci M; = N.

2'. Avem M, < N, 0eM,, deoarece 1n baza conditiei 1) avem
0 +m* = m* = (0 + m)*. In plus, dacd ne M,, adici n + m* = (n + m)*,
rezultd cd n*+ m* = (n + m*)* = ((n + m)*)* = (n* + m)*, utilizand
conditia 2) pentru m* si apoi pentru m. Prin urmare n*eM, si deci
M2 =N.

Consideram functia “+” : NxN—N, care asociazd perechii
(n, m)eNxN elementul n + m = f,(n). Aceastd functie se numeste
adunarea numerelor naturale.

Propozitie:  Au loc urmatoarele:

Al. Asociativitatea adunarii

pentru orice n, m, peN, (n+m)+p=n+ (m+p);
A2. Comutativitatea adunarii

pentru orice n, meN, n +m = m +n;

A3. 0 este elementul neutru la adunare
VneN,n+0=0 +n;
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A4. Legea de simplificare la adunare (numita reducere)

VpeN,n+p=m+p=n=m;

Fie n, meN. Au loc implicatiile:
AS5.n+m=0=n=0sim=0;
A6.m+n=1=>(m=1sin=0)sau(m=0sin=1).

Demonstratie:

Al. Consideram, mai intai m si p fixate.

FieM; = {neN|(n+m)+p= n+ (m+p)}. Aplicand axioma inductiei
pentru M; se obtine M; = N, folosind conditiile de definitie ale adunarii,
1"si2".

Consideram acum n si p fixate si multimea:

M; = {meN | (n+ m)+p=n+ (m+ p)}; aplicind din nou axioma
inductiei se obtine M, =N.

Cazul in care m §i n sunt fixate este similar primului caz. Prin
urmare, pentru m, n, p oarecare in N, are loc proprietatea:
(n+m)+p=n+(m-+p).

Demonstratiile pentru A2 si A3 sunt similare cu cele de mai sus.

Pentru A4, multimea careia i se aplicd axioma inductiei este
M= {peN|n+p=m+p=n=m}.

AS. Presupunem n # 0. Atunci, conform unei propozitii
anterioare (§ 2.1.; 1.), exista ueN, astfel incat n = u*.

Obtinem n +m = 0 < u* + m = 0 < (u + m)* = 0, contradictie. Asadar
n=0sideci 0 +m=0, adicam=0.

A6. Presupunem, prin reducere la absurd, ca (m # 1 sau n # 0) si
(m # 0 sau n # 1). Sunt posibile urmatoarele patru situatii:

I°m=#=1sim=0;

2°°m#0sin=#0;

3°m=#=lsin#1;

4°n#0sin=1.
1°. Din m # 0 rezulta ca exista u € N asa incat m = u*.
Seobtnem+n=1<@U+tnN*=0*<u+n=0<u=0sin=0,1n
baza injectivitatii lui o si a proprietatii AS si obtinem m = 1, fals. Din
contradictia obtinuta rezultd ca aceasta situatie nu poate avea loc.
Similar se arata cd situatiile 2° si 4° nu pot avea loc.
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3°. Avem n # 0, pentru ca altfel din m + n = 1 ar rezulta cd m =1, fals.
Putem acum repeta rationamentul de la 1° si deducem ca si aceasta
situatie este imposibila.

Observatie: Pentru oricen € N, avem o(n)=(n+0)*=n+0*=n+ 1.

3. Inmultirea numerelor naturale

Fie m un element oarecare, dar fixat, al lui N. Aplicand teorema
recursiei pentru S = N, a =0 si ¢ = i, rezulta ca existd o aplicatie unica
gm : N—N, astfel incat:

L. gm(0)=0;
2. gm (o(n)) =fn(gm(n)), Vn e N.
Notdm g, (n) =n'm.
Conditiile 1. si 2. se vor scrie astfel:
1) O0m=0;
2) n*m=nm+m,VneN.
st vor fi numite conditiile de definitie ale inmultirii.
Propozitie: Au loc urmatoarele afirmatii:
1'n'0=0, Vn € N;
2’nm*=nm+n, Vn € N.

Demonstratie: In demonstratie se aplici axioma inductiei
procedandu-se in mod asemandtor cazului operatiei de adunare.

Consideram functia ““” : NxN — N, care asociazd perechii
(n, m) € NxN elementul n'm = g, (n).

Propozitie:  Au loc urmatoarele:

D. Distributivitatea Tnmultirii fata de adunare

pentru orice m, n, p € N, n'(m + p) =n'm + n'p;
M. Asociativitatea inmultirii

pentru orice n, m, p € N, (n'm)-p = n-(m-p);
M,. Comutativitatea inmultirii

pentru orice n, m € N, n'm = m'n;

M;. 1 este element neutru la inmultire

Vne N,n'l=1n=n;

M.,. Legea de simplificare la inmultire

VpeN,p#0,np=mp=n=m.

Fie n, m € N. Au loc implicatiile:
Ms.nm=1=n=1sim=1;
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Me. nm=0=n=0saum=0.

Demonstratie: D, M, M, M3 se demonstreaza utilizand axioma
inductiei.

Demonstrarea proprietatii My, va fi datd ulterior (dupa
introducerea relatiei de ordine “<” pe N).

Ms;. Observam cd n # 0 # m, altfel n'm ar fi zero. Deci exista
u, v € N, astfel incat n = u* si m = v*. Avem n'm = u*-v* = uv* + v* =
=(uv* + v)*,deci (uv* + v)* = 1, de unde u-v* + v = 0 si conform cu
As se obtine u'v* = v = 0. Rezultd cd m = 1 si utilizand M3 rezulta ca
n=1.

Mgs. Presupunem, prin reducere la absurd, cd n # 0 si m # 0.
Atunci exista u, v € N, astfel incat n = u* si m = v*,
Avem n'm = u*v* =u*v + u* si conform cu As se obtine u*-v = u*=0,
contradictie. Deci n = 0 sau m = 0.

In vederea simplificarii scrierii vom mai nota mn in loc de m-n.

4. Relatia de ordine “<” pe multimea N

Definitie: Fie m, neN. Spunem ca m < n daca exista peN astfel
incat n = m + p. Spunem ca m < n daca existd peN, p # 0, astfel incat
n=m-+p.

Propozitie: Relatia “<” este o relatie de ordine pe N.

Demonstratie: Se verificd, folosind definitia, urmdtoarele
proprietati:

Ol:n<n, VneN (reflexivitatea);

02: m<nsin<m= m=n (antisimetria);

03 : m<nsin<p= m< p (tranzitivitatea).

O1. Rezulta din faptul ca30 e N:n=n+0.

02. Din m < n rezultd ca existd p; € N asa incat n = m + py, iar din
n < m rezultd ca existd p, € N: m=n + p,. Se obtinen=n+ (p2 + p1),
de unde, conform conditiei A4, rezultd ca p, + p; = 0 si, aplicand AS,
vom avea p;=p;=0,decin=m.

03. Similar cu O2, m<n = JteNasaincitn=m+tsin<p =
= dseN, p=n + s, deci t + s € N, astfel incat p=m + (t + s), adica
m<p.

Mentionam c4, In cele ce urmeazd vom scrie uneori m > n in loc
de n < m, respectiv m > n in loc de n < m.
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Propozitie: Fie m, n € N. Au loc urmétoarele afirmatii:
OAL.VpeN,[m<n=m+p<n-+p];
OA2.VpeN,[m+p<n+p=>m<n];

OA3.Vpe N,[m<n=>m+p<n-+p];
OA4.Vpe N,[m+p<n+p=m<n];
OMI. Vp e N,[m<n= mp < np];
OM2.Vp € N, [m<n = mp <np];
OM3.Vpe N,p#0,[m<n=mp <np];
OM4.Vp e N,p#0, [mp <np = m <n];
OMS. Vp e N,p#0, [mp <np = m <n];

Demonstratie. OA1l. Din m < n rezultd cad exista qeN, astfel
incdt n =m + q, deci n + p = (m + p) + q, pentru orice peN, (datorita
comutativitatii si asociativitatii adundrii). Rezultd cam + p <n + p.

Analog se aratd OA3 cu singura deosebire ca elementul qeN
este si nenul.

OA2. Din m + p <n + p rezultd cd exista qeN, astfel incat n +p=
= m+ p + q si in baza comutativitatii si a legii de simplificare pentru
adunare, se obtine n =m + g, de unde m <n.

Analog se arata i OA4 cu singura deosebire cd elementul qeN
este si nenul.

OMa3. Fie peN, p # 0 si m < n. Rezulta ca existd qeN, q # 0
astfel Incat n = m + q, de unde 1n baza distributivitatii Tnmultirii fatd de
adunare, se obtine np = m'p + q-p. Dacd am presupune ca q-p = 0,
atunci ar rezulta ca p = 0 sau q = 0, ceea ce este fals. Deci qp € N,
qp # 0, de unde mp <n-p.

Analog se aratda OM1 si OM2 cu singura deosebire ca de aceasta
datd q-p poate fi si zero si deci se obtine m'p < n-p.

Vom reveni la demonstrarea proprietatilor OM4 si OMS5 dupa
prezentarea principiului trihotomiei.

5. Principiul trihotomiei

Orice douda numere naturale m si n se afla In una si numai una
dintre situatiile:
m<n, m=n, n<m
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Demonstratie. Fie n un numar natural, dar fixat. Consideram
multimea M = {meN | m < n sau m = n sau n < m}. Vom arata ca
M = N, folosind axioma inductiei.

1) Daca n =0, atunci 0eM.
Daca n # 0, atunci tinand cont de egalitatea n = 0 + n rezultd ca 0 < n, de
unde 0eM.

i1) Fie me M. Vom ardta cda m*eM. Putem avea urmatoarele situatii:

I) m < n, de unde IpeN, p # 0 astfel incatn=m + p. Dinp # 0
rezultd ca JueN, astfel incat p = u* . Atunci vom obtine n = m + u* =
=(m + u)* = m* + u. Pentru u = 0, avem m* = n, iar pentru u # 0, avem
m* < n, deci In ambele cazuri rezulta ca m*eM.

IT) m = n, de unde m* = n* = (n + 0)* = n + 0*. Rezultd ca
n < m*, prin urmare m*eM.

II) n<m,deunde IpeN, p # 0, astfel incdt m = n + p. Rezulta
cam* =(n+ p)* =n+ p*si cum p* # 0 se obtine n < m*.

Prin urmare m*eM.
Din 1) si ii) rezultd ca M = N.

Sa aratdm acum cd nu putem avea decat una din cele trei situatii
m<nm=n,n<m.

Presupunem ca ar fi posibile simultan situatiile m < n i m = n.
Din m < n rezulta ca dpeN, p # 0, astfel Incitn=m + p si cum m =n,
obtinem n =n + p, adici n + 0 = n + p si In baza legii de simplificare la
adunare s-ar obtine 0 = p, ceea ce este fals!

Similar se aratd cd nu putem avea simultan situatiile n < m si
m=n.

Presupunem acum ca ar fi posibile simultan situatiile m< n si
n < m. Ar rezulta ca existd p, qeN, p # 0 # q, astfel incit n=m + p si
m = n + ¢, de unde s-ar obtine n =n + (q + p), deci q + p = 0. Deoarece
p s q sunt numere naturale, rezultd ca p = q = 0, contradictie.

Prin urmare, putem concluziona cd avem una $i numai una din
cele trei situatii.

Revenim acum la demonstrarea legii de simplificare la inmultire
M4: VpeN,p#0, np=m-p=>n=m.

Presupunem ca n # m. Atunci in baza principiului trihotomiei
avem n < m sau m < n. Dacd n < m atunci n'p < m-p, iar dacd m < n
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atunci m'p < n'p (conform proprietitiic OM3). Dar n'p = m-p, prin
urmare m = n.

S& demonstram OM4: VpeN, p# 0, mp <np=>m<n.

Prin reducere la absurd, presupunem cd nu ar avea loc
inegalitatea m < n. In baza principiului trihotomiei am avea m = n, de
unde m'p = n'p sau n < m, de unde n'p < m-p (din OM3). Se contrazice
astfel ipoteza m-p < n-p, prin urmare m < n.

Similar se verifica proprietatea OMS: VpeN,p#0, mp <np =
—>m<n.

6. Principiul bunei ordonari (P.B.0O.)

Pentru orice S © N, S # J, existd eeS astfel incat e <'s, VseS
(adica S are un prim element e).

Demonstratie:

Consideram multimea M = {meN | m <'s, VseS}. Din faptul ca
0eM rezulta ca M = J. Din S # J rezulta ca 3seS si din s* =s + 1
obtinem s < s*. Deci, conform principiului trihotomiei nu putem avea
s* <, adica s*¢M, de unde rezulta ca M # N.

Tindnd cont de axioma inductiei rezultd ca 3eeM si e*¢M. Din
eeM rezultd cd e <'s, VseS. Ardtam si cd eeS. Presupunand cd egS si
tinand cont ca e < s, VseS, se obtine e < s, VseS, deci pentru orice
sesS, existd peN, p # 0, astfel incat s = e + p. Din p # 0 rezulta ca
JueN, astfel incat p = u*, deci s = e + u* = (e + u)* = e* + u, de unde
e* <'s, Vse§, adicd e*eM, contradictie. Asadar eeS si demonstratia
este incheiata.

7. Principiul I al inductiei matematice

Dacd o propozitie P(n) (ce poate fi asociatd cu orice neN)
satisface urmdtoarele doud conditii:

(a) P(0) este adevarata;

(b) VmeN, [P(m) adevaratd = P(m*) adevarata].
atunci, VneN, P(n) este adevarata.

Demonstratie: Fie M = {neN | P(n) este adevdrata}. Vom
aplica pentru M axioma inductiei si vom obtine M = N, adicd VneN,
P(n) este adevarata.
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Precizam ca (a) poate fi inlocuitd cu conditia “P(ko) adevarata”,
unde ko €N, caz in care concluzia are forma “V n € N, n > ko, P(n) este
adevarata”.

Inlocuind (a) in acesti ultima formuld (de exemplu) prin

o P(ko), P(kot1), ..., P(kot+ p-1) adevarate si b) prin:

e P(m) adevaratd = P(m+p) adevarata, concluzia se pastreaza.

8. Principiul al II-lea al inductiei matematice

Dacd o propozitie P(n), (ce poate fi asociatd cu orice neN),
satisface urmatoarele conditii:

(a) P(0) este adevarata;

(b") VmeN, [P(r) adevarata pentru orice r € N, r < m = P(m)

adevarata).
atunci VneN, P(n) este adevarata.

Teorema: Principiul bunei ordonari, principiul I al inductiei
matematice si principiul al Il-lea al inductiei matematice sunt
echivalente.

Demonstratie: Vom arata ca:

(1) Principiul I al inductiei matematice implicd principiul bunei
ordonari;
(2) Principiul bunei ordonari implica principiul al II-lea al inductiei
matematice;
(3) Principiul al Il-lea al inductiei matematice implica principiul I
al inductiei matematice.
(1). Fie P(m) propozitia “m < s, VseS”. Observam ca P(0) este
adevarata, dar pentru seS, P(s*) este falsd. Conform principiului I al
inductiei matematice, 3e€N, pentru care P(e) este adevaratd si P(e*)
este falsa. Din P(e) adevarata rezulta ca e < s, VseS. in plus, e€S,
pentru ca altfel e < s, VseS si deci e* <s, VseS, adica P(e*) adevarata,
contradictie.
(2). Fie P(n) o propozitie, astfel incat P(0) este adevaratd si VmeN,
[P(r) adevarata, Vr < m = P(m) adevaratd]. Vom arata ca P(n) este
adevaratd, VneN. Fie S = {seN | P(s) falsd}. Demonstram ca S = .
Presupunem ca S # J. Conform P.B.O. rezulta ca JleS, 1 <'s, VseS.
Din 1€S rezultd ca P(l) falsa. Pe de alta parte, sd observam cd VreN,
r <1, P(r) este adevarata, altfel, daca P(r) ar fi falsa ar rezulta reS si cum
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1 <s, VseS, s-ar obtine 1 <1, contradictie. Deci, VreN, r < 1, P(r) este
adevaratd si atunci, In baza lui (b’), ar rezulta ca P(l) este adevarata,
contradictie.

Asadar, S= .

(3). Sunt presupuse satisfacute ipotezele principiului I al inductiei
matematice. Vom verifica faptul cd au loc ipotezele celui de-al Il-lea
principiu.

Ipoteza (a) este comund celor doud principii, deci P(0) este
adevarata. Fie acum meN, m # 0. Rezultd ca JueN, astfel incat m = u*.
Avem u < m. Pentru a demonstra (b"), presupunem ca P(r) este
adevarata, pentru orice r < m. Atunci P(u) este adevarata si conform cu
(b) rezulta ca P(u*), adica P(m) este adevarata, prin urmare are loc (b’).
Aplicand acum cel de-al II-lea principiu al inductiei matematice, rezulta
ca VneN, P(n) este adevarata.

Propozitie: Nu existad nici un numar natural intre 0 si 1.

Demonstratie: Presupunem, prin reducere la absurd, cd exista
un numar natural k, astfel incat 0 < k < 1. Multimea A={keN | O<k < 1}
este deci nevidd si conform principiului bunei ordondri are un prim
element a, astfel incat 0 < a < 1. Multiplicand cu a, obtinem 0 < a-a < a,
ceea ce contrazice faptul ca a este primul element al lui A. Aceasta
contradictie demonstreaza propozitia.

9. Lema lui Arhimede

Fie meN. Pentru orice neN, n # 0, existd teN, astfel incat
m < tn.
Demonstratie: Daca m < n, considerdm t = 1.
Daca n =m, consideramt=n+ 1l siavemn<n-+nn=(n+ 1)n=tn,
deoarece n # 0.
Daca n < m, atunci existd ueN, u # 0, astfel incit m = n + u.
Apar doua situatii:
1) dacan=1, consideramt=m-+ 1. Avemm<m+ 1 =t=tn;
1) dacan # 1, consideraimt=u + 1. Avem 1 < n, de unde u < un,
decim=n+u<n+un=(u+ 1)n=tn.
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10. Teorema impartirii cu rest (Euclid)

Pentru orice a, beN, cu b # 0, exista q, reN, unic determinate,
astfel incata=b-q+r,0<r<b.

Demonstratie: Fie a, beN, b fiind oarecare, nenul, dar fixat.

Fie A ={aeN | 3q, reN: a=bq+r, 0 <r <b}. Vom aplica
axioma inductiei.

OeA, pentru cd 9q = 0 si dr = 0, astfel incat 0 = b-0 + 0. Daca a€A,
adicd 3q,reN:a=b'q+r, 0 <r<b, atunci a* = (b-q +r)* = b-q + r*.
Daca r* = b, atunci consideram q; = q+ 1 € N si r; = 0 si avem
egalitatea a* = b-q; + ry, deci a*€ A. Conform axiomei inductiei A=N.

Sa demonstram acum unicitatea lui q si r. Presupunem ca exista
qi, r1€N, astfel incata=b-q; + 11,0 <r; <b.

Presupunem q # q; . Putem avea situatiile: q < q; sau q; < q.
Dacd q < qi, atunci existd peN,p#0: qy=q+p. Dinbq+r=b-q+1
rezultd cad b-q + r =b-q + bp +r;, de unde r = b-p + r;. Din peN, p# 0
rezultd ca FJueN: p =u*, deci b-p +r; = b-u* + r; =b-u + b + r;. Obtinem
b<bu+b+r =bp+r =r, contradictie.

Dacd q; < q, proceddm 1n mod analog obtinem de asemenea, o
contradictie.

Deci q; =qsiatuncir; =r.

Observatie: Putem demonstra existenta numerelor q si r ( astfel

incata=b-q+r1, 0 <r <b) si in alt mod si anume:

consideram A = {b-k | keN si a < b'k}. Conform lemei lui Arhimede
rezultd cd A # .

Aplicand P.B.O., db-le A asaincatb-l1<b'k, Vb -k € A.

Observam ca 1 # 0, altfel am avea a < 0 = b-l, ceea ce este
absurd. Rezultd ca 3qeN: | = g*. Avem b-q < bl si cum b‘l este prim
element al lui A rezultd cd b-qgA, adicd b-q < a, de unde rezulta ca
existd reN, astfel incat a=b-q +r.

Daca am presupune ca b <r, atunci ar exista ueN: r =b + u, de
undea=bq+r=bq+b+u=b(q+1)+u=bl+u, decibl<a,ceea
ce este absurd. Deci, r <b.
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2.2. Multimea numerelor intregi Z
1. Constructia multimii Z

Consideram pe multimea NxN urmatoarea relatie:
(m, n) ~ (p, q) daca m + q =n + p, unde (m, n), (p, q)€NxN.
Aceasta este o relatie de echivalenta:
- este reflexivda, deoarece m + n = n + m ceea ce implicad
(m, n) ~ (m, n);
- este simetricd, deoarece presupunand (m, n) ~ (p, q) rezultd
cim+ q=n + p, de unde deducem p + n = q + m, deci
(p>Q) ~ (m,n);
- este tranzitiva, deoarece presupunand (m, n) ~ (p, q) si
(p,q ~(r,s)rezultdcim+q=n+psip+s=q+r,de
unde deducem (m+s)+ (p+q)=(m+q) + (p +s)=(n + p)+
+(q+r)=Mm+r)+(p+q),decim+s=n+r, adica
(m, n) ~ (1, S).
Clasa de echivalenta a lui (m, n) o vom nota cu

(m,n) ={(p,q)eNxN/ (m,n) ~ (p,q)}.

NxN/ _| /(m,n)eNxN
Definitie. Multimea factor /~ )/ (m,n) €N } se
numeste multimea numerelor intregi si se noteaza cu Z.

Se numeste numar intreg orice element (m,1) a] lui Z.
2. Adunarea numerelor intregi

Definim pe Z urmatoarea lege de compozitie “+” : ZxZ — Z,

(m,n) +(p,q) = (m+ p,n+q)
“+” este bine definitd. Intr-adevar, dacd (m, n) ~ (m', n') si
P9 ~ @', q), atuncim+n"=n+m’'sip+q =q+ p, de unde
deducem ca (m + p) +(n' + q') =(m +n') + (p + q)=(n + m')H(q + p')=
=(n+q)+(m +p'),adici(m+p,n+tq)~@m +p,n+q).

Legea de compozitie “+” pe Z se numeste adunarea numerelor

intregi, iar (m+p,n+q) se numeste suma numerelor intregi (m,n) &

(p,9) .
Au loc urmatoarele:
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1) Asociativitatea. Date numerele intregi x = ("7 y = (P.q),

z={S8) rezulti ca

x+y)+tz=((m+p)+r,(ntq)+s)=(m+(p+r)n+(g+s) =
=X+ (y + z), deoarece adunarea numerelor naturale este asociativa.

2) Comutativitatea. Date numerele intregi x =71y = (p.9)

rezulti ¢ y + x = (P+m,qg+n) = (m+p,n+q) =x +y, deoarece
adunarea numerelor naturale este comutativa.

3) Elementul neutru. Sia observdm cd pentru orice neN, avem
(n, n) ~ (0, 0), deci (n,n) = (0,0) in plus, pentru orice y = (P.9) ez,

avem (£,q)+(0,0)=(0,0)+(p,q)=(p,q), adici (0.0) este element
neutru la adunarea numerelor intregi.

4) Elemente simetrizabile. Pentru orice numdr intreg x = (m,n)

exista x' = (n,m) €Z, astfel incat x + X' =x' +x = (0,0) | Astfel orice
numdr intreg x este simetrizabil n raport cu adunarea numerelor intregi.

3. inmultirea numerelor intregi
Definim pe Z urmadtoarea lege de compozitie “ - 7 : ZxZ—Z,

(m,n)-(p,q) = (mp +nq,mq +np)

“» este bine definitd. Intr-adevar, dacid (m, n) ~ (m', n’) si
(p,q) ~('5q),atunciavemm+n’'=n+m’'sip+q =p’ +q, de unde
rezultd ca (mp + nq) + (m'q" + n'p’) + (n'p + m’'q) = (m + n')p +
+(n +m')q + (m'q +np)=m+m')p + (m+n')q+ (m'q +n'p)=
=(mq + np)+ m’(p + q') + n'(q+p")=(mq + np) + m'(q + p’) + n'(p + q')=
=(mq + np)+ (m'p’ + n'q’) + (n'p + m'q), deci (mp + nq) + (m'q’ +n'p)=
=(mq +np) + (m'p’ +n’'q’) adica

(mp + ng, mq + np) ~ (m'p’ +n'q’, m'q’ + n'p’).

Legea de compozitie “-” pe Z se numeste inmultirea numerelor

intregi, iar (MP +n1q,mq+np) ge numeste produsul numerelor intregi

Au loc urmatoarele:
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1) Asociativitatea. Date numerele intregi x = ("7 y = (P.q),

z=(1,59) , rezulta ca
(xy)z = ((mp + nq)r + (mg + np)s, (mp + ng)s + (mq + np)r) —

— (mpr + nqr + mqs + nps,mps + nqs + mqr + npr) —

— (m(pr+qs)+n(ps+qr),m(ps+qr)+n(pr+gs)) = x(yz).

2) Comutativitatea. Date numerele intregi x = (":1) y = (P.q)
rezultd cd xy = (Mp +nq,mq +np) = (pm+qn, pn+qm) = yx_

3) Elementul neutru. Sa observdm cd pentru orice neN, avem
(n*,n) ~ (1, 0), adica (n*,m)=(1,0) | Mai mult, pentru orice

y= (pa q) eZ avem (p’ q) ' (130) = (130) : (pa Q) = (pa q) s adica (190)
este elementul neutru la inmultirea numerelor intregi.

4) Distributivitatea inmultirii fatd de adunare. Pentru orice trei
numere intregi X, y, z avem x(y + z) = x'y + X'z

Intr-adevir, daca x = (m,n) | y = (P,9) , 7= (,$) atunci

x(y +z)= (m(p+r)+n(g+s),m(q+s)+n(p+r) =

= ((mp + nq) + (mr + ns),(mq + np) + (ms + nr)) = Xy +xz,
deoarece inmultirea numerelor naturale este distributivd fatd de
adunarea numerelor naturale.

4. Relatia de ordine pe Z

Fie (m.17)  (P,9) doua numere intregi.

Definitie: Spunem ca (m,n) este mai mic sau egal fatd de

(1.9 | si scriem (M.1) < (P»9) | dacd m + q < n+p.
Sa observam cd relatia binard astfel definita nu depinde de
reprezentanti. Intr-adevar, daca (m, n) ~ (my, n;) si (p, q) ~ (p1, q1), iar
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m+q<n+p,atuncim;+ q; <n;+p;. Dinm+ q<n+prezultd ca
JueN:n+p=m+q+udeunden +p;+m+q=(m+n;)+(q+p)=
=m+m)+(p+q)=nt+tp+m+q =m+q+ut+m+q, asadar
n;+p;=m;+q;+u,adicd m;+q; <n;+ p;.

Au loc urmatoarele:
1) “<” este o relatie de ordine totald pe Z:

este reflexiva: vV (".1) ez, (m,n) < (m,n) deoarece m
+n<n+m;

este antisimetrica: daca ("7 < (P.9) i (P.9) < (m,n)
atuncim+q<n-+psip+n<q+m,deunde m+q=n-+p,

adica  (m, n) ~ (p, q) si deci (":1) = (P,q);

este tranzitiva: daca (":1) < (p,q) si (P,q) < (7.5) atunci
m+q<n+psipts<q+r,deundem+q+p+s<n+p+t

+ q + r; urmeaza cd m +s < n +r, adica (m,n) < (r,s);

pentru orice (m,n) s (.9)  numere intregi avem

(m,n) < (P,q) sau (P,q) < (m,n). aceasta rezultd din
faptul ca pentru numerele naturale m + q si n + p avem
m+q<ntpsaup+tn=n+tp<m+q=q+m.

2) OA : Pentru orice x, y, zeZ, avem X <y & x +z <y + z
Verificarea acestei afirmatii este lasatd ca exercitiu.
OM : Dacid x, yeZ, x <y, atunci pentru orice zeZ, avem xz < yz §i
pentru orice zeZ, z < 0, avem yz < xz, unde cu 0 am notat numarul

intreg (0,0),

Sa aratam cd dacda x <y siz < (0,0) | atunci yz < xz. Fie

X = (m:”),yz (P.q9), 7= (’”ss).Dinxﬁyrezultécém+qﬁn+p, iar
dinz<Orezultacar<s, deci JueN:s=r+u.

Avem yz = (Pr+qs,ps+qr) = (pr+qr+qu, pr+pu+qr) iar

xz = (mr+ns,ms +nr) = (mr+nr+nu,mr +mu+nr)

55



yz<xz&pr+qr+qut+mr+mu+nr<pr+pu+qr+mr+nor+nu <
<qu + mu < pu+ nu < (m+ qu < (n+ p)u, care este adevarata
deoarece m + q < n + p. Deci, yz < xz.

Similar se aratd ca daca x <y si zeZ, 0 <z, atunci xz < yz.

Definitie. Spunem ca (m,n) este mai mic decat (7-9) si

scriem (1) < (p»q) dacam+q<n-+p.

5. Principiul trihotomiei numerelor intregi

Oricare doud numere intregi X, y se afld Tn una $i numai una
dintre situatiile: x<y, x=y, y<X.

Demonstratia are la baza faptul ca principiul trihotomiei are loc
pentru numere naturale.

Au loc si:

- pentru orice X, y, ZEZ, avem X <y <> X +z<y + z;

-dacdx,y,zeZ, 0 <z, atunci X <y < Xz < yz;

-dacax,y,zeZ,z <0, atunci X <y < yz < Xz.

Pentru a verifica implicatia “«<=" din afirmatiile anterioare se
foloseste principiul trihotomiei numerelor intregi.

Observatie: Fie (m,n) 7.

1) (0,0) < (m,n) — n<m < JueN, u =0, astfel incat m=n + u.

Avem (m,n) = (n+u,n) = (u,0) ynde ueN, u=0.

i1) (m,n) < (0.0) s m<ne JveN, v# 0, astfel incatn=m + v.

Avem (m,n) = (m,m+v) = (0,v) ynde veN, v 0.

in plus, simetricul la adunare al elementului (#:0) este (0,%)

Definim functia ¢ : N—>Z, ¢(a) = (a,0) , pentru orice aeN.
Se verifica usor urmatoarele proprietati ale lui o:
L. ¢(a+b)=0(a) + @(b), Va, beN;

¢(0) = (0.0);
¢(ab) = ¢(a)-p(b), Va, beN;

2
3
4. o(1)=010);
5. este injectiva;
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6. o(a) < op(b) < a<b,unde a, beN (se mai spune ca ¢ pastreaza
ordinea).

Fie N' = { (a.0) ez | acN} multimea imaginilor lui ¢. Obtinem ca
v : NN, y(a) = ¢(a), pentru orice acN, este o bijectie. In cele ce
urmeaza vom identifica pe N cu N, adica pentru orice ueN, identificam

ucu (#.0)  Putem atunci considera ci avem N — Z.

Vom nota cu —u pe (0,4)  unde ueN.

6. Sciaderea numerelor intregi

Daca x, y sunt doud numere intregi, notdm cu x—y suma x + (-y).
Legea de compozitie ¢ : ZxZ—Z definita prin ¢(x, y) = X—y se numeste
scaderea numerelor intregi.

Au loc urmatoarele:

- Pentru orice doud numere intregi X siy avem x—y =0 < x =y.
Intr-adevir, daci x =y avem x—y = x—x = x + (—x) = 0, deoarece - X este
simetricul lui x. Reciproc, daca x—y =0, avemy=0+y=(x-y) ty =
=[x+ (-y)]+ty=x+[(-y) Tyl=x+0=x.Dinx +y + (-=x) + (-y) =0
rezultd cd - (x +y) = (—x) + (-y).

Egalitatea —(x—y) = (—x) + y rezulta astfel: —(x-y) = —[x + (-y)] = =(—
X)~(-y) = (-x) +y.
Analog se demonstreaza cd —(—x +y) = x—y si cd —(—x—y)=x +y.

- Pentru oricare trei numere intregi x, y, z avem x(y—z) = Xy—Xz.
Intr-adevir, avem x(y—z) + xz = x[(y—z) + z] = xy, de unde rezulti ci
xy—xz =[x(y-z) + xz] + (—xz) = x(y-2).

Observatie: Pentru x, yeZ, avem xy =0 < x=0sauy =0.

Demonstratie: “<: Consideram x = 0 = (0.0) | y = (m,n)

Rezulta ca xy = (0,0)- (m,n) =(0,0)

“=": Daca 0 < x si 0 <y, atunci X = (u,0) y = (v,0) | unde

u, veN. Rezulta ca xy = (v,0) i cum xy=0= (0,0) rezulta ciuv =0,
deunde u=0sauv=0, adici x =0sauy=0.
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Similar, daca x < 0 si y <0, atunci x = (0,u) y = (0,v) | unde

u, veN. xy = (uv,0) = (0,0) ,deciu=0sauv=0,adicax=0sauy=0.

Pentru 0 < x siy <0, x = #0) gj y = (0,v) ynde u, veN.

Atunci xy = (0,4v) = (0,0) | deciu=0sau v =0, adicd x =0 sau y = 0.

Analog se trateaza cazul x <01 0 <y.

Sa remarcam faptul cad demonstratia poate fi facutd si folosind
identificarea numerelor intregi pozitive cu numerele naturale.

Daca x, y, z sunt numere intregi, avem xy =xzsix#0 =y =2z
Intr-adevar, din egalitatea xy = xz rezulti ci x(y—z) = xy—xz = 0.
Deoarece x # 0 rezultd cd y—z =0, adica y = z.

Definitie: Se numeste modulul unui numar intreg x, numarul

x,dacax >0
|x| =<0,dacax=0

natural notat cu |x|, definit astfel: —x,daci x <0

7. Teorema impartirii cu rest pentru numere intregi

Pentru orice doud numere intregi x si y, y # 0, existd si sunt
unice numerele intregi q sir, astfel incatx =yq+rsi0<r<|y|.

Demonstratie: Dacd x, yeN, y # 0, atunci aplicdm teorema cu
rest pentru numere naturale i obtinem cd existd q, reN, deci intregi,
astfel Incat 0 <r<y=ly|.

Daca x < 0, iar y > 0, atunci pentru [x| §i y exista q;, r; naturale,
deci intregi, astfel incat —x = |x| = yq; + 11 §1 0< 11 <y = |y|. Avem
x = y(—qi)—11. Daca r; = 0, atunci q = —q; si r = 0. Daca 0 < r;, atunci
X =y(qi=1) +y-r.

Consideram q=—-q—-1€Zsir=y-1 >0sir<y=|y|.

Daca x 2 0 si y < 0, atunci aplicdim teorema impartirii cu rest
pentru numerele naturale x si |y|. Rezulta ca 3qp, rneN: x = |y|q2 + 12 51
0< 1p<]y|, de unde x = y(—qp) + 1. Alegem q=—qy i1, =Tr.

Dacd x <0 iy <0, atunci 3q3, 13N: [x| = |y|qs + 1351 0 <13 < |y|, adica
—X=(-y)qs t 351 0<r3<Jy|.
Dacd r; = 0, atunci x = yqs si alegem q =qz sir = 0.
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Dacar; >0, atunci x =yqs—r3 =y(qs + 1) + (— y—r13). Alegem qg=q3 + 1
sir=—y—-1r3>0sir<-y=ly|

Verificam acum unicitatea numerelor q si r. Presupunem ca
yq+tr=yq +1r,cul0<r<|ylsi0<1 <ly|. Rezultd cd y(q—q') = ',
deci yu =r'—r, unde u = q—q'. Deoarece |ab| = |a|-|b|, pentru orice a, beZ,
obtinem ca |y|-[u| = ||

Dacar’ <r,atunci 0 <r — ' <r < |y|, iar dacd r < 1, atunci
0< r'—r<r <|y|. In ambele cazuri, avem |r —1' | <|y]|.

Pe de alta parte, presupunand ca u # 0 rezultd ca [u| > 1, deci
ly| |u| 2|y|, de unde | r'—t| > |y|, contradictie. Asadar, u =0, deciq=q’ si
r=r'.

8. Semnul unui numar intreg. Regula semnelor

Definim functia semn, notatd sgn : Z—Z prin
I,daca xeZ,x>0
sgn(x)=<0,daca x=0
—1,daca xeZ,x<0

Egalitatea sgn(xy) = sgn(x)-sgn(y) este valabild pentru orice numere
intregi X 1 y si se numeste regula semnelor.

Vom demonstra acum regula semnelor analizand toate situatiile
posibile.

Dacd x si y sunt numere Intregi pozitive X = (m.0) y = (n,0)

avem xy = (mn,0) | deci Xy este un numadr Intreg pozitiv.
Avem sgn(xy) =1 = 1-1 = sgn(x)-sgn(y).

Daca x este intreg pozitiv X = (m.0) si y este Intreg negativ
y = (0.7) avem xy = (m0+0n,mn+00) = (0,mn) deci xy este numar
negativ. Avem sgn(xy) = —1 = 1-(—1) = sgn(x)-sgn(y).

Analog se verificd egalitatea pentru x intreg negativ si y intreg
pozitiv.

Daci x si y sunt intregi negative x = (0:7) gj y = (0,7) " avem

xy = (00+mn,0n+m0) = (mn,0) ' deci xy este un numdr intreg pozitiv
si avem sgn(xy) = 1 = (—=1)-(—1) = sgn(x)-sgn(y).
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2.3. Multimea numerelor rationale
1. Constructia lui Q
Notam cu Z* multimea numerelor intregi nenule si definim pe
Z x Z* urmadtoarea relatie: daca (x,y), (z,t) € Z xZ*, (X,y) ~(z, t)
daca xt=yz.
Aceasta este o relatie de echivalenta:
- este reflexiva, deoarece xy = yx, deci (X, y) ~ (y, X), pentru
orice (x,y) € Z x Z%;
- este simetricd, deoarece presupunand (x, y) ~ (z, t) rezultd
xt =yz, deci zy = tx, adica (z, t) ~ (X, y);
- este tranzitiva, deoarece presupunand (X, y) ~ (z, t) si
(z, t) ~ (u, v) rezultd xt = yz, zv = tu si deci: (xv)t = (xt)v =
=(yz)v = y(zv) =y(tu) = (yu)t si cum t # 0, obtinem xv=yu,
adica (x, y) ~ (u, v).
Clasa de echivalenta a lui (x, y) o vom nota cu:
X

YV ={z ) xy)~(z1}
zxz')/ =
Definitie: Multimea factor ~ ={V | (X,y) € Z xXZ*}
se numeste multimea numerelor rationale si se noteaza cu Q.
X

Se numeste numar rational orice element V allui Q.
Observatie: Pentru orice pereche (x, y) € Z x Z* si pentru
orice element z € Z*, avem yz € Z*, deci (xz, yz)e Z x Z*.
Deoarece x(yz) = y(xz), rezultd cd (x, y)~ (xz, yz), adica
Xz

X
y

IS

X

Consideram aplicatiai: Z — Q,i(x) = 1, pentru orice x € Z.
Aplicatia 1 este injectiva.
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X Y
Intr-adevar, i(x) =i(y) = 1 = | =&, D~(y, )=x1=y1
=Xx=Yy.

Faptul ca 1 este o aplicatie injectivd ne permite sd nu mai facem
n
distinctie intre numarul intreg n si numarul rational i(n) = 1 (vom
n
abuza de acest fapt scriindn= 1).
Prin urmare, vom considera Z < Q , iar i este incluziunea
canonica a lui Z in Q.

2. Adunarea numerelor rationale
X z xt+yz

Definim “+” : Q xQ —» Q, Y ! vt . “+” este bine
definita. Intr-adevar, daca (x, y) ~ (x’, ¥°) si (z, t) ~ (2, t’) atunci
Xy’ =yx’si zt’ =tz’, de unde:

(xt + yz) y't = xy)(tt') + (z)(yy’) = (yxX)(t) + (tz’) (yy’) =
=(x’t’ +y’z’)yt ceea ce arata ca (xt +yz, yt) ~ (xX’t" +y’z’, y’t’).
X y X+y

Dacax=1 siy= 1 sunt doud numere intregi atuncix +y= 1 este
tot un numar intreg.

Prin urmare, multimea Z a numerelor intregi este parte stabild a
lui Q relativ la “+” si legea de compozitie indusa de “+” pe Z este
exact adunarea numerelor intregi.

Legea de compozitie “+” se numeste adunarea numerelor

Xt+yz X z

rationale, iar !  se numeste suma numerelor rationale Y si ¢ .

Observatie: Adunarea numerelor rationale este asociativa,
comutativd, are element neutru si orice numdir rational este
simetrizabil.

Demonstratie:
1) asociativitatea:
X z wu

Fie V,t ,v eQ
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[_X+£j+z: xt+yz+z (xt+yz)v+(yt)u _

y t) vyt v (vt
_ x(tv)+y(zv+tu):£+ zv+iu =£+ £+Z
Gy vy e
i) comutativitatea:
X z X z Xt+yz zy+ix z X
Fie V,t eQ.Avem YV +t = M y =t+VY,
0

1i1) element neutru: numarul rational 0 = 1 este element
neutru fata de adunarea numerelor rationale. In adevar,

x * oox 0 xI+y0 x
VYeQ,avem YV +0=Y +1 =yl =J.
X — X

v) elemente simetrizabile: VY < Q, 3 V Q incat
X

- = - X
Y = Y, adicdA YV este simetricul lui Y in raport
cu adunarea.
x o ozx ox#(x) 0 0y 0
intr-adevar V + V = y y y 1 , de unde
X —-X

-y =Y.

Legea de compozitie @ : Q x Q > Q, ¢ (1, s)=r +(-s) se
numeste scidderea numerelor rationale. Numarul r — s = r + (-s) se
numeste diferenta numerelor rationale r i s.

Proprietati ale scaderii numerelor rationale:

r-s=0&r=s;
-(-n)=r;
- t8)=(r)F(-s);-(r-8)=(-1) +5;

-(-r+s)=r—s; -(-r-s)=r+s.
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3. Inmultirea numerelor rationale
X z Xz

Definim“”:QxQ — Q, Y - t = VI _“” este bine definita.
Intr-adeviar, dacd (x, y) ~ (x’, ¥) si (z, t) ~ (z’, t), atunci avem xy’ =
yx’ si zt’ = tz’. Atunci (xz) (y’t’) = (xy’) (zt’) = (yx’) (tz’) = (yt) (X’2"),
ceea ce arata ca (xz, yt) ~ (x’z’, y’t").

x v Xy
Dacax =1 giy= 1 sunt doud numere intregi atuncix -y = 1 este
tot un numar intreg.

Prin urmare, multimea Z a numerelor intregi este parte stabild a
lui Q relativ la “.” si legea de compozitie indusa de “-” pe Z este exact
inmultirea numerelor intregi.

Legea de compozitie

(Y34

(132

se numeste inmultirea numerelor
X-z X z

rationale, iar ! se numeste produsul numerelor rationale Y si ¢ .

Observatie: inmultirea numerelor rationale este asociativi,
comutativa, are element neutru si orice numar rational nenul este
simetrizabil.

Demonstratie:
i) asociativitatea:
X z u

Fiey,t,; € Q.

=t ()

ii) comutativitatea:

Xz Xz xz_zX z X

Fie V,t eQ V. .t=Y 1y =¢.y
1

iii) element neutru: numadrul rational 1 = 1 este element

neutru fatd de inmultirea numerelor rationale, deoarece,
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X X X1
pentru orice numar rational Y, avem V1=V .1 =
xlox
=y-l=y,;
0

iv) elemente simetrizabile: Numarul rational 0 = 1 nu
este simetrizabil in raport cu inmultirea numerelor

X

rationale deoarece pentru orice Y €Q, avem:
x 0 x0 0 0y o

y.1=y1 1y »y =1=o.
Deci nu existd nici un numar rational r, incatr - 0 = 1.
Pe de alta parte, orice numadr rational r # 0 este simetrizabil in raport cu
X

inmultirea numerelor rationale. Observdm ca pentrur = V avem: r =0
X 0

V=1 x1=y-0=x=0,decir0<x#0.
X
hid Y

Astfel, pentrur= YV # 0, putem considera numarul rational x si vom
Xy xy Lxy 1
avea: Y. x = yleyx =1 = 1
Pentru un numar rational nenul r, notdm cu ! simetricul lui r, in

-1
b)
raport cu inmultirea. Avem \V/ =x .
Dacarsis €Q, s # 0, atunci notamr : s =r - s! si spunem ca
r: s este rezultatul Tmpartirii luirlas.

365
Deci, \V/: \t/=Y . z

Observatie: Are loc si distributivitatea inmultirii fata de
adunare.
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X 7z u X (z uj
Pentru V, ¢t , v € Q,avem Y \! V
Intr-adevar,

=4 — —
y y(tV) yrv ytv o ytv

(z u)_x zv+tu_x(zv+tu)_xzv+xtu_xzv+xtu
t v

< | =

z

Xz, xu
yo .yv. yt yv
4. Semnul unui numar rational
Xz

Fier €eQsi(x,y),(z,t) €eZx Z*,r= Y = t . Rezultd xt =yz, de
unde :
sgn(x)- sgn(t) = sgn(y) - sgn(z). Din y # 0 # t, rezultd sgn(y) # 0 #

sgn(x) _ sgn(z)
#sgn(t), de unde: sgn(y) sgn(r)
sgn(x)

Asadar, numarul sgn(y) nu depinde de reprezentantul (X, y) al

lui r, ci doar de r si-1 vom nota cu sgn(r).

1, dacd sgn(x) = sgn(y);

x sgn(x) 0,daca x=0
Anume, dacar=J,sgn (r) = sgn(y) = (-1 daca sgn(x) # sgn(y)
sgn(r) se numeste semnul numarului rational r, iar functia sgn:Q—Z
se numeste functia semn.

Spunem cd numarul rational r este pozitiv dacd sgn(r) = 1 si

negativ daca sgn(r) = -1 si avem sgn(r) =0 < r=0.

X

Mai mult,oricare ar fir si s doud numere rationaler=JV ,s= ¢,
sgn(xz) _ sgn(x)-sgn(z) _ sgn(x) _ sgn(z)

sgn(rs) = sgn(yr) sgn(y)-sgn(t) sgn(y) sgn() = sgn(r) - sgn(s)
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X X —X

Remarcam faptulca Vr= Y € Q,avemr= ) = —JV deunde
rezultd cd orice numar rational poate fi scris ca fractie cu numitorul
numar intreg pozitiv.

x sen(x) - sgn(x)

Dacar= Y siy € N¥, atunci avem sgn(r) = sgn(y ) = 1 =
=sgn(x), adica r are acelasi semn cu numaratorul x.

5. Relatia de ordine pe multimea numerelor rationale

Definitie: Daca r si s sunt numere rationale, scriem r < s si
citim “r este mai mic decat s ” dacd diferenta s — r este un numar
rational pozitiv.

Scriem r < s si citim “r este mai mic sau egal cu s” dacd r <s sau
r=s.
z

X
Consider r si s doud numere rationale r = V | s =

~
N
—

X
presupunem cd numitorii y si t sunt pozitivi. Putem scrier = ¥V = VI |
z ¥z
s=1t =,
Asadar, orice douda numere rationale r i s pot fi scrise ca fractii
X

zZ
cu acelasi numitor care sa fie pozitivir= u ,s= # ,unde u> 0.
zZ—X

Avem s —r= u  de unde sgn(s - r) = sgn(z - x) sau, altfel
Spus, r <s < x < Z.

Propozitie: Relatia “<” este o relatie de ordine totald pe Q.

Demonstratie: Se foloseste faptul cd oricare doud numere
rationale pot fi scrise ca fractii cu acelasi numitor, care sa fie intreg
pozitiv si apoi concluzia ca “<” este o relatie de ordine totald pe Q
rezultd din accea ca “<” este o relatie de ordine totald pe Z.

Propozitie: Pentru orice numere rationale r, s, u au loc
afirmatiile:

a) r<s=rtu<s+tu
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b) r<ssiu>0=ru<su

c) r<s=-s<-r;

d) 0<r<s=r’<s’.

X y

Demonstratie: Putem presupune car= ¢ ,s= 1,6 u=
unde te N* =N\ {0}.
Folosind proprietdtile analoage relatiei “<” definite pe Z,

obtinem:

~ | N

X+ z +z
<

a) r<s=>x<y=>xtz<yt+tz= ¢ ! =rtu<stu
Xz z
‘ ‘ 2 Y2
b) r<ssiu>0=x<ysiz>0=>xz<yz=> 1 ! =>ru<su
X
Y X
) I<s=>x<y=-y<-x= I =-s<-r;

0 x*

d) 0<r<s=>0<x<y=0<x’<y’' =1’ 1 1 =0<r<s.
Mentionam §i cd, spre deosebire de N si Z, pentru Q are loc

proprietatea de densitate, anume pentru orice a, b € Q, a < b, exista

ceQ, asaincata <c <b.

a+b

Intr-adevar c= 2 satisface conditia anterioara.

6. Modulul unui numar rational
Prin orice numadr rational r, definim | r | = r - sgn(r). Numarul | r |
se numeste modulul lui r sau valoarea absoluta a lui r.
Utilizand definitia modulului unui numdr intreg, obtinem ca
x x sen(x)  x-sen(y) M

pentru r= Y, avem|r|=r1-sgn(r)= V- sgn(y) = y-sen(y) = |y|

Folosind procedeul reducerii la acelasi numior, sau facand
rationamente absolut analoage cu cele din cazul numerelor intregi, se
obtine:
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r,daca r > 0;
0, daca r =0;
—r,dacar<0.
|r[=0;
Ir|=0&1=0;
|r-s| =[r|-|s];
[rts|<|r[+]s].

[r]=

2.4. Sisteme de numeratie

1. Generalitati

Gasirea unor procedee de scriere a numerelor, care sa permitd o
rapidd estimare a ordinului lor de marime, cat si elaborarea de reguli
simple pentru a efectua principalele operatii cu acestea, s-a impus din
cele mai vechi timpuri.

Adoptarea sistemului de numeratie zecimal s-a incheiat abia in
secolele XVI — XVII, cand acesta a cunoscut o largd raspandire in
Europa.

In cele ce urmeazi, vom reprezenta numerele naturale in baza u,
unde u este un numar natural, u > 1.

Teorema: Dacia u € N, u > 1, atunci, oricare ar fi numarul
natural x > 0, existd numerele naturale n, x¢, Xi, ...., Xy, astfel incat:
X=X U+ ..+ Xu+ X, unde Vie{0, 1, 2,.., n}, 0<x;<u, si x, # 0.

Demonstratie:

Vom arata cd au loc egalititile:
X =1 -qo *+ Xo, 0< xo<u,
qo=1u-qi *+ Xy, 0< x;<u,

Gn2 = U n1 T Xp, 0= X <,
Jn-1 = Xn, 0< x,<u,
Daca x < u, atunci avem x = u -0 + x si 0 < x < u, deci putem
consideran =0, qo =0, x¢ = x.
Daca x > u, atunci vom folosi sucesiv teorema Tmpartirii cu rest.
Avem:
3 qo, X0 €N, astfel incat x = u -qo + X0, 0 < Xp < u. Deoarece
X > u, avem o > 0. Fie qi, x; €N, astfel incat g =u -q; + x1, 0 < x; <u.
Daca q; =0, atunci qo = x; sidecin = 1.
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Daca q; # 0 atunci, existd qp, X» €N, asa incat q; =u - q2 + Xy,
0<x,<u.
si procedeul se continua.

Daca q; # 0, avem:
g<u-gifu-q+xi=gyp,asadarx>qo>q;>...>¢qi.1>qi > ... 2 0.

Notam A = {q; ‘ gi # 0}; avem A < N, A # I si atunci conform
cu P.B.O. rezultd ca A are un cel mai mic element, pe care-1 vom nota
CU (p-1. Din qp<qu.; rezulta g, = 0. Deci, 0 < gn.1 = X, < u §i procedeul se
incheie la acest pas. Inmultind acum egalititile obtinute respectiv cu 1,
u, v, .., u" si adunandu-le membru cu membru, rezultd egalitatea din
enunt.

Lema: Daci u, X, X1, ..., Xy sunt numere naturale astfel incat
u>1,0<x;<upentru0 <i<n-1si0<x,<u, atunci:

n

i 1
le.u’ <u"
i=0

Demonstratie: Pentru orice i€ {0,1,...,n-1} avem xi<u — 1 si
deci:

n n
xu' < Z(u 1 =u" —1<u™
i=0 i=0 .

Teorema: Daca u > 1 este un numar natural, atunci oricare ar fi
numarul natural x > 0, acesta se scrie in mod unic sub forma:

X = xu™ + X u™ !+ LX) u X,
unde n eNsiVie{0, 1, .., n},avem xj € N,0<x;<usi 0<x,<u.

Demonstratie: Conform teoremei anterioare, rezulta ca exista
numerele naturale n, X, Xy, ..., Xp, astfel incat:

X = Xgu" + Xpu™! + .4 X; u+ X, unde Vie{0, 1, .., n}, 0< x; < u si
Xy 20.

Verificam acum unicitatea numerelor n, Xo, X1, ..., Xn.
Presupunem ca existd, de asemenea, numerele naturale m, yo, yi, ..., Ym,
asa incat x = y,u" + ym_lum'1 + ..+ vy u+yp unde V ie{0,1,...,m-1},
0<yi<u si 0<ynp<u.

Sa aratdm ca m = n.

Presupunem ca n <m, adicin + 1 <m. Avem:

n m
x=Yxu <u"™ <u" <y u" <y yu' =x

i=0 i=0 .
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contradictie.
In mod similar, presupundnd m < n, obtinem, de asemenea, o
contradictie, de unde rezula ca m = n.

Prin inductie matematicad, vom demonstra ca V i€ {0,1,...,n},
avem X; =Y.

Pentru n = 0, avem Xy = x =Y.

Fie acum n > 0 i presupunem afirmatia adevaratd pentrun - 1.

_ n—1 n-2
Avem:x_(xn” +Xx, U +...+xl)u+x0, 0<x,<u

si: X= (ynu”’1 +y, u"’ +...+y1)u +Yp, 0<y,<u

Din unicitatea catului si restului Tmpartirii lui x la u rezultd
X0 = Yo §i

xgu™ !+ X ut A X = ynun'1 + yn_lun'2 +.tyr.

Folosind ipoteza inductiva pentru n — 1 rezultd ca V ie{1,...,n},
avem X; =y;j, sideci, Vie{0,l,...n} avem X; =y;.

Observatie: Teorema precedentd permite scrierea lui x sub

X=X XX sau XpXp-1-..X0(u)-

Remarcam faptul ca se stabileste o corespondentd bijectiva intre
numerele naturale nenule si sirurile finite x,Xp...X;Xg de numere
naturale x; <u, cu X, # 0.

Algoritmul de reprezentare a numerelor naturale intr-o baza u se
numeste algoritmul sistemelor de numeratie.

u precizat in teorema se numeste bazid de numeratie sau sistem
de numeratie, iar simbolurile care desemneaza numerele naturale mai
mici decét u se numesc cifrele sistemului de numeratie.

Cel mai raspandit sistem de numeratie este cel in baza zece,
numit sistemul zecimal, iar cifrele acestui sistem sunt 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,8,09.

Pentru u = 2, avem sistemul de numeratie binar, cifrele binare
fiind O si 1. Printre sistemele de numeratie mai des folosite se numara si
cel de bazd u = 16(0) numit sistemul de numeratie hexagesimal,
cifrele hexagesimale fiind O, 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9, A, B,C,D, E, F
(A=10,B=11,...).

Teorema ce urmeaza, prezintd un mod de comparare a doud
numere naturale, scrise Tn acelasi sistem de numeratie.

forma
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Teorema: Daca u eN, u > 1 si X, y sunt doud numere naturale
scrise in baza u:

X=X XpaXiXo V=V Vpa Vo
atunci x <y daca si numai dacd m < n sau (m = n §i Xk < yx, unde
k = max{i| xi# yi}).
Demonstratie: Daca m < n, atunci m + 1 < n si conform lemei
de mai sus, rezulta

m n
X = inu’ <u™ <u"<yu"< Zyiu’ =y
i=0 i=0
Daca m = n si Xk < yi, unde k = max {i | x;# yi}, atunci

x:ixiu qu + XU +qu <u® +xu +qu =
i=0

i=k+1 =k+1
t m m
=(1+xk)u qu <yu* +2xu =y, u +Zyu <Zyu =
i=k+1 i=k+1 i=k+1
deci x <y.

Invers, daca x <y, atunci m <n.

Intr-adevar, daci am avea m > n, respectand rationamentul din
prima parte a demonstratiei, am obtine x >y, ceea ce este fals.

Daca m = n, consideram k = max{i | Xi # yi}. Sa observam ca un
astfel de k exista, deoarece din x <y rezulta ca exista i€ {0,1,...,n}, incat
Xi# Yi.

Avem x < yi, deoarece In caz contrar conform cu prima parte a
demonstratiei, ar rezulta y < x, ceea ce este fals.

Deci, pentru m = n, avem Xk < yk, unde k = max{i ‘ Xi# Vi}-

2. Adunarea numerelor naturale scrise in baza u

Fie x s1 y doud numere naturale scrise in baza u > 1.

X=X XXX gf V= VaVpa--D1Vo |
Vom determina scrierea lui x+ y in baza u.
1° Daca m =n, atunci avem
X =X+ XU + oot X ™!+ xu™,
y=yotyu+t..+ ym_lum'1 + ymu™.
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Din 0 < xp <usi 0<yp<urezultd 0 < x9 + yo< 2u. Atunci
Xotyo= ue;+ co, unde 0 < ¢y < u, iar e;€ {0,1}, adica pentru ¢; = 0 avem
XoTYo=cCo<u, iarpentm e; =1 avem xp + yo=u+ co.

Rezultix +y=co+ (x; +y; +e))u+ (xo+y)u’+ ...

Din x; <u siy; +e; <urezultd x; +y; + e; < 2u, deci x;+y;+e;=uex+cy,
cul0<c;<u,siee{0,1}.

Asadar, x +y=cotciut+ (X2 + y2 + €) w si procedeul se
continua.

Din cele de mai sus, rezultd ca pentru i€ {0,1,2,...}, c; este restul
impartirii lui x; +y; + e lau, unde e; = 0 daca xo + yo<usie; =1 daca
u<xo+yp Pentrui>1, avem e; =0 dacda x; +yi + e <usie =1 daca
usx+ Vi T+ €.

in plus, daca x, + ym + e, <u, atunci X + y are m cifre, iar daca
u <Xy + ym + em, atunci X +y are m + 1 ciftre, iar ¢,y = 1.

2° Dacd m # n, de exemplu dacd m > n, vom putea aplica
rationamentul precedent, considerand yn+; =... =ym =0.

3. Inmultirea numerelor naturale scrise in baza u

Fie x, y doud numere naturale scrise n bazau > 1.
Xy=x+x+..+Xx
%/—/

Din yori , rezultd ca efectuarea produsului xy se
reduce la o adunare repetatd, procedeu care nu este eficient pentru
numerele mari.

Fie i=0 s J=0 .
xy=a Yyl =Y ey b =x yy + (xy ut ot (v,
Avem Jj=0 /=0 '

Problema se reduce la urmatoarele tipuri de inmultiri:
1) inmultirea dintre un numar natural $i un numar natural mai
mic decat u;
2) inmultirea dintre un numdir natural si o putere u' a bazei de
numeratie u;
In mod concret:
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1) Fie 1si k doud numere naturale, astfel incat 0 <1<usi 0 <k <u.
Rezultd 0 < k< u’. AplicAnd teorema impirtirii cu rest pentru Ik si u
rezultd ca exista numere naturale q(l,k) si r(Lk) unic determinate, asa
incat:

Ik =uq(l,k) + r (Lk), unde 0 <r(Lk) <u.

Din 0 < Ik < u? rezultd 0 < q(Lk) <u.

Avem:

k= (qujk =S (e’ = 3 g+ e )l =

i=0 i=0

= > Al ke + 3 gl k™
i=0 i=0
P
c= Zciu

5 = . + 1+
2)Daci i este un numdr natural, atunci cu' =c,u’" +c,.u" " +

+ . - . A - .
+..+ c1u1 '+ cou', care reprezintd scrierea in baza u a numarului natural

t
cu.

i

4. Schimbarea bazei de numeratie

Fie X = x,V" + X, v"! + ...+ X; v + Xo un numar natural scris in
baza v>1.

In vederea trecerii la baza u € N, u > 1, distingem trei variante
de lucru:

1. trecerea lui x din baza v in baza u, cu efectuarea calculelor in

baza v;

2. trecerea lui x din baza v in baza u, cu efectuarea calculelor in

baza u;

3. trecerea lui x din baza v In baza u, cu efectuarea calculelor

intr-o baza intermediara w.

Prezentam, pe scurt, cele trei variante:

1. Se reprezinta mai intai u in baza v si apoi se aplica algoritmul
sistemelor de numeratie pentru x si u, cu efectuarea calculelor in baza v.

2. Se reprezintd, mai Intai Xy, Xi, ..., Xp §1 v In baza u, cu ajutorul
algoritmului sistemelor de numeratie. Se introduc Xy, X, ..., Xn $1 v astfel
reprezentati in expresia X,v" + Xo.1v"' + ..+ X; vV + X0 si se face calculul
acesteia folosind algoritmul adunarii si cel al inmultirii In baza u.
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3. Se trece x in baza w cu metoda 2° si apoi il trecem in baza u
folosind 1°.

Cazuri particulare

1. Sa considerdam cazul v=u', under eN, r> 1.

In acest caz, trecerea de la baza v la baza u se simplifica considerabil,
aplicand varianta a doua.

Remarcam ca V yeN, y <u', y se scrie, in mod unic sub forma:

(*) y=cnu™ + .. Fcutcy,0<c<u, 0<i<r.

Pentru a reprezenta numarul x = x,v" + xn_lvn'l + ...+ X1 v+ Xo in baza u,
unde v =u', r > 1, vom scrie fiecare cifra x; ca in (¥), astfel:

X = Ciru™ !+ 4 ciu + cio
Inlocuim fiecare x; cu secventa Ci.1 ... CiiCiow) $1 Obtinem secventa
(**) Cnr-1+.. C1CNOCh-1 -1 -+ Cnc1 1Cn-1 0 -+« CO1CO0(u)-

Inlaturand cifrele egale cu 0 de la inceputul secventei, obtinem
reprezentarea lui X in baza u.

De exemplu, numarul x = 375, se trece in baza u = 2 astfel:
Xo=5=1-2240-2+1-1=cp- 2"+ cqo
xi=7=1-224+1-2+1-1=cpp-2+ci1-2+cpo
X=3=0-2"+1-2+1-1=cpn- 2"+ -2 +cx0
asadar (**) este in acest caz secventa:

01 111110 1), deci 11111101, reprezinta scrierea in bazd 2 a
numarului x = 375).

2. Cand v = u, r > 1, trecerea unui numar din baza v in baza u se
face printr-o metoda ce urmeaza calea inversa celei date la 1° si anume:
pentru a trece in baza u numarul X = XyXp.1 ... X1Xov) S€ separd de la
dreapta la stanga secvente de cate r cifre (ultima grupad avand cel mult r
cifre) si fiecare seventa va reprezenta o cifra in baza u, cu care vom
inlocui secventa respectiva.

Astfel, daciu= 8 si v=2, numdrul x = 1111101, are in baza 8
reprezentarea X = 375).

5. Criterii de divizibilitate

In vederea stabilirii unui criteriu general de divizibilitate a
n
>

numarului X = i=0 , scris In baza u, prin meN, m >1, notdm 1y restul

i
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m
s < —
2
m
ro—m, 1, >—
n o e e .k . 7
impartirii lui u° la m. Apoi fie (se numesc
coeficientii de divizibilitate ai lui m Tn baza u).

n

inpi

Este clar ca m|x dacd si numai daca m| =0
CAPITOLUL III. DIVIZIBILITATEA iNN SI Z

3.1. Cel mai mare divizor comun. Cel mai mic multiplu
comun.

1. Relatia de divizibilitate pe N

Definitie: Fie a, b € N. Spunem cd b divide a sau ca a este
multiplu de b si notdm b | a dacd 3 ¢ € N, astfel incat a = bc.

Observam ca daca b = 0, atunci a = 0, deci In cele ce urmeaza, vom
considera deseori doar cazul b # 0.
Proprietati: 1.VaeN,1|a;
2. VbeN,b|O0;
3. reflexivitatea: V a €N, a | a;
4. antisimetria: daca a, b € N, astfel incata | b si
b | a, atunci a = b
5. tranzitivitatea: daca a, b, ¢ € N, astfel incat
albsib|c, atuncia|c;
6. daca a, b, c € N, astfel incat a | b 51 a | c,
atunci pentru orice X, y € N, avem a|(xb+ yc).
7. pentru orice a, b € N, a=# 0, din b | a, rezulta
b<a.

Demonstratie: 4. Din b | a rezultd cd 3 ceN, astfel incat a = bc
sidin a | b rezultd 3 deN, astfel incat b = ad. Obtinem a = a (dc).
Dacaa=0,atuncidina|brezultab=0,decia=b.

Daca a # 0, atunci din a = a (dc) rezultd 1 = dc (conform My) si
deci d =c =1 (conform Ms). Asadar a=b.

8. Din b | arezultd ca existd ceN, astfel incdt a=bc. Cuma =0
rezulta ca ¢ # 0, deci existd ueN asa incat ¢ = u*.
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Se obtine a =bu* = b + bu, de unde rezultd b < a.
Celelalte proprietati rezultd, cu usurinta, din definitie.
Proprietatile 3, 4, 5 arata ca "|" este o relatie de ordine. Nu este
insd o relatie de ordine totald, pentru ca nu oricare doud numere naturale

pot fi comparate (in sensul relatiei “|’), de exemplu, 3 { 751 7 1 3.

2. Relatia de divizibilitate pe Z

Definitie: Date doud numere intregi X si y, spunem ca x divide y
sau cd y este multiplu al lui x, daca existd un numar intreg z, astfel
incaty = xz.

Vom scrie X | y.

Ca si relatia de divizibilitate pe N, relatia de divizibilitate pe Z
se dovedeste a fi reflexiva si tranzitiva:

-V xeZ, avem x = x-1, de unde x | x;

- dacad x,y, zeZ, asa incat x | y si y | z, atunci 3 X', y'eZ asa

incat y =xx', z=yy', deci, z = (xx')y' = x(x'y"), de unde x | z.

Relatia de divizibilitate pe Z nu este insd antisimetrica. De
exemplu, avem 2 | -2, -2 | 2, dar 2 # -2.

Definitie: Doud numere intregi x si y se numesc asociate in
divizibilitate si scriem x ~y, dacdx |y siy | x.

Propozitie: Doud numere intregi X si y sunt asociate in
divizibilitate dacd si numai dacd x =y sau x = -y.

Demonstratie: Daca x =y, avem x | y s1 y | x prin reflexivitatea
relatiei de divizibilitate. Daca x = -y, avem x = y(-1), deci y | x si
y=-(-y) =-x=x- (-1), deci x]y.

Reciproc sd presupunem ca x | y siy | X. Atunci exista X', y' € Z,
astfel Incat y = xx'six =yy'. Dacd x =0, atunciy =0-x'=0=x.

Dacd x # 0, avem x = yy' = (xx")y' = x(x'y') de unde rezulta
xy'=1,decix'=y'=1saux'=y'=-1,adicdy =x sau y = -x.

Observam ca VxeZ, avem x = 1-x, deci 1 | x. Numerele intregi
pentru care avem x | 1 se numesc unitati. Conform propozitiei
anterioare, rezultd ca: x | 1< x~1<> x=1 sau x = -1.

Asadar, singurele unitati ale lui Z sunt 1 si -1.
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Propozitia anterioara poate fi enuntata si astfel: "Doud numere
intregi x si y sunt asociate In divizibilitate dacd si numai daca exista o
unitate u, astfel incat x =uy".

Rezultd cd x ~y < | x| = y|, 1ar de aici se obtine ca relatia de
asociere in divizibilitate este o relatie de echivalentd, ale cérei clase de
echivalentd sunt de forma {n, -n}, pentru n# 0 si {0}, pentrun = 0.

3. Cel mai mare divizor comun a doua numere naturale

Definitie: Fie a, beN. deN se numeste cel mai mare divizor
comun al numerelor a si b (notam d = (a, b)), daca:

1. dja,d]|b;

2. VdeN:d|a,d|b=d|d

Lema: Fie m, n, p trei numere naturale astfel incdt m = n + p.
Daca numarul natural nenul q divide oricare doud dintre numerele m, n,
p atunci q divide si pe al treilea numar.

Demonstratie: Fie q | n §i q | p. Atunci 3 u, veN: n = qu si
p=qv. Rezultd m=q(u+v), deci q | m. Fie acum q | m si q | n. Atunci
Jt,seN: m=qtsin=gqs. Dinqt=qs +prezultdiqs < qtsicumq>0
obtinem s < t, de unde rezultd cda 3 weN asa incat t = s + w. Din
qt =gs + p rezultd gs + qw = gs + p, deci qw = p, de unde q | p.

Analog se aratd ca din q | m si q | p, rezulta q | n.

Lema: Daca x, y, q, reN, satisfac egalitatea x = yq + r atunci
exista cel mai mare divizor comun al lui x s1 y daca si numai daca exista
cel mai mare divizor comun al lui y si r. In plus, avem (x,y) = (y,1).

Demonstratie: Presupunem cd existd cel mai mare divizor
comun al lui x si y, pe care-1 notdim cu d. Din d | x si d | y rezulta,
conform lemei anterioare, ca d | r, deciavem d |y sid |r.

Fie acum d'eN, asa incat d' | y si d' | r. Conform aceleiasi leme,
rezultacad' |xsidecid |xsid'|y,adicad'|d.

Asadar, d este cel mai mare divizor comun al lui y si r si avem
(y,0)=d=(x,y).

Reciproc, presupunand ca existd cel mai mare divizor comun al
numerelor y si r, pe care-l notam cu d, va rezulta d | y si d | r, de unde
d|qy+r=x,deciavemd |xsid]y.
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Fie acum d'eN, asaincat d' | x sid' | y. Obtinem d' | 1, decid' |ysid' |1,
de unde d' | d. Astfel, d este cel mai mare divizor comun al lui x 1y si
avem (x,y) =d = (y, 1).

Teorema: Fie a, beN. Atunci existd i este unic cel mai mare
divizor comun al numerelor a si b.

Demonstratie: Dacd a = b = 0, atunci cel mai mare divizor
comun este 0.
Presupunem, in continuare, b # 0. Procedeul de determinare pe care-1
vom folosi poarta numele de:

4. Algoritmul lui Euclid

Aplicdm teorema impartirii cu rest pentru a si b. Rezultd ca
exista qo, roe N, unic determinate astfel incat:
(0) a=Dbqo + 19, unde 0 <rp<b.
Daca rp= 0, atunci a = bq, de unde b | a, deci (a,b)=b.
Dacé rp # 0, vom aplica teorema Tmpartirii cu rest pentru b i ry, iar daca
si noul rest r; va fi nenul, vom repeta procedeul, impartind r; la
1i+1(1€N), pana cand vom obtine un rest nul, astfel:
(1) existd qi, r1eN: b=roq; + 11, 0 <1 <719
(2) existd o, neEN: 1o =112+ 12, 0 <1, <71}
(n) exista qn, ThEN: 12 = I 1qn + In, 0 <1, <1y
(nt1) existd qn+1, Int1 €N Tnog = TnQnet + Tnt, Tnsr = 0

Sirul b > 1o > 1> ... > 11 > 11 > 1 >, este un sir strict
descrescator de numere naturale, deci cu sigurantd vom ajunge la un rest

egal cu 0.
Am considerat ca acest rest este r,+1. Conform lemei anterioare avem:
(a, b) = (b, 1r9) = (10, 11) = .... = (13, Tis1) = ....= (In1, In) = 1, deoarece

In| 1n-1. Deci (a, b) =1,

Verificam unicitatea lui d = (a, b).

Presupunem ca d; € N satisface cele doud conditii din definitia
celui mai mare divizor comun pentru a si b , adica:

1) difa si di[b;

i1) V d; € N:dyasidyb= dyld;.

Rezultd atunci ca d | d; (din aceeacd d | a, d | b) si, analog, d; | d
adicad; =d.
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5. Cel mai mare divizor comun a doud numere intregi

Definitie: Fie x, y € Z. Un element deZ se numeste un cel mai
mare divizor comun al numerelor x si y daca:

1) d | xsid ‘ y;

2) Vd’eZ:d"Xsid’ y=d | d

Sa observam ca daca d este un cel mai mare divizor comun al
numerelor X §iy, atunci si — d satisface conditiile de a fi un cel mai mare
divizor comun al numerelor x siy.

Reciproc, dacad d si d’ sunt fiecare un cel mai mare divizor comun
pentru x siy, avem d’ | d, folosind faptul ca d este cel mai mare divizor
comun al numerelor x si y; apoi, folosind faptul ca d’ este cel mai mare
divizor comun pentru x si y, avem d | d’,adicid~d’,deunde d=d’
saud=-d’.

Observatie: Dacd a, b, x,y,d € Z sidacad | xsid | y, atunci, in
baza definitiei divizibilitdtii numerelor intregi, rezultd ca d | (ax + by).

Pentru demonstrarea existentei celui mai mare divizor comun a doud
numere ntregi se procedeaza in mod analog cazului numerelor naturale.

Fiex,y € Z.

Daca y = 0, atunci existd cel mai mare divizor comun al lui x si 0 si
este (x,0) = x.

Presupunem acum y # 0. Dacad y | X, atunci (x,y) = £ y. Daca

y {x, atunci existd neN si 3 qo, q1, ..., qu+1, 10, I1, ..., In €Z, asa inct:

X =Yy(qo + To, 0<ry< yi,
y =Toqi + 11, 0<r<ry,
Io=T1q2 + 12, 0<r<r,
I'n-2 = Ip1Qqn + I, 0<r, < I'n-1,
Th-1 = I'nqn-%—l-

Existd cel mai mare divizor comun al numerelor x iy si acesta
este ultimul rest nenul din sirul de egalitati de mai sus.

Mai mult, din acest sir de egalitati rezulta ca existd u, v € Z, asa
incat (x,y) =1, =ux + vy.

Acest x se obtine prin eliminarea resturilor intermediare
Tn1, [n2, ooy To §1 @NUME: Ty = T2 — I = Tn2 — (M3 — Tn2Qn-1)qn = ~Tn3 +
+(1 + qn-lqn) I'n2 = -Tn3 + (1 + qn-lqn)'(rn-4 - rn-3qn-2) = ..
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Prescurtat, cel mai mare divizor comun al elementelor Intregi x
iy se noteaza c.m.m.d.c. (x,y) sau cu (x,y) (contextul urmand a selecta
semnificatia corectd pentru notatie). Pentru a avea unicitatea Tn acest
caz, se accepta conditia de pozitivitate pentru (X, y).

6. Cel mai mic multiplu comun a doua numere naturale

Definitie: Fie a,beN. Se numeste cel mai mic multiplu comun
al numerelor a si b si se noteazd cu m = [a,b], numarul natural meN,
care satisface conditiile:

1. a ‘ m, b ‘ m;

2. Vm’eN:a|m’,b‘m’:>m‘m’.

Teorema: Pentru orice a, b € N exista si este unic cel mai mic
multiplu comun al lor.

Demonstratie: Dacd a = 0 sau b = 0, atunci singurul multiplu al
lui a si b este 0.

Presupunem in continuare cd a # 0 si b # 0, deci ab # 0, prin

urmare 0 { ab, deci 0 nu satisface conditiile de a fi cel mai mic multiplu
comun pentru a $i b.

Consideram multimea:
M,p = {m’e N* | a|m’ sib‘m’}.

Din faptul ca ab € M, rezultd ca M,, # & si atunci, in
conformitate cu P.B.O. rezulticaIm € Myp: m<m’, V. m’ e My,

Vom arata ca m = [a,b].

Din m € M, rezulta a | msib | m.

Aplicam teorema Tmpartirii cu rest pentru m’ si m. Rezultd ca
3 q,r € N asa incit m= mq + r, 0 < r < m. Sa presupunem acum ca
r+ 0. Din a| m, a | m’ si m’=mq + r rezultd cd a|r. Analog din bjm si
b‘m’ rezultd ca b|r. Asadar, reM,p si cum m < m’, V m’ €M,p,
obtinem cd m <r, ceea ce este fals.

Prin urmare, r = 0, de unde m|m’ si cu aceasta am verificat
faptul ca m=[a,b].

Mai rdmane de ardtat unicitatea lui m.

Presupunem ca existd m;eN, astfel incat sd fie satisfacute
conditiile:

1) a ‘ mp, b | m;
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i1) ‘v’mzeN:a‘mz,b|m2:m1|m2.
Rezulta atunci cd m; | m si m | m;, deci m =m;.

7. Cel mai mic multiplu comun a doua numere intregi

Definitie: Cel mai mic multiplu comun a doud numere intregi x
siy este un numar intreg m, satisfacand urmatoarele conditii:

1) x|m,y|m;

2) Vm’ e Z:x‘m’ siy‘m’ :>m|m’.

Ca si 1n cazul celui mai mare divizor comun a doud numere
intregi, cel mai mic multiplu comun, daca exista, este unic pana la o
asociere 1n divizibilitate, adicd dacd m este cel mai mic multiplu comun
al elementelor x si y, atunci si —m este cel mai mic multiplu comun al
acestor doua elemente.

Prescurtat, notdm cel mai mic multiplu comun al elementelor x
siy cu c.m.m.m.c. (X,y) sau cu [X,y].

In vederea unicitatii se poate impune conditia de pozitivitate
pentru [X, y].

Din proprietatile divizibilitatii numerelor intregi, rezultd ca
c.m.m.m.c.(x,y)=c.m.m.m.c.(-x,y)=c.m.m.m.c.(X,-y)=c.m.m.m.c.(-x,-y),
asadar putem reduce problema celui mai mic multiplu comun a doua
numere intregi la cel mai mic multiplu comun a doud numere naturale,
despre care stim ca exista mereu.

8. Generalizare

Definitiile date pentru c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c (atat in cazul N,
cat si In cazul Z) pot fi extinse usor pentru cazul a n numere, anume
conditiile 1 si 2 capata forma:

1. d| xi,..,d| X, (respectiv x; | m, ..., X, | m),

2. d’| xp,..., d’ | x, = d’ | d (respectiv x| m’, ..., X, | M’ =>m | m’).

Notand corespunzator (X, ..., Xp), respectiv [Xi, ..., Xp], s€ obtine ca

(X1peeer Xn) = (...(X1, X2), X3),  weov , Xp).or) §1

[X1yeees Xn] = [.[X1, X2], X3] ..oy Xp]on ]

Din acest egalitati pot fi decelate noi definitii (echivalente cu cele
anterioare) pentru (Xi,..., Xp), respectiv [Xj, ..., Xa].

3.2. Numere prime
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1. Numere prime. Numere indecompozabile

Definltle Un numar natural P #0,p=1se numeste prim daca

Definitie: Un numar natural b # 0, b # 1 se numeste
indecompozabil (ireductibil) daca dinu ‘ brezultau=1sauu=b.

Un numadr natural m # 0, m # 1, care nu este indecompozabil se
numeste decompozabil.

Lema: Fie m un numar natural, m # 0, m # 1. Urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

1) m este decompozabil;

2) existan,p € N, astfel Incitm=np,cul <n<mgi 1 <p<m.

Demonstratie: 1) = 2). Cum m este decompozabil, rezulta ca
admite un divizor n diferit de 1 si de m. Fie p, astfel incat m = np. Cum
m=0sin | m rezultd n < m. Cum n este diferit de 1 si de m, se deduce
I <n<m. Similar, avem 1 <p <m.

Daca p = 1, atunci m = n, iar dacd p =m, atuncin = 1. In ambele
cazuri, se obtine o contradictie, deci | <p <m.

2) = 1). Rezulta din definitie.

Lema: Orice numadr natural m > 1 admite un divizor
indecompozabil.

Demonstratie: Multimea P = {qeN | q>1,q | m} nu este vida,
deoarece contine pe m. In conformitate cu P.B.O. , 3 b € P, b <
VqeP.

Vom arata ca b este indecompozabil.

Presupunem ca b ar fi decompozabil; atunci conform lemei
anterioare, ex1sta n,p € N, astfel incitb=np, 1 <n<bsil <p<hb.

Din n b si bﬁ)m rezultd n ‘ msicum 1 <nrezultdcan € P.

Dar n <b si neP contrazice alegerea lui b.

Prin urmare, b este indecompozabil si este divizor al lui m.

Teorema: Fie p un numar natural, p # 0, p # 1. Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1) p este prim;

2) p este indecompozabil.

Demonstratie: 1) = 2). Fie k un divizor al lui p.

Exista t € N, astfel incat kt = p, deci p | kt.
Cum p este prim, rezultd p |k sau p | t. Daca p | k, atunci 3veN: k =pv.
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Din p = kt rezulta p = pvt, deci 1 = vt, rezulta v=t =1, deci k = p.

Analog, daca p ‘ t deducem k = 1.

Asadar, p este indecompozabil.

2) = 1) Presupunem ca exista elemente indecompozabile, care
nu sunt prime. Fie p cel mai mic element indecompozabil, care nu este
prim (N este bine ordonatd). Cum p nu este prim, rezultd ca existd
m, n € N, astfel incat p | mn si pIIm si plIn. Dar m > 1, deoarece daca
am avea m = 0, atunci p|m, iar daca am avea m = 1, din p | mn ar
rezulta p |n.

Similar, rezultan > 1.

Sa ardtdm acum ca putem considera m <p si n <p.

Daca m > p, atunci conform teoremei impartirii cu rest, rezultd ca
3 q, r € N, unic determinate, astfel incit m = pq +r, cu 0 <r < p, de
unde rezultd mn = pqn + rn; din p | mn sip | pqn rezultd cd p | rn.

In plus, din 0 <r < p rezultd ca pf r.
Deci, daca m > p, atunci am putea inlocui m cu r $i vom avea

p|m, pr, pinsi 0 <r<p. La fel se procedeazi daci p <n.

Mai mult, putem alege m si n, astfel incat produsul mn sa fie
minim (deoarece N este bine ordonatd).

Din p | mn rezultd ca exista g € N, astfel incat mn = pq.

Avem q > 1, deoarece g=1 implica m | p sl cum p este
indecompozabil rezulta m = 1 sau m = p.

Dar m < p, deci singura posibilitate ar fi m = 1, de unde rezulta
n = p, ceea ce este in contradictie cu alegerea lui n.

Prin urmare q > 1 si vom considera b un divizor indecompozabil
al lui q; rezulta b <q.

Avem pq = mn < pn < pp. De aici rezultd q < p, deci b < q <p.
Dinb|q$i q‘mnrezultéb mn.

Deoarece p este cel mai mic numar indecompozabil care nu este
prim, rezultad cd b este prim si deci, din b | mn rezultd b | m sau b n.

Presupunem ca b | m. Fie m;, q; € N astfel incadt m = bm; si
q=bqu.

Din mn = qp rezultd bm;n = bq;p, deci m;n = q;p. Asadar p ‘ min
si pfn si pfmy, pentru ca dacad p ar divide m,, atunci din m = bm; ar
rezulta ca p divide m, ceea ce este fals.

Din b > 1 si m = bm; rezultd m > m; si deci mn > mn.
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Asadar, p | myn, ptm;, pfn si mn < mn, ceea ce intrd in
contradictie cu alegerea lui mn, deci, presupunerea facutd este falsa si
teorema este demonstrata.

Teorema lui Euclid: Existd o infinitate de numere prime.

Demonstratie: Presupunem ca existd un numar finit de numere
prime si anume py, p2, ..., P

Consideram numarul a = p;p; ... pn + 1. Deoarece orice numar
prim este prin definitie nenul, rezulta ca a > 1, prin urmare, a admite un
divizor indecompozabil, deci prim, anume va fi unul dintre py, p2, ..., Pn.

Fie p;, cuie{1,2,....,n} acest divizor. Avem pi|a si pi| pi pz2-.- Pn
si atunci, rezultd ca p;| 1, de unde p; < 1, ceea ce este fals.

Asadar, presupunerea facuta este falsa, deci existd o infinitate de
numere prime.

Propozitie: Fie p € N, p > 1. Daca p este prim si p lar- as ... -ap,
unde n > 2 51 V ie{l,2,...,n}, ajeN, atunci 3 1€ {1,2,...,n}, astfel incat
|y ‘ aj.

Demonstratie: Se verifica usor prin inductie dupa n.

2. Teorema de descompunere a numerelor naturale in factori
primi

Teorema: Orice numar natural a > 1 poate fi descompus in mod
unic (abstractie facand de ordinea factorilor) in produs finit de numere
prime.

Demonstratie: Sa aratdim mai intdi existenta unei astfel de
scrieri. Consideram A = {aeN ‘ a > 1, a nu este prim §i nici nu este
produs de numere prime}.

Vom ardtacd A =O.

Presupunem prin absurd ca A # & si atunci in conformitate cu
PB.O.,dJteAiIncitt<a, V a € A. Din faptul ca t €A rezultd cd t nu
este prim, deci t este decompozabil.

Fiet;,,t e Nasaincatt=t; tocul <t; <tsil <t, <t.

Din faptul ca t; <tsit, <t si din alegerea lui t rezultd cd t; g A si thg A,
deci t; si t, sunt prime sau sunt produse de numere prime:
t=pi-p2-e-Prt2=p1 P2 Pk,

unde h, k e N, h > 1, k > 1, iar p;, p2, ..., Pn» P1’» P2’ --- » Pk’ SUnt
numere prime.
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Rezultda cat=tit; =p; p2 ... pr P1” P2’ ..- Pk, adica t este un produs de
numere prime, contradictie cu teA. Prin urmare A = J, deci orice
numadr natural a > 1 poate fi descompus in produs finit de numere prime.
in vederea demonstririi unicitatii scrierii, fie a = p; p2 ... ph =
=q1q2.--dk, unde h, k e N h> 1, k> 1 si p1, p2, --» Ph» 91, 2, --- » Qi SUNt
numere prime. Aratdm cd h = k si eventual dupd o renumerotare a
factorilor, p; = q;, pentru orice i€ {1,2,....k}.
Demonstram prin inductie dupa h.
Daca h=1, atunci a=p; = q; Q2 ... gk §1 p1 fiind numar prim rezulta ca
Jie{l,2,...k}, astfel incat p; | gi. Dar q; este prim, deci indecompozabil,
prin urmare p; = ;. Presupunem k >1. Obtinem de aici egalitatea

k
1=1]a.
s=1

s#i - deunde rezultd qs= 1, pentru orice se {1,2,....k}-{i}, ceea ce
contrazice faptul ca numarul g5 este prim, pentru orice se {1,2,....k}-{i}.

Asadar, k=1 sip; =q;.

Presupunem ca unicitatea are loc pentru orice aeN, a > 1, care
se scrie ca un produs de factori primi, iar numarul acestor factori primi
este mai mic decat h si vom demonstra cd are loc pentru orice numar
care se scrie ca un produs de h factori primi.

Fiepip2... ph=qi Q2 ... qx, unde V ie{1,2,...,h}, V je{1,2,...k}, pi si qj
sunt prime.

Din faptul cd pp este prim si pp | qiq2-.. qx rezultd ca
3je{l,2,...k}, astfel incat py | gj si cum g; este prim rezulta py,=q;. Fard a
restrange generalitatea, putem presupune ca j = k.

Obtinem py- ...* ph—1=4q1" ... - k1 $1 conform ipotezei inductive
rezultd ca h—1= k-1 si pi=q;, V i€{1,2,....,h-1}, pand la o renumerotare
(cu h-1, respectiv k-1, am notat numarul natural al carui succesor este h,
respectiv k).

Asadar, h=ksi Vie{l1,2,...h}, pi= q.

Observatie: Factorii pi, p2,..., pn din descompunerea de mai
sus pot sa si coincida; de aceea, putem scrie

a=pi'Py’Pr' | unde V ie{1,2,...,k}, p; este prim, a; €N,
oi>1s1Viz,1,je{l,2,... .k}, pi#p;.
Scrierea de mai sus poartd numele de scrierea canonica a lui a.
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Utilizand aceastd scriere, putem caracteriza divizorii lui a si
anume:
Propozitie: Fiea € N, a> 1, cu scrierea canonica

a=pi'py..r ,unde V ie{1,2,.. .k}, p; este prim, o; €N, o; > 1 si
v i;/:j: iaje {1:2:---71(}: pi# pj.

s 5 6,
Atunci d | a daci si numai daca d=p'py..p; ,cu0<§ <ay,

Viell,.2,..k}.

. . — 10 5 Ok
Demonstratie: Daca d=p'py..p; ,cu 0 < & < o

=6 =0, ;=0

Vie{l,2,..k}, atuncia=d-c,unde =21 P2’ P decid]a.

— 01,0 S .
Daci d | a, atunci existd ceN, astfel incat a=d-c, deci ¢ = P1 P2 --Pir °€
adica p; intra In descompunerea lui d cu exponentul §; < a, pentru orice
ie{l,2,....k}.

Remarcam si cd pentru doud numere naturale a si b putem pune
in evidentd doud descompuneri, in care apar aceeasi factori primi, cu
mentiunea ca exponentii acestora pot fi si zero, astfel

abeN,a>1,b>1, a=P" P5 DG b=pl - pi" o}
unde V ie{1,2,...,h}, a; =2 0 si Bi = 0 si p; prim, iar V i,je {1,2,....h}, i#],
P#P; -

Atunci:
d=(a,b)= plmin(alﬁl) _p;niﬂ(azﬁz) _”_,plr:lin(ah,ﬂh)

b

max(“l B ) max(a2 Y ) max(ah B )

iar m=[a.b]=p; p} e )

Teorema: Pentru orice a,beN, a > 1, b > 1 are loc egalitatea
ab=(a,b)-[a,b].

Demonstratie: Rezultd din faptul ca pentru orice i€ {1,2,...,h},
avem min(oy, i) + max(oi, Bi) = o+ Bi.

Pentru orice numar intreg x ¢ {0,1,-1} avem x = sgn(x): | x , 1ar
|x| este un numir natural diferit de 0 si de 1. Pentru x| aplicam
teorema fundamentald a aritmeticii numerelor naturale. Rezulti ci | x |
se scrie ca produs de numere prime si deci
X = sgn (X) pi-Pz2-....pm, Unde V ie {1,2,...,m}, p; este prim.
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Din sgn(x) € {1,-1} si din faptul ca 1 si —1 sunt unitati, rezulta
cd X = u-p;-pz2-....pm, Unde u este o unitate, iar pi, p2, ..., Pm SUNt numere
prime.

Numerele p;, p2, .., pm nu sunt neaparat distincte, deci
grupandu-le pe toate cele egale intre ele, obtinem:

a a a,

X=u-p'-py .. p, ,
unde u este o unitate, p;, p2, ..., pn sunt numere prime distincte si
oy, o, ..., 0y sunt numere naturale. In egalitatea de mai sus putem face

sa apard orice numar prim p € { pi, p2, ..., Pn}, astfel:
0

X=u-piepy e pyep
Notand cu P multimea tuturor numerelor prime si cu o(pi)
X = uH pa(p)

exponentul o al lui p;, putem scrie pep (precizam ca o(p)=0
doar pentru un numadr finit de elemente din P, altfel spus avem un
produs finit).

Propozitie: Fie x,y,z € Z, asa incat x‘yz, iar X §i y sunt
prime intre ele (au cel mai mare divizor comun 1). Atunci x | z.

Demonstratie: Din faptul cad x si y sunt prime intre ele rezulta
cd Ju,veZasaincatux + vy = 1.
Avem z = z-1 = z(ux + vy) = (zu)x + v(yz), deci z = (zu)x + v(yz).
Deoarece x ‘ yz rezultd in baza ultimei egalitati ca x | z.

Corolar: Pentru orice numdr prim p $i orice numere Intregi X i
y are loc implicatia:

p‘xy:>p|xsaup|y.

Demonstratie: Din (p,x) | p si p numar prim rezulta ca (p,x) = 1
sau (p,x) = p.
Daca (p,x) = 1 atunci p|y, conform propozitiei precedente, iar daca
(p,x)=pavemcdp|x.

Definitie: Se numeste ordinul lui p in x s1 se noteazd n = ordy(x)
numarul natural n, care satisface conditia: p" | x iar p™4x.

Avem ord,(x) = 0 < ptx si ordy(x) <n < p° | x.
Corolar: Pentru V x,yeZ si pentru orice numar prim p, avem
ordy(xy)= ordy(x) + ordy(y).
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Demonstratie: Notdm ordy(x) = m si ordy,(y) = n. Atunci

mnaa-

X = p"x’ si ptx’ si respectivy = p'y’ si pty’.Rezultd xy = p™ "'xX’y’,
din corolarul anterior rezulta ca p{x’y’, deci:
ordy(xy)= m + n = ordy(x) + ordy(y).

Teorema fundamentala a aritmeticii
Orice xeZ — {-1, 0, 1} admite o descompunere in factori primi

¥ = qua(P)

peP , unicd pana la o ordine a factorilor. Anume: daca
x= uH pa(p)
peP , U este o unitate si o(p) € N* numai pentru un numar

finit de elemente din P, atunci u = sgn(x) si op) = ord,(x), pentru orice
peP.
Demonstratie Existenta rezultd din consideratiile anterioare.

X = qu =up; p( )...-pz(”’")

Din peP rezultd cd Vq numar prim,
avem: ordg(x)= ordq(u) + a(pi) ordg(p1) + a(p2) ordg(p2) + ... +

a(pord, (p)
+ o(pm) ordg(pm) = ordg(u) + reP
Din ordg(u) = 0 (deoarece u este o unltate) si ordg(p) = 1 &

<(q = p, 1ar pentru q # p, avem ordy(p) = 0, rezultd cd ordy(x) = a(q),
pentru orice qeP. Pe de alta parte, este clar ca u = sgn(x).

Propozitie: Fie x,y € Z*. Avemy x o VpeP, ordy(y) < ordy(x).

Demonstratie: “=” Din y | x rezultd ca 3 zeZ, asa incat x = yz,
de unde V peP, avem ord,(x) = ordy(y) + ord,(z) = ord,(y).

= qua(p)

<" Presupunem ca ordy(y) < ordy(x), V peP si fie peP ,
y= VH pﬂ(p)
peP , unde u s§i v sunt unitdti, iar pentru V p € P,

B(p) = ordy(y) <ord,(x) = au(p).

z = uvaa(p) B(p)

Fie pep Ob‘ginem
ﬂ(p) - a(p)
[T =u[]p
yz=uv’ reP peP , deci y [x.
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Observatie:

= qua(p) = Wpr(P)

Daca consideram acum X, z € Z, peP si vep ’
(x,y) _ Hpmm(a(l’)v}’(l’)) [x,y] _ Hpmax(a(p),y(p))
atunci peP iar pep si cum

vV peP, min(a(p),y(p)) + max’(oc(p),v(p)) = a(p) t y(p), obtinem ca
Xy = (xy)[xy]

3.3. Functii numerice

Prin functie numerica vom intelege orice functie definita pe N
(sau N*) cu valori numerice (in N, Z, Q).

O functie numericd este numitd multiplicativa daca pentru orice
m, n €N, asa incat (m,n) = 1, avem f(m-n) = f(m) - f(n).

Daca functia multiplicativa f nu este identic nuld (3neN asa
incat f(n)=0), atunci f(1) = 1. Intr-adevar, avem f(n) = f(n -1) = f(n) -
f(1), de unde rezultd f(1) = 1 (din f(n) # 0).

Daca pentru orice m,n €N, avem f(m-n) = f(m) - f(n) atunci se
spune ca functia f este total multiplicativa.

Teorema: Daca f; si f; sunt functii multiplicative, atunci si
f=f - f, este functie multiplicativa.

Demonstratie: Intr-adevar, daci m,n € N, incat (m,n) = 1,
atunci f(mn) = f;(mn)f;(mn) = f;(m) f;(n) f2(m) f2(n) = f(m)f(n).

F(n)=2"1(d)

Functia numerica F definitd prin dln se numeste
functia sumatorie a lui f(n).

Teorema: Daca f este multiplicativa, atunci F este
multiplicativa.

Demonstratie: Fie m,n € N, asa incat (m,n) = 1 si fie d‘mn.
Avem d=d,d,, unde d; | m, d» | n si (d1,d) = 1.

Atunci

Flom)= 3, 1@)= /()= 5.5 10 = Fn)e(o)

(/lmn
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Teoremd: Daca f este o functie multiplicativa si

= a a . Ay . o - .
@=PpPy Py ""Pi  este descompunerea canonici a numdrului a,
atunci:

/@)= 1)+ 1)+t £ (1))
1+ 1)+ 12+ 4 1 ()

(in cazul @ = 1 membrul al doilea se considera egal cu 1).
Demonstratie: In membrul al doilea, obtinem o sumd de
termeni de forma:

1t )t ) 02 )= £l pl o pl ) unde V ie{l.2,..k},
0<BiLa
Observam ca astfel, nu se omit si nici nu se repeta termenii

d d
din ‘@ f( ), adica suma considerata este chiar Zw:f( )

Fie meN, m>1 cu descompunerea canonicd ™ =P P> " Pi |
Divizorii Ilui m sunt numerele naturale d de forma:

_ 1 yis B .
d=pi - py Dy ,0<Bi <a Vie{l2,..k}. Rezultd cd m are

(o + D(ox+ 1) - ... (ax+ 1) divizori. Singurul divizor al lui 1 este 1.
Dintre toti divizorii lui 0 il considerdm numai pe 0 (care nu-1 depéseste
pe 0).

Putem defini o functie astfel:

Definitie: Functia t : N — N, data prin:

{(051 +1)a, +1)-..-(er, +1),dacd n>1ln=plp® .. p*,
7(n)=
, daca n=0 sau n=1

este numita functia numarul divizorilor.

Teorema: Functia t este functie multiplicativa.

Demonstratie: Fie m,n €N, astfel incat (m,n) = 1.

Vom verifica egalitatea: t(mn) = t(m) t(n).
Daca m = 0, atunci din (m,n) = 1 rezultd n = 1 si deci t(0-1) = t(0)-t(1).
Daca m = 1, atunci t(1-n) = t(1)-1(n).
Consideram acum cazul m > 1, n > 1 avand descompunerile canonice
m=p - psopt n=q" g5 .q)
Din (m,n) = 1 rezultd cd V ie {1,2,...k}, V je {1,2,...,h} pi#q;.
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Obtinem:
men=pleplecpleql 4y 4 de unde t(mn) = (o +1)(an +1)
o (et D) B+ DBat 1) - o (Bat 1) = 1(m)-x(n).

Fie numarul natural m > 1, care are descompunerea canonica:

m= p/ - p’ -...~p,f’*.
p -1 pPt -1 ppt -1
Avem pl—l pz_l pk_l

:(1+p1+p12+-...-p1“1X1+p2+p22+-...-p§2)-...-
(it petpitepi)= Spbplpl=Yd
0<p.<a

<pi<a; dlm
ie{l,2,...k}

Definitie: Functia ¢ : N — N, data prin:

oy +1 o,y +1 oy +1
1 _1 2 _1 3 _
2 s P ,dacam>1,m=pl-py-.. p:
-1 p,-l P -1
o(m)=11, daca m =1
0,dacam=0

se numeste functia suma divizorilor.

Similar cu teorema precedenta, se arata ca are loc:

Teorema: Functia ¢ este functie multiplicativa.

Definitie: Indicatoarea lui Euler, notatd cu ¢, este functia
numerica definita astfel: ¢ : N* — N* si V n € N¥, ¢(n) este numarul
de numere naturale mai mici sau egale cu n §i prime cu n.

Remarcam ca, daca n = p, unde p este numar prim atunci ¢(p) =
=p— 1.

Fie acum = P " P2" o Py

Pentru a calcula @(n), formdm, mai intai, sirul: (*) 1,2, 3, ..., n.

Eliminam din acest sir p; si toti multiplii sai.

n n
Acestia sunt: py, 2p1, 3p1, ..., P si numarul lor este 71 .
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n——=n|l1-—
Din sirul (*) riman: ~ # P1) elemente.

n

— P>
Multiplii lui p, din (*) sunt: ps, 2pa, ..., P2 si numarul lor
n
este P2 .
Intre acestea, unele sunt divizibile si cu p; s1 numarul acestora
n

este P1P2 | Elimindm dintre multiplii lui p,, pe numerele divizibile cu

n n _n (1_ 1 ]
pi. Raman P> PiP> P> P/ Dupa eliminarea acestor elemente

n n n 1 1
n— | L o l-— | 1-—
din sirul (*), mai riman 1 \P2  PiP> D D).

Continuand rationamentul 1n acest mod, se obtine:

w@m@éﬂpi}{pi}

a;—1 a, -1 oy -1
=p T pr e p (o =y 1) (1)
Intr-adevar, presupunand ca dupa eliminarea multiplilor lui py, p2, .., pi

,@_LIFJJW(FLJ
obtinem b P> PiJ | atunci, la urmitorul pas vom

n

elimina si multiplii lui p;+;, care sunt in numar de P+ .
n n

Dintre acestia P1Pi+1 sunt si multipli de p;, P-P+ sunt si multipli de
n n

P2, ..., PiPis1 sunt si multipli de p;, iar P1P2Pi+1 sunt si multipli de p;
si p; etc.
Deci, ar trebui sa mai elimindm din (*)
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n n n n n

- - —.— + +...
pi+l plpi+l pzpm pipi+l plpzpi+l
ot — ()2

p]pipi+l plpz"'pi+l

n[l_ij[l_i).....(l;]
si atunci raman b, b, D)

n(l_ij(l_LJ.....[l_L]
In acest mod se obtine ci @ (n) = P Py P ).

Teorema: Functia ¢ este multiplicativa.
Demonstratie: Rezultd din faptul ca pentru orice n € N¥*, avem

(p(n)zn[l—Ljn..-[l—Lj Y . 3
P Pi ,unde”:pll'pzz'-“'pkk_

Definitie: Functiap: N* > Z
0, dacansedivide printr —un paatratdiferit de unitate;
(-1), dacin = p,p,..p, cup, prim,Vie{,2,....k}
Sii#j=p,#p;;
1, dacin=1

este numita functia lui Moebius.
Teorema: Fie f o functie = multiplicativda i

n)=

= a a . 3 .« o o . .
@=PpPv P2 " Pr descompunerea canonicd a numarului a. Atunci

;ﬂ(d)f(d)=(1—f(p1 W= f(p,))-...- (1= f(p,))

(dacd a =1, membrul al doilea se considera egal cu 1)

Demonstratie: Functia p este evident multiplicativd, de aceea
va fi multiplicativa si functia p - f, pe care o notdm cu g.

Conform unei teoreme anterioare, avem

lealg(d)= (+g(p)+g(p)+.+g(pr ). (1+ g(p,)+ g(pD)+ ..+ 2(p))

— n% a; A
unde ¢ =P1 Py - Py,
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Utilizdnd acum ca g(p) = - f(p) si g(p*) = 0 pentru s > 1 si p prim,
obtinem egalitatea din enunt.

Cazuri particulare:
1. Pentru f(a) = 1, V aeN¥*, egalitatea din teorema anterioard

devine:
)= 0, daca a>1
dzh;'u( )_ {1, dacai a=1
1
2. Pentru f(a) = a, V aeN¥*, egalitatea din teorema anterioara
devine:

, daca a=1

Z@= (1-%}{1—%2]-...-[1—%](} daca a>1
dla

Are loc s1 urmatoarea:
Propozitie: (formula de inversiune a lui Moebius)
Fie (G, +) grup abelian si f, g : N* —» G.

gn)=3 /) 7= Sa{ % Jeta)

Atunci dln , VneN*<
(In scriere multiplicativa, pentru (G, -),

g(n) =TT/ (@) vneN* o 1(n)=Tgl@)y\i).vne N

din din )
Demonstratie:

=7 Zu5 0= (52 0)- u(5)r0-

, VneN¥*,

(13

=2 u@)f =% [Z ﬂ(d/)]f(f)= /(n)

“<=" se demonstreaza in mod analog folosind faptul ca t|d sid ‘ n<&<
d

otlnsit|dsi ¢

n
t .
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5 u(d) = {l, daci n=1;

In ambele situatii s-a tinut cont ca " 0, daca n22.

3.4. Clase de numere remarcabile
1. Numere amiabile. Numere perfecte

Definitie: Numerele naturale a s1 b sunt numite numere amiabile
dacd o(a)=c(b)=a +b.
Un exemplu de pereche de numere amiabile este: 220 si 284,
cunoscuta inca din timpul scolii lui Pitagora.
Intr-adevar,  ©(220) = 5(284) = 504 = 220 + 284
(220=2°-5-115i284=2%-71)
Ulterior, Euler a gasit alte 65 de perechi de numere amiabile,
dintre care mentiondm:
18416 =2"- 1151 §i 17296 =2*. 23 - 47.
Definitie: Numarul natural a se numeste perfect daca c(a) = 2a.
In antichitate se cunosteau patru numere perfecte: 6, 28, 496, 8126, apoi
in secolul al XV-lea s-a gasit al 5-lea numar perfect, anume 33550336,
iar in secolul al XVI-lea s-au descoperit inca trei numere perfecte:
8.589.869.056, 137.438.691.328, 2.305.843.008.139.952.128
La sfarsitul secolului al XIX-lea s-a gasit cel de-al 9-lea numar
perfect:
2.658.455.991.569.831.744.654.692.615.953.842.176
Astdzi se pot gasi alte numere perfecte pare, foarte mari, cu
ajutorul calculatoarelor moderne.
Primul rezultat privind numerele perfecte pare se gaseste in
“Elementele” lui Euclid.
Teoremi (Euclid): Daci n=2"(2""'-1), unde veN, iar p=2"""-1
este numar prim, atunci n este numar perfect.
Demonstratie: Tinand cont de faptul ca p este impar, obtinem
o(n) = 6(2") o(p) = (142+..42")-(p+1)= 2 - 1)(p+1)=2"1-1) 2" =2
Douad mii de ani mai tarziu, Euler demonstreaza reciproca acestei
teoreme:
Teorema (Euler): Dacd numarul natural par n este perfect,
atunci n este de forma n = 2" (2""'-1), unde veN si 2""'-1 este numir
prim.
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Demonstratie: Putem scrie n = 2" u, unde veN-{0}, u impar si
n este perfect, adicd o(n) = 2n.
Din (2%, u) = 1, rezultd o(n) = 6(2") - o(u) = (2""'-1) o(v); dar o(n) = 2n,
deci 2! - u = (2""'-1) - o(u). Rezultd ca (ZVH—I)(’ 21 . u si cum
"1, 2" = 1, obtinem ci (2''-1) |u. Atunci 3 teN, astfel incat
u = (2""'-1)t. Prin urmare, din 2" - u = (2'"'-1) o(u) va rezulta ca
2" t=o(u).

Avem t+ (2'"'-1)t =2""" . t = o(u), deci singurii divizori ai lui u
sunt t si (27'-1) t, prin urmare t = 1 si u=2""'-1 este prim.

2. Numere prime Mersenne

Definitie: Un numar prim de forma p =2"-1, cu m €N, m > 1,
se numeste numar prim Mersenne.

Teorema: Dacd aym €N, m > 1 gi a™ -1 este prim, atunci a = 2
si m este numar prim.

Demonstratie:
Din faptul ca a™ —1 este prim, a™1=(a-1)(@™ '+a™ +..+1) sim > 1
rezulticaa—1=1, adicaa=2.
Presupunem acum cd m nu ar fi prim, adici m=u - v, unde 1 <u <m,
1<v<m. Obtinem 2™ —1=(2")" —1= (2" -1)2""D + 2" +_+1).
Din 2" —1>15i 2"®Y +..+ 1 > 1, rezultd c¢a 2™ —1 nu este prim, ceea ce
este fals. Prin urmare, m este numar prim.

Definitie: Sirul (m,)nens, unde n = 277
n-lea numar prim se numeste sirul lui Mersenne.

S-a observat ca urmatoarele numere prime ne furnizeazad numere
prime Mersenne: 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607,
1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701,
23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 858433.

Nu s-a demonstrat Tnsd daca existd sau nu o infinitate de numere
prime, 1n sirul lui Mersenne, asadar nu stim daca existd o infinitate de
numere pare perfecte.

Pe de altd parte, nu s-a gésit nici un exemplu de numar impar
perfect. Boethius (475-524) numea saturate numerele care satisfac
proprietatea c(n) > 2n si deficitare numerele care satisfac proprietatea
o(n) <2n.

, 1ar p, este cel de-al

96



Teoreméa: Daca n este un numar natural impar cu doi divizori
diferiti, atunci n este deficitar.

Demonstratie: Consideram 7 = PPy cu pi=23sipp25
(deoarece n este impar).

Avem:
a(n) 1 pr' -1 pE' -1 p p, 35
= . . ° S—'—<2
n  p'-py pn-1 p-1 <p-1p-1 24
o

(n)

Teorema: Pentru orice keN, existaineN, asainca n >Kk.
Demonstratie: Deoarece

{denl  dnf ={ﬁ| d!n} )_yd sl
d , rezulta ca and

n d|n n

=1

Fie keN. Din faptul ca seria »=1 7 este divergentd, rezultd ca exista
1 1 1
l+—+—+..+—>k

seN,asaincat 2 3 s
Considerand n =s! (= 1-2-....s), avem:

1

®>1+—+l+...+l>k
n 2 3 s

3. Numere prime Fermat

Teoremi: Dacd numirul p = 2° + 1 este prim, unde k € N,
atunci exista n €N, asa incatk = 2", n € N.
Demonstratie: Presupunem prin reducere la absurd ca numarul
k nu este o putere a lui 2, deci existd n € N, u este impar, u #1 incat
k=2"u. Obtinem:
p=2""+1= (22” 1|27 0D D 2 |y 1).

Deoarece 1<2® +1<2*“ +1 rezultd ca p nu este prim, ceea ce
este fals.
Prin urmare k este de forma k =2", unde n € N.
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y
Definitie: Sirul (Fy)pens, unde £n =2" +1

Fermat.

Numerele prime din sirul (Fp)nens, S€ numesc numere prime
Fermat.

Remercdm ca pentru me{0,1,2,3,4} se obtin, respectiv,
numerele prime 3, 5, 17, 257, 65537, insa nu toate elementele sirului
(Fo)nen+ sunt prime, asa cum presupunea Fermat. De exemplu, Euler a
observat cd Fs = 641 - 6700417, deci Fs nu este prim.

Panad in prezent, nu se stie dacad existd sau nu o infinitate de
numere prime in sirul lui Fermat.

Numerele prime Fermat au capatat importantd in matematica si
datorita faptului cd, dat un numar prim p, poligonul regulat cu p laturi
poate fi construit cu rigla si compasul daca si numai daca p este un
numar prim Fermat.

Teorema: Pentru orice doud numere naturale distincte m §i n,
numerele Fy, si F, sunt prime intre ele, adica (Fp, Fy) = 1.

Demonstratie: Presupunem cd m > n, deci exista keN, k > 0,
asa incat m =n + k.

se numeste sirul lui

Consideram x=2"" si avem
F —2=2"-1=2"% _1=x" -1=

= (x—i-l)-(x—l)-(x2 +1)-(x4 +1)-...-(x2k71 +1)

_n2" _
de unde rezulta ca £ =2 +1—x+1‘Fm—2.

Daca d este un divizor comun al lui F,, si F,, atunci din F, | Fn—-2
rezultd d| 2, deci d = 1 sau d = 2. Dar, cum F, este impar rezultd ca
d=2.

Asadar, d = 1, de unde rezulta (Fp,, F,,) = 1.

Dintre numerele lui Fermat, astdzi se stie, pe bazd de
demonstratie ca Fs, F7, Fg, Fi2, Fa3, F36, F73 etc. nu sunt prime.

CAPITOLUL IV. CONGRUENTE

4.1. Notiuni si rezultate introductive
1. Inelul claselor de resturi modulo n
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Fie n € N, n >1. Pe inelul Z al numerelor intregi definim
urmatoarea relatie binard, numita congruenta modulo n:
dacd a, b €Z, spunem ca a este congruent cu b modulo n si scriem
a=Db (mod n) dacan | (a-b).

Vom mai nota relatia de congruentd modulo n prin =, (atunci
cand n nu se deduce din context).

Aceasta relatie binara este o relatie de echivalenta, deoarece:

I°.VaeZ, avemn|(a—a), deci a=a (modn) ;

2°. dacd a, b €Z, asa incat a = b (mod n), adicd n | (a—Db), atunci
n | -(a —b) sau, altfel spus, n | (b —a), adica b = a (mod n);

3° dacda, b, c €Z, asa incat a=b (mod n) si b = c (mod n),
atunci n ‘ (a—Db)sin ‘ (b — ¢), de unde n ‘ (a —b) + (b - ¢), adica
n| (a—c), prin urmare a = ¢ (mod n).

Pentru a €Z, vom nota cu a= {b € Za= b(modn)}
clasa de echivalenta a lui a, (va fi numitd clasa de resturi modulo n).

' Z/_ = {& ae Z}
Multimea factor, / ~» , 0 vom nota cu Z,.

Daca a# b(mod n) vom spune cd a si b sunt distincte modulo n.
Observatie:
1°. Pentru n = 0, avem a = b (mod 0) <:>O|(a—b) < a=> deci,

Z
VaelZ,avem 4= {a} si atunci multimea factor /EO este echipotenta
(in bijectie) cu Z.
2°. Pentrun=1,avema=b (mod 1) & 1 |(a —b), ceea ce are
loc pentru orice a,b €Z. Deci, V a €Z, a=17Z, de unde rezultd ci

V4
multimea factor /El este echipotentd (in bijectie) cu orice multime
formatd dintr-un singur element.
Sa consideram, in cele ce urmeaza, n €N, n > 1. Daca a,b €Z,
din teorema Tmpdrtirii cu rest pentru numere intregi, avem:
a=nq +r1y, unde 0 <r; <n
b=nq, + 1y, unde 0 <1, <n.
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De aici, se obtine a — b =n (q; — q2) + (11 — 12) $i, deci avem
n‘(a -b) & n|(r1 — 17). Pe de altd parte, 0 < ‘rl — 12 |< n, deci
nj(r—n)srn=r.

Asadar, dacd a,b €Z, atunci a = b (mod n) daca si numai daca a
si b dau acelasi rest la Tmpartirea cu n.

Deci, dacda a €Z, atunci a = nq + r, unde 0 < r < n si deci

AA

n ‘ (a —1), adicd a = r (mod n), de unde @ =r. In plus, sd remarcam ca
daca 0 <r; <nsi 0 <1 <ncur # 1, atunci r;#r; (mod n) si deci
AA
n#rn .

Prin urmare, multimea claselor de resturi modulo n este :

A A AN
Zn:{QLMn—%

Pe aceasta multime putem defini operatiile de adunare si
inmultire astfel:

AAA AN A A A
atb=a+b i a-b=a-b pentru orice a.beZ,

Cele doua operatii nu depind de alegerea reprezentantilor.

intr-adevar, daci a=a' si a =", adicin|(a—a’)sin|(b-1b"),

A A
atuncin|(a+b)— (2’ +b’), deci a+b=a'+h'".

Rezultd ca adunarea este bine definita.

Pentru verificarea faptului cd inmultirea este bine definita,
consideram a=a', b=>5" de unde rezultdi cd 3 k, 1 € Z, asa incat
a=a +knsib=Db"+In. Avem ab=a’b’ + n (a’l + kb’ + kln), de unde

AN A
nl|(ab—a’b’), deci a-b=a-b,
Pe baza proprietdtilor adunarii si Tnmultirii numerelor intregi,
AAA

rezultd ca pentru orice %> b,eeZ, auloc egalitatile:

A A A A N A A A A A A A A
at+b|+c=a+|b+c|, a+b=b+a, a+0=0+a=a,
0,

N
A A A\ A AANNA  ALAA
a+[—aj=(—a]+a= (ab]c:a(bcj,
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AA A\ AA AA A ANYA AA AA AN AA A
alb+cl=ab+ac atb|lc=ac+bc, a'l=1la=a
si

De aici rezulta urmatoarea :

modulo n, Inzestrata cu operatiile de adunare si Tnmultire a claselor de
resturi formeaza un inel unitar si comutativ.
A

Propozitie: O clasa de resturi @ € Z, este inversabila in inelul

Z., daca si numai daca (a, n)=1.
A

Demonstratie: “=" Dacad a este inversabil in Z,, atunci exista
A AN A
b eZ,, asa incat a b=1 adicd n | (ab-1), de unde 3 k €Z, incat
ab— 1 =nk.

Deci ab + n -(-k)=1, de unde rezulta, in baza proprietatilor celui
mai mare divizor comun a doua numere intregi, ca (a, n) = 1.

“<«="Daca (a,n) =1, atunci 3 h, ke Z, asa incat ah + nk =1, de

A A AN AA A A AN
unde 1 =ah+nk=ah+nk=ah adica a este element inversabil al lui
7,
A

Vomnota U(Z,) = {a € Z,|(a,n)=1}.

Corolar: Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. Z, este domeniu de integritate;

2. n este numar prim;

3. Z, este corp comutativ.

Demonstratie: 1 = 2. Dacd n nu ar fi numar prim, atunci ar
exista h, k € N, 1 <h <n, 1 <k <n, asa incat n = hk, de unde
h#0, k+#0 si hk=hk=n=0, adici Z, nu ar fi domeniu de
integritate, ceea ce este fals. Deci n este numar prim.

AN A A
2 = 3. Fie a e€Z, a#0 .Din faptul ca n este prim rezulta
(a, n) = 1 si, de aici, conform propozitiei anterioare, rezultd ca

A
a e U(Zy).
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Asadar, orice element nenul al inelului unitar comutativ Z, este
inversabil, de unde rezulta ca Z, este corp.

3 = 1. Rezulta din faptul ca orice corp comutativ nu are divizori
ai lui zero, deci este domeniu de integritate.

2. Cazul polinoamelor cu coeficienti intregi

Fie f € Z [ X] urmatorul polinom cu coeficienti intregi:

f(X)=a, X" +ap; X"+ ... +a; X' + a,.

Vom nota tot cu f functia polinomiald asociata polinomului f.
Remarcam ca pentru orice xg € Z, avem f(xo) € Z.

Propozitie: Dacd x =y (mod m), atunci f(x) = f(y)(mod m).

Demonstratie: Intr-adevar, din x = y (mod m) rezulti ci
vV k e {0, 1, ..., n} avem x* = y* (mod m) si apoi V k € {0, 1, ..., n}
avem agx* = akyk (mod m).

De aici rezulta ca f(x) = f(y) (mod m).

Corolar: Daca f(x) = 0 (mod m) si x = y (mod m), atunci
f(y) = 0(mod m).

Consideratii analoage se pot face si pentru polinoame in mai
multe nedeterminate, cu coeficienti intregi.

Daca f(X, Xy, ..., Xp) € Z[Xi, Xy, ..., Xu] s1 n-uplele de numere
intregi (X1, X2, ..., Xn) $1 (Y1, Y2, ..., Yn) sunt astfel incat Vi € {1, 2, ..., n},
Xi = yi (mod m), atunci, considerdnd din nou functia polinomialad
asociata, vom avea f(xy, X, ..., Xy) =f(y1, y2, ..., Yn)(mod m).

Mai mult putem asocia polinomului f(X;, Xy, ..., X,) polinomul

S ( X1, Xa, ..., Xy) cu coeficienti in Zy,, care se obtin inlocuind fiecare
din coeficientii lui f cu clasa sa de resturi modulo m.

Se spune cd polinomul I se obtine din polinomul f, prin
reducerea coeficientilor modulo m.
Pentru orice n-upla de numere intregi (X, X, ..., Xn) avem:

f(xl, Xppeeen X, ) = f(xl,xz,...,xn) si in particular, avem:

f(fn )?2""5‘)—671) -0 & f(x1, X2, ..., X5) = 0 (mod m) <
< m| f(xy, Xz, .., Xp)
Observatii:
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1. Congruenta f(x) = 0 (mod m), unde f € Z[X] devine o

ecuatie algebrici si anume, f (x) =0
2. Congruenta f(x) =0 (mod 1) unde f € Z [X] este verificata
de toate numerele intregi.
Teorema: Fie urmdtorul sistem de congruente:

£(x)=0(modm,)
£i(x)=0(modm,) )

f(x) = O(modms)
unde m;, my, .., mg sunt numere naturale mai mari decat 1, iar f(X),
£5(X), ..., fs(X) sunt polinoame cu coeficienti intregi si fie m =[ m;, my,
.., mg] cel mai mic multiplu comun al numerelor m;, my, .., ms.

Daca x, este un numadr intreg care verifica sistemul de mai sus si
X = Xo (mod m), atunci x; verifica acelasi sistem.

Demonstratie: Din x; = x¢ (mod m) rezultd V k € {1, 2, ..., s}
avem X; = Xo (mod my) si conform unei propozitii anterioare, avem:
fk(x1) = f(X0)(mod my) pentru orice k € {1, 2, ..., s}.

Cum fi(x9) = O(mod my), V k e {1, 2, ..., s} rezultd ca:
fk(x1) = 0(mod my),V k € {1, 2, ..., s}.

Definitie: Daca {(X), g(X) € Z[X], atunci vom spune ca g(X)
divide f(X) modulo m dacd existd un polinom h(X)eZ[X], asa incat
f(X) = g(X) h(X)(mod m).

Teorema: Daca x, este o solutie a congruentei f(x) = O(mod m),
atunci X — Xo divide modulo m pe f(X) si reciproc.

Demonstratie: Din faptul cd are loc egalitatea:

fiX) = X-x0) - gX) + f(xo), obtinutd prin impdrtirea
polinomului f(X) la polinomul X — Xy, rezultd echivalenta:

f (x0) =0 (mod m) < f(X) = (X —xp) g(X) (mod m).

4.2. Congruente de gradul intai
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Daca f(X) = a;X + ap € Z [X] este un polinom de gradul intai,
atunci congruenta f(x) = 0 (mod m) devine a;x + ap = 0 (mod m), sau
inca a;x = ap (mod m).

Forma generald a unei congruente de gradul intai cu o necunoscuta este:

ax=c(modm),undea,c € Z,me N,a % O(mod m).

Cazurile m = 0 si m = 1 nu prezintad interes, deoarece ax =c (mod 0)
c c

devine ax = c §i congruenta este verificatd numai de @, daca a € Z, iar
ax = ¢c(mod 1) este verificata de orice numar intreg.

Propozitie: Congruenta ax =c (mod m) are solutii daca i numai
daca cel mai mare divizor comun d = (a, m) divide pe c.

Demonstratie: Fie xo € Z o solutie a congruentei date. Atunci
axXo =c (mod m), adicd m ‘ (axp - ¢), deci 3 ypeZ, asa Incat axy — ¢ = my.
Dind|a$id‘mrezultécéd‘ axo — myp = C.

Reciproc, daca d = (a, m) | ¢, atunci exista Xo', yo' numere intregi,

c

'
astfel Incat axy' + myy' = d. Notam ‘ d siavem:
¢ = dc' = a(x¢'c") + m(yo'c'), de unde rezulta ca a (x¢'c') = ¢ (mod m),
ceea ce arata cd x¢'c'e Z este o solutie a congruentei date.
Teorema: Fie d = (a, m) . Presupunem ca d | c. Fie Xo 0 solutie a

M
congruentei ax = ¢ (mod m) si fie d .
Atunci xg, Xo + m', X9 + 2m’, ..., Xo + (d - 1)m', sunt toate
solutiile, distincte modulo m, ale congruentei date (numarul acestora

este d).

Demonstratie: Fie xo, x; solutii oarecare ale congruentei date.
Obtinem cé axo = ax;(mod m) si deci 3 keZ asa incat a(x; — Xo) = km.

a=%ecz

Fie d . Cum m = dm', rezulta ca da'(x; — Xo) = kdm', de unde
a'(x| — Xo) = km', adicd m'| a'(x| — Xo) -

Din (a, m ) =d, a=da' si m = dm' rezultd (a', m') = 1 si atunci
din a'(x; — xo) = km' se obtine m' | (X1 — Xg), deci 3 heZ, asa incat
X1 = Xo + hm'. Impartind pe hla d avem: h=dq +rcu 0 <r <d si deci

— 1
hm'=dm'q + rm', adicad x; — xo = mq + rm', de unde X =X rm

104



Prin urmare x; si Xo + rm' coincid modulo m.

Asadar, dacd x¢ este o solutie a congruentei ax = ¢ (mod m),
atunci orice altd solutie coincide modulo m cu Xy + rm', unde
re {0,1, ...,d-1}.

Pe de alta parte, daca x; = x¢ + rm', atunci ax; = axy + arm' (mod m) =
=ax( (mod m) + ra'dm' (mod m) = ax + ra'm (mod m) = axy =c(mod m),

adica Y1 este, de asemenea, o solutie a congruentei ax = ¢ (mod m). In
plus, solutiile xo + rm', cu r € {0,1,..., d-1}, sunt distincte doua cate
doua modulo m, pentru ca, altfel, daca ar existar si s, asaincat 0 <r<s

" ' . .
<dsi % TIm =X, +sm , atunci Xo + rm' = Xo + sm' (mod m), adica

rm' = sm' (mod m). Deci m = dm' | m'(r — s), adica: d| (r — s), de unde
rezulti d <s—r< s <d, ceea ce este absurd.

4.3. Congruente de grad superior

Fie m un numir natural, m > 1 si f=a, X" + ap X*' + ... + a; X' + ag
un polinom cu coeficienti intregi.

Ne propunem sa determindm numerele intregi x, astfel incat
C < | 1
m|f(x), adica sa rezolvam congruenta: a, X" +a,; X" + ... +a; X +ap
=0(mod m).

Daca mta,, spunem cd avem o congruenti de grad n.

Asociem polinomului f=a, X"+ ... + a; X' +ag e 7[X]
urmatorul polinom in X, cu coeficienti in inelul de clase de resturi Zp,:

f=a,X"+.+aX+a,c z, [x]
numit redusul modulo m al lui f.
Observim ca 844/ =n<a, #0 < a, £ o (mod m),

Propozitie: Un numar intreg X este solutie a congruentei

ax" + ... + a;x + a9p = 0 (mod m) daca si numai dacd Xoe Zj, este

105



— — .
ridacind a ecuatiei @* T T @YX +a =0 Alfel spus, m | f(xo) daci si

numai daci f(xO): 0, unde f=a, X"+ ... +a;X + a.

Demonstratie:

n
Daci xoeZ este astfel incat a, o+ ... +a; xg + a9 = 0 (mod m),

atunci O=a, x,+..+a,X,+a, =a,x, +..+a,x,+a, = f(xo).

Reciproc, daci f (xO): 0, atunci

a, X, +..+a, x,+a, =a,x, +...+a,x,+a, :f(x ):6

3

n
de unde a, Yo + ... +a; xo + a9 = 0 (mod m).
Corolar: Daca xoeZ este solutie a congruentei
an X"+ an X"+ ... +a; x' +a9=0 (mod m) (**)

si dacd yeZ este astfel Incat y = xo(mod m), atunci y este solutie
a congruentei (**).

Reamintim ca solutiile x;, X, ..., Xk ale congruentei

a, X +...+a x1+a050(modm)

sunt numite solutii distincte modulo m daca x;#x; (mod m)
pentru i # j.

Numarul maxim de solutii distincte modulo m coincide
cu numarul radacinilor distincte din Z,, al redusului modulo m al
polinomului f (spunem si ca alcatuiesc un sistem maximal de solutii).

Pentru a cunoaste toate solutiile congruentei (**) este
suficient sd cunoastem un sistem maximal X;, X, ..., X; de solutii
distincte modulo m si atunci, in baza corolarului precedent, se obtin
solutiile congruentei date.

Pe de alta parte, numarul solutiilor distincte modulo m
este < m. Dacd numarul natural m este prim, atunci numdrul solutiilor
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distincte modulo m depinde si de gradul congruentei, asa dupa cum
rezulta din urmatoarea teorema:

Teorema (Lagrange): Fie p un numar prim si
an X"+ a, X"+ ... +a; x' +ap=0 (mod p)
o congruentd de grad n, modulo p (deci a, # O(mod p)). Atunci

numarul solutiilor distincte modulo p ale acestei congruente nu
depaseste n.

Demonstratie: Procedam prin inductie dupa n.

Pentru n = 1, consideram x; si X € Z solutii ale
congruentei

a;x +ap = 0 (mod p) ()

Atunci a;x; + ap = 0 (mod p) si a;x; + a9 = 0 (mod p), de
unde a;(x; — x2) = 0 (mod p), adica p| ai(x; — Xp) si cum ptay,
deoarece a; # 0 (mod p) rezultd ca p | (X1 — X2), de unde x; = x;
(mod p).

Asadar, numarul solutiilor distincte modulo p, ale
congruentei (***) este cel mult 1.

Presupunem ca n > 1 si cd afirmatia datd in enunt este
adevdrata pentru congruente de grad n-1.

Notam cu f polinomul a, X" + a, X"+ . +a; X'+ a. Fie xy,
..., Xq un sistem de solutii distincte modulo p ale congruentei f(x) = 0
(mod p). Si aritim ci q < n. Impirtind pe fla X — x;, obtinem f = (X —
x)g+rcu geZ[X],gradg=n—-1sireZ.

Avem f(x;) =r si f(x;) = 0 (mod p), deci p .

Pe de alta parte, f(x;) = (x; — x1)g(xi) + 1 s1 f(x;) = 0 (mod
p), pentru orice i €{2,3,....q}, deci p ‘ (x; — x1)g(xi), deoarece p ‘ r.

Dar p nu divide pe x; — x;, pentru 2 <1 < ¢, deoarece xj,
..., Xg sunt solutii distincte modulo p. Asadar, p ‘ g(xj), pentru 2 <1<q,
adica:
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pentru Vi € {2,...,q}, avem g(x;) = 0 (mod p).

Dar grad g = n — 1, deci congruenta g(x) = 0 (mod p) are
gradul  n -1 §i xo, ..., Xq sunt solutii ale acesteia, distincte modulo p.
Conform ipotezei inductive, rezultda q — 1 <n—1, deci q <n.

Corolar: Daca urmatoarele congruente de grad n:
X"+ a, X"+ .. +a; x+ag=0 (mod p),
X"+ by X"+ ... + by x + by = 0 (mod p),
unde p este numar prim, admit in comun n radacini distincte
modulo p, atunci a; = b; (mod p) pentru orice i € {0,1,...,n-1}.

Demonstratie: Presupunem ca exista k € N, 0 <k <n,

asa incat ax # by (mod p).

Fie t = max {k | ax # by (mod p)}. Consideram
congruenta (a;—b)x' + ... + (a1 — by)x + ag — by = 0 (mod p).

Aceasta congruenta are gradul t < n si admite n radacini
distincte modulo p, contradictie cu teorema anterioard. Asadar, pentru
orice 1 € {0,1,..,n-1}, avem a; = b; (mod p).

4.4. Teoremele Euler, Fermat, Wilson. Lema chineza a
resturilor

Propozitie: Congruenta ax = ¢ (mod m) are solutie unica
modulo m daca i numai dacé (a, m) = 1.

Demonstratie: Fie d = (a, m). Am aratat in 4.2. ca o
congruentd ax = ¢ (mod m) are solutie daca si numai daca d | c, iar in
acest caz numarul solutiilor distincte modulo m este egal cu d. Asadar,

congruenta ax = ¢ (mod m) are o unica solutie modulo m daca si numai
dacad=(a,m)=1.
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Reamintim cd pentru m € N, m > 1, indicatorul lui Euler
al lui m, ¢(m), este cardinalul multimii {n | neN, 1 <n<m, (n, m)=1}.

Fie inelul Z, si grupul unitatilor sale (adica grupul
multiplicativ al elementelor sale inversabile), U(Zy,).

in paragraful 4.1. am aritat ca U(Zy,) = { %> %2> %(m)
unde {ay, a, ..., Apm)} = {n |neN, 1<n<m, (n, m) =1}.
Se spune, in acest caz, ca numerele aj, a, ..., aym) formeaza un

sistem complet de resturi reduse modulo m. De asemenea, formeaza
un sistem complet de resturi reduse modulo m, orice multime de

a,,a,,...,a

reprezentanti ai claselor olm) .

Teorema lui Euler: Daci acZ, (a, m) = 1, atunci a®™ =1(mod

m).

Demonstratie: Fie aj, ay, ..., agm) un sistem complet de
resturi reduse modulo m. Vom ardta cd aa;, aay, ..., aaym) este de
asemenea un sistem complet de resturi reduse modulom. In  adevar,

din (a,m)=1 rezulta ca a eU(Zn) s1 functia f: U(Zn) > U(Zy), definitd

prin J (x) = ax este bijectiva. Asadar, U(Zy,) = { ¥4 @420 @ g(m) 1

Pe de alta parte, avem :

—p(m)— —

a1y -t Ay, = A0 A0y - Ay, = A 0y -dy . d

? o(m

om) si de

.. oo —elm) s .
aicirezulticd @ =1, adicd a®™ = 1 (mod m).

Teorema anterioara admite si altad demonstratie, anume:

Ordinul elementului @ e U(Z) coincide cu ordinul

grupului ciclic generat de @ si acest ordin este, conform teoremei lui
Lagrange (relativ la indicele unui subgrup intr-un grup), un divizor al
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ordinului grupului U(Z,,), adicd un divizor al lui ¢(m). Asadar, aom —

1, adicd a®™ = 1 (mod m).

Teorema lui Fermat: Dacd acZ si p este numar prim
astfel incat pta, atunci a”' = 1 (mod p).

Demonstratie: Din faptul ca p este prim rezulta ca o(p)
=p— 1 sievident (p, a) = 1. Se aplica apoi teorema lui Euler pentru m =
p.

Se deduce din cele anterioare ca a* = 1(m), unde a, m €

N*,  (a, m) =1 admite solutii in N*.

Fie atunci g(m,a) min{xeN*| a* = 1(m)}, numar numit
gaussianul lui m in baza a. Are loc:

Propozitie: Fiea, m € N,a,m>1,(a,m)=1si h, k €
Z, h > k. Urmatoarele conditii sunt echivalente:
1) a" Eak(mod m);
ii)  a" = 1(mod m);
1i1) h = k(mod g), unde g = g(m, a).

Demonstratie:

i) <ii) a" =a"(mod m) = a" - a"= O(mod m) = a*@"* - 1) =
O(mod m). Dar (ak, m) = 1, deci a'* = I(mod m).

Reciproc, dacd a"* = 1(mod m), atunci prin multiplicare cu a* se
obtine a Eak(mod m).

i) < iii) Conform teoremei impartirii cu rest vom avea ca exista
h = qg + 1, k = qog +1. Din a" =a“(mod m) rezultd a"* = 1(mod m)
adica @" " =1(mod m). Dar r; — 1, < g. In consecintd r; =1, deci h —k =
=(q1 — Q)g.

V%
Reciproc, din h = k(mod g) rezultd h — k = pg, adica (ag) =
=1(mod m), de unde a'* = 1(mod m).
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Drept consecintd se deduce imediat ca ao, al, - a®! sunt
distincte modulo m. Trecand la clase de congruenta modulo m se obtine

AO A—l . T . .
cd @ > constituie un subgrup multiplicativ al lui Zy,.

Propunem ca exercitiu detalierea cazului cand (a,m) # 1. Notand

m

A

’ se va obtine ca sirul resturilor Impartirilor numerelor
a“ (keN) la m, dupd o = min{xeN, x >1, a* = 0(mod(a,m))} resturi
distincte vom avea 1o+ = I'y, +x < h = k(mod go) unde r, este dat de a" =
gnm + 1y, neN.

Teorema lui Wilson: Dacd p este un numar prim, atunci
(p— 1!+ 1=0 (mod p).

Demonstratie: Pentru p = 2, afirmatia din enunt se
verifica direct. Daca p # 2, atunci p este impar.

Din teorema lui Fermat rezultd ca V a € {1,2,...,p-1}
avem a”' =1 (mod p).

Pe de altd parte, V a € {1,2,..., p - 1}, a este solutie a
congruentei de grad p — 1:

(x=1)(X—2) . (x-(p— 1)) = 0 (mod p).

Asadar, congruenta de mai sus si congruenta x*' — 1 =
O(mod p) are aceleasi (p-1) radacini distincte modulo p si anume 1, 2,

.oy p-1.

Cum p — 1 este par, termenul liber al polinomului

(X~ 1) (X ~2)e. (X~ (p— ) este (-1)(-2) .((p — 1)) =-1)™'(p
~Dl==(p-1)!

Aplicand corolarul teoremei Ilui Lagrange (vezi
paragraful 4.3.) rezultd ca (p — 1)! =-1 (mod p).

Este adevarata si reciproca acestei teoreme:
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Teoreméa: Daca p € N, p > 1, astfel incat (p — 1)! +
1=0(mod p), atunci p este prim.

Demonstratie: Aplicim metoda reducerii la absurd.
Presupunand ca p nu ar fi prim, am avea: p = ab, unde 1 <a < p si
1<b<p.

Asadar, a este unul dintre numerele 2, 3, ..., p — 1 si deci a ‘ (-
1)!. Pe de alta parte, a | psicum ( p —1)! +1 =0 (mod p), adica p | (p -
I)! +1, rezulta a| 1, ceea ce contrazice faptul cd a > 1.

Lema: Fie meN* si a;, a;, .., a, €Z, astfel Incat
Vie{l,2,..n}, (a, m)=1. Atunci (a, m) = 1, unde a = a;a; ... a,.

Demonstratie: Din faptul cd V1 €{1,2,....n}, (ai, m) =1,

rezultd ca %1>%s % e U(Zy).
Deducem ci 9=%4--4,=4d; 4.4, ¢ U(Zy), de unde
obtinemcda (a,m)=1.

Lema: Fie n eN* si aj, a5, ..., ag €Z, asa Incat V 1
e{1,2,....s}, a ‘ n. Daca pentru orice 1, j € {1,2,...,s} incat i # j, avem
(aj, aj) =1, atunci a|n, unde a = aja; ... a,.

Demonstratie: Afirmatia este evidentd pentru s = 1.
Daca s > 1, avem, conform lemei anterioare, (a;, a,- ... - a5) = 1, ceea ce
arata ca este suficient sd facem demonstratia in cazul s = 2.

In acest caz, din (a;,a;) = 1 rezulta ca exista x;, x; € Z,
astfel incat a;x; + a;x, = 1. Pe de alta parte, din a, |n siap | n rezultd ca
exista V1, V2 € Z, asa Incat n = a;y; $i n = ayy».

Asadar, n = (a;X; + axXp)n = a;xjn + axXon = a;Xjay2 + aX0a1y1
= =aja; (X1y2 + X2y1), deci aja; | n.

Lema chineza a resturilor: Daca m;, my, ..., mg €Z, cu
(mj, m;)=1, pentru orice 1, j € {1,2,..,s}, 1 # j si daca by, by, ..., bs €Z,
atunci existd un numar intreg X, solutie a sistemului de congruente:
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x=b, (modml)
x=b,(modm,)

x=b, (mod m )

In plus pentru orice alti solutie y a sistemului, avem x = y (mod m),
unde m = m;- my -...- M.

Demonstratiez: Pentru Vi e {1,2,..,s}, vom nota

m s
n; =_=l Im_/.
i =1

m
J=l . . )
J#i . Conform unei leme anterioare avem (nj, m;) = 1 si

exista uy, vi € Z, asa incat uym; + vin; = 1. Notam e; = vin;; rezulta ca e;=
1 (mod my) si ei= 0 (mod m;), pentru j # 1.

n

x= Zb[ei

Consideram i=1 . Atunci din ¢j= 1 (mod my;) si e;= O(mod
m;) cu 1 # j se obtine ca x = bje; (mod m;) = b; (mod my).

Asadar, V j € {1,2,...,s}, avem x = b; (mod m;), adica x
este solutie a sistemului de congruente dat.

Fie acum y o altd solutie a acestui sistem de congruente.

Pentru V 1 €{1,2,...,s} avem x = y (mod m;), adicd m; ‘ x-y)
dar pentru orice 1, j € {1,2,...,s} Incat 1 # j, avem (m;, m;) = 1 si atunci
obtinem, in baza lemei anterioare, m | (X — y), unde m=m;m; ..ms, deci
x=y(mod m).

Caz particular: Fie m;, m; € Z, (m;, m;) = 1. Conform
lemei chineze a resturilor rezultd ca pentru orice by, b, € Z, existd un
numar intreg x, asa incat:

{x =b,(mod m,)

x=b, (modm2 )

In plus, dacd y € Z este o altd solutie a acestui sistem, atunci
X =y (mod m; my).
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im0 2.2, -

Consideram % Z,,, > 2L, %L, p\x)=x,x , unde cu
X am notat clasa elementului x modulo m;m,, cu X am nota clasa lui x
modulo m; si cu X am notat clasa lui x modulo my.

Conform lemei chineze a resturilor, obtinem ca aplicatia
¢ este bijectiva.

CAPITOLUL V. ELEMENTE DE TEORIA NUMERELOR

5.1. Fractii continue

Prin fractie continud se intelege o expresie de forma

a, +
1 @, *.. unde, in contextul prezentului paragraf, ajeZ,
ai, az, ... € N*.

Daca multimea { a;, ay, ...} este finitd spunem ca avem o fractie
continud finita, iar in caz contrar (aici numarabil infinitd) spunem ca
avem o fractie continud infinita.

Din motive tehnice noi vom nota [ag, aj, a,.... an, ...] fractiile
continue (in cazul finit, notam [ao, aj, as,.... a, |, n € N).

In ambele cazuri fractia continua [ay, a;, ay,.... ax] (k < n in cazul
finit) este numita redusa de ordin k a fractiei continue date.

Este clar cd, in contextul prezentat, [ap, aj, ap,...ax] poate fi

PR A

reprezentat in urma calculelor, sub forma 9k € Q (cu 9x fractie
ireductibild). In cazul infinit vom avea un sir (Ox)ken -
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Observatie: Procedand inductiv, se deduc relatiile:
) Pk = a Px-1 + pr2 (k2 2);
1) qk = a Q-1 + g2 (k > 2);
C1y
111) 61( - 61(_1 = qqu—l .
Propozitie: V o € R, exista si este unica o fractie continua
infinitd dacd o este irational, [ay, a;, ay, ....], si finitd dacd o € Q,

lim 2%
[a0, a1, @, ...a,], asa incat o =" " 9« (in primul caz) si respectiv
Pu
o= 9n .
Demonstratie: Fie oo € R. Notam a = [a] (partea intreaga a lui
o). Presupunand ca o ¢ Z, se determina:

Dacd a este rational, atunci toti r, sunt rationali si In acest caz
existan € N, asa Incatr, = a, € N*.

Dacd o este irational, atunci toti r, sunt irationali, altfel spus
procedeul anterior este infinit.

n_1

A 2

In acest caz 91 4. asadar

Unicitatea se demonstreaza usor, procedand prin “reducere la
absurd”.

1
a_

0, =

Observatie:

1) Pentru cazul finit (o € Q) se recunoaste, in procedeul
descris in demonstratie, algoritmul lui Euclid.

1) Pentru numere irationale se pot gasi metode specifice, de
exemplu
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V2 =1+42-1=1+

1 1
V2 +1 1+1+4/2 -1

1+1+L 2+ 1

\/§+1 \/§+1

5.2.Ecuatii diofantice

Prin ecuatie diofantica vom intelege o ecuatie de forma
F(x1,...,Xxn)=0, unde F este un polinom in n nedeterminate cu coeficienti

in Z, pentru care se cer solutiile () cu x;) €Z,Vie{l,2,.,n}.
In cele ce urmeazi ne vom opri doar asupra a doud tipuri de
ecuatii diofantice: ax + by +¢=0,a,b,c € Z,a,b# 0 si X2 + y2 =72
Propozitie: Ecuatia ax + by +¢ =0, a, b, c € Z, a, b # 0 admite
solutii daca si numai daca (a, b)Ec.
Demonstratie: Daca (x;, y;) reprezintd o solutie a ecuatiei $i
(a, b)=d (a = a;d, b = b;d), atunci d(a;x; + byy;) +¢ =0 adica d&c.

c

Reciproc, fie c' d . Intrucat d= (a, b) rezulti ci existi u, v € Z
asa Incat au + bv =d.

De aici, se deduce ca: a(-cju) + b(-c;v) + ¢ = 0, deci (-cju, -c;v)
este solutie a ecuatiei date.

In cele ce urmeazi, va fi considerat doar cazul (a, b) = 1.

Propozitie: Daca (xo, yo) reprezinta o solutie intreaga a ecuatiei
ax +by+c=0,a,b,c eZ,a,b=0, atunci formulele x=x,-bt, y= yo+ at,
t € Z dau toate solutiile ecuatiei considerate.

Demonstratie: Fie (X, yo) solutie a ecuatiei date axo+byo +c= 0.
Scazand membru cu membru din ax + by + ¢ = 0 se obtine:

a

ax-axg+by-byy =0, adicd, de exempluy —yp = b (x — Xo).

Deoarece y — yy este necesar sa fie numar intreg, iar (a, b)= 1,
rezultd cd xo — x trebuie sd fie divizibil cu b, adica sa fie de forma
Xo—X=Dbt,cut eZ.

Se deduce ca x =x9—bt,y =1y + at.
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Prin verificare directd se deduce cd orice pereche de numere
X =Xo—bt,y =y +at, t €Z, este solutie a ecuatiei date.
Réamane deschisa atunci problema gasirii unei solutii.
a

Folosind scrierea Iui b ca fractie continua (finitd) se obtine:
a (_ l)n
b -8y = 4. , ceea ce conduce la ag,.; — bpy. = (-1)", adica:

a ((-1)"'c qu1) + b((-1)"c pa1) + ¢ = 0, altfel spus la o solutie a
ecuatiei date.

In ceea ce priveste ecuatia x> + y* = 7” remarcam intai ca, fard a
restrange generalitatea, ne putem limita la cazul x, y, z €N si se pot cere
doar solutiile (xo, yo, Zo), cu (Xo, yo) =1.

In caz contrar, fie (Xo, yo) =d s1 xo=dx;, yo = dy;. Vom inlocui

2 2 2 2
si obtinem: X d?+ Y @ = %o adica dz‘ Zy si, prin urmare d ‘ Z, altfel
spus zo= z;d ( aceasta are loc pentru orice solutie (Xo, Yo, Zo) a ecuatiei
initiale).

Propozitie: Solutiile ecuatiei X +y' =7

ce satisfac pe (x, y) =1,

u’ —v’ u’ +v’
sunt date de formulele x =uv,y = 2 ,z= 2 ,unde u > v,
u, v impare, (u,v)=1.
Demonstratie:

Ecuatia poate fi scrisi sub forma x*> =(z + y)(z - y). Notim
d=(z+y,z-y). Putem scrie z+ y = ad; si z—y = bd; cu (a,b)=1.

2
Atunci x* = ab4, , de unde rezultd ci a, b sunt patrate perfecte, a = u’,
b=v".
u' =v’ u'+v:
z= d
Se deduce x =uvd;,y= 2 d, 2

dar di=1((x, y)=1) siinconsecintax=uv,y= 2 ,z= 2
5.3. Sirul lui Fibonacci

Sirul lui Fibonacci se definiste recurent astfel:
F():O; F1:F2:1, Fn=Fn_1+Fn_2,‘v’n22.
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Observatie: in general, un sir (f,,) nen ce satisface f;, = fi,.; + £,
Vn2 2, este numit sir Fibonacci (nu al lui Fibonacci).

Observatie: Relatia de recurentd de tipul anterior se
generalizeaza la: x, = ax,.; + bxpo,a, b eR,n>2.

Se obtine:

Propozitie: Daca (xn)nen €ste un sir de numere reale pentru care
existd a, beR asa incat x, = ax,.; + bxyo, a, b €R, n > 2, atunci:

n n n—1 n—1
X, = uxl —oapf ~ixo,‘v’n >1
a—p a—p unde o si B sunt radacinile
ecuatiei x> = ax + b (numitd ecuatia caracteristici atasatd sirului
{Xnfnen) i o # B.
Demonstratie: Scriem relatia de recurentd x,-axp.; - bxpo= 0 §i
inlocuind a prin a+f3 si b prin -a3, obtinem:
Xn- OXp1= B ( Xp-1 - 0Xp2 ), VN =2,
Notam y, = X, - 0Xy.; $1 obtinem y, = Byn.1, V n > 2.
Rezultd ci: y,=p" 'y, adicd x, - 0Xq1 = By

X

n

z

n

= n
Daca pentru orice n €N notam p gasim Bz, - .z, = Vi,

a
Zn = Zn—l + &
adica p B .
Deducem ca:

%(Zn_l —z )= = (ﬁj (z,-2)

Zyn —Zp1 =
Altfel spus:
) — 71 =72y — 71
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[a
adica: B

Se deduce imediat ca:
an _ ﬁn
Observatie: Daca a = f3, atunci 1n loc de a=F  ge scrie:
an—l _ ﬂn—]

o o 2p AP sianalog: ¢ B =g+ + B2

L[{H\/E}n_[l—\/gﬂ
Consecinta: F,= \/g 2 2 ,Vn=>0.

Observatie: Pentru sirul lui Fibonacci au loc:

1) Frotm =Fn1 Fin + FoFme, V0> 2 51 V m > 1. (cazuri

particulare: m =n=p = Fp, = F,(F, + 2 F.p)

2 2

m=p-l,n=p= F2P—1 :FP +FP—1
m:kn,(n‘m) :>Fn‘Fm)

i1) (Fn, Fn) = Fam) ((a, b) noteaza cel mai mare divizor
comun al numerelor a, b).

Demonstratie: i) Se fixeaza n si se face inductie dupd m.
Pentru m = 1 este evident. In continuare avem:

Fok = Foo + Faskr™  Faa Fro + FoFka + Fog Fio + FoFy =
=Fn.1 (Fx2 + Fi1) + Fo (Fxo + Fx ) = Foog Fi + FoFyo.

1) (n, m) se obtine prin algoritmul lui Euclid anume:
n=mq; +r;,0<r <m

m=rqp+1,0<n<rn

k3 = Mgoqe2 + Ie1, 0 Sy <o
Ik-2=Tk-19k-1, anume d(n, m) = ry;.
Avem si cd, pentru cazul n=mq + 1, 0 <r <m, (Fp, Fin)=(Fpm, Fy).
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Intr-adevar: (Fy, Fm) = (Fingrs Fi) = (Fmg1Fr + FingFre1, F), dar
Fu | Fnq (deoarece m | mq) s1 atunci(Fy, Fin) = (Fing-1Fr, Fi).
Dar (Fumg-1, Fm) = 1(altfel d = (Fig-1, Fm) = d&Fmg, d€Fmg-1,...., dE1).
Rezulta ca (Fp, Frn) = (Fm, F).
Aplicand aceasta egalitate pentru fiecare dintre egalitatile date in

algoritmul lui Euclid, se obtine: (F,Fy) = (Fm,Fﬁ) = (F’k—n ,0)=

= F’k-‘ =F¢=F n,m)

Observatie: O altd demonstratie se obtine utilizdnd proprietatile
calculului matriceal. In acest sens este convenabil si consideram sirul
lui Fibonacci definit pe Z adiugand F.,, = (-1)"'F, pentru n eN*
(aceasta se deduce din relatia de recurentd, prin inductie).

0 1

Considerand matricea L1 e obtine prin inductie ca

L
e
EF,
De exemplu, egalitatea A™" = A™ -A" conduce la i) din
observatia anterioara.
Observatie: Pot retine atentia doua aspecte (ce vor fi abordate 1n
continuare) i anume:
1°) proprietatea (Fy, Fn) = Fnm) Intalnita si in cazul sirurilor date
de a, = 2" - 1 (anume (2" — 1, 2™ — 1) = 2®™™ _ 1) si in cazul
polinoamelor (X" — 1, X™- 1) =X™" _ 1.

l+\/§

2°) prezenta numarului 2 numit si numarul (raportul) de aur

foarte utilizat si n arta si arhitectura.

Vom analiza cele doud aspecte 1n ordinea prezentata.

1°) Definitie: Un sir numeric (an)nen este numit d — sir daca
satisface conditia (an, am) = amm) V n,m eN¥*.

Definitie: Un sir numeric (b,)nen este numit D-gir dacd din nfm

sim{n = (by, by) = 1.
Observatie: Pentru orice d-sir (ap)nen, avem ca njm =>ay|am.
Intr-adevar, nm = (n,m) = n = amm) = an = (an, am) = an = ay/am.
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Observatie: In ipoteza a, # a, V k # t (intr-un d-sir) avem ca
anlam = njm.
Propozitie: Un sir (a,)nen este d- sir <> 3 un unic D-sir (bp)nen
an = Hbd
asa incat dn (relatia este numita relatia lui Dedekind), produsul
facandu-se dupa toti divizorii naturali ai lui n.

a, as

Demonstratie: b; = a;, by = 4, b3 = % . Presupunind ca s-au
_ a, =[], .
construit by,..., by asa incat dk  pentru k = 1, ..., n-1, construim

B
[ 12

P _ dh . . .
Intai aratam ca ¢<»  coincide cu cel mai mic multiplu comun al

elementelor multimii {a4 | d|n, d <n} pe care il notdm cu M.

Hbd =dy,

Deoarece 9l , pentru orice d0|n, do< n rezultd ca

I 12,

- - dln - . P
Pentru a ardta ca « | M, fie p un numar prim ce divide

[12, 11,

din

- d|n - - . -
a<i (presupunem ca p” | ). Se aratd ca existd aq unde d | n, d<n,

[0,
din
cu p”| aq, ceea ce conduce la o< | M.
a

n

. n
Definim acum M .

a

Se verifica apoi ca by divide (a.a,) (pentruk <t, k {t, 1<kt<n-1 si
a a a

t k t

b, divide (ak,a,), deci (by, by) divide ((ak,a,), (ak,at)) = 1, de unde
rezultd cad (bp)nen este D - sir.
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Unicitatea lui (by)nen se aratd prin reducere la absurd:
presupunand ca existad si un D — sir (cy)nen satisfdcand relatia din enunt
se demonstreaza prin inductie ca b, =c,, ¥V n eN.

Reciproc: sd aratam cd in ipoteza (bp)nen este D — sir, atunci

a, = an

(an)neN, unde din , este d- SII‘
Avem ca :

[1aeI2 |- T 6 TT o0 Tl |- [To-a

dn d|m d|(n,m) d'|n d"m d|(n,m

(an, am) = d'%m d"%n

Am folosit faptul ca din d’ |n, d’tm si d”
d’td”sid” {d’, deci (bg, bg) = 1.
Observatie: Daca (ay)nen este d — sir, atunci sirul (by)nen dat de
bn — H a 5(5)
djn este D — sir, anume unicul D-sir precizat In propozitia
anterioara (aici p noteaza functia lui Mdobus, p : N* — {-1,0, 1}).
Exemple: D - sirul asociat sirului lui Fibonacci este dat de

b, =T1F"

dn

m, d’}n rezultd ca

- D —sirul asociat sirului a, = 2", neN* este dat de

b, = ®,(2) unde @, este cel de-al n-lea polinom ciclotomic,

neN¥* .

- D —sirul asociat sirului de polinoame f;, = X" - 1 neN* este
tocmai sirul polinoamelor ciclotomice.

2°) Referitor la cel de-al doilea aspect (numarul de aur):

\/§+1

Sestiecd 2 este solutie a ecuatiei x> — x — 1 = 0 obtinuti,
de exemplu, in problema determindrii unui punct al unui segment care
sd Tmpartd segmentul respectiv in doud segmente asa incat segmentul
cel mai mare sda fie medie geometrica dintre segmentul intreg si
segmentul ramas.
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Acest numar se cunoaste inca din antichitate sub numele de
“numarul de aur”; in cazul piramidei lui Keops raportul dintre apotema

J5+1

unei fete laterale si apotema bazei este 2

Numarul de aur a fost studiat in scoala lui Pitagora. Platon
aminteste in “Dialoguri” de acest numar.

Problema 11 din Cartea a II-* a Elementelor lui Euclid (reluata si
in Cartea a VI-") conduce la numarul de aur. El apare in cadrul
constructiilor poligoanelor regulate cu 5% laturi (keN¥*).

Leonardo da Vinci a redescoperit acest numadr studiind
proportiile dintre diferitele parti ale corpului uman.

limi V5 +1

In legatura cu sirul lui Fibonacci obtinem ci F = 2 (din
Fo=Fno+ Fn-l)-

J5+1

Notand 2 = @ se obtine sirul 1, D, @% ... ce are si
proprietatea ®" = "' + @™ ( notand u, = O" obtinem u, = Uy 1 + Uy2).
Reciproc orice sir (Uy)nen+ Cu proprietatea u, = q" si " = q*' +q"** are

1+£}n_l+c (ﬂ}

2 2

n = cl
forma generala (*) (

Conditiile u; = u; =1 conduc la sirul lui Fibonacci.

De remarcat ca@ toate sirurile obtinute din (*) prin
particularizarea constantelor ¢; §i ¢, au proprietatea ca reflectd numeric
insusirile materiei vii de a se dezvolta.

Proprietatea a fost verificatd de botanisti, atunci cand au masurat
distantele dintre nodurile de unde cresc frunzele, de zoologi prin
observarea cochiliilor melcilor, a scoicilor etc.

Urmarind “spirala logaritmica” a cochiliei melcului (si a cozii
desfacute a unui paun) se obtine ca:

0B_0C_ _As+1

o4 oB T 2
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Proprietatea acestei curbe de a raiméne egald cu ea insasi cand se
transforma prin asemanare a fost remarcatd de lacob Bernoulli (a cerut
ca aceastd curbd sd-i fie gravatda pe mormant cu inscriptia “Eadem
mutato resugo’).

CI>=1+L L+...+ﬂ+

o~{101)i-2} 62}

In arhitectura, inca Vitruviu (sec. I i.H) atrdgea atentia asupra
acordului ce trebuie stabilit intre diferitele parti ale unei cladiri si
cladirea intreaga si ale intregii cladiri fata de locul in care este situata.

Siin acest context se tine seama de numarul ©.

EXERCITII
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1) Se considerd multimea X = {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}. Sa se arate ca
pentru orice submultime A a lui X, una din multimile A, X - A
contine trei numere in progresie aritmetica.

Solutie:

Sa presupunem cd nu este posibil asa ceva. Atunci numerele

4, 5, 6 nu pot apartine toate lui A si nici lui X — A.

Daca 4 € A si 6 € A, atunci {2, 5, 8} < X — A, ceea ce
contrazice presupunerea.

Daca {4, 5}c A, atunci {3, 6} c X — A sideci {4,5,9} A.

Pentru a fi satisfacutd presupunerea, va trebuica {1, 7} c X - A
si 8 € A. Cum 2 apartine lui A sau X — A, presupunerea facuta este
falsa.

Analog rezolvam cazul {5, 6} — A.

2) Fie A, B € P (E). Se considera aplicatia
f:P(E)—>P(A)xP(B)

definita prin f(X) = (X" A, X" B), V X € P (E).

1. Sa se gdseascd o conditie necesard si suficienta pentru ca

f sa fie injectiva;
2. Sa se gdseascd o conditie necesard si suficienta pentru ca
f sa fie surjectiva;

3. In cazul in care f este bijectiva, si se determine inversa sa.
Solutie:

1° f este injectiva daca si numai daca A U B =E.
In adevir, daci A U B # E, atunci 3¢ € E — (A U B). Fie X ¢ A U Bsi
X’ =X U {c}. Evident f(X) = f(X’), adica f nu este injectiva.

Reciproc, dacd f nu este injectiva, atunci 3 X, Y € P (E),
X#Y,astfelincat X "A=YNAsiXNnB=Y NB.

Deoarece X # Y, existd ¢ € X (sau in Y) care nu apartine lui Y
(sau lui X); dar ¢ nu poate apartine nici lui A, nici lui B, deci
ce E-(AUB),adica AuUB=#E.

2° Printr-un rationament analog, se arata ca f este surjectiva daca
sinumai daca AN B=U.

3° Din 1° g1 2° rezultd ca f este bijectivd dacd si numai daca
A =E - B. Inversa functiei f este:
f1:PA)xPB)>P(E), ' ((P,Q)=PuUQ
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3) Fie A c E si fa functia caracteristicd a submultimii A:

f(x)— 1, daca xeA
4 _0, daca x¢ A

fa: E— {0, 1},

Sa se arate ca:
a) A =B < fa(x) = fp(x), VxeE;
b) fg.a(x)=1-1fa(x), VxeE;
¢) fane(x) = fa(x) - fp(x), VX€E;
d) faus(x) = fa(x) + fa(x) - fa(x) - fa(x), Vx€E.

Solutie:

b) Vx € E,avem fo (X) + fg.Ao (X)=1;

c) Fiex e AnB,adicix € A, x € B. Avem fy~p(x) = 1, fa(x) =1,
f s(x) = 1, deci egalitatea din enunt e satisfacuta;

Daca x ¢ AN Brezultd ca x ¢ A sau x ¢ B si deci f o~p(X) =0 si
(f A(x) = 0 sau f g(x) = 0), de unde f A(x) - f g(x) = 0, prin urmare are loc
egalitatea din enunt.

d) Vom considera cazurile x e AU Bsix ¢ AU B.

Avemx e AUB ©xe(A-B)U(AnB)u (B-A).

Se alcatuieste tabelul:

fA(X) fB(X) f AmB(X) fA(X) + fB(X) -
-fa(x) - fp(x)
xeA-B 1 0 1 1
xeANB 1 1 1 1
xeB-A 0 1 1 1
x € E- (A UB) 0 0 0 0

4) Fie A, B, C submultimi ale lui E. Folosind proprietatile functiei
caracteristice, sa se arate:
) AuBNnC)=(AuB)n (AU Q)
2) An(BuC)=(AnB)UAN(C).

Solutie:
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Determindm functiile caracteristice ale multimilor din cei doi
membri:
V x € E, fAu(BmC)(X) = fA(X) + mec(X) - fA(X) - f Br\C(X) = fA(X) +
+fB(X)'fc(X) - fA(X) . fB(X) . fc(X).
faus)n@auc) (X) = faus (X) - fauc (X) = [fa(x) + f(X) - fa(x) - fs(X) | -
TEa(x)+ fe(x) - fax) fe(x)].
Folosim apoi ca fi (x) = fa(x) si1in urma calculelor obtinem ca
fau®Ao)(X) = flaur)nauc) (X), V x € E, adica fausnc) = flaus)nauc), deci
AuBNCO)=(AuB)Nn(AuUCC)

Similar se arata si cealalta egalitate.

5) Cu ajutorul functiei caracteristice, sa se arate ca:
1) AuUB=AnNB=A=B;
2) AuUB=AuUCsiAnB=AnC=B=C.
Solutie:
1) Avem fAuB = fAmB , adica fA + fB - fA‘fB = fA‘fB deci
(fa - fs)* =0, de unde fx = fg, adicid A = B;
2) Avem fAmB = fAr\C Si fAuB = fAuC, de unde fA'fB = fA'fC $i
fA + fB - fA'fB = fA + fC - fA‘fC . Ob‘glnem ca fB = fC , deci B=C.

6) Fiec A, B € P(E). Sa se determine faag §1 sd se arate ca

AA(BAC) = (AAB)AC.

Solutie:

Avem AAB= (A - B) v (B - A) Si fA-B = fAm(E-B): fA . f(E—B):
=fa (1 - fg) =fa - fo - g, deci faag = f(A-B)u(B-A) =fapt+fpga-fap-fa-a=
:fA(l - fB)+fB(1 - fA)-fA(l - fB)fB(l - fA):fA+ fg -2 fo - g —

-(fa - fBZ)(fB- fBZ)ZfA-i- fg -2 fa - f5=(fa - fB)z-

Asadar, faag = (fa - f5 )%

Avem: fAA(BAC) = (fA - fBAC )2 = [fA - (fB - fC )2]2 Sl
fiaspnc = (Fass - fo ) =[(fa-fs ) - fc)'1.
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Alcatuim tabelul:

fa(x) fp(x) fe(x) faneacy (X) | fassiac %)
1 0 0 1 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 1 1 0 0
0 1 1 0 0
1 1 1 1 1
0 0 0 0 0

7) Fie P (E) si F = {0, 1}". Si se arate cid aplicatia A — f4 este o
bijectie intre P (E) si F. Sa se deduca numarul aplicatiilor lui E in

{0, 1}.

Solutie:

Fie ¢ : P (E) > F, ¢(A) = fao. Daca A, B € P (E), A # B, atunci
3 xoeA, xo¢B. Avem fa(xo) = 1 si fg(xg) = 0, deci fy # fp, adica
¢(A)=p(B). Deducem de aici ca ¢ este injectiva.

Fie fo functief: E — {0, 1} sifie A={x € E ‘ f(x)=1}. Atunci £
este functia caracteristica multimii A, deci ecuatia @(X) = f are solutia
X = A. Asadar, ¢ este si surjectiva, deci este bijectivd. Dacd E are n
elemente, atunci exista 2" aplicatii de la E la {0, 1}.

8) Fie p; si py echivalente pe X. Relatia pep, este echivalenta daca si
numai daca piepz = p2opi.
Solutie:
Dacd pep, este o echivalentd, atunci prps = (prop2) = =

:pz_ Opl_ == pzopl.

Invers, fie p1op2 = paopi.
Din p; si pa rezultd cd Ax < p1Mpa2, deci Ax < piep2, adica piep;
este reflexiva.

-1

Pe de alta parte, din popy = poop1, rezultd (popy) ' = P P
=pa2ep1=pP1°P2 , deci piop; este simetrica.
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In final, (p1ep2 ) = (P1ep2 ) = pi1° (P2op1) = P2 = pie (P1oP2 ) P2=
=pP.P; = piep2 , adicd pjop; este si tranzitiva.
Deci pi-p este o relatie de echivalenta.

9) FieE={a,b,c,d} sif:P (E)—> P (E) definita astfel:
fiX)=Xu {a}, V X e P (E).
1. Sa serezolve ecuatia f(X) = E. Este f injectiva ?
. Sa se rezolve ecuatia f(X) = &. Este f surjectiva ?
3. Fie P, Q € P (E). Sa se compare multimile: f(PUQ) si
f(P) U f(Q), apoi f(PNQ) si f(P) N f(Q).
Solutie:

1. Se observa usor ca X; = E, X, = {b, c, d} sunt solutiile
ecuatiei f(X) = E. Avem X, # X, si f(X;) = f(Xy) = E, deci f nu este
injectiva.

2. Din {a} c X U {a} = f(X) = D obtinem o contradictie. Deci
nu este surjectiva, deoarece V X € P (E), f(X)= I € P (E).

3. Avem f(PU Q) =PuUuQu {a} =P U {a} U Q U{a} =
=f(P) U f(Q)5i f(P N Q) = (P N Q) U {a} = (P U {a}) N (Qu {a}) =
f(P) N f(Q).

10) Fie E o multime si A, B, C € P (E). Sa se arate cd daca AUBcAUC
siANnBcAnNC,atunci B c C.
Solutie:
Fie x € B;atuncix € A UB,deunde x € AU C. Dacax € C,
demonstratia este terminata.
Dacax € A,atuncix € AnB,deci x e AnC,deundex € C.

11)Fie A= JsifieF: P (A) —> P (A), asa incat pentru orice X C A,
Y c A, X c Y sd rezulte F(X) c F(Y). Ardtati ca existd Te P (A),
cu proprietatea F(T) =T.

Solutie:
FieH ={K € P(A) | F(K) < K}. Observam ca H # &, deoarece

F(A) € P (A) sideci F(A) c A,deunde rezulta A e H .
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K
Consideram T = xeH . Pentru orice KeH , avem T c K, deci F(T)

K
c F(K) c K, de unde rezulta ca F(T) cxed =T. De aici, se obtine ca
F(F(T)) < F(T), deci F(T) € H, de unde T < F(T). Asadar, F(T) =T.

12) Determinati functia f: R — R, stiind ca
xf(x) + yf(y) = (x+y) fx) f(y), Vx, yeR.
Solutie:
Pentru x =y, obtinem 2x f(x) = 2x[f(x)], de unde pentru x #0
rezulta f(x) = [f(x)]2 si deci f(x) € {0, 1}, pentru orice x # 0.
Consideram acum y = -x si obtinem xf(x) = x f(-x), de unde
pentru orice x # 0 rezultd f(x) = f(-x).
1° Daca (1) = 0, atunci pentru orice x € R avem:
xf(x) = (x + DHI(x)f(1) = 0 si alegand x # 0, obtinem f(x) = 0.

f(x):{o ,x#0 ,

Deci, se obtine a,x=0 " ypdea eR.

2° Daca f(1) = 1 atunci pentru orice x € R, avem:
1 +xf(x) = (x + 1) f(x), deci f(x) = 1, pentru orice x € R.
Asadar, in acest caz f(x) =1,V x € R.

13) Se considera functia f : (0, ©) >R, f(xy) = f(x) + f(y).
1) Sa se determine f(1).
11) Presupunand ca ecuatia f(x) = 0 are solutie unica,
ardtati ca f(a) = f(b) => a=b.
Solutie:

1) Pentru x =y =1, avem (1) = f(1) + (1), deci f(1) = 0.

1) Fie a, b € (0, =), asa incat f(a) = f(b). Atunci Jke (0, ),
astfel incat ak = b, deci f(b) = f(ak) = f(a) + f(k) si cum f(a) = f(b)
rezultd f(k) = 0 = f(1). Tinem acum cont de faptul ca ecuatia f(x)= 0 are
solutie unica si obtinem k = 1, deci a=b.

1
14) Aratati ca dacd pentru acR-{0}, avem a + a €Z, atunci VneN,
.1
a" +—
avem a” el.
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Solutie:
Se verifica prin inductie matematica dupa n si se foloseste faptul
ca:

.1 iy L iy 1
a+—||a" +—|=|a"+— |+|a" +—
a an an+l an—l )

15) Sa se afle cardinalele multimilor:
yo AL
i) A={xeR| 2n’+n+1,ne{l,?2,..,100}}
‘e an+b
ii) B = {xeR| cn+d nefl,2,..p}},
unde a, b, c,d eR, cd > 0.
iii) C={xeN|x=-n"+6n-7,neN}

Solutie:
(1) A are cel mult 100 de elemente. Sd studiem dacd aceste
elemente pot fi si egale.
pi+1 B qg°+1
Fie p < q, asa incat 2p*+p+l 2¢° +q+1,
Rezultaca (p-q)(p+q—pq+ 1)=0 si cum p # q, obtinem
2 2

p+q—pq+l=0sidecip=1+ 9~1 deunde -1 eN.
Deducemcaq=2sip=3,sauq=3sip=2.
Darp<q,decip=2siq=3.
Asadar, card A = 99.
(i1) Procedand similar ca la (i) se obtine:
1 ,daca ad —bc =0

card B = {P , dacd ad —bc #0

(iii) Impunem conditia — n* + 6n — 7 > 0, deci 3 - V2<n<3+ 42 ,
deunde n € {2, 3, 4} si de aici obtinem card C = 2.

16) Sa se arate ca N x N este numarabila.
Solutie:
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a) Consideram functia f : N -NxN, f(n) = (n, 0). Functia f este
injectiva, deci card N = &< card (NxN).
(m + n)(m +n+ 1)
b) Fie functia g : NxXN— N, g(m, n) =n + 2

Functia g este surjectiva. Intr-adevir, daci (m , n)e Nx N >(m’, n’) si

e ey

1° . m+n = m’ + n’. Presupunem g(m, n) = g(m’, n’), atunci n = n’ si

deci m =m’, adica (m, n) = (m, n”), absurd.

Deci, in acest caz, g(m, n) #g(m’,n’).

2°. m + n # m’ + n’. Presupunem, fard a restrdnge generalitatea, ca
(m'+n')(m'+n'+1)

m’ +n” > m+n+ 1. Atunci g(m’, n’) = n’ + 2 >
(m+n+l)(m+n+2) (m+n)(m+n+l)

>n’ + 2 =n’ + 2 +m+n+1>
(m+n)(m+n+1)

>n + 2 = g(m, n).

Asadar, si 1n acest caz, g(m, n) # g(m’, n’).

Deci, g este injectica, prin urmare card (NxN) < card N = Ny.
Din a) si b) rezultd N x N ca este numarabila.

Functia g se numeste numarare diagonala.

17) Multimea Z a numerelor intregi este numarabila.
Solutie:
2z,z20

Consideram functia f: Z — N, f(z) = {_ 1-22,2<0
Se verifica usor ca f este bijectiva, deci Z este numarabila.

18) Sa se rezolve in N ecuatia: (n-3)! +n=n".
Solutie:

Ecuatia data mai poate fi scrisa si astfel:
(n - 3)! =n(n - 1)(n +1). Pe de alta parte, avem (n - 3)(n - 4)(n - 5) <
<(n - I)n(n + 1), deci (n - 3)! trebuie s mai aiba in dezvoltarea sa macar
incd un factor, adicd n — 6 > 1, de unde obtinem n > 8.

Insa, pentru n > 10, obtinem:
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(n- 3)! = (m - 3)n - 9)n - S0 - 6) - ... - 32 1 >
>6(n” -9n + 18)(n® -9n +I120)> 6(n° -9n)(n> —9n +8) =
=6n(n - 9)(n - 1)(n - 8) > n(n - 1)(n + 1), deoarece pentru n > 10 avem
6(n-9)(n-8)>n+1.

Asadar, pentru n > 10, avem (n - 3)! > n(n - 1)(n + 1), adica
ecuatia data nu are solutie pentru n > 10.

Mai observam, in final, ca n = 8 este solutie si din analiza facuta,
rezulta cd este unica solutie a ecuatiei date.

19) Sa se determine functia f : N — N, care satisface conditiile f(1)=1
si f(n+1)=f(n)+a", unde aeN.
Solutie:
Avem:
(=1
f2)=1f(1)+a
f(3) = f(2) + a’
fin)=f(n-1)+a™"
si adunand aceste egalitati obtinem:

a" -1

, pentru a #1
a_

fin)=1+a+a>+.. +a"", deci f(n)= U pentrua= 1

20) Sa se afle numarul de patru cifre care este patrat perfect si care are
cifra miilor si cifra zecilor egale, iar cifra sutelor este cu 1 mai mare
decat cifra unitatilor.

Solutie:

Avem N? = 1000 x + 100(y + 1) + 10x +y = 101(10x + y) + 100, de

(N +10)N -10)

unde 10x +y = 101

Tindnd cont de faptul cd x, y € {0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9} si x 20, se

obtine N =91 si N* = 8281.

21) Sa se arate ca pentru orice numadr natural n > 1, numdrul de forma

2%" +1 se termini cu cifra 7.
Solutie:
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Consideram numarul:
@ +1)+3=2(2"" +1)=22(¢""" +1).

Exponentul 2" —1 este numir impar, deci 477 41 se divide cu 4
+ 1 si deci existi m € N, asa Incat (22 +1)+3= 2%(4 + 1)m = 20m, de

unde 2% +1=20m -3 si deci numarul 2% +1 are ultima cifra 7.

22) Sa se gdseascd un numar de trei cifre exprimat in baza 7, care in
baza 9 foloseste aceleasi cifre, in ordine inversa.

Solutie:

Avem 7%x + Ty +z= 9%z + 9y + x,de unde x, y, ze {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6},

x #0. Din aceasta egalitate obtinem y = 8(3x — 5z). Pe de alta parte,

y <7sideci3x—5z=0.

Folosind acum faptul cd x, z € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} si x #0 obtinem

x=5,y=0 siz=3 sideci numarul cautat este 503-.

23) Determinati n eN*, astfel incat 1! + 2! + ...+ n! sa fie patrat perfect.
Solutie:
Observdm cad pentru n €{1, 3} obtinem patratele perfecte 1! si

1! + 2! +3! = 9, iar pentru n € {2, 4, 5} sumele 1! + 2! = 3,
1!+ 2! 31 +4! =33 si 1! + 2! + 3! + 4! + 5! = 153 nu sunt patrate
perfecte. Mai mult, pentru n > 5, toate sumele S, = 1! + 2! +........ +n!

vor avea utima cifra 3 + 0 = 3, deoarece pentru n > 5, n! este multiplu de
10. Cum ultima cifrd a unui numadr partrat perfect poate fi 1,4, 9, 5, 6, 0
rezultd ca n {1, 3} sunt singurele valori ale lui n care satisfac conditia
ceruta.

24) Fie xj, X2, ..., Xn €N, asa Incat x; + x, + ... + x, = k (constantd).
Determinati max (X - X2 - ... Xp).
Solutie:
Folosim inegalitatea mediilor

X +x +...+x k
WX X X S —— ~=—

n n , cu egalitate pentru x; =x; = .. = X,.

25) Fie ay, ay, ..., a,, by, by, ..., b, numere naturale. Sa se arate ca:
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zn:afzn:bf =(Z’l:a,bl)2 + Z(aibk —ab )2

1i<k<n

(Identitatea lui Lagrange)
Solutie:
Pentru n = 2 se face o verificare directd. Identitatea se

demonstreaza prin inductie matematica.

26)Fie a;, a,, .., a, numere naturale nenule. Sa se arate ca

a a a |
—+2+..4+—+2n a+.+a+——2n+1
a, a, a, si a-a,-..a
Solutie:
4 4 4y
Avem 4. 4, a, , de unde, din egalitatea mediilor, rezultd ca
I{a a a a a a
Sl e R R Sl PV | L+ 24+
n\a, 4, 4, ,adica 2 % 4 . Pe de alta
1
a..a ————=1
parte, din a-a,:..-a, si din inegalitatea mediilor rezulta
1
a+..+a, + ———=2n+1
i a-a,-..-a,

27)Sa se arate ci n(n+1)a+2n2 4\/;(\/I+ V244 \/;), unde
a,neN.

Solutie:

Folosind inegalitatea mediilor, obtinem ca

4(VTa +41-2a +..+T-na)< 4(1;“+1+2“+....+1+”“]=

2 2

=2n+n(n+ I)a.

(1+£) +(1+2J > 2
28) Fie a, b eN*. Sa se arate ca V keZ, avem b a
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Solutie:

x"+y" > (x+y)"
Folosim inegalitatea lui Jensen: 2 2 , VneN*,
VvV x,y €Q, x>0, y>0.

Pentru k >0, avem

[1+2) (1+2) L(1+1+£+2J
b) +\ a)>p.2F b a) .

(1+1+£+2J
> 2, deci b a) >2% deunde

a k b k
(1+—) (1 +—)

Pentru k = 0, se verificd imediat inegalitatea.
Pentru k <0, consideram n = -k eN* si avem:

| (b+a)"
(), () ()L G5) Lo et
b) + a) = \a+b) + \a+b) > o . 2" =

.
=k,

a b
_+_
dar b a

29) Aratatican">1-3-5-..(2n- 1), VneN*,
Solutie:
Din inegalitatea mediilor rezulta:

135 -@n—0<1+3+5+m+@”‘ﬂzﬁi:n

n n

2

decin">1-3-5.....-2n—1.

30) Aratati cd ecuatia x> + y* - 8z = 6 nu are solutii in Z.
Solutie:

Demonstram prin reducere la absurd.

Presupunem ci 3 X, y, z € Z, asa incat x° + y* — 8z = 6. De aici
rezultd ca 2 | (x2 +y2). Daca 2 | X, atunci 3 x;€Z : x = 2 X; 1 obtinem

2]y, deci 3 y;€Z : y = 2 y;. Ecuatia devine: 4x} +4y; —82=06 ge
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2 2 —_— . o - . . -
unde 2X, +2y, —4z —3, adica un numar par coincide cu un numar
impar, ceea ce este fals.

Daca 2{x, adicd 3 x;€Z : x = 2 x; +1, atunci 24y, deci

dy€Z:y=2y; +1. Obtinem 4x; +4y] +4x, +4y +2-82=6 adics
xi(x; + 1) + +yi(y1 + 1) — 2z = 1 si ajungem din nou la contradictia ca
un numadr par coincide cu un numar impar.

Deci presupunerea facutd este falsa si, prin urmare, ecuatia data
nu are solutii in Z.
31) Aratati ca ecuatia x" +y" = z" nu are solutie in N*, pentru n > z > x.
Solutie:

Presupunem prin reducere la absurd, ca ecuatia datd ar avea
solutiile naturale nenule x, y, z, cun >z > x.

Avem x < z si y < z. Sa presupunem, fard a restrange
generalitatea, ca x <y.
Atunci X" =2"-y" = (z-y)Z" + 2y + .. A Y21 n oy >0 X"
de unde obtinem x > n, ceea ce contrazice faptul cd x < z < n si deci
ecuatia data nu are solutii in N*, pentrun > z > x.

32) Sa se arate ca nu exista ecuatii de grad par cu coeficienti impari,
care admit radacini rationale .
Solutie:
Sa presupunem ca ar exista o astfel de ecuatie. Atunci avem:

2n

a,, L +...+al-£+a0=0 P
q 9 ,unde p € Z, q € N* si 9 este
ireductibila.

Avem urmatoarele posibilitati:

1°. Daca p este par si q impar, atunci obtinem

(agp™ +...+ a;pq™") = - apq™",
adica un numadr par ar fi egal cu unul impar, ceea ce este fals.
2°. Daca p si q sunt impare, atunci obtinem cd o sumd de (2n + 1)
numere impare coincide cu un numar par, ceea ce este fals.
3°. Daci p este impar si q este par, atunci axyp™ = - ay p~"" -....- aq",
adica un numdr impar coincide cu un numadr par, ceea ce este fals.

Deci nu existd ecuatii de grad par cu coeficienti impari, care sa
aiba radacini rationale.
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33) Fie f(X) = aoX° + a;X*> + a,X + a3, unde V i€{0, 1, 2, 3}, a; €Z si
p >3, p prim.

£0) £(1)

1
a) Dacd p 1 ay, atunci rezultd ca printre numerele 7 , P
flp-1)
vy P existd cel mult trei numere intregi;

/0 flp-1)

b) Daca printre numerele P , .., P existd mai mult
de trei numere Intregi, atunci rezulta ca p | a.

Solutie:

a) Presupunem ca printre numerele date existd patru numere
intregi, deci 3 x, X, X3, X4 numere naturale cuprinse intre 0 si p-1, asa
incatp | fix), Vi e{l,2,3,4}. Decip | (f(x1) - f(x2)). Avem:
f(X]) — f(Xz) = a()(X1 — Xz)(xl2 + XX, +X22) + a(x1 — X2) (X1 + Xz) +

2 2
+az(X1 — Xz) = (X1 — Xz) [ao(xl + XX, + X, ) + al(xl + Xz) + az].
Putem presupune x; > X, si avem x; - X, € {1,..,p-1}, decip { (X1.x2) si
din p|(f(x1)-f(x2)) rezultd ca p|[ao(X T5X: X )ta (x; + x2) + ar].
2 2
Similar, se aratd ca p | [ao( X1 X% T X5y 1 ay(x; + x3) + a2], deci
p | [ao(x; + X2 +X3) + a;].
Similar, se arata ca p ‘ [ap(x; + X2 + X4) + a1], deci p | ap(x3 — X4) §i cum
p 1(x3 — X4) rezultd ca p | aq, contradictie.
/0 10 slp-1)

Asadar exista cel mult trei numere intregi intre 7 , P .., P

b) Rezulta din a).

34) Suma cifrelor unui numar natural este 2000. Poate fi acest numar un
patrat perfect ?
Solutie:
Avem 2000 este de forma 3k+2, dar patratele perfecte nu pot fi
decat de forma 3p sau 3p+1, deci numarul considerat nu poate fi patrat
perfect.
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35) Se considera numerele naturale care se termind in 5. Daca n este un
asemenea numdr, atunci penultima cifrd a lui n® este pard sau
impara ?

Solutie:

Avem n = 10p + 5, deci n® = 100p> + 100p + 25 = 100p(p + 1) + 25,

deci penultima cifra este 2.

36)Fie c € N, ¢ > 1. Sa se studieze daca exista x, astfel incat numarul
m= &.._.lxx...x ,

n scris in baza q = ¢® + 1 sa fie produs de doua
numere consecutive.

Solutie:

U0t = Uy

oo ' ' = q'(q"+q"™ + A +

g —1 q'—1

+x(@"' " A= (@ + 09T = (@ x) ¢ =
q"—1(q —1+x+l
— C C C .

q" -1 (q ~1 1)
Ludm x=c—1 si obtinemm = ¢ ¢ care satisface cerinta
problemei.

37) Fie N un numar natural de n cifre, astfel incat N? are ultimele n cifre

exact cifrele lui N, 1n aceeasi ordine.

Sa se arate ca numarul natural N', pentru care N + N' = 10" + 1 are
aceeasi proprietate ca si N.
Solutie:
Avem N’ =10"+1-N, de unde (N*)* = (10" + 1)* = 2(10" + 1)N + N’=
= 10" +210"+1-2-10"N—2N + N*= 10" (10" + 1- N) + N* + 1 +
+10"- 10"N - 2N = 10" N+ N> + N> -N - 10" N,

Intrucat N satisface proprietatea din enunt, avem ca ultimele n

cifre ale Iui N* — N vor fi 0, deci, ultimele n cifre ale lui (N*)* vor fi
cifrele lui N’, in aceeasi ordine.
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15k* + 8k + 6

38) Sa se arate cd pentru orice numar intreg k, fractia 30k> + 21k +13
este ireductibila.

Solutie:

Numdritorul se scrie: m = 15k* + 8k + 6 = (5k + 1)(3k + 1) + 5, iar

numitorul n=30k? + 21k + 13=2 (15k* + 8k + 6 )+5k +1=2m + (5k+ 1).

Din egalitatea n = 2m + (5k + 1) rezulta ca un divizor comun pentru n si

m trebuie sa fie si divizor al lui Sk+1 si, pe de alta parte, din egalitatea

m = (5k + 1)(3k + 1) + 5 rezulta ca acel divizor comun pentru m §i n

este si divizor al lui 5. Dar cel mai mare divizor comun al lui 5k+1 si 5

este 1, deci fractia data este ireductibila.

39) Cubul oricarui numar intreg este diferenta a doua patrate, dintre care
unul este multiplu de 9.
Solutie:

2= |:a(a+1):|2 _|:a(a—1):|2
Observim ca V a € Z, 2 2 iar dintre

numerele a — 1, a, a+1, unul este multiplu de trei.

40) Fie E(n) = am®" + bn +c, unde m,n eN, m # 0, a, b, ceZ si a.eN.
Daca existda un numadr intreg d, astfel ca d | E(0), d | E(1) si d | E(2),
atunci d | E(n), pentru orice neN.

Solutie:

Vom arata prin inductie matematica dupa n.

Conform ipotezei, avem ca d ‘ E(0),d ‘ E(1).

Presupunem ca d | E(n) si vom demonstraca d | E(n+1).

Avem E(n+1) - E(n) = a(m®™" - m*")+b si deci E(n+1) - E(n) -

—[E(1)-E(0)] = a(m® - 1)(m™" - 1).

Pe de altd parte, d| E(2) + E(0) — 2E(1), unde

E(2)+E(0) — 2E(1)= a(m® - 1)* si cum (m“ - 1) | (m*" - 1) rezulta ca

d| E(m+1)-E(n) - [E(1)-E(0)].

Avem d | E(1) - E(0), unde E(1) - E(0) =a (m® - 1) + b.

Prin urmare, d | E(n+1) - E(n); dar din ipoteza inductiei d ‘ E(n).

Asadar d ‘ E(n +1).

Deci,dn e N, d | E(n).
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41) Fie feZ[X], asa incat f(k), f(k+1), f(k+2) sunt multipli de 3. Atunci
f(m) este multiplu de 3 pentru orice m €Z.

Solutie:

Sa observam ca dacd m, n € Z, m #n, atunci (m - n) ‘ [f(m) — f(n)]. Fie

m € Z oarecare. Avem cd f(m) — f(k), f(m) — f(k + 1), f(m) — f(k+2) sunt

divizibile prin m — k, m — (k + 1), m — (k + 2), respectiv, care sunt

numere consecutive, deci unul dintre ele este multiplu de trei. Tinadnd

cont acum de faptul ca f(k), f(k + 1), f(k+2) sunt multipli de 3, obtinem

ca f(m) este multiplu de trei.

42) Pentru orice n € N, n > 3, n impar, numarul intreg

j(n ~1)

( 1 1
I+—=+—+...+
2 3 n—1 se divide cu n.

Solutie:

Sa observim mai intii cd in suma 2 3 n—1
apare un numar par de termeni.

1 1 1 1 1
1 -1)
[+2+3+ + + )(n )

Avem N = 3 n-2 n-1
1 1 1
I+ —— |+ =+ +..
:[( n—lj (2 n—2j ( n— 3) }

L : 2(: 2) = 3+ }
[1 U (n=1)! . (n—l).

+}
n 2) 3'(”_3) ,deunderezultécén‘N.

43) Sa se arate ca daca mn + pq se divide cu m - p atunci mq + np se
divide cu m - p, unde m, n, p, q €Z.
Solutie:

mn+ pq
Fie M—P =tel.
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mn+ pq mg+pn  mn+pq  q(m—p)—n(m-p)
Avem: M—P _t= m—p _ m-—p = m—p _

=q—n.
mq + pn

Deci ™M~P =q-n+te Z, adica mq+ np se divide cu m —p.

44) Sa se arate ca daca un numar din cinci cifre se divide cu 41, atunci si
toate celelalte numere, obtinute prin permutari circulare ale cifrelor,
se divid cu 41.

Solutie:

Fie N = 10%a + 10°b + 10°% + 10d + e divizibil cu 41 unde
a,b,c,d,ee{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} sia=0.
Consideram urmatorul numar obtinut prin permutare cu o cifra:
Ni= 10*b + 10°c + 10’d + 10e + a=10 (10%*a + 10°b + 10%c + 10d + ¢) —
-10°a +a = 10N — 99999a. Deoarece 41 |99.999 si 41|N, obtinem ci
41 |N,.

Similar se procedeaza si pentru toate celelalte numere obtinute
prin permutdri circulare ale cifrelor lui N.

45) Sa se arate ca V ne N, produsul (n+1)(n+2) - ... - (n+n) se divide cu
2",
Solutie:

(2n)!

n!

Amplificand cu n! obtinem . In (2n)! exista n factori pari si n
fatori impari.
(n)!  (1-3-5-..-n-1))1-2-3.....-n)2"

Deci, "' = n! =135 .-(2n-1):2",
adica (n + 1)(n +2) .....(n + n) se divide cu 2".

46) Sa se afle numirul natural prim p daca se stie ca 4p” + 1 si 6p> + 1
sunt numere prime.
Solutie:
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Orice numar natural n se poate reprezenta sub forma 5m sau 5m +1 sau
5Sm + 2, unde m € N. Un numar de forma 5m este prim numai daca
m = 1, adicd p = 5. Obtinem 4p> + 1 = 101 si 6p° + 1 = 151, care sunt
numere prime. S aratdim acum cd p = 5 este singurul numar prim cu
proprietatile date.

Intr-adevir, dacd p = 5m + 1, atunci 4p” + 1 = 5(20m” + 8m + 1), care
nu este prim, iar daci p = 5m =+ 2, atunci 6p> + 1 = 5(30m” + 24m + 1),
care nu este prim.

47)Daca n numere prime formeaza o progresie aritmetica, atunci ratia
progresiei se divide cu fiecare numar prim p < n.

Solutie:
Fiea,a+d,a+ 2d, ..., a + (n-1)d cele n numere prime in progresie

aritmetica i p un numar prim, p <n.

Impartind la p cele n numere, resturile obtinute vor fi elemente
ale multimii {0, 1, 2, .., p-1}.

Numarul acestor resturi este mai mic decat n, deci vor exista
macar doud numere care vor da acelasi rest la impartirea cu p.

Fie aceste numere: a + ip = qip + r §1 at jp = qp + 1, unde
0<i<j< p-1. Rezulta (j- i)d = (qa — q)p, deci p|(j-i)d. Tinand cont de
faptul ca 0 <j—1< p- 1 rezultd cd p | d, deoarece p este prim.

48) Daci p este un numdr prim de forma 12k + 5, atunci p | 3% + 1.
Solutie:
13/ TI3/ 113/ T13/

Sanotamcu S = = = j=2k+1 J=4k+2

4k+1

3j

S, =H =(6k+3)(6k+6)..(12k+3) =(p — (6k+2))- (p — (6k-1))..-(p-2)=

=myp + (-1)* 2- 5 .6k +2)=myp-2-5-...(6k +2), cum, € N.
113/

Sy ==iivr ~ =(12k+6)(12k+9)...(18k+6) = (p +1)(p + 4)-.. (p H6k +1)) =

=mzp + 1-4- ...-(6k+ 1), cums € N.

143



N Y
Deci, S="7= - S2:S3= (3:6-.-6k)(myp - 2:5 - ...(6k + 2))-(mzp +
+1-4- .(6k+ 1) =mp-1-4 ...(6k+1)2-5.(6k+2)3-6-.6k=
=mp — (6k + 2)! (1)
Pe de altd parte, S = - 3 =3 6k2 HJ = 3 %26k +2)! Q)
Din (1) si (2) rezultdi cda mp = (6k + 2)! (3 ™7 + 1), deci
pl (6k + 2)! 3 ™2 +1). Dar p = 12k + 5 si p este prim, deci
pIT (6k+2)!. Asadar p | 3%+ 1.

49) Daca (a + b) | (ma + nb), atunci (a + b) | (mb + na) si reciproc.
Solutie:

Vom face demonstratia numai Intr-un singur sens, in celalalt
rezolvandu-se analog. Avem (a+b) | (m+n)(at+b)= (m+n)a + (m+n)b si
(atb) | (ma + nb), deci (a +b) ‘ (m+n)a + (m+n)b — ma —nb = mb + na.
50) Determinati valorile lui acZ astfel incat a - 5 °™ ! si fie divizibil cu

21, pentru orice m € N*.
Solutie:
Avem2l]| @- 5" -2l @- 5™ -5 <3| (@ -5 —5)si
7| @-5™-5).
Dar 5" =(6- 1) =M; + (-1)°™ =M; + 1 §i 5" =(5°)" =(126 - 1) =
=(7-18 - 1)Y"™=M; + (-1)™=M; + 1.
Deci3 /(a5 -5)si7| @-5" —5)=3|@ -5)si7|@-5) <
o3l@ -2)si7l@-5) < 21]7@a-2)si21]3@-5) < 21|(7a- 14)
si21](6a-30) =21 (a+16) < 21|(a-5) < a=Ma +5.

2222 _ "4 1 se divide prinu?® -u + 1.

51) Expresia u

Solutie:
Avem u?2 -y 1= 2 . ()™ — u@®)™ + 1=0® (@) —1]-

)’ -1]+ v u+1.

Pentru k par, (u’)* — 1 se divide prin v’ + I=(u + 1)(u* - u + 1), deci

parantezele drepte se divid prin u® - u + 1, deci numarul dat se divide

prin u*-u+ 1.

52) Aritati ca pentru n, nedivizibil cu 3, avem: 19 | 72"+ 7"+ 1.
Solutie:
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Din teorema Tmpdrtirii cu rest rezultd cd u = 3k + r, unde r € {1, 2}.
Rezulti 7"+ 7"+ 1 = 7% + 7P 4 1 = ()Y X 77+ (P 77+ 1 =
=343 77 + 3435 7"+ 1 = (19-18 + 1)™ - 49" + (19-18 + 1)k - 7"+ 1 =
=(19m; + 1) 49" +(19m, + 1) 77 +1 = 19m + 49" + 7" + 1.

Pentrur=1,avem 49"+ 7+ 1=57=3 .19, iar

pentrur =2, avem 49" + 7' + 1 =2451 = 129- 19.

Deci 19 | (72" + 7" + 1), pentru orice n, nedivizibil cu 3.

53)Sa se arate ca 11 | (3™ "'+ 4™+ 51 _ 1), pentru orice numere
naturale k, m, n.

Solutie:

Avem3 =9 (22+5)=11my+45=11(mg+4) + 1,

£=16-64=(11+5)(11-6-2)=11m; - 10=11(m, -1) + 1,

5=25-125=Q2-11+3)(11-11+4)=11my+ 12=11(my+ 1) + 1.

Astfel, 35k+1 +45m+1 +55n+1 1 :(35)k' 3 +(45)m . 4+(55)n 5-1=

=(11ng + D)* - 3+ (1o + D™ -4+ (1lnp + 1)* - 5—-1=(11py + 1)- 3 +

+(11lp; +1)-4+(11p2+1)-5—1=113po + 4p; + S5Sp> + 1), pentru orice

k, m, neN.

54) Pentru orice numar impar pozitiv m §i orice numar intreg pozitiv k,

avem 27 | (mzk -1).
Solutie:
Demonstram prin inductie dupa k.
Pentru k = 1, avem m®> — 1 = 2m’ + 1)> — 1 = 4m’(m’ + 1), deci
23 | m>— 1, deoarece 2 | m’(m’ + 1).
Presupunem afirmatia adevaratd pentru k = n si o demonstrdm pentru
k=n+1.

Avem m”" _1=m"? _1=(m” - 1(m” +1).

.o . .o +2 2" . . o
Din ipoteza inductiva avem 2" | (m~ -1)si cum m este impar rezultd

2 [(m* +1).
Asadar, 2™ | (m*" - 1), adica afirmatia este adevarata si pentru
k=nt1.

Deci, afirmatia este adevarata pentru orice k intreg pozitiv.
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55) Sa se arate ca daca b | a(a-1), unde a si b sunt intregi, atunci rezulta
ca(a-1,b)=1.
Solutie:

Fie d un divizor comun pentru b si 2a — 1. Din d | bsib ‘ a(a—1)
rezultd ca d ‘ a(a— 1) si cum d | 2a —1 rezulta ca d‘ [2 a® —a—(a’- a)]=a%,
de unde d| [a%- (a*- a)] =asicud ‘(2a - 1) rezulta ca d| 1, deci
(2a—-1,b)=1.

56) Dacad un numar prim este de forma 2" + 1, atuncin =0 sau n = 2% cu
k=0,1,2,..

Solutie:

Fie n # 0 cu proprietatea cd 2" + 1 este prim si presupunem prin absurd

ca n admite un divizor impar diferit de 1. Fie acesta 2n, + 1.

Atuncin=(2np+ 1)-n;, cun; € N*.

Rezultica2"+ 1= (an )2n0+1+ 1=(2"+ 1) (an )zno - (an )2710—1 + ...

... - 2"+ 1), contradictie cu faptul ca 2" + 1 este prim.
Deci n, cu proprietatea de mai sus, are ca divizori numai pe 2 sau
puteri ale lui 2, deci este e forma 2",

57) Daca 2" - 1 este prim, atunci n este prim.

Solutie:

Presupunem prin reducere la absurd cd n nu este prim, adicd n = pq cu
pP,q=2,p,q€ N.

Rezulti ca 2" — 1 =21 -1 =2 - D2 + @) + ... + 1)
contradictie cu faptul ca 2" — 1 este prim. Deci n este prim.

1
‘ — 24n+2 +1)
58) Pentru orice numar intreg n > 1, numerele 5 nu sunt
prime.
Solutie:

AVel’n 24Il+2 + 1 — 24n+2 + 22n+2 + 1_ 22n+2 — (22n+1)2 + 2 . 22n+l +1
_ (2n+1)2 — (22n+l _ 2n+l+ 1) X (22n+1 + 2n+1+ 1)'
Cum 5 =22+ 1](2%)®™" + 1=2*"2 + 1 si pentru n >1 avem
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22 M =027 - 1) + 1 > 2 - 3 + 1 = 25, rezultd ¢d numirul

1
S+ o o
5 este produsul a doi factori mai mari decat 1, deci este prim.

59) Numerele 27" 27 , cu n natural arbitrar, nu sunt prime.
Solutie:
2% =16"=(15+1)"=Ms+ 1, de unde 2" =M, + 2 = 10k + 2.

Astfel, 2277 #27 = 2102 4 97 — 4 . 3k . 30k 4 27=
=4 . 31+1)* - B1+1)* + 27 =4(M3; + 1) + 27 = M3; + 31= Ma.

60) Si se demonstreze c¢i orice numdr prim p, ce divide pe a® + 1, fard a
divide pe a+1, divide pe (a-1)* - 1, pentru orice k natural.

Solutie:

Din p | [a’+1]=(a+1)a’—a+ 1)sidinp { (a+ 1) rezulta ci:

p‘(a2 —a+1)=(-1)7+a Deci (a-17"=M, — a, de unde

(a-1)°—-1=M,—(a’+1)= M, si cum [(a- 1)® — 1] [p[ (a- D™ —1],

Vke N,rezultécép| [(a- 1)6k— 1], vk e N.

61) Si se arate cd pentru orice n impar, avem 5> + 7*" = 0 (mod 37).
Solutie:
520+ 7P =051 + 49" =(25 + 49)( 25™' - 25™2 49 + ...+ 49" ) = 2.
37-M, unde M = 25" - 25™% . 49 + ...+ 49" de unde rezulta ca
5%+ 7% =0 (mod 37).

62) Daci (u, 10) = 1, atunci u* = 1 (mod 80).

Solutie:

Din (u, 10) = 1 rezulta ca (u, 2) = 1, adica u este impar: u = 2k+1, unde
keZ. De aici rezultd cd u® = 4k(k+1) + 1 = 81 + 1, unde 2t = k(k+1).
Obtinem ut =64t + 16t + 1 = 16s + I, unde s = 4 + t. De aici,
u' — 1 =165 = 0 (mod 16). Pe de altd parte, din (u, 10) =1 rezultd
(u, 5) = 1 si conform teoremei lui Euler avem u®® = 1(mod 5), adica
u* = 1(mod 5), deci u* — 1 = 0(mod 5).

Din (5, 16) = 1 rezultd u* — 1 = 0(mod 5- 16), de unde u* = 1(mod 80).

63) Aratati ca 2*2 + 1 = 0 (mod 641).
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Solutie:

Avem 641 =5-128+1=5-2"+15i 641 =625+ 16 =5"+2*. De aici
rezultd ca 5 - 2= (-1)*(mod 641) si 5* = - 2*(mod 641).

Obtinem: (5 - 27)* =(-1) (mod 641), adica 5* - 2= 1(mod 641) si cum
si 5% = - 2%(mod 641) rezulta 2* - 2** = 1(mod 641), adica:

23241 =0 (mod 641).

64) Si se calculeze restul impértirii numarului 67° - 687 1a 21.

Solutie:

Avem 67 = 4(mod 21) si 68 = 5(mod 21), de unde 67%=4%= =4
4°7 (mod 21) si 68°"= 5% (mod 21).

Atunci N = 67% .68%7 =4.20°7 (mod 21), deci N=4 - (21 - 1)’ (mod 21)
sicum4 - 21 - 1) =4-(- 1)° (mod 21) rezultd N= - 4(mod 21), adica
N = 17(mod 21).

65) Aflati restul impartirii lui a la 13, stiind cd 3a® = 9 (mod 13) si
7a’ = 1 (mod 13).

Solutie:
Din 3a® = 9 (mod 13) rezultd a® =3(mod 13), de unde a** =27(mod 13),
adica a®* = 1(mod 13) si de aici a® = a(mod 13).

Pe de alta parte, din 7a’ = 1 (mod 13) rezultid 7a’ = 14 (mod 13) si
deci a’ =2 (mod 13).

Obtinem a* = 2° (mod 13), adica a** = 6(mod 13).

Folosind acum faptul ci a** = a(mod 13), rezultd a = 6(mod 13).

66) Daca p este prim si a, b, ¢ € Z, asa incat ab = bc = ca (mod p),
atunci a=b = ¢ (mod p) sau abc = 0 (mod p?).

Solutie:

Din ab = be (mod p) rezulta (a - ¢)b =0(mod p).

Cazul 1. Dacd b =0 (mod p), obtinem ca ca = 0 (mod p), deci

¢ =0 (mod p) sau a = 0 (mod p), asadar abc =0 (mod pz).

Cazul 2. Dacd a = ¢ (mod p) atunci putem presupune a = ¢ #0(mod p),
deoarece altfel obtinem ca si la cazul 1, abc = 0 (mod p?).
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Asadar, din c(a - b) = 0 (mod p) si c£0(mod p) rezultd a = b =
= ¢ (mod p).

67) Daca p este prim si 1 <k <p - 1, atunci avem Crai = 1 (mod p) si
k
Comi= (-1)* (mod p).
Solutie:
Vom demonstra numai prima dintre congruente, cea de—a doua
ardtandu-se asemanator.
p (p+ k) (p+1)
Astfel, Crit = 1 (mod p) = k-1 = 1(mod p).

Din 1 <k <p—1rzulta k! # 0 (mod p).

p

Asadar, Crek= 1 (mod p) & (p + k- ...(p + 1)=k- ...-I(mod p)
congruentd adevaratd, care se obtine din inmultirea congruentelor
p +1=1i(mod p), pentru V ie {1, 2, .., k}.

68) Daci p este prim si a” = b® (mod p), atunci a” = b” (mod p?).

Solutie:
p-1
> (=1)Cctar bt
Notam ¢ = a — b i obtinem ¢” = a” — b’ + %=1 si
k
cum p |(a” — b si pentru V ke {l, 2, .., p-1} avem p‘ G , rezulta ca

p‘cp, deci p‘c, adicd dqeZ: ¢ = pq. Deci a = b + pq, de unde
P
2.Cb" bt

a’ = (b +pq)’ = b+

pl€

. Avem p2|pp siVkef{l,?2,..,p-l1},
k

» sip|pX. De aici rezultd ci p? | 2 — b, adicd a” = b° (mod p?).

69) Daca p este prim si p > 3, atunci a” - a = 0 (mod 6p).

Solutie:
Din teorema lui Fermat rezulta ca a” - a = 0 (mod p).
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Pe de alta parte, din p > 3 si p prim rezultd ca p = 1(mod 2). Asadar,

of 271
a’-a=(a-laa+ 1)(a ( 2 J+ ...+ 1)= 0 (mod 6), deoarece orice
produs de trei numere intregi consecutive este divizibil cu 6.
Din (p, 6) = 1 rezulta ca a” - a = 0 (mod 6p).

70) Sa se gaseasca restul impartirii numarului a la 17, stiind ca
a’’ =4 (mod 17) sia’’ = 11 (mod 17).

Solutie:

Din ipoteza rezulta ca a#0(mod 17) si cum 17 este prim rezultd
ca (a, 17) = 1, iar in baza teoremei lui Fermat obtinem a'®=1 (mod 17),
de unde a®’ = a'' (mod 17) si a** = 1 (mod 17).
Folosind acum faptul c¢i a*’ = 4 (mod 17), a*” = 11 (mod 17), rezulti ci
a'l =4 (mod 17) si a° = 11 (mod 17), deci a'® =121= 2 (mod 17), de
unde a'' = 2a (mod 17). Deci 2a = 4(mod 17) si cum (2, 17) = 1, rezultd
a=2(mod 17).

71) Daca p si q sunt doud numere prime distincte si a” = b” (mod p) si
a’ =b? (mod q), atunci a =b (mod pq).

Solutie:

Din teorema lui Fermat rezultd a” = a(mod p) si b’ = b(mod p), respectiv
a’=a(mod q) si b?=b(mod q).

Rezultdi cd a —b=0(mod p) sia—b=0 (mod q) sicump #q, p, q
prime, rezultd ca a =b (mod pq).

72) Determinati numdrul prim p, astfel incat s aiba loc congruenta:
37" +117" =0(mod p*)
Solutie:
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Din teorema lui Fermat rezulta 3° = 3(mod p) si 11° = 11(mod p), deci
37 = 3P =3(mod p)si 117 = 11° = 11(mod p).
Obtinem 3" + 11”= 14 (mod p). Pe de alti parte, din

3" #1117 = O(modpz) remlta 37+ 117z 0 (mod p), deci
14 = 0(mod p), de unde p =2 sau p=7.

Dar, pentru p = 2, obtinem 374 117 =4k +2 si 4T14k+2.
Pentru p=7, avem 3 + 117 =37+ 117)((37)° - 37 117 + .+ (117)0 )=
6
>(=1)Ccr-14F -3

=3+ (14 - 3)) M = (147 +%= YM = 72k-M=
= 0(mod 7°).
Asadar,p="7.

73) Sa se deduca teorema lui Euler din teorema lui Fermat.
Solutie:
Fie (a, p) = 1. Din a ' = 1(mod p) rezultd a *' = mp + 1, din
care prin ridicare la puterea p si folosind binomul lui Newton, obtinem:
k
a?®D = M p® + 1, deoarece V ke{l, 2, ..., k-1}, CP = 0 (mod p) si
p’ | p* pentru k > 2.

P! (p—l) _

Prin inductie matematica, se demonstreaza usor cd @ M p%+1,

a a; 273
de unde a(p(p )E l(mod p%). Fie n = Pi - Py descompunerea
canonicdi a numdrului n. Avem @’ ’= 1(mod?: ) pentru orice

f[w(p?f )

ie {1,2, ..k} si cum @(n) = "=l rezulti ca a®™ = 1(mod 2),
pentru orice i € {1, 2, .., k}, de unde obtinem a®™ = 1(mod n).

74) Tinand seama cd daca (a, m) = 1, atunci solutia congruentei
ax = b (mod m) este x = ba ®“™' (mod m), unde ¢ este functia lui
Euler, sa se rezolve congruentele:

a) 5x =7 (mod 12)
b) 3x =7 (mod 8)
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¢) 4x=9 (mod 5)
d) 129x =3 (mod 14)
e) 23x =149 (mod 10)
f) 25x =4 (mod 6)
Solutie:
a) 5x =7(mod 12) = x =7 - 5°"! (mod 12) = x =7 - 5° (mod 12),
decix=7-25-5=72-12+1)-5=11 (mod 12);
b) 3x =7 (mod 8) = x =7 - 3°¥! (mod 8), deci x = 7 - 3° = 7.9-3=
=7 -3 =5 (mod 8);
¢)4x=9 (mod 5) = x=9-4°0"=9 .4°=(10- 1) (5 - 1)’ = 1(mod 5);
d) 129x = 3 (mod 14) = x = 3-129°M1 =3 (9.14 + 3)°= 3°=27% =
=(2- 14 - 1)*= I(mod 14) ;
e) 23x= 149 (mod 10) = x = 149- 23°1" = (15.10 - 1) (2 - 10 + 3)°’ =
=-27 =3(mod 10);
f) 25x=4(mod 6)= x = 425" = 4.(4.6+1) = 4(mod 6).

75) Dacd a si b sunt prime intre ele, atunci a®® + b®® = 1 (mod ab).
Solutie:

Din (a, b) = 1 rezultd, in baza teoremei lui Euler, ca
a®®=1(mod b) si b*® = 1 (mod b). Deci a®® —1 + b*® = 0 (mod b) si
b*® —1 + a®® =0 (mod a). Tinand acum cont de faptul ci (a, b) = I,
obtinem a®® + b*® = 1 (mod ab).

76) Sa se arate ca daca (a, n) =1, atuncin | 2Dt

Solutie:
Din (a, n)=1 rezultd, in baza teoremei lui Euler, ca a®™ =1(mod n). Pe
de altd parte, din '(p(n) <n-1 rezulta ca ¢(n) | (n-1.

Asadar, a®"' = 1 (mod n).

77) Daci n este un intreg pozitiv par, atunci (n”- 1) | (2" - 1).
Solutie:

Din faptul ca n este par, rezultdi cd 2, n+1)=1=(2,n- 1) si
atunci, conform exercitiului anterior, obtinem ca: (n + 1)[(2"™ - 1) si
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(n-1) | 2091, Dar (n-2)! | n!, deci (n-1) | (2™ - 1). Pe de alta parte,
n + 1 si n — 1 sunt doud numere impare consecutive, deci
(n—1,n+ 1)=1 si, prin urmare, (n” - 1) 2™ - 1).

78) Numerele p si p + 2 sunt simultan prime dacd si numai daca are loc
congruenta:
4[(p- D!+ 1] +p=0 (mod p(p+2))
(Teorema lui Clement).
Solutie:

Consideram p si p + 2 prime. Conform teoremei lui Wilson,
avem (p - 1)! + 1 = 0(mod p) si (p + 1)! + 1 = 0(mod p+2). Inmultind
prima congruentd cu 4 si adunand-o cu congruenta p = O(mod p),
obtinem:

4[(p- D!+ 1] +p=0 (mod p). (1)
Adunand a doua congruentd cu congruenta p(p + 1) = - p(mod p + 2) si
simplificand cu p + 1 obtinem:

pl(p- D! +1]=-1 (mod p+2).

Inmultind-o pe aceasta cu 4 si adunand-o cu p’ = p’ (mod p + 2),
obtinem:

p{4[(p- 1!+ 1]+ p} =p”>— 4 =0(mod p + 2), de unde rezulti:

4[(p-D!'+1]+p=0(modp +2) (2)

Din (1) si (2) rezultd congruenta ceruta.

Reciproc, dacd are loc congruenta din enunt (care nu este
verificatd pentru p = 2 sau p = 4), atunci din ea rezultd (1), iar din
aceasta rezultd (p - 1)! + 1 = 0 (mod p) si din reciproca teoremei lui
Wilson rezulta cd p este prim.

Tot din congruenta din enunt rezulta (2), iar din aceasta obtinem
p+ I +1=0(modp + 2) st din reciproca teoremei lui Wilson
deducem ca (p + 2) este prim.
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