7. Gravitatia

Studiul miscérii planetelor isi are inceputurile in astronomie, in observatiile si
analizele asupra traiectoriilor Soarelui, a Lunii si a celor cinci planete vizibile cu ochiul
liber (Mercur, Venus, Marte, Jupiter si Saturn). Cuvantul planeta deriva din greaca, unde
inseamna dorinta. Ei studiau aceste corpuri care "stateau cumva atarnate deasupra capului
lor", considerandu-le ca divine si multe dintre activitdtile zilnice crezdnd ca sunt
influentate de pozitia lor. De aceea doreau sa le prezica viitoarele pozitii.

Astronomul grec Ptolemeu a propus un sistem in care Pamantul era in centru si
toate celelate planete, Soarele, Luna se invarteau in jurul sau. Alegdnd o combinatie
anume de mase si viteze, el putea sd prezica miscarea planetelor cu o acuratete destul de
bund. Schema lui a fost adoptatd si a supravietuit mai mult de 1000 ani, panad la
Copernicus.

Acesta a stabilit modelul heliocentric, mult mai simplu, in care Soarele este in
centru si a demonstrat cd toate masuratorile verifica acest lucru. Tycho Brahe (1546-
1601), care s-a nascut la trei ani dupa moartea lui Copernicus, a imaginat un sistem in
care Pamantul era in centru, Soarele i Luna se roteau in jurul sdu, iar celelate planete se
roteau in jurul Soarelui. Oricum, dupa el au ramas insemnari multiple cu o acuratete de 2
minute de arc (un minut de arc are 1/60 grade).

Observatiile lui Tycho au fost mostenite de catre Kepler (1571-1630), care a
obtinut cele trei legi empirice ale sale.

7.1. Legile lui Kepler. Legea atractiei universale (gravitationale)

Legile de migcare ale planetelor in jurul Soarelui au fost stabilite de Johann
Kepler dupa calcule de aproape doud decenii, pe baza observatiilor de mare precizie ale
lui Tycho Brahe si ele au urmatorul enunt:

1. Planetele se misca in jurul Soarelui pe traiectorii eliptice, Soarele
aflandu-se in unul din focare

2. Razele vectoare, duse de la Soare la planeta, descriu arii egale in timpi
egali, adica viteza areolara sau sectoriala este constanta (Fig. 7.1.1.)

3. Patratele timpilor de revolutie ale planetelor in jurul Soarelui sunt

proportionale cu cuburile semiaxelor mari ale elipselor:
T?=k-r’ 7.1.1.
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Fig.7.1.1.

Pentru a scrie aria descrisa de raza vectoare, folosim formula ariei triunghiului
(produsul laturilor cu sinusul unghiului dintre ele):
R 5 .
AS = Lr(r+ Arysin(ap) D> ds = 92 Fldr]sin(r,dr)
2 2 2
Ultima expresie ne aratd ca aria elementard se poate reprezenta printr-un vector
perpendicular pe arie (Fig. 7.1.2.).
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Fig.7.1.2.

Viteza areolara se defineste ca fiind variatia ariei descrise de raza vectoare a
planetei 1n unitatea de timp:
=9 _1p 0 1o s Leip-L10 7.1.2.
dt 2 dt 2 2m 2m
Pentru miscarea pland, formula vitezei areolare devine:
Q:d—szlrzd—(ozlrng—)L=2mQ=mr2¢:Igb 7.1.3.
dt 2 dt 2
Legea a doua ne spune cd viteza areolard este constantd, dar folosind ultima
expresie se poate spune ca vectorul moment cinetic al planetei fatd de Soare este
constant.
Din legile lui Kepler, pe baza legii fundamentale a dinamicii, Newton a dedus
legea atractiei universale.
Daca aproximdm traiectoria elipticd a planetelor cu un cerc, atunci vitezele
unghiulara si liniard sunt constante, iar asupra planetei se exercitd o fortd centripeta:

2 legea 3 Kepler 2
\ r P 4z m m
F=m—=mo’r=47"m— —> F= — o — 7.1.4.
r T kK r= r
Deci forta exercitatd de Soare asupra planetei este proportionald cu masa planetei
si invers proportionald cu patratul distantei dintre ele. Dar conform principiului trei al

mecanicii, o fortd egala si de sens contrar se exercitd din partea planetei asupra Soarelui,




deci forta atractiei dintre ele trebuie sa fie proportionald si cu masa Soarelui. Alegand
convenabil constanta, se scrie expresia fortei atractiei universale:

mM

r2
unde m este masa planetei, M este masa Soarelui (sau a celuilalt corp intre care se
exercitd fortele reciproc), r este distanta dintre ele, iar y =6,67-107""Nm*/kg* este
constanta atractiei universale. Fortele gravitationale sunt importante numai daca unul din
corpuri are dimensiuni astronomice (om-Pamant) sau ambele (intre corpuri ceresti).

F=—y 7.1.5.

Sa vedem dacia intelegem fizica
Daca gravitatia dintre Soare si Pamant ar fi intrerupta, ar mai fi valabila legea a doua a lui
Kepler?

Fig. 7.1.3.

Daca linia imaginard ce uneste Soarele si planeta matura arii egale, atunci aceasta este
echivalent cu a spune ca momentul cinetic al planetei in raport cu Soarele se conserva
(este constant).

Daca se indeparteaza gravitatia, planeta se va misca rectiliniu pe o dreaptd tangenta la
traiectorie in punctul de desprindere, cu viteza din momentul desprinderii. Adica
segmente egale (AB=CD=EF) sunt parcurse in timpi egali. lar ariile triunghiurilor sunt
egale (baze egale si aceeasi inaltime SP)

Sa vedem dacia intelegem fizica

Intr-o pestera din interiorul Pamantului, forta atractiei gravitationale este mai mare, mai
mica sau aceeasi ca la suprafatd Pamantului?



Fig. 7.1.4.

7.2. Miscarea in camp central

Un camp de forte central este un spatiu in care actioneaza fortele centrale. Acestea
sunt forte al caror modul depinde de modulul vectorului de pozitie, iar directia fortei
centrale coincide cu cea a vectorului de pozitie, adica:

F= F(r)?

Daca F(r)>0, atunci forta este de respingere, iar dacd F(r) <0, atunci forta
este de atractie. Deoarece modulul fortei depinde doar de marimea vectorului de pozitie
nu si de directia sa (nu depinde de unghiurile dintre vectorul de pozitie si axe), atunci
campul de forte central are o simetrie sferica.

Exemple de camp de forte central sunt: campul gravitational si campul
electrostatic.

7.2.1. Miscarea pe o curba oarecare

Fig. 7.2.1.

Daca considerdam un corp care executd o miscare intr-un plan, atunci variatia
vectorului de pozitie se descompune in doud componente, pe doud axe alese de-a lungul
directiei radiale momentane §i perpendicular pe aceasta (vezi capitolul de cinematica,
ultima formula de la viteze, cand avem doi termeni, unul transversal care exprima faptul
ca traiectoria este curbilinie §i unul de-a lungul razei care exprima faptul cd arce egale
sunt parcurse in timpi inegali):



dr =idr+ jrd — =] —+ jr—= =v I+ 7.2.1.
J (p:dt dt J dt:>V Vil TV,

Derivand expresia vitezei tindnd cont de formulele Poisson, vom obtine expresia
vectorului acceleratie totala si componentele sale radiale si transversale:

Vea=it+it+jro+ jrg+ jrg=iF-re?)+ j(rg+2t¢)=Ta, +Jja, 7.2.2.
Acceleratia transversala se mai poate scrie folosind viteza areolara:
1d{ ,dp) 1/.,.\ 2.
a,=——r —|=—\r =—Q 7.2.3.
’ rdt( dtj r( (0) r
Legea fundamentald a dinamicii se scrie pe componente:
F, =ma, =m(F —r¢> | F, =ma, = m(rj+2¢¢p) 7.2.4.

7.2.2. Miscarea in jurul unui centru de forte

In cazul cAmpului central de forte, se alege in centrul fortelor - originea sistemului
de referinta si polul fatd de care se calculeazd momentele fortelor si momentul cinetic. In
acest caz, F, =0,F =F si la fel la acceleratii. In acest caz, teorema momentului cinetic

fata de centrul fortelor se scrie:

L=M=0= L=const.=F x p=2mQ 7.2.5.
Rezulta celebra integrala a momentului cinetic sau conservarea momentului cinetic:
L = 2mQ = mr’¢ = const. 7.2.6.

Adica miscarea este plana si viteza areolara este constanta (asa cum a dedus si Kepler
din masuratori experimentale).

Ecuatia miscarii (pornind de la principiul fundamental) se scrie doar pentru componenta
radiala:
mutam  termenii
mi-rg’)=F = mi=F+mrg’=F+F' 7.2.6.
unde F' joaca rol de forta centrifuga. Aceasta este o forta conservativa, deci putem defini
o energie potentiala centrifuga:

2 2 '
F'=mr¢® = L3 :—i L . :—dU 7.2.7.
mr dr\ 2mr dr
In acest fel problema devine unidimensionald, de-a lungul razei. Energia cinetici este:
mv: m(- _=p mr* L*  mr’
E, = =—\fi+1r9j) = + = +U' 7.2.8.
202 ( @) 2 2mr* 2

Inmultind ecuatia miscarii cu dr sau aplicand direct teorema energiei cinetice, se obtine:

=2 2 forte conservative =2 2
dE, =d ™ E oFar-aw = dE =d| ™ N - qu
2 2mr 2 2mr

7.2.9.
Atunci vom obtine integrala energiei sau teorema de conservare a energiei totale:

22 2
mr . L ~+U |=E =const. 7.2.10.
2 mr



7.3. Campul gravitational si potentialul gravitational

Un corp simte prezenta altui corp, aflat la o anumita distanta si interactioneaza cu

acesta prin intermediul unui cAmp — caAmpul gravitational. In jurul oricirui corp existd un
astfel de camp si orice corp simte campurile gravitationale ale corpurilor care il
inconjoard. Pentru a caracteriza campul gravitational s-au introdus cédteva marimi fizice,
scalare si vectoriale:

1.

Intensitatea campului gravitational este o marime vectoriald si se defineste ca
fiind raportul dintre forta exercitatd de catre camp asupra unei particule
punctiforme si masa acestei ,,probe”:

def
f:H:ﬁ:mf:ma:a:f 7.3.1.
Am putut scrie relatia anterioara In virtutea egalitatii dintre masa inertiald si masa
gravifica. Rezultd ca o particula supusa numai unui camp gravitational va capata o
acceleratie egala cu intensitatea campului, independent de masa sa, de natura
substantei, de dimensiunile sau forma sa. Din legea atractiei universale, rezulta
forma intensitatii cAmpului gravitational:
F=yMr 73.2.

r-r

unde semnul minus indica caracterul atractiv al campului.
Energia potentiala a particulei m in campul gravitational al corpului M este:

dU = -Fdr = U =—jﬁdr=—y@ 7.3.3.

Rezultd: campul gravitational este un camp conservativ.

Potentialul cAmpului gravitational este o marime scalara si se defineste ca fiind
energia potentiald a particulei de proba raportatd la masa acesteia, sau altfel, prin
lucrul mecanic efectuat de fortele campului pentru a deplasa particula m la infinit,
impartit la masa acesteia:

def  _
dV:—FdF:>V=£:—;/Mz>U:mV 7.3.4.
m r

Diferenta de potential Intre doud puncte ale campului este egala cu minus lucrul
mecanic efectuat de fortele cdmpului intre aceste doua puncte. Liniile de camp
sunt radiale, suparfetele echipotentiale sunt sfere concentrice cu corpul
generator de camp, iar sensul vectorului intensitate camp gravitational este spre
corpul generator de camp gravitational.

Legatura intre intensitatea campului gravitational §i potentialul sdu este:

[ =—gradV 7.3.5.

Energia de interactiune a doua particule se deduce tinand cont de formula
energiei potentiale:

r 2 r 2 r 2 2



unde V, este potentialul in punctul in care se afld corpul cu masa m;. lar pentru un

N

sistem de N particule: U = lz m,V, unde Vi este potentialul in punctul in care
k=1

se afla corpul cu masa mk.

5. Energia de legatura este energia de interactiune a unui sistem de corpuri, luata
cu semn schimbat, adicd energia necesard pentru a desface sistemul in partile
componente $i a le duce la infinit. Ea este egala si cu energia degajata la formarea
sistemului din particulele libere aduse de la infinit.

7.4. Aplicatie. Miscarea planetelor

nr. | Planeta oas . T = T2/a3.10719 32
semiaxa mare a perioada miscarii in
traiectoriei (U.A.) | jurul Soarelui 10° (s)
1 | Mercur 0,377 7,60 2,982
2 | Venus 0,723 19,3 2,949
3 | Pamant 1,000 31,60 2,986
4 | Marte 1,523 59,4 2,989
5 | Jupiter 5,202 374 2,973
6 | Saturn 9,554 930 2,968
7 | Uranus 19,217 2660 2,983
7 | Neptun 30,109 5200 2,964
9 | Pluto 39,600 7720 2,947

1U.A. =1,495-10'"'m

Conica este curba obtinutd prin sectionarea unui con cu un plan. Ecuatia unei
conice se obtine egaland cu zero functia de mai jos:

f(x,y)=q 1x2 +2a;,Xy +ay) y2 +2a;3X+2a53y +ass
Pentru a vedea tipul conicei, se calculeaza determinantul:

ar; a2 2
A= =ajjax —ap
as]
Daca A >0, conica este o elipsd, daca A =0, conica este o parabola, A <0, conica este
o hiperbola.

Focarele conicei sunt punctele 1n raport cu care suma distantelor, d ela orice punct
de pe conicd la acestea este o constantd. Elipsa si hiperbola au doua focare, pe cand
parabola are unul singur. Elipsa are doua semiaxe, a-semiaxa mare $i b-semiaxa mica.

In coordonate polare r si ¢, ecuatia conicei se scrie:

r—_— P

I+ecosep

unde p = b? /@, 1ar e este excentricitatea, care are expresiile:




<1, pentru elipsa

2 2
€= a—+b>1, pentru hiperbola

1, pentru parabola
0, pentru cerc (a=Db)

Consideram miscarea unei planete pe o traiectorie elipticd, cu Soarele intr-unul din
27 -ab

T

focare. Atunci viteza sa areolara se scrie in functie de aria elipsei: Q =

Sa vedem daca intelegem fizica

Sa presupunem ca am trai pe lund si Pdmantul ar fi deasupra capului, dupd cat timp am
vedea Pamantul apunand?

7.5. Aplicatie: Sateliti artificiali

Conditia ca un satelit sa aiba o miscare pe o orbitd circulard stationard in jurul
Pamantului, este ca forta centrifugd si cea a atractiei universale sd fie egale si de sens
contrar:

Daca consideram un satelit care se misca foarte aproape de Pamant incat raza traiectoriei
sale este aproximativ raza Pdmantului, atunci se obtine o vitezd numitd prima viteza
cosmica: vo = 7910 km/h

Pentru ca un corp sa iasa din sfera de influentd a Pamantului, miscarea acestuia trebuie sa
se efectueze pe o parabola in jurul Padmantului si nu pe o elipsa. Se demonstreaza ca
viteza de evadare de sub actiunea Pdmantului este:

Mp
2y—P =11710 m/s

p
aceasta se numeste a doua viteza cosmica.




Pentru ca un corp sa iasa din sfera de influentd a Soarelui, miscarea acestuia trebuie sa
aiba loc pe o parabold in jurul Soarelui. Se demonstreaza ca viteza de evadare de sub
actiunea Soarelui este:

M
Vo3 = |2y —> =16 700 m/s
Is

care se numeste a treia viteza cosmica sau viteza de evadare din sistemul solar.

Sa vedem daca intelegem fizica

Dacd Pdmantul nu ar avea munti, cladiri, .... ar putea un satelit s calatoreasca la o
distantd de suprafata Pamantului, egala cu indltimea unui copac?

Sa vedem daca intelegem fizica

hjmmncercetatorii americani: "li cunoastem viteza si altitudinea, i putem afla masa?"



