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3. Vectori si valori proprii

Reamintim cid daci A este o matrice pitraticd, atunci un vector xeR”
se numeste vector propriu in raport cu A, dacd x=#0 siexistd un numar A
(real sau complex) astfel incat Ax = Ax. Numarul A4 se mai numeste si valoarea
proprie. Valorile proprii ale matricei A4 sunt radacinile polinomului caracteristic
P(A)=det(4— Al) si sunt invariante la transformarile de similitudine ale lui A4;
acest lucru Inseamnd ca valorile proprii ale matricei 4 coincid cu valorile proprii
ale matricei C 1 AC , oricare ar fi matricea nesingulara C.

Daca matricea A este simetrica, atunci valorile sale proprii sunt reale si
existd o bazd ortonormald formatd din vectori proprii, deci cu proprietatea

Av; =, i= 1,7, in raport cu care matricea 4 se reduce la forma diagonala
A4 0 0 .. O

0 4 0 .. 0

D= (1)

0 0 O Ay
Baza vq,...,v, se poate alege astfel incat Ay >4, >...2 4,,. Dacd, in plus, 4 este
si pozitiv definitd, atunci 4; >...> 4, >0 si

<Ax,x>
A1 =4, =sup——.
1 =4[, x‘ig ()

Fie V7 matricea de trecere de la baza canonica a spatiului R" la baza

. - . . - T . - « o«

V1,V2 .., vy, . Se verificd imediatcd V° V' =1, deci V este ortogonald. Rezulta ca
v l=vT sica D=vT.4V.

In practicd, valorile proprii ale matricei A4 nu se determind rezolvand

numeric ecuatia caracteristici det(4—A/)=0, deoarece, asa cum vom arata in

continuare, radicinile unui polinom sunt foarte “sensibile” la orice modificare a

coeficientilor polinomului.
Intr-adevar, fie polinomul
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f(xX)=a,x" + an_lxn_l +..+ax+ag,
si fie
h(x)= f(x) + £g(x)
polinomul modificat, in care & >0 este arbitrar, iar
g(x)=b,x" +b, 1 x" "+ . +bx+ by
este un polinom oarecare. Cum g  este arbitrar, putem considera ca

bj=a;, i=Ln sau b;=0 pentru i#j si b;=a; etc. Asadar, cazul

considerat este practic cazul cel mai general. Fie x;,x5,..,x, rddacinile
polinomului f. Pentru simplificare, vom presupune cé aceste radacini sunt simple,
deci ca f(x;)=0 si f'(x;)#0, k=Ln.

Sa presupunem ca vrem sd determinam radacinile ecuatiei A(x) =0
cu una din metodele numerice cunoscute, de exemplu metoda Newton - Raphson.
Ne asteptam ca pentru & > 0 foarte mic, radacinile ecuatiei A(x) = 0 sa fie
apropiate de radacinile ecuatiei initiale f{x) = 0. Notdm cu z; o radacind oarecare
a ecuatiei /(x) = 0. Conform algoritmului Newton avem
M) _ £g(xk)

=X — =Xp — 2
T TG T G + e (o) @
Daca notam cu
3 g(xx)
1= )+ eg'p)
atunci
4'(e) = g(xp)g (xy) . 3)

[+ eg' o)
Cum ¢(&)=q(0)+&q'(0) pentru &£>0 suficient de mic, din (2) si (3) rezulta

. g,(xk) N (C79)-4C73) ~xp - & g,(xk) @
VAETY (o)) S Cxg)

Sa presupunem ca b, =0 pentru i#j si b;=a;. Asadar, modificarea

Zp =X

polinomului f* constd in faptul ca se inlocuieste coeficientul a; cu coeficientul

a j=0+¢)a;, iar ceilalti coeficienti raman neschimbati. Din (4) rezulta

~J
a]x

JEETA

)

Zp —Xp RE

Exemplul 1. Fie
12
f(x)= ]El(x —k)y=(x-D(x-2)..(x—-12).

Evident
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xp=k, k=112 si f'(xk):(—l)k(12—k)!(k—1)!
Conform (5) avem
ja |’
|Zk—xk|:6'
(12 -k -1)!

Se poate arataca a;=-— 6.926.634 .

Sa presupunem ca £=10_11, ceea ce Inseamnd ca modificarea
coeficientului a; se face cu cantitatea ¢-a; =-0.00006926634 ~—0.00007 .

Acest lucru este oricand posibil datorita erorilor inerente la introducerea datelor. Sa
analizam efectul acestei modificari asupra radacinii xo =9 a ecuatiei fix) =0. Un
calcul direct ne arata ca

|29 — x9|=0.00137~0.0014 .

Asadar, modificand un singur coeficient si anume «@; cu 0.00007, radacina
X9 se modificd cu 0.0014. Raportul dintre modificarea radacinii xy §i modificarea
coeficientului a; este 20, ceea ce aratd sensibilitatea radacinilor unui polinom la
modificarea coeficientilor.

Din cele de mai sus rezultd cd nu se recomandd determinarea valorilor
proprii ale unei matrice pe calea rezolvarii numerice a ecuatiei caracteristice.

Metoda recomandatd este sa se aducd, printr-un procedeu oarecare,
matricea la forma diagonald si atunci valorile proprii se determind global (toate
odatd), ele fiind, de fapt, elementele de pe diagonala principala. Se urméareste deci,
ca prin transformari de similitudine, care nu modifica valorile proprii, s3 micgsoram,
eventual pana la disparitie, elementele nediagonale ale matricei, astfel incat, in
final, sa obtinem practic matricea diagonala.

§3.1. Metoda rotatiilor a lui Jacobi

Fie A o matrice simetrica. Metoda Jacobi constd in efectuarea unei suite
de transformari de similitudine ale matricei A4 utilizdnd cele mai simple matrice
ortogonale netriviale (matricele de rotatie) de forma
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p q
{ N
1 0 0 0
0 0 0
. o)
o . . cosp . . . singp . . O
b : _ (1)
U= . :
| <4
0 . . —sinp . . . cosp . . O
0 1 0
0 . . 0 0 1

Asadar, elementele matricei U sunt:
u; =1 dacd i#p si i#gq

Upp =COSQ, Uy, =SINQ o
Ugp =—SINQ, Uy, =COSP
U =0 in rest

O asemenea matrice este ortogonala (U Tu=1 si deci U 1oy T) si
reprezintd din punct de vedere geometric o rotatie de unghi ¢ in planul determinat
de directiile e, si e, Notimcu A4'=UT4 sicu 4=4'U=UT 4U . in cazul
particular =5, p=2 si ¢ =4, matricea 4" arata astfel

an @1,C0S P—a148INQP ais apsSing+a 408 ais
a1COSP— 7>COS> @-2a5n@ | ap;cosp— | (an—as)singcospt ar5COSP—
a41SinQ cos@tasin’g a43Sing r4COS2 @ a45SINQ
as) a3>CoS (p—a34sin¢) as;z agzsing0+a34cos¢ ass

a sing+ (ax—aqs)sing axsing+ axsin’ Q+2asing arssing+
(141COSQ COSPTay,c082 @ 43C0S @ COSQF (144C0S @ 45C0S @
ds) A5)COS P—s54SINQP ass asySin@+asycos@ ass

In general, elementele matricei 4" sunt

aj=a; dacd i#p sii#q

Al =dpi COSP —ay; sing j=Ln 3)
! = . 1 .

agj =a,; SiNQ +ay; cosQ ,

iar cele ale matricei A” sunt
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" !

aj =ay; daca j#p si j#q

ajp =aj, COSQY —aj, SN P ,i=ln . 4
aig =aj, SINQ +aj, COSQ
Din (3) si (4) rezulta
"o 2 , .2
App =0 py, €OS™ @ = 2a,, cOSPSINY +agy, sin” @
al, =a, sin>@+2a,, cospsing+a,, cos
99 = %pp P ¥ 2lpg COSPSMP T+ dyg ¢ (5)
" _ _ .
Apg =(ap, —agg)siN@QCOSP +a,, cos2p
"o
Qgp =9pg

Cum intentia noastrd este ca elementul nediagonal cel mai mare (in valoare
absolutd) sd se anuleze in urma rotatiei, vom alege liniile p si ¢ astfel incat a,, sa
fie cel mai mare element (in valoare absolutd) de deasupra diagonalei principale si

"

vom pune conditia ca aj,, =0. Tinand seama de (5) rezulta

E(app —A4q)SIN2¢ +a,, cos2¢ =0

si mai departe

clg2¢p = Y99 ~%pp (6)
2ap,
Asadar, unghiul de rotatie se afla din relatia (6). Introducem notatiile
g=2aa " e si tgp=t . (7)
2a,,
1-1g 2(0 . . s .2 4
Cum ctg2¢p= W , din (6) si (7) rezulta t“ +26-t—1=0. Rezolvand

aceasta ecuatie obtinem

f =067 -—1

6+6% +1
Pentru a evita ca numitorul sa fie mic, ludm
1
daca 6=#0
1=10+sgn(OWO> +1 . (3)
1 daca 6=0

Conform unor formule elementare de trigonometrie avem
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c=c05(p=\/1_2
o Ve ©)
s=sme =
V1422
Din (8) si (9) rezulta cad  [f| <1, L |s|sL si deci ca
V2 V2

el 2 X
¢ 474 |

Dacé notdm cu S(B) suma patratelor elementelor nediagonale ale unei matrice B
oarecare, atunci din (3) si (4), un calcul direct ne conduce la

S(A4") = [S(A) ~2a3, ]+ 2a"?

pq -

Asadar, daca alegem unghiul rotatie ¢ conform (8) si (9) rezulta

ah,=0 sideci S(A")=S(4)-2as, . (10)
Deoarece aijz- < a;q pentru i# j, vom avea

2 2
S(4)<n(n-1)a> sau - S(4)=-2a3, . 11
(4) < n(n—Day, n(n—l)() Pq (11)

Din (10) si (11) rezulta

S(A”)SS(A)(I— 2 1)}<S(A) pentru n>2 . (12)

n(n—

Sa consideram acum un sir de rotatii in urma cérora se obtin matricele A,
, Al , Az, ey Ak, ... unde A():A , AIZA”, A2 = A1" , etc.

Din (12) rezulta
2 k
S(4;)<|1- S(A) . (13)
n(n—1)
Cum 1- €(0,1) pentru n>2, din(13)rezulta lim S(4;)=0.
n(n-1) k—>

Asadar, la limita sirul {A k } tinde la matricea diagonala.
Se poate demonstra urmatoarea teorema

Teorema 1. Fie JA; valorile proprii ale matricei A  §i fie a%{ ) elementele
diagonale ale matricei Ay. Atunci
(k)
aj —AJ‘SW/S(Ak) :
Deoarece afnkq) este cel mai mare (in valoare absolutd) element

nediagonal al matricei Ay, rezulta
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S(A4) < (n? =ma$hH? <n?(@l)H)? .
Din Teorema 1 obtinem

| (14)

(k)
ay —xlj‘<n

Inegalitatea (14) poate fi luata drept criteriu de oprire. Din inegalitatea

n‘agf]) < ¢, varezulta numarul £ al rotatiilor necesare pentru a aproxima valorile

proprii 4; ale matricei 4 cu elementele diagonale a%{ ) ale matricei Ay Sirul

de matrice Ay se calculeaza recursiv
A =Ul 44U, k21
Ay =4
Algoritm pentru determinarea valorilor proprii prin metoda rotatiilor a lui Jacobi
Intrare 4, ¢ ;
Repeta
Determina : max := elementul maxim in valoare absoluta de
deasupra diagonalei principale a matricei 4 ;
Fie (p,q) pozitia acestui element ;
Calculeaza cu formulele (7), (8), (9) respectiv €, t, ¢, s ;
Determind U prin inlocuirea in 7, aelementelor i,, si i, cu
c §i @, cu s, iar i, cu -s

(15)

Calculeazi A4 :=U"A-U; calculeazi S:=

pana cand S<e¢ .

Exemplul 1. Pentru matricea

311 {
A=|1 3 1|, ap=1; p=1; ¢=2; 0=0; 1=1; C:S:T
113 ?
SLE
V22 2 0 0
Ulz—L L 0; 4=Ul4aU;=[0 4 2|; ap3=+2; p=2; ¢=3
2 W2 0 V2 3
0 0 1
g4 Lg% N2 a3 A
242 242 2 2 \/g \/g
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0 0 2.0 0
Uy=|0 V2o A, =UT AU, =|0 5 0
Vi 0 0 2

o L N2

NEEERNE

Rezultd: 4, =2; A, =5; A3=2.

§3.2. Metoda Householder pentru
tridiagonalizarea matricelor simetrice

Pentru matricele simetrice tridiagonale existd o metodd speciald de
determinare a valorilor proprii, bazatd pe conceptul algebric de sir Sturm; aceasta
metoda va fi prezentata in paragraful urmator.

Prezintd deci interes cunoasterea unor metode de tridiagonalizare a matricelor
simetrice. Cele mai cunoscute metode din aceastad categorie sunt metoda Givens si
metoda Householder.

Asa cum am vazut in Capitolul I, §4, pentru orice vector xeR”, x#0,
exista o matrice Householder H, astfel incat Hx =oe;, unde o este un numar
real. Algoritmul pentru determinarea matricei H este prezentat in (3), respectiv
(4). Fie A4e M, (R) o matrice simetricd si fie a; = (all-,aZi,...,ani)T, i=ln,
vectorii sdi coloana.

Cautam o matrice Householder H; astfel incat

ary
)
a1

Hlal = 0

0

Pentru aceasta, alegem FH; de forma H, =[0 i j, unde }NII este

1
matricea Householder de ordinul (n-1) cu proprietatea ca
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any agl)
anl 0

Conform algoritmului (4) descris in Capitolul I §4 avem:
2 2\1/2 -1 T
S=(Cl21 +...+an1) , ﬂZ(S(|a21|+S) , u:(a21 +s-sgn(a21), a31,...,an1) ,
sgn(a21)=1 daca an =0 . ﬁl :[nfl —ﬁuuT

Daca notim cu =(a21,...,an1)T, atunci

~ s -sgn(ayy)
o 0
H1a1= .

0

an

j — s -sgn(asy)

. 1 0 an an

Mai departe avem Ha; = ~ | 2=~ - |= 0
0 Hl a Hl - aq .

0

Fie 4,=HAH'"\. Atunci

aq —s-sgn(ap,;) 0 .. O

1 1 1
—s-sgn(apy) agz) a§3) agz
@ @ M

0 azy a3y .. a3,

A4 =

1 1 1
0 a}(ﬁ) afB) a,(m)

In continuare se cautd o matrice Householder H, cu proprietatea cd elementele

al.(z2 ) (i= 4,_n) din matricea A4, = H,4,H,' sunt nule, etc.

Algoritm pentru tridiagonalizarea matricei A
Ay:=A4;
Pentru i:=1,n-1 calculeaza

. 1/2 1
s:=[ z a,ﬁ} 5 ﬂi=(8(‘ai+1,i‘+6‘))_ ;

j=i+l



116 Bazele Analizei Numerice

YA
u= (ai+1,i +8580(a11)s A s ay )
dacd a;;+1>0 atunci sgn(a;;+):=1 altfel sgn(a;+):=-1 ;
}Nll- =1, —ﬂ-u-uT ;

I, 0
H;= ~ |;
0 H;

. T .
A =H4;,H;
sfarsit pentru i.

§3.3. Determinarea valorilor proprii ale matricelor
simetrice tridiagonale

Urmaitoarea teorema precizeazd multimea din planul complex (respectiv
intervalul din R ) in care se afla valorile proprii ale unei matrice.
Teorema 1 . (Gerschgorin). Fie A o matrice patratica de ordinul n,
n

i Di:{zeC; |z—al-l-|<rl-} . i=lLn

I"l- = Z al-j
J=1
J#i

n
Daca A este valoarea proprie a matricei A, atunci A€ |JD; .
i=1

Demonstratie. Fie 4 o valoare proprie a matricei 4 si fie x=(xy,...,x, )T un

vector propriu corespunzator lui 4. Atunci x#0 si 4Ax = Ax. Rezulta
ainxy +...+ a;iX; +...+ AinXy = /lxl-
sau

iaijxj:(i—aii)xia i=ln M
;

Fie pe{l,2,..n} astfel incat ‘xp‘ =, >0.

Din (1) rezulta

n x] n
2 =ap|< X lapl—H< 2 ay|=r
Jj=1 Xpl Jj=1
J#p J#p

n
Asadar, AeD,cUD;.
i=1
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In cazul particular cind A4 € M , (R) si are toate valorile proprii reale,
rezulta ca

”_}"l',al'l'+f"l']CR. D

1 2 1
Exemplul 1. Fie A=|2 -3 =-2|,r=3; rn=4;, r=3.
1 -2 2

rel-2,4lu-7.1]u[-1,5]=[-7.5].
O matrice simetrica tridiagonala este de forma

ay bl 0 0 0
bl as b2 0 0
0 by ay b

J= 2 43 b3 )
0 0 O 0 bn—Z an_l bn—l
0O 0 O O 0 b, a,

Pentru o astfel de matrice avem
a;;=4a;; n =|b1 5 Ty =|bn_1 ; r,~=|b,~_1|+|b,- , 1=2n-1.

Fie a=min(a; —r;) st b=max(a; +r;) .
I<i<n 1<i<n

Valorile proprii ale matricei A vor apartine intervalului [a,b].

Definitia 1. Un sir ordonat si finit de polinoame reale

fn >fn—1""’fl ’fO se

numeste sir Sturm, daca:

1. Polinoamele vecine nu au raddacini comune;

2. fy nu are raddcini reale;

3. Dacad x=a este o radacina a unuia din polinoamele intermediare

fi, i=Ln=1, atunci f,1(@)fiq(a)<0 ;
4. Daca f,(a)=0, atuncipentru h> 0, suficient de mic, avem
-h h
Sn-1(a—h) Ju-1(a +h)

In continuare, pentru orice x € R, notdm cu S(x) numarul schimbarilor
de semn din sirul

Jn )y fu1(X)s s f1(2), S0 (X),

dupa ce am eliminat elementele nule.

Teorema 2. (Sturm) Fie f,,f,-1,-f1-/0
Daca numerele reale a si b, a <b, nusuntraddcini ale polinomului f, si

un sir Sturm de polinoame.
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daca polinomul f, nu are raddcini multiple, atunci S(a) = S(b) si diferenta
S(a)-S(b) este egala cu numdarul raddacinilor reale ale polinomului  f, din
intervalul (a, b).

Demonstratie.  Deoarece polinoamele sunt functii continue, atit timp cét x
crescand, nu intalneste nici o radicind a vreunuia din polinoamele din sir, semnele
polinoamelor din sir nu se schimba si deci S(x) rimane neschimbat. Raméane sa
analizam urmatoarele cazuri posibile:

a x = « este radacind pentru unul din polinoamele intermediare. Fie
i€{l2...(n-1) astfel incat f;(c)=0. Din Definitia 1 rezulti f;_j(@)fi,(a)<0.
Sa presupunem cd f;_1(¢)<0 si  f;,1(a¢)>0. Din continuitate rezultd ca
exista A4 > 0 astfel Incat f;;(x)<0 si  f;;;(x)>0 pentru orice
Xe [a —-ho+ h]. Avem urmadtoarea situatie

x | fir (%) fix) fiaa(x)
a-h - + +
o - 0 +
ath - T +

Rezulta S(a+ h)=S(a- h).
in mod analog, daci f; (&) >0 si  fi,;(a)<0 avem urmitorul tabel
ale semnelor

x | fa(®) fix) fir(x)
a-h + + -
o + 0 _
a+h + + -

Rezulta, de asemenea S(a+ h) = S(a- h).
b) x=a este o radacind a polinomului f,. Evident, in acest caz f,.(a)#0
(Definitia 1, proprietatea 1).

Din continuitate si din proprietatea 4 a Definitiei 1, rezultd ca nu putem
avea decat urmatoarele situatii

x | fis0) £ x | fit) %)
o-h - + a-h + -

a - 0 o + 0
ath - - a+h + +

Asadar, la trecerea printr-o radacina a polinomului f,, S scade cu o unitate
S(a+ h)=S(a— h) -1).

In definitiv, am demonstrat ca numirul radacinilor reale ale polinoamelor
f», cuprinse 1n intervalul (a,b) este egal cu
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S(a) -S(b). a
Exemplul 2. .
Fie polinoamele: \
A
f3(x)=x3—3x2+1; \
\
fr(x)=x? =3x+1; f\
fi)=x-1; \
fo()=1 \
Din reprezentarea grafica a
polinoamelor se observa ca ele formeaza un sir
Sturm. Alegem a= -1 si b=3.
LED =230 AED =50 i) =2 ©
fo=DH=1
=1 ABR=1 [(3)=2
fo3) =1 S=D=3; SG)=0;
Numarul radacinilor reale ale polinomului

f; cuprinse in intervalul (-1, 3) este 3.
Fie J matricea simetrica tridiagonala
data de (2) si fie
A= a - bl 0 0
- b] A- a)n - b2 0

P(A)=det(Al -J)=| 0 -by, A-a3 -—b3
0 0 0 0
Introducem urmaétoarele notatii
fo(h =1
1D =24-q

() =(A~-az) fi(A) bl fo(A)
f3(A)=(A—az) f>(2) - b3 fi(A)

Fu)=(A=a,) fu (D) =by i fra(A)

3)

Se observd imediat cd f, (4)=P(1) este polinomul caracteristic atasat

matricei 4.

Teorema 3. Daca b; #0 , i=1,n—1, atunci fiecare polinom fj , k =0,_n,
are exact k radacini reale simple. Mai mult, pentru orice 1<k <n—1, radacinile

vvvvv
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Demonstratie. Polinomul f; admite radacina /151) =a;. Din (3) si din ipoteza
by #0 rezulta f5(A"V)=-b{ <0.

Pe de alta parte, deoarece f,(A) =22 4. si deci lim f5(A4)=+x,
A—t0

rezultd ca exista /"ng), /1(22) radacini reale ale lui  f;, astfel incat
(2) _ () _ 5(2)
AT <A <Ay
Tinand din nou seama de (3) si de ipoteza b, #0, rezulta
2 2 . 2 2
HEN=-b3AP)>0 si [P =63 1) <0
Cum f3(1)= A +.. avem lim f3(A)=—00 si lim f3(A)=+0.
A—>—00 A=
Asadar, polinomul f; admite 3 radacini reale simple
3 2 3 2 3 . 3 2
A e (o0, 2y, 29 e(dP,29) si A e (AP, 0).

Prin inductie matematica se poate arita ca f; are k radacini reale simple si separa
radacinile polinomului  fi. . u

2
/11(3)
7
/
il
/
If5

Corolarul 1.  Orice matrice simetrica tridiagonald ireductibila are n valori
proprii reale distincte.
Intr-adevar, conform Definitiei 2, Capitolul I, §2, dacd matricea J este

ireductibild, atunci b; #0 , i=1,n—1. Afirmatia rezultd acum din Teorema 3 si
din observatiaca f,, (1) = P(1) este polinomul caracteristic al matricei J.

Teorema 4. Daca J este o matrice simetrica tridiagonald ireductibila si
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foW =1 fi)=A-a; fr(D)=A=ap) fra (W)= fra(A), k=2,n,
atunci f, , fu_1,->f1,fo esteun sir Sturm.

Demonstratie. Evident f,(1)=0, pentru orice 1€R . Fie ke {1,2,...,n —1} si
aeR astfel incat f;(a)=0. Atunci f; ()= —b,%fk_l (a). Din Teorema 3
rezultd f; (a@)#0 si  fr_(a)#=0, 1iar din egalitatea precedentd rezultd
Jies1(@) fi-1(2) <0

Fie x = a; cea mai mare radacind a polinomului f,. Din Teorema 3 si din
faptul ca lim f,(x)= lim f,_j(x)=+40 rezulta f,_;(e;)>0 si mai departe ca
X—>0 X—>0

n fn(al+h) -1 $i sgn fn(al_h) __
Sna(ag +h) Sna(ag—h)
pentru A > 0 suficient de mic. Dacd x = @ este urmitoarea radicind a
polinomului f,, vomavea f,_j(ap)<0 sideci, pentru /& > 0 suficient de

mic
Sgnwzl si sgnM:—l s.a.m.d. 4
Jn1(ag +h) Jn-1(az —h)
Ay
\\‘ fn -1
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Teorema 5. Fie J o matrice simetrica tridiagonala ireductibila si fie aeR
oarecare. Atunci numarul valorilor proprii ale matricei J, mai mari ca a, este
egal cu S(a).

Afirmatia rezultd din Teorema 4, Teorema 2 si din observatia ca daca
b>ay, unde ¢ este cea mai mare radacind a polinomului f,, atunci S(b)=0,
deoarece f;(b)>0, i =O,_n.

Teorema 5 ne permite sa determinam valorile proprii ale unei matrice
simetrice tridiagonale ireductibila cu metoda Injumatatirii.

Fie a,b € R astfel incat

a<d,<..<Ap <A <b .
Evident S(a)=n si S(b)=0. Fie ¢ mijlocul intervalului [a, b].
Dorim sa localizam valoarea proprie A
\ \ \ |
| ! \ \
a C ﬂk b

Daca S(c) = k, atunci la dreapta lui ¢ se atld & wvalori proprii, deci
inclusiv 4;. In acest caz notaim a;=c, b;=>b. Dacd dimpotrivd S(c) <k, atunci
Ay € (a,c) sinotam a,=a, b;=c.

. + .
Sa presupunem ca A € (¢,b). Fie ¢ = ! 5 b . Daca S(c)) >k, atunci

notam a,=c;, b,=by, iardaca S(c;) < k, atunci a,=a,, b= c; etc.
b—ua a,+b
=——. Putem alege 4; = PP

Rezulta ca Ave(apby), unde b,-a, > )
-a

: ..o b
si eroarea care se face va fi mai mica decat .
2P

210
Exemplul 3. Fie A=|1 2 1|. Atunci r=1,mn=2, rn=1,
01 2

a=min(2-1,2-2,2-1)=0; b=max(2+1,2+2,2+1)=4.
Din Teorema Gershgorin rezultd ca valorile proprii se afla in intervalul
[0,4].

Fie A3 < A < 4 aceste valori proprii. S& presupunem cd vrem sa
determinam valoarea proprie  A;. Notdm cu
a+b
Cc= =

2
Sl =15 D) =242 H(A)=(2-2)'~1; [(A)=(42)-2(4-2)
f2)=1; (2)=0; L2)=-1; £2)=0; S2)=1.

2.
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Rezulta ca in intervalul [2,4] se afld o singura valoare proprie, deci
2+4

4 €[2,4]. Fie cl—T=3,
HoB) =L [B)=L £,3)=0 f33)=-1 SG)=1.
Rezulta /116[3,41 Fie c2=¥=% .

T o723 (7025 27123, g7y
fo(ajZl ; fl(zj—z ; fz(zj—4 ; f{zj_s ; 5(2)—0 .

.7 . .
Asadar, la dreapta lui ) nu se afld nici o valoare proprie. Rezulta

7
11 € (3, E) etc.

Exercitii

1. Folosind metoda rotatiilor a lui Jacobi si se calculeze valorile si vectorii proprii

1 1 3
pentru matricea A=1 3 1
311
R. maxja;|=3=aj;3 , p=1, ¢g=3. Rezultaca
i<j

Yq¢ “pp @33 —an _1-1_, §ior=1
26113 6 ’

iar

51—

1 1 . t
CoOSQ@ = =— , Sme=
\/1+t2 \/5 x/1+t2
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Lo, L
V2 V2
U= 0 1 0
Ly L
V2o 2
LI S 1oy L
V2 VP32 V2
AV =yl au;=l 0o 1 0 |1 3 1] 0 1 0 |=
1 1 1 1
— 0 — (31 1)]-—— 0 —
V2 V2 V2 42
-2 0 0
-lo 5 2
0 V2 4
maxaq)=\/§=a§13,) , =2, qg=3. Rezultica
i<jl ¥
M _ M
ng%q_am7_a33 “2 _4-5 1 1

. 1
= = = - sl , t = = -
24 pg 261513) 22 22 6 +sgnbvl+ 6> 22

t 1

1 /2 . :
—— =, ; Sn@p= = , lar
V1+12 3 V412 V3

cosp =

C
)

|

()

S
S

§||~ w | N]°
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1 0 0 —2 0 0 1 0 0
2) 7 2 1 \/— 2 1
A :U2 A 'U2= O E ﬁ . 0 5 2 . 0 g _ﬁ =
0 V2 4
o -_L |2 o L |2
N ! J3 3

-2 00
0 6 0
0 0 3

Deoarece S(4”)) =0 am obtinut chiar valorile proprii exacte pentru matricea 4 .
1 1

7

V=U -Uy=| 0

reprezintd matricea de trecere de la baza in

W §||'—
_ &

V3
I .
V2 V6 3
care matricea A este datd ( canonica ) la baza in care A4 are forma diagonala. Se
stie de la cursul de Algebra liniara ca aceasta baza este datd de coloanele matricei

de trecere . Deci vectorii proprii se obtin ca fiind coloanele matricei de trecere,
astfel:

1 1
NG V3
V2 i
0 -
1

V2

==2,v= s Ay =6, vy =

S-Ses |-

2. Folosind metoda Jacobi sd se determine valorile proprii aproximative ale

1 2 4 3

.. 21 3 5
matricel1 A=

4 3 1 4

35 4 1

R. Procedand ca in exercitiul de mai sus se obtin succesiv:
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1 0 0 0
0 070711 0 0.70711
Ul = s
0 0 1 0
0 —0.70711 0 0.70711
1 -0.70711 4 3.53553
| —0.70711 -4 -0.70711 0
! 4 -0.70711 1 4.94975 | °
3.53553 0 4.94975 6
1 0 0 0
0 1 0 0
U2 = )
0 0 0.85171 0.52401
0 0 -0.52401 0.85171
1 —-0.70711 1.55422 5.10729
4 = -0.70711 -4 —-0.60225 -0.37053
270 155422 —0.60225 —2.04527 0 ’
5.10729 —-0.37053 0 9.04527
0.89965 0 0 0.43661
0 1 0 0
U3 = s
0 0 1 0.52401
~0.43661 0 0 0.89965
—-1.4786 —0.47438 1.39825 0
4| 0.47438 -4 —0.60225 —0.64207
371 139825  —0.60225 —2.04527 0.67858 ’
0 ~0.64207 0.67858  11.52386
0.63301 0 0.77414 0
0 1 0 0
U4 = s
—-0.77414 0 0.63301 O
0 0 0 1
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-3.1886  0.16595 0 —-0.52532
| 0.16595 -4 —-0.74847 -0.64207
4 0 -0.74847 —-3.3526  0.42955 ’

—0.52532 —-0.64207 0.42955 11.52386

si asa mai departe se obtine la iteratia a noua

0.1458 0 0 0.98931
0 1 0 0
U9 = s
0 0 1 0
-0.98931 0 0 0.1458
—4.18733 0.01986 —0.00427 0

0.01986 —0.21355 0.00026  0.00452
—0.00452 0.00026 11.58733  0.00062
0 0.00452  0.00062 —3.18645

valorile proprii exacte fiind:

o= , S(A49)=0.02944

A=-3.18646 , 1,=—4.18743 , 4;=0.21344 , A,=11.58733 .

3. Sa se determine valorile proprii aproximative ale matricei

A o= = =
wnh O = =
N =
e " . T SN

folosind metoda Jacobi .
R. Procedand ca in exercitiul de mai sus se obtine succesiv:

1 0 0 0
0 0.70711 0 0.70711
0 0 1 0
0 -0.70711 0 0.70711

U

b
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1 ~2.12132 1 3.53553
~2.12132 -4  -282843 0
1 1 ~2.82843 1 2.82843
3.53553 0 2.82843 6
0.88807 0 0 0.4597
U, - 0 10 0 |
0 00 0
~0.4597 0 0 0.88807
~0.83013 —1.88389 —0.41216 0
~1.88389 -4  —2.82843 —0.97517
2712041216 -2.82843 1 2.97155
0 ~0.97517 297155  7.83013
1 0 0 0
Uy - 0 1 0 0 ’
0 0 093659 035043
0 0 —035043 0.93659
~0.83013 —1.88389 —0.38602 —0.14443
i ~1.88389 -4 —230734 -1.90451
~0.38602 —2.30734 —0.11183 0
~0.14443  —1.90451 0 8.94196
1 0 0 0
Vs e 0 04217 090674 0
0 —-0.90674 04217 0
0 0 0o 1
~0.83013 —0.44441 —1.87097 —0.14443
~0.44441  0.96123 0 ~0.83313
471 -1.87007 0 ~5.07308 —1.72689
~0.14443 —0.83313 —1.72689 8..94196

si asa mai departe se obtine la iteratia a zecea

b

2

b
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0.99999 0.005 O
—-0.005 099999 0 0
Ulo = s
0 0 10
0 0 0 1
9.22995 —-0.02005 -0.00611 0.02598
—0.02005 1.01318 0.00089 0
AIO = N S(AIO):005855 5
—-0.00611 0.00089 —0.26839 —0.0252
0.02598 0 -0.0252 -5.97535

valorile proprii exacte fiind:

4=1.01373 , 1,=—0.26828 , 4;=—5.9755 , 4,=9.23005 .

Sa se aducd la forma tridiagonalda matricele urmatoare folosind metoda
Householder.

|

—
_— O W
N O = =

4
R. 5= /z at; =1.73205 , I STV
j=2 S(‘al,z‘ +5)

azy+s) (1+1.73205
u=| az, |= -1 )
asn 1
~0.57735 0.57735 —0.57735
Hy=I3-B-u-ul =| 057735 0.78867 0.21132
~0.57735 021132  0.78867
1 0 0 0
0 —0.57735 0.57735 —0.57735
0 0.57735 0.78867 0.21132
0 —0.57735 021132 0.78867

b

1:
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4 -0.57735 0 0

4y = H -A-HIT _ —-0.57735 —-5.33333 2.13076 4.79743 :
0 2.13076  5.95534 0.83333
0 4.79743  0.83333 5.37799

4
s= Y a3 ; =0.52493 , f=—t 002581
Jj=3 S(‘ahz‘ +5)
ai, +s [2.13076 + 0.52493)
u= ’ =
1 b
aks 479743
~0.40591 — o.91391j

Hy=1,-B-u-ul =
2=l fruu (—0.91391 0.40591

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 —0.40591 -0.91391] °
0 0 -0.91391 0.40591

Hy =

4 —-0.57735 0 0
r | —0.57735 —5.33333 -5.24933 0
0 —5.24933  6.09139 0.77290
0 0 0.77290  5.24193
51 1 2
1 7 -11
5 A=
1 -1 6 1
2 1 1 8

4
R s= |3 af, 244948 . f=— 011835 .
j=2 S(‘al’z‘ + S)
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aj+s 1+1.73205
u=| azpy |= 1
asn 2
—0.40824 —0.40824 —0.81649
Hi=I-B-u-u’ =| -040824 088164 -0.23670
~0.81649 —0.23670 0.52659
1 0 0 0
|0 —057735 0.57735 —0.57735
1710 057735 078867 021132 | °
0 —0.57735 021132  0.78867

b

5 0.81649 0 0

4 =H, A HT = ~0.57735 5.83333 —1.76598 4.63299 |
0 —1.76598 6.77447 1.20585| °
0 4.63299  1.20585 5.72552

4
s= |3 a3 ; =4.95815 , fer 1 002999 |
Jj=3 S(‘a1,2‘ +5)

ai, +s (—1.76598—4.95815}
u= 4 =
1 b
ays 4.63299
—0.35617 0.93441J

Hy=I1,-B-u-ul =
2=l = frun [0.93441 0.35617

0 0 0

1 0 0

0 —035617 0.93441|°
0 0093441 0.35617

=
[\
I
S O O =

5 0.81649 0 0
0.81649 5.83333 4.95815 0

0 4.95815 5.05593 0.55078

0 0 0.55078 7.44406

Ay=H, -4 -H} =

6. Sa se gaseasca cea mai mare valoare proprie in valoare absoluta, pentru matricea
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4 0 0

1 5 -10
A:

0 -1 6 1

0 0 7

folosind polinoamele Sturm.

R. n=2,mn=2,r,=2,r,=1,iar radacinile polinomului caracteristic se afla
in intervalul [a, b], unde :

a= min(a; —r;) =min{ 4-2,5-2,6-2,7-1} =3 si

1<i<4

b= max(a; +r;) = max{ 4+2, 5+2, 6+2, 7+1 } =8 .

1<i<4
Polinoamele Sturm pentru aceastd matrice sunt:
fD=1, iH=4-an=14,
)= (A —an) fil)-air D) = (A -5) (A-4)-1,
S = (A —as3) M- a3 (D) = (A 6D — (D)

FiD) = (4 —aa) (0)-a34 (D) = (A T — D)
Schimbarile de semn in sirul Sturm de mai sus :

S@=1, fl@=-1, flla)=1, fi(@)=-2, fal@) =7,

aratd ca la dreapta lui a se afld 4 radacini ale ecuatiei caracteristice,

Sob)=1, fib)=4, fu(b)=11, fs(b) =18, fo(b) =7,

iar la dreapta Iui b nu se afld nici o radacina a ecuatiei caracteristice.
. a+b
Luand ¢ ZT , folo)=1, filc)=1.5, fo(c) =-0.25, f3(c)=-1.375,

file)=2.3125,

la dreapta lui ¢ se afla 2 radacini ale ecuatiei caracteristice §i atunci a := ¢,
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a+b
C =
2

, fole) =1, fi(e)=2.75, fi(c) = 3.8125, fi(c)=0.10938,

Sfa(c) =-3.83984 ,
la dreapta lui ¢ se afla o radacina a ecuatiei caracteristice , a :=c ;

_a+b
2

¢ , fole) =1, fi(c)=3.375, fi(c)="7.01563, fi(c) = 6.27148,

Sfa(c) =—4.66382 ,
la dreapta lui ¢ se afla o radacina a ecuatiei caracteristice , a :=c ;

a+b
CcC=
2

, fol©) =1, fi(c) =3.6875, fi(c)=8.91016, fi(c) = 11.3439,

Sfa(c)=-1.10814 ,
la dreapta lui ¢ se afla o radacina a ecuatiei caracteristice , a :=c ;

a+b
C =
2

, fol©) =1, fi(c) =3.84375 , fi(c) =9.93066, fi(c) = 14.46591,

Sa(c) =2.27495,
la dreapta lui ¢ nu se afla nici o radécina a ecuatiei caracteristice , b :=c ;

a+b
C =
2

, fo©) =1, fi(c)=3.76563 , f(c) =9.41431, fi(c) = 12.85651,

Sa(c) = 0.42896,
la dreapta lui ¢ nu se afld nici o radéacina a ecuatiei caracteristice, §. a. m. d.

La iteratia a 16—a se obtine aproximatia ¢ = 7.74529, iar P(c) = 0.00023 , P(1)
fiind polinomul caracteristic.

7. S se gaseasca cea de—a doua valoare proprie pentru matricea

(> Aa>[ s> A4l )
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S O N W
S —= O b
N N = O
0 N O O

folosind polinoamele Sturm.

R rn=2,mn=3,rn=3,r,=2, iarradacinile polinomului caracteristic se afla
in intervalul [a, b], unde :

a= min(a; —r;) =min{ 5-2, 6-3,6-3,8-2} =3 si

1<i<4

b= max(a; +r;) = max{ 5+2, 6+3, 6+3,8+2 } =10 .

1<i<4
Polinoamele Sturm pentru aceastd matrice sunt:
SD=1. fA)=4-an=21-5
A= (A —an) fib)-atr (D) = (A =6) (A 5)-4
S = (A —as3) M- a3 (D) = (A 6D —fi(D)

Ji(A) = (A —aaa) L) a34 (D) = (A 8D — 4H(D) .
Schimbarile de semn in sirul Sturm de mai sus :
fl@=1, fla)==-2, fi(a) =2, fila)=-4, fua) =12,
aratd ca la dreapta lui a se afld 4 radacini ale ecuatiei caracteristice,
Sob) =1, filb)=5, fo(b) =16, f3(b) =59, fu(b) =54,

iar la dreapta Iui b nu se afld nici o radacina a ecuatiei caracteristice.
Luénd

_a+b
2 9

c fole)=1, filc)=1.5, fo(c) =-3.25, f3(c) =17.6875,

file)=2.3125,
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la dreapta lui ¢ se afla 2 radécini ale ecuatiei caracteristice si atunci a := ¢,

a+b

C =

, fole) =1, fi(c)=3.25, fi(c) =3.3125, fi(c)=4.20312,

Jfa(c) =-12.19921 ,
la dreapta lui ¢ se afla o radacina a ecuatiei caracteristice , b :=c ;

a+b

C =

, fol0) =1, fi(c)=2.375, fi(c) =0.73437, fi(c) = —3.38476,

fi(e)=5.05297 ,

la dreapta lui ¢ se afla o radacina a ecuatiei caracteristice, a :=c ;

_a+b

c , fo©) =1, fi(c)=2.8125, fi(c) = 1.09765, fi(c)=— 0.82299,

Sfa(c) =—4.23631,
la dreapta lui ¢ se afla o radacina a ecuatiei caracteristice , b :=c ;

_a+b

¢ , fo©) =1, fi(c)=2.59375, fi(c) = 0.13378 , fi(c)=— 2.38052,

fi(c)=0.43193,

a+b
C=

, fo©) =1, filc)=2.70312, fi(c) = 0.60375 , fi(c) =— 1.67484,

file)=—-1.91781,

la dreapta lui ¢ se afld o rddacind a ecuatiei caracteristice, $. a. m. d.
La iteratia a 20—a se obtine aproximatia ¢ = 7.61384 , iar P(c) = 0.00001 , P(1)
fiind polinomul caracteristic.
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