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Capitolul

Migcarea oscilatorie

Una dintre cele mai importante miscari cunoscute in natura este miscarea oscilatorie.
O miscare periodicd, ce se reia cu reqularitate la intervale egale de timp se numeste miscare
oscilatorie. Ea apare in urma aplicarii unei mici perturbatii unui sistem, aflat initial in echilibru
stabil.

Migcari oscilatorii se intalnesc in naturd intr-o mare diversitate de sisteme (fizice, chimice,
biologice etc). In fizicad sunt cunoscute sisteme oscilante de naturd si dimensiuni spatiale
foarte diferite. Migcari oscilatorii executd, de exemplu, ionii retelei cristaline dintr-un solid,
dar si anumite stele duble. Miscari oscilatorii pot fi efectuate, in anumite conditii, de cétre
componentele atomilor sau nucleelor, dar si de cétre unele sisteme stelare.

Modele operational simple de sisteme oscilante sunt pendulul matematic si pendulul elastic.
In primul caz este vorba de un corp de mici dimensiuni, suspendat in campul gravitational
de un fir sau o tija de masi neglijabild, inextensibild. In al doilea caz este vorba de un corp
legat de capatul unui resort de masa neglijabild. Resortul gi corpul sunt plasate, fie in cAmpul
gravitational terestru, fie pe un suport orizontal, in absenta frecarilor.

Desi natura fizica a oscilatorilor este foarte diferita, ezistd o serie de caracteristici generale
ale migcdrii oscilatorii, care se regdsesc in cazul tuturor sistemelor oscilante. Asa cum vom
vedea ulterior, folosind un aparat matematic relativ simplu, se pot defini cAteva méarimi adi-
mensionale ce caracterizeaza orice tip de oscilator. Mai mult decat atat, se pot stabili o serie
de analogii intre marimi de natura diferitd, specifice unor oscilatori de natura diferita! si se
pot scrie direct o serie de rezultate, plecAndu-se de la oricare din domeniile in care astfel de
sisteme oscilante sunt studiate.

1.1 Oscilatii liniare libere

S& consideram unul dintre cele mai simple exemple de sisteme mecanice oscilante, cel al
unui corp de masa m fixat de un perete rigid printr-un resort de constanta elastica k, in absenta

'In decursul acestui capitol vom discuta, de exemplu, o analogie mecano-electricd, pe baza cireia se pot
defini o serie de méarimi noi in mecanici, plecaind de la marimi foarte cunoscute in electricitate.
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Figura 1.1: Un pendul elastic, constituit dintr-un corp de masa m, cuplat cu un resort de constanta
elastica k.

frecarii (vezi Fig.1.1). Vom nota deplasarea fata de pozitia de echilibru?, la momentul de timp
t, cu z(t). Forta elasticd (Fe) este singura fortd necompensata, intrucat greutatea corpului de
masd m (G) este anulata de catre reactiunea normald din partea planului. AplicAnd principiul

al II-lea al dinamicii, gasim ecuatia diferentiala a miscarii:
mz (t) = —kx(t). (1.1)

Semnul minus din expresia fortei indica faptul ci forta elasticid dezvoltatd in resort tinde sa
micsoreze deformatia resortului. Trecand totul in membrul stang al ecuatiei precedente si
impartind prin m se obtine:

i(t) +wiz(t) = 0. (1.2)

wo = \/E (1.3)

se numeste pulsatia proprie a miscarii®. Dupa cum rezultd si din modul in care a fost definita,
pulsatia proprie este o marime specifica oscilatorului. Ea nu depinde de regimul in care acesta
se misca, fiind un fel de "carte de identitate" a oricérui oscilator.

O altd méarime specificd miscarii oscilatorii este frecventa proprie a acestuia, notatd cu v.
Ea reprezinta numadrul de oscilatii complete ce se produc in interval de 1s. Unitatea de masura
a frecventei este s~! sau Hertz (Hz).

Pulsatia wg este numdrul de oscilatit complete ce se produc in 2r secunde. Unitatea de
misurd a pulsatiei este rad s~'. Intre cele dousi mirimi existi relatia:

Maérimea wy, definita de relatia:

wo = 27w (1.4)

2Perturbatia fati de starea de echilibru poate fi, in general, o distants, un unghi, dar si o sarcini electrici
deplasata intr-un circuit, o concentratie, un potential etc.

3Uneori, pulsatia miscirii se mai numeste si frecventd unghiulard, desi cele doud marimi difera printr-un
factor de 2.
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Relatia (1.1) ne permite sa interpretdm patratului pulsatiei proprii, ca forta ce actioneaza
asupra unitdtii de masd, pe unitatea de deplasare, w? = k/m = F/m/x.
Perioada proprie a migcarii reprezintd timpul in care are loc o oscilatie completd a siste-

mului. Expresia ei este:
27 m
Ty = — =2my/ —. 1.5
0 w0 m k (1.5)

In cazul micilor oscilatii, perioada migcarii nu depinde de amplitudinea acestora, de aceea se
spune ca micile oscilatii sunt izocrone.
Este foarte ugor de verificat cd ecuatia (1.2) admite o solutie de forma:

z(t) = Acoswpt + B sinwpt. (1.6)

Constantele A si B se determind din conditiile initiale ale elongatiei si, respectiv, vitezei:

A = xz(0), (1.7)
= o) (1.8)

Exista mai multe modalitati de exprimare a solutiei ecuatiei (1.2). De exemplu, inlocuind
constantele A si B din ecuatia (1.6) cu alte doua constante, C' si ¢, definite prin relatia:

A = Ccosy, (1.9)
B = C(Csing,

se poate exprima legea de miscare x(t) sub forma unei singure functii armonice, de amplitudine
C si faza initiala ¢:
x(t) = C cos(wot — ). (1.10)
O a treia posibilitate de exprimare a solutiei, cea mai comoda din punct de vedere al
calculului matematic, este cea in care se folosesc numere complexe. Forma functiei de variabila
complexa care descrie migcarea este sugerata de constatarile experimentale, care aratd ca atat
elongatia x, cat si derivatele sale de ordinul I si ordinul II respecta acelasi tip de dependenta
temporala. Evident, o dependentd avind in expresia sa functia exponentiala e ar putea fi o
solutie particulard a ecuatiei diferentiale (1.2). Asadar, se alege drept solutie functia:

z(t) = CeM. (1.11)

Vom calcula acum derivata a doua a lui x(¢) gi o vom inlocui, impreund cu z(¢) in ecuatia
(1.2). Se observa cd ambii termeni din ecuatia ce se obtine in urma acestei inlocuiri, au factor
comun cantitatea C'e™, adicd 2(¢). Cum ne intereseazi si gisim o solutie ne-banala, Ce* # 0,
rezultd ecuatia algebrica:

M4+ wi=0, (1.12)

numita ecuatia caracteristica asociatd ecuatiei diferentiale (1.2) . Rezolvarea ecuatiei caracte-
ristice ne permite determinarea valorilor constantei A:

A2 = +jwo, j=+v—1. (1.13)
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Am gasit, asadar, doud valori ale lui A care verificd aceasta ecuatie?. Solutia generali a ecuatiei
oscilatorului armonic va fi o combinatjie liniara a celor doua solutii particulare’:

x(t) = Aypedot 4 A e Iwot, (1.14)

unde A, , A_ sunt marimi complexe.
Folosind reprezentarea trigonometrica a numerelor complexe:

et = cosa £ jsin o, (1.15)

rezultd cd solutia (1.14) este echivalenta cu celelalte forme (1.10) si (1.6), deoarece:

xz(t) = Aip(coswot + jsinwot) + A_(coswot — jsinwpt) (1.16)
= (Ay+ A_)coswot + j(Ay — A_)sinwot (1.17)
= Acoswyt + Bsinwgt = C cos(wot — ). (1.18)

1.1.1 Reprezentarea fazoriala

O forma echivalentd de exprimare a solutiei complexe (1.14) este:
z(t) = Cel(Wot=¢), (1.19)

unde C si ¢ sunt doud constante arbitrare, independente de timp. Folosind reprezentarea
cu ajutorul numerelor complexe, fiecare oscilatie se poate considera ca proiectia pe o axa a
unui vector rotitor (fazor) de marime egald cu amplitudinea migcarii, ce se rotegte in sens
trigonometric cu viteza unghiulara wy. Fazorul viteza, v(t) este descris de relatiile:

v(t) = juwoCelwot=¢) (1.20)
= wyCelwot=¢+3) (1.21)
= wox(t)e’?, (1.22)
iar fazorul acceleratie, de relatiile:
alt) = —wiCelwot=%) (1.23)
= wiCelWot=etm) (1.24)
= wiz(t)e'™. (1.25)

In Fig.1.2 sunt reprezentati fazorii elongatiei (linia cea mai groasd), vitezei (linia cea mai
subtire) si acceleratiei in cazul migcarii oscilatorie armonice. In partea dreapta sunt vizualizate
aceste marimi in domeniul timp. Fazorul vitezei este defazat inainte cu 7/2 fatd de acela al
elongatiei, in timp ce fazorul acceleratiei este defazat cu 7/2 fatd de cel al vitezei si deci cu 7
fatd de elongatie. Ansamblul lor se roteste cu aceeasi viteza unghiulara wy.

4Numarul de solutii X este egal cu gradul ecuatiei caracteristice si, deci, cu ordinul ecuatiei diferentiale a
migcarii. Asadar, orice ecuatie diferentiala de ordinul II admite doud solutii particulare.

SProprietatea ca orice combinatjie liniari de solutji si fie o noud solutie a sistemului (principiul superpozities)
este proprie doar ecuatiilor diferentiale liniare. Acest lucru face ca legile fizicii guvernate de ecuatii liniare sa
fie mult mai usor de inteles si explicat decat cele guvernate de ecuatii neliniare.
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Diagrama Fazoriala Domeniul Timp
5 5
4
3
2 v
\
5 1 : .
£ X
g—l
a
-2
-3
-4
-5 -5
-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3
Real t

Figura 1.2: Reprezentarea fazoriala si in domeniul timp pentru elongatia x, viteza v si acceleratia a,
in cazul unei migcari armonice simple
1.1.2 Energia migcarii oscilatorii armonice

Energia totala a miscarii este suma energiilor cinetice si potentiale ale oscilatorului:

E:%m#@+@ﬁ) (1.26)

Energia potentiala, determinata de forta elastica, este:

z 1 1
Ey(t) = — / (~ka(t)de = Sha*(t) = Smuda?(t). (1.27)
0
Ca urmare:
1 1 1
E = imwgC2 sin®(wot — ) + 5mw802 cos®(wot — @) = §mw(2)02. (1.28)

Asa cum ne agteptam, energia totald a oscilatorului liniar este o constantd a migcarii.

1.1.3 Exemplu. Pendulul matematic

Sa determinam legea de migcare si frecventa de oscilatie a unui corp cu masa m suspendat
de un fir inextensibil de lungime L (pendul matematic) 1asat liber la momentul initial ¢ = 0,
din pozitia 6.

Fie 6 unghiul pe care il face firul cu axa verticald (vezi Fig.1.3). Coordonata care descrie
departarea fatd de pozitia de echilibru este lungimea arcului, s (s = L#). Forta care produce
migcarea este componenta tangentiald a greutdtii (componenta normald este compensata de
tensiunea din fir!). Ca urmare:

m(LB) = —mgsin6, (1.29)

sau, trecand totul in primul membru al ecuatiei si impartind prin mL:

é+%mw:0 (1.30)
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Figura 1.3: Un pendul matematic cu masa m si lungimea L.

Figura 1.4: Circuit LC serie.

In aproximatia micilor oscilatiilor ale pendulului, sinf = 6, asa incét:

. g
i+99=0. 1.31
+20=0 (1.31)

wo = \/% (1.32)

Alegand solutia de forma (1.10), constantele C' (amplitudinea miscarii) si ¢ (faza initiald) se
determina din conditiile initiale, #(0) = 6y; 6(0) = 0.
Ecuatia de migcare a pendulului are, in concluzie, expresia:

Prin identificarea termenilor gisim:

0(t) = 6y coswyt. (1.33)

1.1.4 Un exemplu din electricitate. Circuitul LC serie

S& analizam oscilatiile libere care apar intr-un circuit electric format dintr-o bobina de
inductantd L si un condensator de capacitate C, legate in serie (Fig.1.4).
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Sa consideram ca, printr-o metoda oarecare, condensatorul C' s-a incércat cu sarcina elec-
tricd qg. Aceasta Inseamnd ci o sarcind negativd —qg a fost deplasatd de pe o arméatura, pe
cealaltd. Cum ambele arméturi erau initial neutre, armatura de pe care s-a luat sarcina —qg
raméane incarcatd cu sarcina —+qg, iar armatura pe care am adus aceastd sarcina va deveni
incdrcata cu sarcina —qgg. Dupa inchiderea intrerupatorului K la momentul ¢y = 0, la un
moment ulterior, ¢, sarcina electricd ramasa incd nedeplasata este ¢(t):

: 2
at) = Cu(t) = L% — o L1

—=CL . (1.34)

In ecuatia anterioard am tinut cont ci tensiunea la bornele condensatorului este, in orice
moment dupa inchiderea intrerupatorului K, egala cu tensiunea la bornele inductantei L, care,
la randul ei este: uy, = —Ldi/dt. Ecuatia anterioard conduce, dupa rearanjarea termenilor, la
ecuatia diferentiald a sarcinii electrice transportate prin circuit:

it + %q(t) — 0, (1.35)

q(t) = qo cosw% t. (1.36)

1.1.5 Studiul miscarii oscilatorii in spatiul fazelor

avand solutia:

O alternativa interesantd de studiu a migcarii oscilatorii armonice o reprezintd recurgerea
la un sistem de coordonate bi-dimensional, denumit spatiul fazelor, in care coordonatele sunt
elongatia si viteza mobilului.

Ecuatia diferentiala (1.2) se poate scrie ca un sistem de doud ecuatii diferentiale de ordinul
intai:

= (1.37)

= —w%x.
Eliminénd variabila timp, prin artificiul matematic:

dy _dyidt i _ e

— 2 7 , 1.38
de dtdr =z Y ( )
se gaseste:
dy 2
= = 2z, 1.39
Y d wWo T ( )
de unde, dupa separarea variabilelor si integrare, rezulta:
1o, 1oo_
Yy~ + -wjx® = const. (1.40)

2 2

Locul geometric al punctelor (z,y) care indeplinesc conditia (1.40) este o familie de elipse
concentrice. Fiecare punct de pe elipsa specificd starea sistemului (adica pozitia gi viteza sa)
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Domeniul timp Spatiul fazelor

(x,v)

-4
10 -4 -2 0 2 4
t X

Figura 1.5: Reprezentarea in domeniul timp si in spatiul fazelor a elongatiei 2 (linie groasa) gi a vitezei
v (linie subtire) pentru oscilatorul liniar armonic, pentru doud conditiile initiale diferite: (z1,v1) si
(22, v2)

la un moment dat, iar fiecare elipsd corespunde unei anumite valori a constantei const. (care
este dictata de energia totald a oscilatorului).

In Fig.1.5 este ilustrata legitura dintre reprezentarea unei misciri oscilatorii armonice
in domeniul timp si in spatiul fazelor, pentru doua conditii initiale diferite. Fiecare curba
inchisa din spatiul fazelor corespunde unei migcari periodice, in sensul ca fiecare stare (z,v)
"calatoreste” pe traiectoria inchisd corespunzitoare si ajunge in aceeasi pozitie dupa fiecare
perioada.

1.2 Oscilatori cuplati

Sa analizam ce se intAmpla cu caracteristicile migcarii periodice a unui oscilator armonic,
dacé acesta se cupleazi cu un al doilea, care poate avea proprietéti identice sau diferite.
1.2.1 Oscilatori cuplati identici

Notam deplasarile fata de pozitia de echilibru cu 1, respectiv xo. Fortele elastice ce apar
in fiecare resort ca rezultat al deformarilor (Fig.1.6) sunt:

F1 = —kml; (1.41)
Fy, = —kao. (1.42)

Deoarece corpurile sunt legate intre ele printr-un resort, acesta va cupla migcirile. Deforma-
rea resortului din mijloc va fi 1 — x9, fapt ce va determina aparitia unei forte de revenire
suplimentare, la cele doua capete:

Fig = —Fy = k(z2 — x1). (1.43)
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k k k
7 10000000000] 7

: Ez le :
R 2%

Figura 1.6: Doua pendule elastice identice, cuplate prin intermediul unui resort elastic.

Aplicand principiul I al dinamicii pentru migcarea celor doud corpuri, vom obtine un sistem
de ecuatii diferentiale:

mzy = —kxy+ k(ze —x1); (1.44)
mTy = —kxo— k(ze2 —x1). (1.45)
sau:
Z +£(2x —z9) = 0 (1.46)
1+ (2 2) = 0 .

.. k
—(2x29 — = 0. 1.47
To —i—m( Ty — 1) (1.47)

Constatdm cé cele doud ecuatii diferentiale nu sunt independente, ci cuplate, in sensul ca
in ecuatia diferentiald a unui oscilator apare ca variabild elongatia celuilalt oscilator. Pentru a
o obtine ecuatiile de miscare pentru fiecare oscilator in parte, trebuie cautatd o procedura de
decuplare a ecuatiilor diferentiale (1.46), (1.47). Intrucat acest sistem de ecuatii este simetric,
adunénd si apoi scdzand cele doua ecuatii, putem obtine doua ecuatii diferentiale independente.
Noile coordonate sunt acum x1 + x2 si 1 — xo:

(il + .fQ) + %(I‘l + xg) = 0 (1.48)
(.ﬁ'l — fL"Q) + 3%(1‘1 — 5132) = 0. (1.49)

Solutiile celor doua ecuatii pot fi scrise sub forma:

r1+xz2 = Apcos(wt—dy); (1.50)
1 —xy = A_cos(vV3uwt—¢_), (1.51)
unde:
2
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k >k koo
m [Q000000000( 772 10000000

Figura 1.7: Tlustrarea modului normal "+" in care corpurile oscileaza in fazi, cu amplitudini egale;
resortul de cuplaj raméne in permanenta nedeformat.

Legile de migcare pentru fiecare corp se regésesc prin revenirea la coordonatele initiale. Se
aduna si se scad ecuatiile (1.50) si (1.51):

w(t) = % [A cos(wt — ¢4) + A_ cos(v/3wt — 6_)] (1.53)
xo(t) = % [A+ cos(wt — ¢y ) — A_ cos(V3wt — (25_)] . (1.54)

Constantele Ay, A_, ¢4, ¢_ se determina din cele patru conditii initiale referitoare la pozitiile
si vitezele celor doua corpuri.

Oscilatiile in care ambele corpurt vibreazd cu aceeasi frecventd si fazd initiald se numesc
modurile normale de oscilatie. Din ecuatiile (1.53), (1.54) se observa ci, daca Ay sau A_ sunt
zero, ambele corpuri vor oscila cu frecventa w, respectiv v/3w.

In modul normal reprezentat in Fig.1.7, pe care si-1 numim ”"+” sau simetric, corpurile
oscileaza in fazi, cu amplitudini egale, astfel cid resortul de cuplaj nu este nici un moment
deformat:

l’l(t) = l‘g(t). (1.55)

In cel de-al doilea mod normal, ilustrat in Fig.1.8, pe care sa-1 numim ”—" sau antisimetric,
oscilatorii sunt in antifazd, amplitudinile sunt egale ca marime, dar opuse ca semn, astfel ci
miscarea este simetricd, dar in sensuri contrare:

a:l(t) = —xg(t). (1.56)

In aceste conditii, resortul de cuplaj este deformat la maximum.

Daca interpretam pulsatia ca fiind forta de revenire ce actioneaza pe unitatea de masa si
de deplasare, atunci, forta de revenire ce actioneaza asupra fiecirui corp este de trei ori mai
mare in modul antisimetric decat in modul simetric. Acest lucru se produce din cauza valorii
mari a fortei de revenire ce apare in resortul de cuplaj, in conditiile in care el este deformat la
maxim (cu aceeagi amplitudine, la ambele capete).
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k k< k
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Figura 1.8: TIlustrarea modului normal "-" in care corpurile oscileazid in opozitie de fazi, astfel ca
resortul de cuplaj este deformat la valoarea maxima.

1.2.2 Determinarea matriceala a modurilor normale

In cazuri mai generale, atunci cand oscilatorii nu sunt identici sau cand existd un cuplaj
intre mai multi oscilatori, pentru decuplarea ecuatiilor si determinarea modurilor normale se
foloseste metoda matriceald.

Vom exemplifica aceastd metodd pentru cazul simplu a doi oscilatori, ale caror migcari
sunt descrise de ecuatiile scrise generic sub forma:

i = —anc—any; (1.57)

= —an® — axy, (1.58)

unde aq1, ai2, as1, ags sunt coeficienti constanti.
S& presupunem ca existd un mod de vibratie in care ambele corpuri oscileazd cu aceeasi
pulsatie (w) si faza initiala (), dar cu amplitudini diferite:

x = Ajcos(wt — @); (1.59)
= Bjcos(wt — ). (1.60)

Inlocuind aceste solutii in ecuatiile diferentiale ale miscarii celor doi oscilatori, rezulta:

(W? —an)r —ay = 0 (1.61)
—amz + (W —axn)y = 0. (1.62)

Raportul amplitudinilor de oscilatie ale celor doud corpuri intr-un mod dat, determina

configuratia modului:

2
a2 W' —ap

w? —a asi

(1.63)
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Sistemul format din ecuatiile (1.61) si (1.62) este compatibil daca are determinantul nul:

2

R ) (1.64)
—a w” — a2
Aceasta conditie conduce la ecuatia bipatrata:
w4 — (a11 + agg)w2 4+ ajoa01 = 0, (1.65)

care admite doud solutii pentru w?, caracteristice pentru cele doua moduri normale.

Configuratia (forma) modurilor se obtine inlocuind valorile w?, w3 in (1.63):

2 A
Y/ modl Wi —an az1 By modl

2 _ A
(f") - _wrmom (2) , (1.67)
Y/ mod2 wj —an ao1 B2 ) mod2

Solutiile generale pentru fiecare oscilator vor fi superpozitii ale contributiilor date de cele
doua moduri normale:

.CC(t) =  Tmodl (t) + xmod2(t) (1.68)
= Ajcos(wit — ¢1) + Agcos(wat — p2); (1.69)
Y(t) = Ymodi(t) + Ymodz(t) (1.70)
= Bjcos(wit — ¢1) + Bacos(wat — p2). (1.71)

Constantele Aj, Ao, B1, Ba, ¢1, p2 se determind din conditiile initiale (patru relatii) si din
cele doua relatii ce determina configuratia modurilor.

1.2.3 Oscilatori cuplati diferiti

S& analizdm ce se intampla dacd masele celor doud corpuri cuplate nu mai sunt identice.
Sa alegem, de exemplu, cazul mo = 2m;. Ecuatiile diferentiale ale migcarii, dupa simplificare
prin m, sunt:

k k

i’l = —Q—xl——xg; (1.72)
m m
k k

289 = —2—xp— —uxy. (1.73)
m m

Presupunem ca existd un mod de vibratie in care ambele corpuri oscileaza cu aceeasi
frecventa si constanta de fazd, dar cu amplitudini diferite. Urmarind procedura generald de
determinare sistematica a modurilor, se obtine un sistem cu solutii nebanale, doar pentru
determinantul nul:

—Ww _l’_ fzm _E
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Ca urmare, radicinile ecuatiei (numita si ecuatie seculard):

k k2
2w4—6w2+3<> =0 (1.75)
™m m
sunt:
kE3++3
2
= - : 1.
wl m 9 ) ( 76)
E3—+3
2
- . 1.
Wy m 9 ( 77)

Inlocuind valorile gasite pentru pulsatiile celor dous moduri, se gisesc configuratiile:

A V3+1
(B> modl B -1 (178)
A V3-1
(8 = 1 (1.19)
Decit:
T = —(\/§ + 1)By cos(wit — 1) + (\[3 — 1) By cos(wat — p2); (1.80)
To = By cos(wlt — 901) + By COS(Q)Qt — 902). (181)

1.3 Compunerea oscilatiilor paralele de frecvente diferite

Dupé cum s-a demonstrat anterior, miscarea fiecirui corp al sistemului din Fig.1.6 este
rezultatul suprapunerii a doué oscilatii paralele de frecvente diferite.

Sa consideram in cele ce urmeaza, pentru simplificarea calcululelor matematice, ca fazele
initiale sunt nule (¢, = ¢_ = 0) iar amplitudinile sunt egale (A, = A_ = A). In mod
evident, o astfel de alegere nu schimbé cu nimic generalitatea problemei, de vreme ce valorile
constantelor nu influenteaza evolutia in timp.

( 28 > - A( 1 )COSWltJrA( —11 >Cosw2t. (1.82)

Folosind relatiile trigonometrice:

coswit + coswal = 5 €08 5 cos 5 , (1.83)
1 — t t
coswit — coswal = 3 sin (@1 2w2) cos Gl +2w2) , (1.84)

gasim:

(200) = (il ) o w39
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Figura 1.9: Reprezentare grafici a ecuatiei de miscare a oscilatorului 1.

unde:

1
Amod 1(t) = §ACOS Wimodts (1.86)

1
Amod Q(t) = §A sin wmadt (1.87)

sunt amplitudinile, modulate cu frecventa:

w1 — Wy

. (1.88)

Wmod =

Asgadar, in urma compunerii a doué oscilatii paralele, se obtine o nou# oscilatie, cu frecventa
mult mai mare, wy,:
w1t wa

m = 1.
w 5 (1.89)

si cu amplitudinea lent variabild in timp, cu frecventa wy,oq/27.

Interpretarea fenomenologica a modulérii amplitudinii rezultd usor dacd analizdm modul
cum se modificd in timp energiile totale ale celor doi oscilatori.  Pentru calculul energiilor
totale pentru fiecare oscilator, (E;, i = 1,2), vom considera ca amplitudinile variaza lent in
timp, astfel incat sa putem folosi rezultatul gasit pentru energia totald a oscilatorului liniar
armonic:

1
E;, = §kmAmodi(t). (1.90)
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Figura 1.10: Reprezentare grafica a ecuatiei de miscare a oscilatorului 2.

Particularizand pentru situatia corpurilor care oscileaza rapid (k,, = mw2,) cu amplitudini

lent variabile in timp (A,04(t)) gasim:
Eyy 1 9 .o cos?wnt 1 1 — coswyt
( By ) - imwmA sin?wy,t ) §E 1—sinwyt /- (1.91)
S-au folosit aici relatiile cunoscute in trigonometrie:

2cos’0 = 1+ cos26; (1.92)
2sin’0 = 1 — cos26. (1.93)

Energia totala a sistemului de oscilatori:
L5 412
E=FE +E;= §mwmA = const. (1.94)

este o constantd a migcarii. Marimea wp = w1 — wo se numeste frecventa batdilor.

Analizand reprezentarea din Fig.1.11 se constata ci energia se transmite in timpul miscarii,
de la un oscilator la altul, cu o frecventa egalid cu dublul frecventei de modulatie a amplitudinii.
Energia medie a fiecarui oscilator este jumitate din energia totald inmagazinata in fiecare
oscilator.

Transmiterea periodica a energiei intre doi oscilatori cuplati si efectul rezultant de modulare
al amplitudinii de vibratie a fiecarui oscilator se numeste fenomen de batdi.
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T
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Figura 1.11: Reprezentarea in timp a energiei celor doi oscilatori.

1.4 Compunerea oscilatiilor paralele de aceeasi frecventa

S& analizdm acum care este migcarea finala a unui corp supus la doud oscilatii simultane
efectuate dupa aceeagi directie si avind aceeasi frecventa:

x1 = Ajcos(wt—1); (1.95)
xg = Agcos(wt — p2). (1.96)

Consideram ca amplitudinile gi fazele initiale sunt diferite.

Rezultatul compunerii celor doua oscilatii paralele se poate gasi cu ajutorul reprezentarii
fazoriale. Oscilatia finald este una armonicé, de aceeagi frecvents, amplitudinea gi faza initiala
fiind determinate din relatiile:

r = Agcos(wt— pR); (1.97)

Arp = \/A% + A% + 241 A5 COS((pl — (pg) ; (198)
Aq sin g + As sin o

= arct .
PR gA1 cos p1 + Az cos g

Generalizand pentru cazul suprapunerii a n oscilatii paralele de aceeasi frecventa se obtine:

Z A; cos(wt — ¢;) = Ar cos(wt — pR), (1.100)
i=1
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/OO

Ap=0 Ag=n/2

17

Ae=3n/2 A¢=n

Figura 1.12: Traiectoria punctului material ce executa simultan doua oscilatii perpendiculare, de
aceeasi frecventd, defazate cu un unghi Agp

unde:

n
Z A; sin ;
tger = ; (1.101)
Z A; cos p;
7
n
A% Z

+QZZAA cos(pi — ©j).

7>41=1

(1.102)
1.5 Compunerea oscilatiilor armonice perpendiculare

Sa analizdm ce se intAmpld dacd un punct material este supus actiunii a doud oscilatii
armonice ce actioneaza pe directii perpendiculare

X

Acos(wit — @1); (1.103)
B cos(wat — p2). (1.104)

S& consideram, pentru inceput, cd aceste oscilatii au aceeagi frecventa (w1 = wo = w) si ca
w1 = 0, p9 = Ap. Folosind relatiile trigonometrice:

cos(a £ b) = cosacosb Fsinasinb

(1.105)
si
sin?a + cos’a = 1, (1.106)
dupa eliminarea timpului, se gaseste:
2 2
22 + y— A% cos Ap = sin? Ag.

(1.107)

Ecuatia (1.107) reprezinta ecuatia traiectoriei oscilatorului bi-dimensional. Reprezentarea
graficd a acestei ecuatii este o elipsd cu axele de simetrie inclinate fatd de directiile oscilatiilor

In functie de valoarea defazajului Ay, se pot intalni urmétoarele situatii

e 1. Ay =0, sau m, elipsa degenereazi intr-o dreaptd
B
Yy =x—zx.

1 (1.108)
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Figura 1.13: Figura Lissajou, rezultatd din compunerea a doua oscilatii perpendiculare defazate cu
un unghi cuprins intre 0 gi 7/2.

e 2. Ap=m/2 sau 37 /2, traiectoria este o elipsd cu axele de simetrie pe directiile celor
doua oscilatii:
22 42
- +

Trp=L (1.109)

Daca in plus A = B, atunci elipsa devine un cerc. Aceste situatii sunt reprezentate in Fig.1.12.

In practicd, compunerea oscilatiilor perpendiculare se foloseste ca metoda de determinare

a defazajului. De mentionat c& discutia anterioari este valabila nu numai pentru compunerea

unor oscilatii mecanice, ci si a unora electrice. De exemplu, dacd vom aplica la intrarile X si
Y ale unui osciloscop catodic doua tensiuni alternative descrise de ecuatiile:

Uy = Uy sinwt; (1.110)

uy = Uy cos(wt £ ¢). (1.111)

din compunerea acestor doua oscilatii va rezulta o migcare care urmeaza o traiectorie eliptica

(Fig.1.13) vizibild pe ecran. Valoarea instantanee a oscilatiei reprezentate pe directie orizontala

devine zero atunci cand:
r=0=wt, =nw, n=0,1,2, ... (1.112)

Valorile instantanee, la momentele ¢,,, ale lui u, sunt:
uy = bsin(nm + ¢) = £bsinp. (1.113)
Pe ecran, coordonatele corespunzitoare sunt date de ecuatia:

y(x =0) = £d. (1.114)
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Ag=0 Ag=174 Ap=172 AQ=TT

Figura 1.14: Figuri Lissajou obtinute in cazul compunerii oscilatiilor perpendiculare avand pulsatii
wy §i wy in rapoarte de numere intregi. Pe coloane sunt reprezentate figuri Lissajou corespunzatoare
unor diferente de faza cuprinse intre 0 si 7.

Identificand (1.113) cu (1.114), rezulta:

d
w=-. (1.115)
b
Un rationament analog conduce la rezultatul:
c
= -, 1.116
p= (1.116)

daca se considera ca defazajul este inclus in oscilatia orizontala.

Daci si frecventele oscilatiilor care se compun sunt diferite, traiectoriile obtinuteS, au o
form& complicatd, in functie de raportul frecventelor si de diferenta de fazd. Daca raportul
frecventelor nu este un numaér rational, curba care descrie traiectoria acoperd treptat intreaga
arie (vezi Fig.1.14).

1.6 Oscilatii amortizate

In analiza efectuatd pani in prezent am neglijat orice fenomen de disipare a energiei. In
realitate, oscilatiile "se sting” dupa un oarecare timp, ca urmare a disiparii (transformarii in
caldura) energiei inmagazinate initial in oscilator.

S& analizam, in cele ce urmeazi, miscarea oscilatorie efectuatd in prezenta frecarii. S&

SDenumite figuri Lissajou.



20 Capitolul 1. Miscarea oscilatorie

Figura 1.15: Un pendul elastic in regim amortizat (se considera ci frecarea este de tip vascos)

consideram ca frecarea dintre oscilator gi mediul inconjurator este una de natura vascoasa, caz
in care forta de frecare este proportionald cu cu viteza.
Ecuatia principiului II al dinamicii, pentru sistemul reprezentat in Fig.1.15 este:

mi = Fy + F; (1.117)

mi = —rzr — kzx, (1.118)

unde r este coeficientul de rezistenta.
Dupa rearanjarea termenilor si impartirea prin m, se obtine:

i+20 % fwiz =0, (1.119)
unde s-au folosit notatiile:
r k
b= —, wi=— 1.12
om’ 0T (1.120)

¢ fiind denumit coeficientul de amortizare.

Ecuatia diferentiald (1.119) este de ordin doi, omogena si cu coeficienti constanti. Urméand
acelagi algoritm ca gi in cazul oscilatiilor liniar armonice (alegand solutii de tip exponential),
se obtine ecuatia caracteristica:

A2 £ 20\ +wi =0, (1.121)

Ao =—0+/62 — w3 (1.122)

Caracterul migcarii este determinat de relatia dintre efectele fortei de frecare si fortei
elastice, traduse aici prin relatia dintre 62 si wg:

cu solutiile:

1. Miscare sub-amortizata (6 < wp)

Aceasta apare in situatia in care efectul fortei de frecare nu este determinant. Amorti-
zarea este slaba, iar migcarea se numeste subamortizatd sau, simplu, miscare oscilatorie
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amortizatd. Cantitatea de sub radical este, in acest caz, negativa. Solutia ecuatiei dife-
rentiale a migcérii este de forma:

2(t) = e (A1 4 Bre /), (1.123)

iar pulsatia oscilatiilor amortizate, denumita si pseudo-pulsatie, este:

wi = y/wi — 2. (1.124)

Deoarece deplasarea particulei fatd de pozitia de echilibru este o marime reald, rezulta
ca A si B sunt constante complexe si legate intre ele prin relatia A7 = B;. Sub forma
reald, solutia oscilatorului amortizat este de forma:

z(t) = Cre % cos(wt — ¢1), (1.125)
unde:

A+ B; = Cjcosoq, (1.126)
Al—Bl = jClsin¢1.

Constantele A1 gi By, sau C] si 1 se determind din conditiile initiale.

Din ecuatia (1.125) se observa ca miscarea este, si in acest caz, periodica, dar cu o
pulsatie mai micd decat cea a oscilatiilor libere (care se produc in absenta frecarii). In
plus, amplitudinea scade exponential in timp, agsa cum rezulta din Fig.1.16.

Migcarea oscilatorie amortizata se “stinge” cu atat mai repede, cu cat factorul de amor-
tizare, §, este mai mare. Intr-adevir, intr-un interval de timp 7 = 1 /0, numit constanta
de timp a oscilatorului, amplitudinea oscilatiilor scade de e (= 2,71) ori. In intervalul
de timp 7' = 27 /w, amplitudinea (A(t) = C1e~%) scade de €T ori.

Se poate defini o noud marime, numitd decrement logaritmic al amortizdrii:

_a(t) — 5T — f (1.127)

D=1In
a(lt+T) T

Ca urmare, in intervalul de timp 7, oscilatorul va executa un numér de oscilatii, IV, cu
atdt mai mic, cu cat D este mai mare (0 si 7' sunt mai mari):

T 1 1
N = T=3T-D (1.128)
Pentru caracterizarea performantelor unui oscilator se foloseste cel mai adesea marimea:
w
2%
care se numeste factor de calitate. Evident, oscilatorul va fi cu atat mai ”bun”, adica va
avea () mare (oscileaza un timp mai indelungat), cu cat § este mai mic.

Q=nN = (1.129)

Dupa un interval de timp: ¢ = 57, amplitudinea oscilatiilor amortizate scade la 1%
din valoarea maxima. De aceea, acest interval de timp se numeste durata practicd a
procesului de ”stingere” a oscilatiilor. Pentru a avea si dupa acest interval de timp
oscilatii practic sesizabile, este necesar sa le intretinem cu o sursa exterioara.
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Figura 1.16: Dependenta de timp a elongatiei unei migcari oscilatorii amortizate.

2. Miscare supra-amortizata (6 > wp)

In aceasta situatie, cantitatea de sub radical este pozitiva si, ca urmare, radicalul este
un numar real. Migcarea nu mai este periodica, solutia fiind exponentiala:

2(t) = Ayt 4. B el6-wol (1.130)

O data cu trecerea timpului, corpul, scos din pozitia de echilibru la momentul ¢ = 0,
revine la pozitia neperturbata dupa un interval de timp considerabil. Regimul supra-
amortizat este ales, de exemplu, in functionarea autovehiculelor, sau maginilor unelte,
cand se doreste eliminarea oscilatiilor nedorite, ce ar putea aparea in decursul functio-
narii. In acest scop, acestea sunt prevazute cu amortizoare.

. Miscare cu amortizare criticd 6 = wy

In acest caz § = wy, astfel incat ecuatia de rezolvat este:
i+ 26 @ +0% = 0. (1.131)

Desi cele doud solutii particulare devin egale (intrucit A\; = Ay = —¢), teoria ecuatiilor
diferentiale arata ci existd si o a doua solutie, de forma te*. Ca urmare, solutia ecuatiei
diferentiale a migcarii este:

z(t) = e %Ay + Bit). (1.132)

Pentru aceleasi conditii initiale, in cazul amortizarii critice, corpul se va intoarce in
pozitia de echilibru in cel mai scurt timp. In functie de valorile constantelor A si B si de



1.7. Oscilatii fortate 23

Domeniul timp Spatiul fazelor
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Figura 1.17: Corespondenta domeniu timp - spatiul fazelor pentru un oscilator amortizat.

semnul acestora, corpul se apropie asimptotic de pozitia de echilibru sau o traverseazi o
singuri data inainte de a reveni la ea. Regimul amortizat critic este ales in functionarea
instrumentelor magnetoelectrice, intrucat in acest regim deviatia echipajului mobil are
loc foarte rapid si nu apar oscilatii mecanice ale acului indicator in jurul valorii indicate.

1.6.1 Studiul miscarii amortizate in spatiul fazelor

Deoarece starea finala a migcarii este in vecinatatea pozitiei de echilibru, iar amplitudinea
si viteza oscilatorului amortizat scad exponential in timp, traiectoria in spatiul fazelor va avea
forma unei spirale terminati in zona originii. Acest lucru este ilustrat si in Fig.1.17.

1.7 Oscilatii fortate

S& analizdm in continuare ce se intAmpla daca actiondm din exterior cu o forta care si com-
penseze pierderile prin frecare. Presupunem cé forta exterioara este periodica, cu amplitudinea
Fj si frecventa €2, de forma:

F = Fjcos Q. (1.133)

Putem sa reprezentam forta sub forma complexa:
F = Fyel @t (1.134)

si, in final, s& ludm in considerare doar valoarea reald a acesteia.
Ecuatia diferentiald a migcarii pentru sistemul din Fig.1.18 devine in acest caz:

i+ 200 + wiz = fe IO (1.135)

k j2
§= " wy=1y/—, f="-2. (1.136)
2m m m

unde:
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Figura 1.18: Un pendul elastic functionind in regim fortat

Ecuatia (1.135) este o ecuatie diferentiald liniara de ordinul doi, neomogena (din cauza
termenului independent de variabila z, din membrul doi). Solutia unei astfel de ecuatii este
de forma:

2(t) = Tomog(t) + Tpart(t), (1.137)

unde Zomoq este solutia ecuatiei omogene (aflatd dejal) iar zpq.¢ este o solutie particulara a
ecuatiei neomogene, de forma termenului liber:

Tpart(t) = CeI. (1.138)

C este, in general, o mirime complexa ce contine si informatiile legate de intarzierea in fazi.
Alegerea expresiel matematice de o asemenea forméi este justificatd de comportarea practici
a oscilatorului fortat care executa, in final, o migcare periodica cu pulsatia fortei exterioare.

Inlocuind solutia (1.138) in ecuatia (1.135), se obtine, dupa simplificarea factorului nenul
(exponentiala):

(02 - j200+w}) C = f. (1.139)

Amplitudinea complexa este:

C=—y S

DR (1.140)

Solutia generald a migcarii poate fi scrisa sub forma:

B y oy f )
x(t) = e O (Aedrt 4 BemIit) 4 we =) 7],25963915, (1.141)

in care constantele A si B se determiné din conditiile initiale.
Deoarece primul termen al ecuatiei (1.141) (solutia ecuatiei omogene) scade exponential in
timp, el va fi nenul doar un interval de timp limitat, denumit timp tranzitoriu. Dupa trecerea
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regimului tranzitoriu, migcarea intra intr-un regim permanent de oscilatie, iar legea de miscare
este datd doar de solutia particulard x(t) = zpar(t):

B / i
z(t) = ) _j%er L (1.142)

Inmultind (1.140) cu complexul conjugat al lui C, se obtin partea reald si cea complexi a
amplitudinii de oscilatie:

- wg — 02 2652 ~
C= y ' = Cel?®. 1.143
M@ o mop @ opr @ap) (143
Ca urmare, modulul amplitudinii complexe este:
C= / ) (1.144)
V(Wi —02)2 + (209)2
iar faza acesteia: 050)
Solutia migcarii este partea reald a expresiei complexe:
B f j(Qt—arctgwgi?ﬂ )
z(t) = \/(wg ) (259)26 0 (1.146)
adica: 050)
z(t) = / cos(Qt — arctg—5——5). (1.147)
V(W8 — 02)2 + (209)2 wy — €

1.7.1 Fenomenul de rezonanta

Dependenta amplitudinii de frecventa fortei exterioare este neliniard, prezentand un maxim
pentru Q = €. Acest maxim se gisegte din conditiile:

dc &2C
adica:
—g (@3 — 02)2 4 (2602,)2] 2 [2 (wF — w?) (—29,) + (262,)(26)] = 0. (1.149)

Asadar, rezonanta amplitudinii apare atunci cAnd pulsatia fortei exterioare are valoarea:

Q, = Jwd — 252 (1.150)

La rezonanta, amplitudinea oscilatiilor fortate este:

_ [
260,

Cmax (1.151)
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0.1 T

61>62>63
0.08 - q

Figura 1.19: Curbe de rezonantd pentru trei valori diferite ale coeficientului de amortizare (6; >
bg > 53)

Constatam ca, in conditii de amortizare slaba, pulsatia €2, tinde spre valoarea pulsatiei proprii
a oscilatorului, wy. Odata cu scidderea amortizarii, amplitudinea maxima de rezonanta creste
asimptotic spre infinit.

Fenomenul de crestere a amplitudinii oscilatiilor fortate la o valoare mazximd, atunci cind
pulsatia fortei exterioare are valoarea 2. se numeste rezonantd a amplitudinii.

In Fig.1.19 este ilustrat modul in care se modifici curba de rezonanti pentru trei valori
ale coeficientului de amortizare (01 > d2 > d3).
Marimea notata a = Cga:c se numeste amplitudine normatd. Pentru amortizari mici (0 <
wp) i pulsatii apropiate de pulsatia de rezonantd (2 = w, = wy), se giseste cid amplitudinea
normata are valoarea:

1
o= >
Vi+@ (3-2)
unde @ a fost definit de relatia (1.129).

De remarcat ci largimea curbei de rezonanti creste, prin cresterea lui 6. In plus, amplitu-
dinea la rezonanta scade, odatd cu cregterea coeficientului de amortizare, §, conform relatiei
(1.150). Acest lucru rezulta si din Fig.1.20, care reprezinta o imagine tridimensionala a depen-
dentei simultane a amplitudinii de rezonant de variabilele 2 si §, in domeniul de valori ale lui
Q) din apropierea rezonantei. Ar trebui, conform rezultatelor gisite mai sus, si putem observa
ca forma curbelor de egald amplitudine, in orice plan o = constant, este asimetrica. Acest

lucru este simplu de observat, mai ales in planul (2 — 4), acolo unde curbele echi-amplitudine
se proiecteazi in adevirata lor forma si marime”.

(1.152)

" Aceastd asimetrie trebuie observatd luand ca referintd dreapta Q = Q,.(= 10, in Fig. (1.20)) din planul
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Figura 1.20: O imagine tridimensionala a dependentei amplitudinii oscilatiilor fortate de €2 si §, in
vecindtatea rezonantei amplitudinii.

Sciaderea lui « la valoarea % are loc pentru pulsatiile Q; si Qo (vezi Fig. (1.19)) care

satisfac relatiile:

wo Ql 1 wo QQ 1
M wo Q Q2 wo Q ( )

Intervalul dintre frecventele corespunzitoare sciderii amplitudinii la 1/4/2 din valoarea
maxima® se numeste ldrgimea curbei de rezonantd (B). Deci:

B =Qy — Q4. (1'154)

Din relatiile (1.153), prin adunarea si scidderea lor, rezultd, in aproximatia considerata
(Q=Q, Zwp), o formula de calcul pentru factorul de calitate a oscilatorului fortat:

wo
=—. 1.155
Q=" (1.155)
Comparand cele doua expresii gisite pentru factorul de calitate se observi ca:
B =24, (1.156)

deci Ir argimea curbei de rezonanta este egala cu dublul constantei de amortizare.

orizontal (2 — §)
8Cu alte cuvinte, sciderea la jumitate a puterii.
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1.7.2 Amplitudini absorbtive si amplitudini elastice

O alta posibilitate de analiza a oscilatiilor fortate este exprimarea solutiei migcarii oscila-
torii sub forma reprezentatd de (1.6). Adica, in loc sd exprimam solutia migcarii in functie
de amplitudine si fazi, o exprimam in functie de doud amplitudini, A si B, care reprezinta in
mod corespunzator, componenta in fazi cu forta exterioara si cea defazata cu /2.

z(t) = AcosQt + B sin Q. (1.157)

Dupa efectuarea calculelor rezulta:

w2_Q2
A = 0 ; 1.1
N o2y 4 @say (1.158)
5 _ 4 260

(wg — 02)% + (26Q)2

e Dacd 0?2 << w}, adicd frecventa fortei exterioare este mult mai mica decat frecventa
proprie a oscilatorului, atunci primul termen este determinant in raspunsul sistemului
(al doilea este neglijabil!). In acest caz, corpul urméreste variatiile fortei exterioare, iar
inertia sa este insesizabild (nu influenteaza migcarea!).

e Daci, dimpotriva Q2 >> w? (forta exterioara variaza foarte rapid), atunci primul termen
(cel care domina si in acest caz) este negativ, ceea ce inseamné un defazaj de fazd 7 al
corpului fata de forta. Inertia domina clar raspunsul corpului, care nu mai poate urmari
variatiile rapide impuse din exterior.

e Dacd Q% = w2, raspunsul este determinat doar de termenul al doilea®.

Pentru situatii intermediare, trebuie luatd in considerare contributia ambilor termeni. In
Fig.1.21 este data o ilustrare grafica a celor discutate.

Marimea A se numegte amplitudine elasticd iar B - amplitudine absorbtivd. Semnificatia
fizicd a acestor termeni este mult mai bine evidentiatd dacd se calculeazd lucrul mecanic
efectuat in unitatea de timp (puterea) de cétre forta exterioara.

P(t) = F(t) - 2(t). (1.159)

Inlocuind derivata in raport cu timpul a marimii 2 din (1.157), dupa efectuarea inmultirilor
se gaseste:
P(t) = —FyQA cos Qt sin Ot + FyQB cos® Q. (1.160)

Mediind valoarea puterii pe un interval egal cu perioada fortei exterioare, obtinem:

_ o /e 1
P= 7/ P(t)dt = -~ FoQB, (1.161)
21 Jo 2

9 Aceste observatii se pot obtine in mod riguros prin analiza trecerii la limita.
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0.06 - B

0.04 - b

AB

-0.02 b

-0.04 L L L L L

Figura 1.21: Reprezentarea amplitudinii elastice (A) si absorbtive B.

deoarece:
1 to+T
—/ sin Qtcos Qtdt = 0, (1.162)
T Jt,
1 [otT 1
— Qtdt = . 1.163
T /s cos 5 ( )

Ca urmare, contributia la energia absorbita de sistem este determinatd doar de termenul
B (cel defazat cu w/2 fata de forta exterioard). Din acest motiv acest termen se numegte
amplitudine absorbtiva.

Termenul care il contine pe A se anuleazi in expresia energiei. Energia absorbitd de corp
intr-o semiperioadd este pierduta in cealaltd semiperioada, totul repetandu-se cu perioada for-
tei exterioare, astfel cd media este zero. Datoritd aseméanérii cu modul de distribuire a energiei
intre corpurile care participa la o ciocnire elastica apare si denumirea lui A ca amplitudine elas-
ticad.

1.7.3 Analogia electro-mecanica

S& gasim analogia dintre marimile mecanice si cele electrice, din analiza oscilatiilor electrice
ale unui circuit RLC serie (Fig.1.22). Conform legii a doua a lui Kirchhoff:

ur +ur +uc =V;. (1.164)
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| 1C Y

Figura 1.22: Circuit RLC serie.

Considerand ca:

Vi = Up sin wt, (1.165)
gasim:
Ldi + Ri + ! idt = Uy sinwt (1.166)
— — =Ups . .
7 ita / i o sinw
Prin derivare in raport cu timpul si rearanjarea termenilor se obtine:
d*i Rdi 1 wUy
—t =+ —i=— t. 1.167
az " Ta TIo' T L (1.167)

Identificarea cu ecuatia oscilatorului fortat (1.135) conduce la:

25—L,wO—LC,f— 7 (1.168)
Solutia ecuatiei diferentiale anterioare este:
i(t) = o cos(wt — ), (1.169)
V(XL — X¢)? + R?
cu notatiile:
X, = wl; (1.170)
1
Xoe = —; 1.171
C O’ ( )
o = tg——. 1.172
arctg - (1172)

Se poate face, deci, un paralelism intre méarimile corespunzitoare oscilatiilor de natura
electrica gi a celor de naturd mecanica:

Marimi mecanice Marimi electrice
elongatia x sarcina electrica ¢
viteza v intensitatea curentului ¢
forta F tensiunea electrica U

rezistenta mecanica v rezistenta electricd R
constanta elastica inversul capacitatii 1/C
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In teoria circuitelor de curent alternativ, se defineste impedanta prin formula:
Z=R+jX. (1.173)
Defazajul introdus de un element reactiv (bobind sau condensator) este:
¢ = arctan(X/R). (1.174)

Impedanta unui rezistor este chiar rezistenta ohmica a acestuia, R, cea a unui condensator
este reactanta sa capacitiva, 1/jwC, iar a unei inductante - reactanta inductiva, jwL.
Factorul de calitate al unui circuit electric LR serie este:

Q =wL/R. (1.175)

In cazul unor grupiri de elemente, caracteristicile electrice sunt date in tabelul de mai jos:

conexiune serie U = [ Z | conexiune paralel U = IZ
Zrot =2 Zi Ztlot => %Z
() (%)
Liot = ELZ Ltlot = Z %1
. (%) . ©)
==& Crot = > C;
(? (})
Q=% Q=%
— ; _ _ R
Z = R(1+jQ9) Z = 15106

unde:

Wy =

Zy = \@; (1.176)
1
iz (1.177)

iar valoarea sa medie:

(P), = Ue It cos(Ap) (1.179)
= UIcos(¢py — i) (1.180)
= 1I’Re(2) (1.181)
= L1U%Re(1/2) (1.182)

Mirimea cos(A¢) reprezinti factorul de putere.
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1.8 Oscilatii fortate - cazul in care forta exterioara este anar-
monica

S& analizdm in continuare ce se intampla dacd forta exterioard nu este sinusoidald, ci
variaza in timp dupa o lege oarecare, F' = F(t).

Fara a intra aici in detalii, se demonstreazi ci orice functie periodica poate fi scrisa ca o
sumi infinita de oscilatii armonice sinusoidale!?, fiecare cu frecvente egale cu multipli intregi
al unei frecvente minime, denumité frecventa fundamentald, conform relatiei:

oo [e.e]
f(t) =ap+ Z ap, cos nwt + Z by, sin nwt. (1.183)
n=1 n=1

Componentele armonice care apar in sumele din (1.183) se numesc armonici.
Coeficientii a,, b, se determind prin integrarea pe durata unei perioade a expresiei ce
rezulta din inmultirea lui (1.183) cu cos nwt, respectiv sin nwt, adica:

ay = ;[)T ft)de, (1.184)

an = ;[)T f(t) cos nwtdt; (1.185)
1 (T

b, = T[) f(t) sin nwtdt. (1.186)

Ca urmare, un semnal periodic poate fi exprimat ca o combinatie liniard de armonici, ale
caror frecvente sunt multipli intregi ai fundamentalei, adica printr-o serie Fourier. Reprezen-
tarea in domeniul frecventd a acestei suprapuneri de componente periodice se numeste spectrul
de amplitudine al semnalului. Determinarea intensitatii relative a componentelor de diferite
frecvente poartd denumirea de analizd spectrald. In mod evident, se poate folosi si scrierea
complexa:

ft) = icnej”“’t; (1.187)
n=1
en = % / f(t)e Imtat. (1.188)

Daca functia f nu este periodicd, dezvoltarea Fourier se construieste ca o extensie a seriei
Fourier, pentru cazul in care perioada de baza a functiei (7') devine infinit de mare. Spectrul
discret al frecventelor componentelor devine un spectru continuu de densitéti spectrale.

f(t) = /a(w) cosnwtdw+/b(w) sin nwtdw, (1.189)
0 0

10 Acest mod de reprezentare este datorat lui Joseph Fourier, matematician francez (1768-1830).



1.8. Oscilatii fortate - cazul in care forta exterioara este anarmonica 33

in care coeficientii sunt dati de:

o0

alw) = i/f(t)coswtdt; (1.190)
bw) = % / F(t) sinwtdt.

sau, sub forma complexa:
£t = / c(w) et du; (1.191)
c(w) = % / f(t)e “tat. (1.192)

Astfel, ¢, trece in c¢(w)dw, unde dw este un interval infinitezimal de frecvente, iar c(w) este
amplitudinea dependenta de frecventa, numita si transformata Fourier.

Procesul invers, de suprapunere de functii armonice cu frecvente multipli intregi ai unei
frecvente fundamentale se numeste sintezd Fourier. Acest tip de sintezi joacd un rol important
in electronica. Sintetizatorii electronici produc o serie de armonici, care se sumeaza, reconsti-
tuind continutul de armonici specific diferitelor instrumente muzicale reale pe care incearca sa
le simuleze.

In general, transformata Fourier este o functie cu valori complexe. Deoarece in practica
experimentald sau in analiza numerica se preferd lucrul cu functii reale, se defineste spectrul
de puteri al functiei ca fiind patratul modulului transformatei Fourier.

Legea de migcare a unui oscilator actionat de o forta exterioard anarmonici poate fi gasita
intr-un mod similar cu situatia examinatd anterior, prin aplicarea principiului superpozitiei.
Aceasta inseamna s& analizdm raspunsul oscilatorului la un numar de forte exterioare armonice
independente:

F(t) = Z C, cos(nwt + py,); (1.193)
n=1
C? = a2 +b?; (1.194)
bn
tgon = - (1.195)

Ecuatia de migcare este de forma:

x(t) = i D, cos(nwt + o), (1.196)
cu : "
D, = Cn ; (1.197)
\/(wg — n2w?)? + (26nw)?
tg(om — ¢n) 20 (1.198)

nw? — w§
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Ori de cate ori frecventele nw sunt in apropierea frecventei oscilatiilor libere sau chiar coincid
cu wy, se produce rezonanta.

1.8.1 Exemplu. Semnal triunghiular

S& descompunem in serie Fourier un semnal periodic triunghiular, de forma:

h h
fO)==t—=,0<t<T, h>0. (1.199)
T 2
Calculam coeficientii Fourier:
hofoto1
0
oh [t 1
anp = ?/ (T - 5) cos nwtdt = 0; (1.201)
0
oh [t 1 h
- o i R — (1)l
b, = T O/(T 2) sin nwtdt = (—1) — (1.202)

Ca urmare, dezvoltarea Fourier a unei functii ”dinte de ferastrau” este:

h h h
f(t) = —sinwt — —sin2wt + ——sin3wt — .. .. (1.203)
U 2m 3

In Fig.1.23 sunt reprezentate sumele a 4, 10 i 1000 de componente armonice pentru h = 1
si T = 5. Dupa cum se observa, functia f(¢) este cu atat mai fidel reconstituita, cu cat se ia
in considerare un numar mai mare de termeni in dezvoltarea Fourier.

1.9 Oscilatii neliniare (anarmonice)

Oscilatiile unui sistem neliniar, pentru care forta de revenire nu mai este direct proportio-
nala cu deplasarea, se numesc oscilatii neliniare (anarmonice).

S& analizdm ce se intdmpld dacd ludm in calcul termeni de ordin superior in expresia fortei
elastice. Consideram ca expresia fortei este de forma:

F, = —(1+ az®) k. (1.204)

Ne vom restrange analiza doar la cazul micilor neliniaritati (az? << 1), cand avem de

rezolvat ecuatia:
i = —wix — Ba’, (1.205)

unde: By
a

k=mw?, B=—. 1.206

mwy, ﬁ m ( )
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Figura 1.23: Suma a 4,10 gi 1000 componente armonice pentru h =1 si T = 5.
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Deoarece miscarea este periodicid si limitatd, cautdm solutia in termenii unei dezvoltari
Fourier. Datoritd simetriei fatd de origine a modulului fortei, functia este impara, ceea ce
inseamnd cd media ei pe intervalul ales este nuld. Deci ag = 0. Aceeasi observatie face ca,
pentru functii impare, toti coeficientii b, din dezvoltarea Fourier sa fie nuli.

Astfel:

o0
z(t) = Z ap, cos nwt = a1 coswt + ag cos 2wt + as cos 3wt + ..., (1.207)
n=1
unde w este noua pulsatie.
Deoarece pentru § = 0, solutia este cunoscuta:

T = ajcoswt, (1.208)

inseamna ca toti ceilalti coeficienti a,, vor depinde de valoarea lui 3, astfel incat a,, — 0 atunci
cand 8 — 0. Valoarea lor este, in consecinta, mai mica decat valoarea lui aj.

Vom gasi, in primé aproximatie, modul in care se modifica legea de miscare a oscilatorului
in prezenta micilor neliniaritdti, prin identificarea expresiilor obtinute pentru fiecare membru
al ecuatiei scrise sub forma:

&+ wir = B (1.209)

Pentru membrul intéi al ecuatiei (1.209), introducerea solutiei (1.207) conduce la:

Ftwir = —wlacoswt — 4w?ag cos 2wt — Ywiagz coswt — . .. (1.210)
+wiay cos wt + wias cos 2wt + wiaz cos 3wt + ... (1.211)
= (w% - w2) ay coswt + (w% - 4w2) ay cos 2wt (1.212)

+ (w% — 9w2) aj cos dwt.

Pentru membrul al doilea al ecuatiei (1.209), introducerea solutiei (1.207) conduce, considerand
in prima aproximatie doar primul termen al dezvoltarii, la:

3 1
—B23 ~ —Ba3 cos® wt = —= a3 coswt — = Ba? cos 3wt, 1.213
1 V! 17
unde s-a folosit relatia cunoscutd in trigonometrie:

cos 3wt = 4 cos® wt — 3 coswt. (1.214)

Identificand termenii corespunzitori lui coswt, cos2wt, cos 3wt, se gasesc relatiile:

3
(wg - wz) ap = fzﬁa:{’; (1.215)
as = 0
1
(wg - 9w2) as = —Zﬁai{’.

Acestea permit aflarea frecventei cu care va oscila corpul gi a legii de migcare, in conditiile
unei forte de revenire slab neliniare.
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Sa presupunem acum ca noua frecventd de oscilatie nu diferd mult fata de frecventa osci-
latiilor libere armonice, astfel incat s putem scrie:

w=uwp— Aw, (1.216)

unde Aw este mult mai mic decat wg. Inlocuind mai departe:

wo — w = Aw; (1.217)
wo + w = 2w, (1.218)
gasim deplasarea de frecventa:
33a3
Aw=———. 1.219
Y= T (1.219)

Relatia (1.219) indicd dependenta de amplitudine a frecventei de oscilatie. De asemenea,
ea indica o cregtere sau o sciadere in functie de semnul lui 3 (in cazul considerat de noi 8 > 0
deci frecventa va creste!).
Aproximéand:
Wi — Iw? ~ 8w, (1.220)

gasim valoarea amplitudinii ag, de forma:

Bai

T 32w

as (1.221)

Ca urmare, in aproximatia consideratd, legea de miscare a oscilatorului anarmonic sub actiunea
unei forte de revenire slab neliniare, este:

3Ba} Ba} 38a3
x(t) = aq cos (wo + Son ) t+ 32“8 cos3 | wg + Son t. (1.222)

Constanta a; se determina din conditiile initiale.
In Fig.1.24 este o ilustrare a rezultatului compunerii (linie punctatd), dintre prima armonica
(linie groasa) si armonica a treia (linie subtire), pentru cazul unui oscilator anarmonic.

1.9.1 Oscilatorul van der Pol

Pentru cele mai multe sisteme neliniare nu este posibila gasirea unei solutii analitice, de
aceea ecuatiile se rezolva numeric. Unul dintre cele mai simple sisteme dinamice care ajung la
un comportament haotic este oscilatorul van der Pol!!, descris de ecuatjia:

i+e(@®—1) 4z =0, (1.223)

in care € este o constanta pozitivd care masoara gradul de neliniaritate al sistemului.

HEcuatia (1.223) a fost gasitd in 1926 de citre van der Pol in legdtura cu oscilatiile neliniare ale curentului
dintr-un circuit electric contindnd o trioda.
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Figura 1.24: Ilustrarea rezultatului compunerii (linie punctati) dintre armonica 1 (linie groasi) si
armonica 3 (linie subtire) pentru un oscilator anarmonic.

Deoarece oscilatiile sunt neliniare si solutiile analitice sunt aproape imposil de gasit, cea
mai ugoard analizd este cea din spatiul fazelor. Acesta este descris de sistemul de ecuatii:

= y; (1.224)
y = —x—e(2®—1y. (1.225)

Figura (1.25) ilustreaza cazurile € = 0, 1; 1; 10.

Pentru € = 0,1 sistemul prezintd o amplificare a oscilatiilor panid la o valoare la care
acestea se produc periodic si cu amplitudine constanta. Sistemul tinde spre o stare periodica,
reprezentatd in spatiul fazelor de o curba inchisd (ciclu limita). Aceastd comportare finald
apare indiferent de conditiile initiale.

Pentru valori mai mari ale neliniaritatii, de exemplu cazul € = 1 ilustrat in Fig.1.25 tra-
sat pentru aceleasi conditii initiale, caracteristicile periodice ale miscéarii se mentin desi forma
ciclului limita se modificd. Deformarea ciclului limita indicid o indepartare de forma corespun-
zatoare oscilatiilor armonice simple si conduce la aparitia de noi armonici.

Pentru valoarea ¢ = 10 (Fig.1.25), forma oscilatiilor este vizibil modificata, acestea avand
variatii brugte (salturi) la fiecare semiperioada. Astfel de oscilatii se numesc oscilafii de rela-
xare.

1.9.2 Oscilatii neliniare fortate

S& aplicdm, in cele ce urmeaza, o forta sinusoidald unui oscilator slab neliniar:

&+ wir = —pBa + fcos Qt. (1.226)
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Domeniul timp Spatiul fazelor
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Figura 1.25: Comportarea in domeniul timp si in spatiul fazelor a unui oscilator van der Pol cu:
e =0,1;1;10 si conditii initiale (0, —0.2).
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Urmarind acelagi formalism de rezolvare ca in paragraful anterior, se aleg drept solutii

termenii unei dezvoltiri Fourier!2.

x(t) = Z ay, cos nft. (1.227)
n=1

Dup4a inlocuire gi calcul, prin identificarea coeficientilor lui cosQt, cos2Qt, cos3Qt, se
ajunge la:

3
(wf - ) = —Zﬁa%; (1.228)
as = 0
1
(w3—992>a3 = —Zﬂa:{’.

In cazul in care amplitudinea armonicii a treia este foarte mica (wg >> (22), solutia migcarii
se poate aproxima prin:
x(t) = aj cos Q. (1.229)

Pe masura ce frecventa fortel exterioare se apropie de frecventa oscilatiilor libere, nu se
mai produce o crestere infinitd a amplitudinii deoarece a1 este solutia unei ecuatii de grad trei:

—a3 +oa; +p =0, (1.230)
unde:
4 <w(2) — Qz)
= 1.231
. T (1.231)
4F
= (1.232)
30

Solutiile ecuatiei de gradul 3 sunt clasificate de conditia:
40 4 271% = 0. (1.233)

Curbele reprezentate in Fig.1.26 separa doua regiuni de coexistenta in spatiul parametrilor,
a unor solutii triple (intre cele doud curbe) si unice (in afara lor). Punctele de pe curbe
corespund existentei a trei solutii reale dintre care doua sunt confundate.

Pentru o mai buna intelegere a comportarii unei astfel de ecuatii, sa consideram un exemplu
numeric. In Fig.1.26 si Fig.1.27 sunt date reprezentiri ale solutiilor lui a; in functie de g,
pentru ¢ = 1, si in mod corespunzator, in functie de o, pentru g = 0.05.

Forma de S a curbei din Fig.1.27 stanga, indicd coexistenta unor solutii triple in intervalul
de valori —0,5 < p < 0,5. Regiunile de bistabilitate'® de pe cele doud ramuri stabile se
termind in punctele limitd p; si po. Aceste puncte se numesc puncte de bifurcatie. Orice

2Termeni cu frecvente multipli intreg ai frecventei fortei exterioare
130rice schimbare calitativd a comportérii unui sistem care conduce la aparitia mai multor solutii simultane
poartd denumirea de bifurcatie.
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Figura 1.26: Regiuni de coexistentd in spatiul parametrilor (o, u) ale solutiilor ecuatiei de grad 3.

Figura 1.27: Reprezentarea solutiilor a; in functie de p pentru ¢ = 1 si in functie de o pentru un
w=0.05.
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Figura 1.28: Dependenta amplitudinii a; de 2 pentru cazul unui oscilator neliniar fortat. Se observa
deformarea curbei de rezonanta si aparitia solutiilor multiple

modificare a lui p (peste g sau sub ) este urmatd de variatii bruste ale functiei, fapt care
va conduce la o comportare de tip ciclu de histerezis.

In partea dreaptd a Fig.1.27 se observi distrugerea comportarii anterioare (numita i bi-
furcatie de tip furca). In acest caz, se disting doud curbe disjuncte:

e curba (1) definitd pentru toate valorile lui o < o;
e curba (2) definita pentru o > o..

Pentru o < o, sistemul admite doar o singura solutie, in timp ce pentru o > o, acelagi
sistem admite un comportament bistabil.

Revenind la situatia concreta a oscilatorului anarmonic considerat, obtinem reprezentarea
din Fig.1.28.

1.9.3 Analiza in spatiul fazelor a miscarii oscilatorului neliniar fortat

Sa analizdm in cele ce urmeaza migcarea unui oscilator neliniar in regim fortat, in prezenta
unui termen disipativ (de frecare), descris de cea mai simpla ecuatie posibila:

i+ 28 © +a* = F cos Q. (1.234)

Pentru acelasi set de parametri, un astfel de oscilator neliniar poate oscila in moduri
diferite in functie de conditiile initiale. Aceastd ”sensibilitate” la conditiile initiale este una
dintre conditiile ca un oscilator sa conduca la un comportament haotic.
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Domeniul timp Spatiul fazelor

Figura 1.29: Reprezentarea in domeniul timp si in spatiul fazelor a unei solutii numerice a oscila-
torului van der Pol fortat pentru dou# conditii initiale putin diferite: (2;3) - linia continud si (2;3,1)
pentru linia punctata.

In Fig.1.29 este reprezentati o solutie numerici, pentru dou conditii initiale putin diferite:
(2;3) - linia continua si (2;3, 1), pentru linia punctata. Se observa ca, pana la t = 20 sistemul
oscileaza in aceeagi manierd, dupa care forma oscilatiilor se schimbi foarte mult.

Analiza in spatiul fazelor presupune rezolvarea numerica a sistemului de ecuatii:

= (1.235)
y = —20y—a®+ FcosQt;
= 1.

Dupéa cum se observa din reprezentarea in spatiul fazelor, starea finala a sistemului nu mai
poate fi specificaté.

1.10 Probleme

1. Ecuatia de miscare a unui corp este:

z = 2,3sin(1, 00t — %), (1.236)

unde x este masurat in cm iar pulsatia in rad/s.

(a) Determinati amplitudinea si perioada oscilatiilor;
(b) Aflati viteza si acceleratia;
(c) Reprezentati grafic x(t), v(t);

)

(d) Desenati hodograful vitezei (v = v(x)).
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o ¢

Figura 1.30: Pentru problema 2.

2. In Fig.1.30 este reprezentat un fir de torsiune de lungime L, de care este prinsi o bara
de lungime d, la capetele careia sunt sudate de corpuri de masd m si raza r. Cunoscand
constanta de torsiune a firului, k£, determinati perioada micilor oscilatii. Oscilatiile de
torsiune sunt cele care apar atunci cand firul elastic este rasucit si apoi lasat liber (M =
—k0, k reprezinta constanta de torsiune).

3. Fara a efectua calcule matematice, gasiti frecventele modurilor normale de oscilatie si
configuratia lor pentru un sistem format din doud pendule matematice de mase egale
mq = me, cuplate orizontal printr-un resort cu constanta elastica k.

Raspuns: wa1 = g/l, (1,1) modul 1 si was = g/l + 2k/m, (—1.1) modul 2.

4. Gasiti frecventele modurilor normale de oscilatie, configuratia si legile de migcare pentru
un sistem format din trei corpuri identice de masa m, cuplate prin trei resorturi identice
de constanta elastica k, ca in Fig.1.31:

k k k k
mmmmmwmm

Figura 1.31: Pentru problema 4.

5. Care sunt frecventele modurilor normale de oscilatie si configuratia pentru un pendul
dublu format din corpurile de masd m; si me, aga cum este reprezentat in Fig.1.327

6. Gasiti amplitudinea rezultantd, in cazul suprapunerii oscilatiilor paralele:
T
(a) 1 = 3cos(wt+ Z);

xe = 4sin(wt+g)
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Figura 1.32: Pentru problema 5.

(b) x1 = 3cos(wt);
rg = bHcos(wt+ %),
rs = 6sin(wt).

7. Care este traiectoria unei particule care se migca sub actiunea a doud oscilatii simultane:

(a) 11 = 2sin2t;
To = 2sindt.
(b) z1 = 3sindt;
To = 3cos8t.

8. Rezultanta suprapunerii a doua oscilatii paralele este:
x = Acos 2t cos 50t, (1.237)

unde ¢ este exprimat in secunde. Determinati pulsatiile oscilatiilor componente si frec-
venta batailor oscilatiei rezultante.

9. Cat este decrementul logaritmic al unui pendul matematic de lungime [ stiind c& timpul
de relaxare al oscilatiilor este 77

< D=2 f1___ 1
Raspuns: D = < \/;\/W

10. Un corp este agatat de un resort elastic. El este tras pe o distantd A fatd de pozitia
de echilibru si apoi este ldsat liber. Stiind c& migcarea corpului este amortizata, cu
factorul de amortizare J, sd se giseasca: (a) momentul de timp la care amplitudinea se
injumatateste; (b) fractiunea din energia initiala pierduta pana la acest moment.

Raspuns: (a) t =In2/6;(b) 3/4.
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11. Aflati frecventa de rezonanta a unui oscilator, stiind c& amplitudinea oscilatiilor acestuia
este aceeasi pentru frecventele €1 si 2o ale fortei exterioare.

Raspuns: Q, = 1/5(Q3 + Q3)

12. Folosind analogia dintre marimile electrice si cele mecanice, gasiti impedanta unui circuit
RLC paralel si studiati conditiile de aparitie a rezonantei.

13. Dezvoltati in serie Fourier un semnalul dreptunghiular simetric.
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Propagarea perturbatiilor mecanice in medii
elastice. Unde elastice

2.1 Ecuatia diferentiala a propagarii unei perturbatii longitu-
dinale printr-un mediu elastic solid

Sa consideram o bard de sectiune transversald S, confectionatd dintr-un material cu pro-
prietati elastice, agezatd paralel cu axa Oy a unui sistem de coordonate cartezian . S& pre-

1 1 1 +d"
&) _g”(y )
B B C ;c'
S| For—» —F,(11)
Al pl
A LD
i i v
0 . .
y ytdy

Figura 2.1: Modificarea volumului ABCD al barei elastice in A’B’C’D’, ca urmare a unei perturbatii
longitudinale.

supunem cd, la momentul ¢y = 0 (Fig. 2.1), bara este lovita cu un ciocan care se deplaseaza
de-a lungul directiei Oy, in aga fel incadt in regiunea din zona capdtului din stanga al sdu
apare o stare de compresiune. La scard microscopica, in urma ciocnirii, in zona din imediata
vecindtate a capatului barei, distanta dintre particulele mediului este mai mica decat in starea
neperturbata. Prin intermediul fortelor de interactiune dintre particulele mediului, aceastia
stare se propagd din aproape in aproape in sensul pozitiv al axei Oy, astfel incat, la un mo-
ment ¢, zona perturbat# ajunge in pozitia figurata prin zona A’B'C’D’. In starea neperturbati
aceasta zond ocupase volumul elementar delimitat de ABCD, adicd dV = Sdy. Asa cum este

47



4€apitolul 2. Propagarea perturbatiilor mecanice in medii elastice. Unde elastice

reprezentat in Fig. 2.1, elementul de volum ABCD apare acum comprimat, deoarece asupra
fetelor sale laterale perpendiculare pe axa Oy actioneaza fortele F, (y), respectiv Fy (y + dy).

Comprimarea absolutd a dimensiunii paralele cu axa Oy a elementului de volum considerat
este:

0§ =&y +dy) — &(y), (2.1)
iar comprimarea relativa:

_d(08) &y +dy) —E(y)
€= &y a . (2.2)

Dezvoltand in serie Taylor elongatia &(y + dy) si, propunandu-ne si consideram doar un model
simplificat, valabil doar in cazul perturbatiilor mici, vom retine din dezvoltarea sus-mentionati
doar primii doi termeni din dezvoltare:

23

E(y +dy) ~ &(y) + @dy- (2.3)

Tinand cont de ecuatiile (2.2) si (2.3) vom putea scrie:

29
~ 2.4
e 24)
Pe de alta parte, conform principiului II al dinamicii, aplicat migcarii elementului de masa
vom avea:
(r O _ g

dm-ay =0F)" = dey@ =JF, (2.5)

in care ay = g—Zé, iar
OF() = 8Fy(y + dy) — 6F,(y). (2.6)

Recurgand si in cazul fortei dF(y + dy) la dezvoltarea in serie Taylor, vom putea scrie conti-
nuand ecuatia (2.6):

, d
SR = |Fy(y) + 5 (6F,)dy| = 0F, (v), (2.7)
adica:
SF() ~ g(dF )dy. (2.8)
Yy dy Y

Expresia lui 0F, din ecuatia anterioara poate fi dedusa din aplicarea legii lui Hooke pentru
elementul de volum dV:

o = Fk, (2.9)
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Tinand cont si de ecuatia (2.4), dupa ce explicitdm pe o si €, vom gasi:

OF, o€ 13
—= =F_=2=§F,=FES—=.
S T Vay T TRy
Inlocuind acest ultim rezultat in ecuatia (2.8), obtinem:
0 133 0%¢
oF,~ — | ES—= | =ES—dy. 2.10
Yoy ( 81/) o (210)
Din ecuatiile (2.10) si (2.5) rezultd ca:
9’ p 0%

In ecuatia (2.11) raportul E/p are semnificatia dimensionala a patratului unei viteze v;.
Aceasta este viteza de propagare a stirii de perturbatie longitudinald de-a lungul lui Oy:

v = \/f. (2.12)

2.2 Ecuatia diferentiala a propagarii unei perturbatii transver-
sale printr-un mediu elastic solid
S& consideram, in continuare, doud puncte, P si @) aflate in planele AB gi C'D din acelasi

sistem studiat, reprezentat in Fig. 2.1. Coordonatele celor doua puncte sunt si aici y si y + dy.
S& examinam ce se intAmpla dacd bara este lovitd din lateral (perpendicular pe axa Oy) in

P' R
A
00! |
; Ve )
ip i
y (3+dy 4

Figura 2.2: Modificarea pozitiei punctelor P i Q in P’ gi Q’, ca urmare a prezentei unei perturbatii
transversale.

zona capatului sau din stanga. Noténd, din nou, elongatia unui punct, la un moment dat, ¢,
cu &, situatia celor doua puncte la acel moment dat va arata ca in Fig. 2.2.
Pentru perturbatii mici unghiul de alunecare « al planului AB ce il contine pe P fata de
planul CD care il contine pe @) este dat de relatia:
QR _ &y+dyt)—&y,t) _ 0¢
/

tga~ a =
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’
Fy‘”ﬁp’%%z |
P---- Q

Figura 2.3: Ilustrarea fortelor implicate in deplasarea elementului de masa

Fortele implicate in deplasarea unui element de masa dm, sunt, in acest caz, forte de forfecare,

ele fiind perpendiculare pe directia de propagare a perturbatiei. Aga cum rezulta gi din Fig. 2.3,
portiunea din stanga mediului actioneaza cu o forta F,(y,t) spre in sus, in timp ce portiunea
din dreapta planului C'D actioneazi asupra lui dm cu o fortd F,(y + dy,t) indreptatd in jos.
Scriind, pentru masa dm, reprezentata hagurat in Fig. 2.3 legea a 2-a a dinamicii vom avea o
relatie de tip (2.5):

9%¢

Py s =

SFM), (2.14)

unde 6 F’ y) este dat de o relatie de tip (2.8). §F, se determina din legea lui Hooke, corespun-
zatoare deformatiei de forfecare:

OF,
S

= Ga, (2.15)

in care raportul 5% = 7 reprezinta efortul unitar de forfecare al materialului, iar G — modulul
de forfecare.
Asadar:

0% 0 0 23

Simplificand prin Sdy si re-aranjand termenii din ecuatia precedenta, vom obtine:

325 p o2

adicd o relatie de tip (2.11), in care viteza de propagare a perturbatiei transversale este acum:

vy = \/f, (2.17)

2.3 Ecuatia diferentiala a propagarii unei perturbatii longitu-
dinale intr-un mediu elastic fluid

Sa consideram in volumul unui fluid un cilindru de sectiune S, orientat de-a lungul axei Oy
(Fig. 2.4). S& delimitam in fluid un element de masa continut in volumul elementar ABC'D. In
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y+ %dy
e P, 9y
B C Bv Cl

é(y+dy)$ %

a(y)/ /
'
A/ 7o W D
ytdy v yrdy+E(ytdy)
v TAED) >

Figura 2.4: Modificarea pozitiei si dimensiunii elementului de volum ABCD ca urmare a unei per-
turbatii longitudinale

starea initiald neperturbata, densitatea fluidului din interiorul lui dV este po. In dreapta figurii
este reprezentatd pozitia elementul de masa, ocupati, ca urmare a perturbatiei (A’B'C'D’).
Densitatea in starea perturbata A’B’C’D’ este notatd cu p. Diferenta de densitate intre cele
doua stari se poate scrie, plecand de la legea conservirii masei. Pe de alta parte:

dm = pSdy,
=Pty (2.18)
dm = pS (dy +3 dy)
Asadar, intre p si pg existd relatia:
o€ Po 23
p=p(1+5) =2 =145
Jy P Jy
Folosind relatia proportiilor derivate putem scrie:
— 0 1) 0
p—po_ 05 op 0§ (2.19)
Po 9y po dy
in care am considerat ca g—g < 1 (in cazul perturbatiilor mici).
Variatiei dp a densitétii mediului i corespunde o variatie a presiunii in fluid:
op dp 9
dp=p—1po =~ () 0p = ——po=—. 2.20
/o dp" Oy (2.20)

Observatii: Daca perturbatia se propaga foarte rapid in fluid, iar conductibilitatea ter-
mica a acestuia este redusa, atunci termenul d1n ecuatia (2.20) trebuie evaluat in conditiile

unui proces adiabatic:
Op o€
dp =~ | =— - 2.21
P (ap)adpoay (221

Raportul <%) J este constant. Aceastd variatie a asociatd unei forte:
a

dF = +

8(§dp ) ay. (2.22)
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Aplicand legea a 2-a a dinamicii pentru misgcarea lui dm, rezulta:

9%¢ op
dm e = +9 (ay>ad a,

sau:
0%¢ dp 0%¢
Sdy——= = +Sdy { — —.
Obtinem, agadar, ecuatia diferentiala:

9% <ap) 82520

ot \0p) oq 0y?

sau:

d%¢ <ap>1 9*¢

a2 \op) o~

in care viteza de propagare a perturbatiei longitudinale prin fluid este:

v = (8p> = dp = v3dp
8:0 ad

Pentru variatii finite ale lui p si p vom putea scrie:

1
Ap=v*Ap= Ap= v—2Ap.

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Asadar, variatiile de densitate in interiorul unui fluid, determinate de propagarea unei per-
turbatii longitudinale prin acesta, sunt proportionale cu variatia de presiune, constanta de
proportionalitate dintre ele este inversul patratului vitezei de propagare a perturbatiei in acel

fluid.

De multe ori, raportul (%) se exprima in functie de asa-numitul coeficient de compresi-

bilitate adiabatica al fluidului, f(ad, definit prin relatia:

Op
Koqg=—V 79
d %

Inlocuind V = % in relatia anterioara, vom obtine:

dp dp
=2 o (3)
¢ po(m) P\0p) aa

astfel incat relatia (2.26) se poate scrie i sub forma:

Kad
v = .

p

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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In cazul gazelor, coeficientul K4 are o expresie particulara. Pentru a-l calcula pe K,q, plecdm
de la ecuatia de stare a gazului:

pV7 = const. (2.31)

unde v = C)p/Cy se numeste coeficientul adiabatic al gazului ideal (coeficientul lui Poisson), C),
si Oy fiind capacitétile calorice ale gazului la presiune, respectiv volum constant. Logaritméand
ecuatia (2.31):

Inp+~vInV = In(const.) (2.32)
Diferentiind relatia anterioara:
dp dVv
b Vi 2.33
Pt (2.33)
de unde:
dp
Koy— v (2) .. 2.34
d ( dV>ad P (2.34)

Cu acest din urma rezultat, putem scrie ca viteza undelor longitudinale in gazul ideal este:

K, RT
Ulg = 4/ : =\/E=\/77, (2.35)
p p I

in care am folosit ecuatia de stare a gazului ideal:

pV = RT. (2.36)
1

Asadar, viteza de propagare a unei perturbatii longitudinale intr-un gaz este proportionald cu
T2,

2.4 Ecuatia diferentiala a propagarii perturbatiilor transversale
intr-o coarda vibranta

S& consideram acum o coardi intinsa intre 2 suporti, astfel incat tensiunea in aceasta si
fie Typ. Sa presupunem ci printr-un procedeu adecvat (ciupire, lovire, frecare cu un arcus,
etc.) am produs intr-o regiune din preajma originii, o perturbatie transversala a corzii si si
examindm migcarea unui element de masd dm al sdu (dm = Ady), ca urmare a faptului ca
perturbatia initiald a ajuns si in zona lui dm (Fig. 2.5).

In starea initiala (Fig. 2.5), dm este delimitat de punctele A si B. In starea perturbata dm
este delimitat de punctele A’ si B’. Daca perturbatiile sunt foarte mici, tensiunea in coarda
perturbata are valoarea T & Ty, insa tensiunile in A gi, respectiv B, fac cu axa unghiurile
asi B (cu o > B). In plus, unghiurile o si § sunt atat de mici (din cauza faptului ci aici
examindm micile perturbatii ale corzii), incat componentele paralele cu Oy ale lui T "4 sl T, B
sunt practic egale, de asemenea, cu Ty. Ele vor da, prin urmare, o rezultanta nula de-a lungul
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NNN\Y

of -

Figura 2.5: Un element de masd A’B’, in pozitie perturbatd ca urmare a aplicirii unei perturbatii
transversale in coarda.

directiei Oy deci coarda, in ansamblu, nu va avea o migcare de-a lungul lui Oy. Intrucat a > £,
componenta rezultantd a tensiunii dupa directia perpendiculard pe Oy va fi indreptata spre
pozitia de echilibru a corzii. Ea are valoarea:

Fre.=Ti4g—T p=Tysina — Tysin 5 ~ Ty(tga — tgs), (2.37)
intrucat la unghiuri mici:

sina &~ tga ~ « (radiani).

e[ (5),-(5),]

Recurgénd din nou la dezvoltarea in serie a lui (%) si tindnd cont ca, in cazul micilor pertur-

Asadar:

batii (%) nu variaza foarte rapid intre A si B, rezulta:

(3).~ @) alG) v G,

Relatia (2.38) devine, in aceste conditii:

0%¢

Fre, 2Ty | =— | dy. 2.39
o (555) (2.39)

Scriind acum legea a 2-a a dinamicii pentru migcarea lui dm (dm = Ady), gasim:

8¢ 9*¢
AMy— =Ty | =— | d 2.4
v = (s ) (2.40)
sau:
0%¢ X 0%

AN 2.41
(9y2 T() ot? 0 ( )
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Aici raportul % reprezinta patratul vitezei de propagare a perturbatiei prin coarda:

Ty
Ve = P (2.42)
Asadar viteza de propagare a perturbatiilor transversale intr-o coardi este proportionald cu

tensiunea in aceasta si depinde invers proportional de v/\.

2.5 Solutia generala a ecuatiei diferentiale de propagare a unei
perturbatii printr-un mediu elastic. Unde elastice

In cele patru tipuri de perturbatii analizate anterior se obtine aceeasi ecuatie de propagare
uni-dimensionald in spatiu si timp:
*(y,t) 1 9%

In cazul unei perturbatii care se propagd dupi o directie oarecare, pe lang# termenul g—;g din
2 2
ecuatia (2.43) vor aparea si termenii % si %, astfel ca ecuatia diferentiala (in coordonate
carteziene) se va scrie:
0% 0% 9% 1 0% B

w‘Faiyz—f’@—ﬁﬁ—o. (244)

Primii 3 termeni din ecuatia precedenta reprezinta laplaceanul lui &:

R S SR

Ag_@ oy? 022

Cu aceastd precizare, ecuatia diferentiala a propagarii oricarei perturbatii se poate scrie:

1 0%€(z,y, 2, t
Aé(z,y,z,t) — 1}25(8;) =0. (2.45)

Solutia generala a unei astfel de ecuatii are o expresie sugerata de observatiile experimentale,
care se exprimd sub forma unui produs de dou& functii, dintre care una este de variabila y,
cealalta — de variabila ¢.

E(y,t) = o(W)v(t). (2.46)

Intr-adevir, observatiile experimentale aratd ci functia 1 (t) este o exponentiald de forma e™?
intrucit experienta arata ca elongatia unei particule a mediului (deci pentru valoare fixata a

lui y) ¥(t) are aceeasi tip de lege de variatie in timp, ca si derivatele sale w(t) si z/J(t) Asadar:

Ely,t) = p(y)e™". (2.47)
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Calculand derivatele de ordin II ale lui £ din ecuatia precedenta in raport cu y si ¢ si inlocuindu-
le in ecuatia (2.43)vom gési:

2o WP
ain + WQD =0. (2.48)

Ecuatie (2.48) admite o solutie de forma:

o(y) = ome' V. (2.49)
Raportul = = 2”7” = 3—; = 27“ se numegte numdr de undd. Marimea A = vT reprezintd
distanta parcursa de perturbatie in decurs de o perioada gi se numeste lungime de undd.

Folosind ecuatiile (2.49) si (2.47) vom putea scrie:

ﬁ(y,t) _ (pmeikyeiwt _ (Pmei(wt—i-ky)' (250)

Folosind numai partea reald a ecuatiei anterioare vom putea scrie:

E(y, 1) = m cos(wt + ky), (2.51)

in care &, = ¢, reprezintd amplitudinea miscarii periodice. Marimea (wt + ky) se numesgte
faza undei. Avand in vedere ca o astfel de perturbatie este un fenomen dublu periodic, in
spatiu gt timp, o aceeasi valoare a lui £(y,t) va aparea la un moment ¢ + dt intr-un punct y':

g(?/? t) = 6(?/725 + dt)? (252)
adica:

; ) ,
é—mez(wt—o—ky) _ émez(wt—l—wdt—&—ky )’

ceea ce inseamna:

w
ky =wdt+ky =y =y — Edt. (2.53)
Din relatia (2.53) rezulta ca, de fapt ¢y’ < y. Aceasta inseamna ca ecuatia (2.51) descrie, de
fapt, propagarea in sens contrar axei Oy a unei unde. Aceasta se numeste, de aceea, unda
regresivd. FEcuatia undei progresive se va scrie ca:

E(y,t) = &m cos(wt — ky). (2.54)

Ecuatia (2.54) arata cd, intr-o imagine "inghetatd" la un moment ¢, faza de oscilatie a punctelor
plasate la dreapta unui punct de referintd are o valoare din ce in ce mai mica. Se intelege ca
punctul aflat la distanta care corespunde situatiei in care paranteza este zero are coordonata:
“t
Lt

Acest punct se numeste front de undd. Evident, in cazul unei unde care se propagi, de
exemplu, intr-o barad paraleld cu axa Oy, o aceeagi valoare a fazei o vor avea toate punctele

wt—kyyr =0=yy =
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dintr-un plan y = const. De aceea, ecuatiile (2.51) si (2.54) se numesc ecuatiile unor unde
plane regresive, respectiv progresive.

Raportul 2%’ = ¥ = vy se numeste si viteza de propagare a fazei sau viteza de faza a undei.

Ca in cazul tuturor perturbatiilor dublu periodice (undelor) care se propaga in medii
elastice, ecuatiile (2.43) sau (2.45) sunt cu derivate partiale, elongatia £ fiind o functie de
variabilele, y si t.

Pentru a giisi expresia concretd a lui £(y, t) ne vom folosi de conditiile la limitd. De exemplu,

in cazul unei corzi fixate la ambele capete, functia £(y,t) satisface urmatoarele conditii:

.08

Sl =G (255)

g(yao) = gO(y); g(ovt) = f(L,t) =0
unde L este lungimea corzii.

Gasirea solutiei ecuatiei diferentiale a undelor se face folosind metoda separarii variabilelor.
Acest lucru este sugerat de observatiile experimentale: dependenta £(y) este independenta de
dependenta £(t). Daca, de exemplu, fixdm o anumitd valoare a lui ¢ (de exemplu, fotografiem
o coarda elastica ce vibreaza periodic, sau suprafata apei unui lac), constatam ca &(y) este o
functie periodica in spatiu. Invers, daca fixam o anumita valoare a lui y (punem, de exemplu,
un mic "punct" colorat pe coardi, sau o plutd de mici dimensiuni pe suprafata apei si urméarim
doar migcarea acestor corpuri "reper") vom constata ci £ variaza periodic in timp. Asadar
vom presupune, prin ipoteza, ca:

§(y,t) = o(y)(t) (2.56)

Inlocuind pe & (y,t) in ecuatia diferentiala a undei, vom gési doud ecuatii diferentiale indepen-
dente:

2 2
GE = v05E
= = P
Inlocuind (2.57) in (2.43) gasim:
252 1 92
Y LA v (2.58)

ply) 0y*  Y(t) ot

Ecuatia diferentiala cu derivate partiale (2.58) are, in membrul stang o functie exclusiva de vy,
iar in membrul drept o functie exclusiva de t. Ea va fi satisfacuta in orice conditii daci, atat
membrul drept, cat si cel sting sunt egale cu o constanti, pe care o vom nota cu —w?.

In ceea ce priveste membrul stang al ecuatiei (2.58), vom putea scrie:

v? 0%p 9 Pyp WP
— = —w”, de unde: — + — 2.59
) ay? I gy TR (259
Pentru cantitatea din membrul drept al (2.58) vom avea:
1 0 0?
L —w?, de unde Y +w?h =0 (2.60)

mORE o2
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Constatam imediat, din ecuatia (2.60) ci w are semnificatia unei frecvente unghiulare (pulsa-
tii). De fapt, ecuatia (2.60) este una de tip oscilator armonic, ecuatia diferentiala insasi fiind
aceea a unui oscilator armonic. Solutia generald () este, agadar:

P(t) = Acoswt + Bsinwt, (2.61)

unde constantele A gi B sunt arbitrare. Ele vor fi determinate concret folosindu-ne de conditiile
la limita (2.55).

Revenind la (2.59), constatam ca, de fapt, si aceastd ecuatie diferentiald este tot de tip

oscilator armonic, pulsatia fiind acum “. Solutia ecuatiei diferentiale ordinare (2.59) se va

scrie sub forma:
o(y) = C cos Ey + Dsin gy (2.62)
v v
Inlocuind ecuatiile (2.61) si (2.62) in (2.56) obtinem:
w . (W .
E(y,t) = {C’ cos (—y) + Dsin (—yﬂ [A coswt + Bsinwt] (2.63)
v v
Capatul coardei fiind fix, £(0,¢) = 0, V¢, deci:
0= Ccos (gy) + Dsin <gy>
v v
de unde C' = 0. Prin urmare:
¢(y) = Dsin gy (2.64)
v
La z = L, din nou: £{(L,0) = 0, in orice moment, cu alte cuvinte ¢(L) = 0 in ecuatia (2.64):
0=Dsin 2L (2.65)
v
Aceasta se intAmpla atunci cand:
w
—L=nm cun=1,23,... (2.66)

v

(cazul D = 0 este exclus, fiindca el ar conduce, impreund cu conditia C' = 0 la solutia banala,

£=0).

Din ecuatia (2.66) rezulta ca:

v nm [T | n (T
W =N = L\/: iy, = L\/: (2.67)

Cu acest din urma rezultat, ecuatia (2.63) devine:

&(y,t) = (A coswpt + By, sinwyt) sin n%y (2.68)

unde am notat produsele DA cu A, si BD cu B,.
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Asadar, o coarda are nu una, ci n frecvente proprii, v, = §2. Pentru o valoare fixata a lui
n, legea de miscare a corzii va fi:
nm

&(y,t) = Ay sin n—ljry cos ?t + By, sin n%y sin Tt (2.69)

Ecuatia (2.69) reprezinta agsa-numitele moduri normale de vibratie ale corzii. Ea se scrie,
de obicei, sub forma:

&(y,t) = Apsin ? coswnt + B, sin % sin wpt (2.70)

Trebuie remarcat cé, aga cum rezultd si din Fig. 2.6, o coarda poate vibra in oricare din
modurile reprezentate in Fig. 2.6. Ceea ce este la fel de important este cd ea poate vibra
stmultan pe unul sau mai multe moduri reprezentate in Fig. 2.6.

Figura 2.6: Primele 3 moduri de vibratie ale unei corzi elastice de lungime L, fixata la ambele capete.

Oscilatiile corzii cu frecventa wy reprezinta aga-numitul mod fundamental, cele corespun-
zdtoare la n = 2,3, ... se numesc armonici de ordinul 2,3, .. ..

Pentru a calcula amplitudinea armonicelor (A,, si B,,) de diverse ordine, vom recurge din
nou la conditiile la limita, pentru ecuatia (2.69). Derivand aceastd ecuatie in raport cu timpul
vom gasi:

: nmv . /nmy\ . [NTU nmTv . [/nmy nm
,t) = —A,——sin (—) sin (—t) B,,—sin (—) cos (—t) 2.71
Cunoscand ecuatia carte descrie forma corzii la momentul initial si viteza oricérei particule a
corzii la acelagi moment:

£(y.0) = &(y) 51 £(y,0) = £(y), (2.72)
vom obtine, prin inlocuire in (2.69) si (2.71):
o(y) = Apsin (%) ; (2.73)

éoly) = Bn? sin (?) . (2.74)
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Revenind la Fig. 2.6 si ecuatia (2.69) sd notam ca, in conformitate cu teoria ecuatiilor diferen-
tiale, daca & si & sunt doud solutii particulare care satisfac conditiile la limita (2.55), atunci
o solutie generala, scrisd ca o combinatie liniara de £; si &2 este, de asemenea, o solutie a acelei
ecuatii diferentiale. Vom scrie acest lucru, in conditiile in care combinatia liniard de &; si &
este suma:

Ey,t) = E1(y, t) + Ealyt) + ...+ Er(y, ) + ...

in care &;(y,t) sunt de forma (2.69). Cu alte cuvinte:

o0
E(y,t) = Z (An sin ? cos wy, + By, sin ? sin wnt) (2.75)

n=1

O solutie de tip (2.75) contine o infinitate de constante arbitrare. Aga cum am ardtat in
Partea I, ecuatia (2.75) reprezintd seria Fourier trigonometrica, ai caror coeficienti, A, si B,
se calculeazd conform ecuatiilor:

An, L/ oy Sln dy, (2.76)

B, = % fg( )sm—dy (2.77)
Se demonstreaza cad un comportament similar corzii vibrante il prezinta coloana de aer dintr-un
tub sonor, acolo unde avem de a face cu unde longitudinale in gaz. De aceea nu e intamplator
faptul ca instrumentele muzicale folosesc in mod extensiv coardele si tuburile sonore de unde
elastice (in acest caz-sunete). Astfel de surse de unde elastice sunt capabile si produca sunete
avand un spectru complex. Oscilatiile corzilor viorii, violoncelului, dar si flautului, naiului,
orgii s.a.m.d. contin, pe langd fundamentald, un numéar de armonici. Prezenta specifica a
armonicilor in cazul fiecarui instrument, perceputa subiectiv prin notiunea de timbru acus-
tic este una din insusirile ce diferentiaza diferitele instrumente intre ele. In acest context,
vocea umand (care se bazeazd pe undele emise de coardele sonore) este unul dintre cele mai
performante instrumente muzicale.

Ecuatia lui Mersenne (2.67) determind in mare masura caracteristicile unui instrument
muzical, al cdrui sunet fundamental, dar si si armonicele sale sunt determinate de tensiunea
din coardd, lungimea acesteia, precum si densitatea liniara de masa (in cazul instrumentelor
cu coloana de aer, instrumentele de suflat), T si A sunt inlocuite de caracteristicile aerului
(coeficientul Poisson C'p/Cy si masa molard a aerului) si de temperaturd. Constatam, prin
urmare, ci stabilitatea intrinsecd a unui instrument de suflat este mai ridicata (frecventa
fundamentala depinzand, de fapt, numai de temperaturd). De aceea, instrumentele cu coarde
sunt mai dificil de acordat, pentru a produce sunetul fundamental.

Cu titlu de exemplu, putem aminti aici cé, in cazul pianului, care trebuie si emitd sunete
muzicale cuprinse intr-un interval de 7 octave (aceasta inseamna ca raportul dintre frecventa
minim4 si cea maxima este de 27 = 128), daca toate corzile ar fi facute din acelasi fir, ar fi
nevoie de tensiuni care ar sta in raportul:

Tmax

T (2T)" = 21 = 16384
min



2.5. Solutia generala a ecuatiei diferentiale de propagare a unei perturbatii
printr-un mediu elastic. Unde elastice 61

Este evidenta ca aceasta situatie este imposibila in practica, de aceea atit masa unitatii de
lungime a corzilor, cat si lungimea corzilor se aleg diferentiat. Aceasta este explicatia pentru
profilul geometric al pianului, care amintegte de forma de harpa. Ca gi in cazul harpei, dife-
rentele in diametrul si lungimea corzilor sunt cele mai vizibile marimi. Acelagi lucru, desi mai
putin spectaculos, este valabil si in cazul chitarei, viorii etc., acolo unde modificarea lungimii
corzilor active se modifici manual de citre instrumentist. Este, de asemenea, interesant de
notat ca corzile care produc sunete mai joase sunt fire mai groase pe care se infiagoara un alt
fir (de obicei din argint) pe intreaga lungime. Astfel, coarda raméane flexibild si nedispersiva
(adica frecventele armonicelor raman multipli ai celei fundamentale), o caracteristica ce nu
este intotdeauna valabila in cazul corzilor foarte groase.

In sfarsit, si mentionim ca, de fapt, sunetele produse de instrumentele muzicale sunt
determinate in mare masura de efectul determinant al cutiilor de rezonanta atagate sistemu-
lui de coarde. In cazul instrumentelor cu coarde, aceste cutii de rezonantd au un efect de
"amplificare" a sunetelor. De fapt, cutiile de rezonanti reprezinta dispozitive de adaptare a
impedantei sonore a corzilor cu mediul extern, ficind ca o mai mare fractiune din energia
sonora sa fie transmisa la distantd. Cum astfel de cutii de rezonantd (in cazul pianului este
vorba despre o placd de rezonanta) nu "amplifica" in mod uniform toate sunetele fundamen-
tale emise de coardele sonore, acest fapt modificd timbrul fiecdrui instrument muzical si face
ca, desi intr-o orchestra, la un moment dat, de exemplu, toate instrumentele cu coarde emit
aceeasi nota muzicald, timbrul lor sa fie diferit. De fapt, spectrul sunetelor emise de fiecare
coard&, sau armonicele acestora sunt multiplicat e cu o functie de transfer, f, neuniforma,
denumita formant.

Pentru ilustrare, sa ne referim la Fig. 2.7. Aici am reprezentat situatia (destul de impro-
babild in practicd) in care spectrul armonicelor sunetului emis de o coardd vibranta contine
componente de aceeasi amplitudine (Fig. 2.7(a)).

v 2v 3v 4v 5v 6v

|||||Iv

v 2v 3v 4v 5v 6v

Figura 2.7: a) spectrul sunetului produs de coarda vibrantd; b) caracteristica de "amplificare" a cutiei
de rezonantd (f = Ajesire/Aintrare, A amplitudinea); ¢) spectrul sunetului produs de instrumentul cu
coarde.

Dacéa formantul cutiei de rezonanta se caracterizeaza prin caracteristica de transfer din
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Fig. 2.7(b), sunetul produs de instrument va rezulta din modularea spectrului din Fig. 2c(a)
cu caracteristica — formant reprezentatd Fig. 2.7(b), rezultatul fiind reprezentat in Fig. 2.7(c).

Se explica astfel bogatia spectrala (agsa-numita culoare sonord a vocii omenesti, datorita
modificarii in limite foarte largi a cavitatii sonore a laringelui si cavitatii bucale.

2.6 Energia transportata de unda elastica

Sa consideram, in cele ce urmeazé, un volum elementar dintr-un mediu elastic prin care se
propaga o unda. Energia totala continuta in acesta este:

dE; = dE. + dE, = %pdvé + %kg? (2.78)
Intrucat k = dmw? = pdVw?, rezulta ca:
dE; = %pdV(éQ +w2e?). (2.79)
In relatiile anterioare:
€ = Emsin(wi — ky)

& = w&, cos(wt — ky),

sunt elongatia, respectiv viteza instantanee a punctelor materiale din volumul elementar dV'.
Ca urmare relatia (2.79) devine:

1
dE; = §pdV§fnw2 [sin2 (wt — ky) + cos?(wt — k‘y)] ,

adica 1
dE; = 5pdV§72nw2. (2.80)

Notand cu v, viteza de grup a undei in mediul respectiv, volumul dV' poate fi exprimat si
sub forma:

dV = Svydt.
Cum w = 27v, vom putea scrie, in final:
dE; = 2102 pSv, €2 dt. (2.81)
Pe baza relatiei (2.81), intensitatea undei, definita prin relatia:
dE
I= S—d;, (2.82)
poate fi scrisa ca fiind:
I =212 puy €2, (2.83)

Constatam, prin urmare ca intensitatea unei unde este proportionald cu pdtratul cu pdtratul
amplitudinii oscilatiilor mediului si cu patratul frecventer undei. Asa cum vom constata mai
tarziu, aceasta concluzie este importanta in alegerea unui anumit tip de sursa de unde elastice
(dar si electromagnetica) pentru o aplicatie data.
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2.6.1 TUnde circulare

In mod frecvent, discutia propagarii undelor elastice se face presupunand ci amplitudinea
undei raméne nemodificatd in timpul propagarii. Acest lucru raméne valabil daci:

(a) Mediul elastic prin care se propagd unda este ideal (ne-absorbant);

(b) unda este uni-dimensionald (sau pland).

Chiar gi in ipoteza (a), in cazurile reale amplitudinea descregte datorita scaderii densitatii
superficiale de energie, aga cum vom arata in cele ce urmeazi. S& consideram o sursi puncti-
forma care produce unde circulare intr-un plan (de exemplu, pe suprafata apei). In Fig. 2.8
am reprezentat o sursi de unde circulare, plasata in O, impreuné cu portiunea de la suprafata
lichidului in care apar perturbatii ondulatorii, in conditiile in care unda trece prin suprafata
dSy, aflata la distanta rg de referinti, respectiv prin suprafata dS, aflata la distanta r > rg. O

AZ

ds

x
Figura 2.8: O imagine a zonei circulare in care se propaga o unda circulard superficiala.

anumita cantitate de energie, care traverseazi, in unitatea de timp, suprafata hasuratd dSy va
trebui sa fie (in absenta absorbtiei energiei de catre mediu) egala cu energia care trece in ace-
eagl unitate de timp prin suprafata hagurata d.S. Ambele suprafete, dSy si dS sunt “decupate”
de unghiul da pe doud suprafete cilindrice de iniltime h. Cum:

dSy = rodah si dS = rdah,
aplicdnd conservarea energiei vom obtine:
2122, (ro)vyrodah = 212, (r)vrdah (2.84)
de unde:

7o

Em(r) =/ —&m(0) (2.85)

r
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Asadar, amplitudinea unei unde circulare descreste invers proportional cu radicalul din dis-
tanta parcursa. In loc de numarul de unda (k: = 27”), marime care apare in cazul propagarii

uni-dimensionale, in acest caz vom avea de a face cu un vector de undd, E(kx, ky) -
k= ki + kyj (2.86)

Intrucat unda se propagd intr-un plan, orice distantd parcursd (radial) de citre unda se va
scrie sub forma:

7= i+ yij (2.87)

Solutia undei bidimensionale se va scrie sub forma:

€.y, 2) = 00 itorher—hy) (2.89)

Ecuatia (2.88) reprezinta de fapt solutia ecuatiei diferentiale:

N S B (2.89)

922 "o or
2.6.2 Unde sferice

S& examindm acum cazul propagarii unei unde produse de o sursad punctiformé intr-un
mediu tri-dimensional (Fig. 2.9). Vom considera, din nou, o distanta de referinta ro si o alta

Az

X

Figura 2.9: Doua suprafete elementare de unda sferica prin care energia emisa de sursa S, la momente
diferite.
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r. In Fig. 2.9 am desenat doud suprafete sferice de raze g si r, sursa de unde fiind plasata in
originea, O. Am reprezentat de asemenea, suprafetele dSy si dS decupate de unghiul solid df2
cu centrul in O.

dSy dS

d) = — = — 2.90
3 r2 ( )

Cum energia mecanicd emisa de sursa S care trece in unitatea de timp prin cele doué suprafete
trebuie sa fie aceeagsi, trebuie si avem:

2m2 2 E2 o pvpdQrd = 2w URE2 €3 pupdr? (2.91)
in care &mo i & reprezinta amplitudinea undei la distanta rg, respectiv r. Rezulta ca:

gm = T;Togmo (2.92)

cu alte cuvinte, amplitudinea undei sferice descreste hiperbolic cu distanta. In acest caz,
produsul k - 7 este:

k-7 = ke + ky + k22
iar solutia ecuatiei diferentiale a undei tridimensionale(in coordonate carteziene):

0% ¢ 9%t 1 0%
_ > 2.
Ox? + Oy? + 022 7)12[ ot? 0 (2.93)

este:
_ Em i(wt—k-7)
Em(r) = - Tro® : (2.94)

Observatie Ecuatia diferentiala (2.93) se scrie sub o forma mai compactd daca recurgem la
operatorul lui Laplace (denumit si laplacean), A:

A=——+—+ — (2.95)
adica:

AE— =2 =0. (2.96)
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Propagarea undelor elastice in medii elastice
neomogene

3.1 Reflexia si transmisia undelor elastice

S& considerdam, in continuare, propagarea unei unde elastice uni-dimensionale, intr-un me-
diu neomogen. Fie cazul simplu al unei perechi de medii elastice, separate printr-o suprafati
pland (X) perpendicularad pe directia de propagare a unei unde incidente progresive unidimen-
sionale 7 (Fig. 3.1) (axa Oy)

Vi

¢ = g(i)()i(wt—kly) ¢ = 57(5)61'(@4&“2‘@)
S m v S S

S >

0 >y
()

Figura 3.1: Doua medii elastice in care undele se propaga cu viteze diferite, separate printr-o suprafati
plana.

Ecuatiile undei in cele doua medii, in care vitezele de propagare sunt vy si vo sunt:

e pentru unda incidenta: @ = fﬁ,?ei(“’t_kly);

e pentru unda transmisa in mediul al 2-lea: £®) = fr(,i)ei(Wt_ka);

Semnul minus la exponent a fost ales intrucat ambele unde sunt progresive.
Impunéand conditia de continuitate a elongatiei (cu alte cuvinte conditia ca mediul si nu
se "rupa" la suprafata de separatie dintre mediile 1 gi 2) si a derivatei acesteia, ajungem la

67
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o concluzie interesantd daca am crede ca toatd energia undei incidente ar trece in mediul al
doilea.

Avand in vedere cd, in vecindtatea stangd, respectiv dreaptd a suprafetei (X), y tinde la
zero, prin valori mai mici, respectiv mai mari decat zero, conditiile de continuitate ale elongatiei
si ale derivatei acesteia in raport cu y impun ca:

ED(y — 0)(y<0) = €D (y — 0)(y>0):

a B
dy [€9(y — 0)y<n)] = oy (€9 — 0)y>0)]

Cu alte cuvinte,

&(_’11) eiwt — &(_:;) eiwt;
0 iot g o) it (3.1)
*klgm € = k?fm e,

Intrucat, din prima ecuatie a sistemului (3.1) rezulta 57(7? = 57(7?, din ecuatia (3.1.2) rezulta ca
k1 =ko. Cumk; = ?\—7{ = QWﬁ siky = % = 27r£, rezulti cd v1 = vg, ceea ce contrazice ipoteza
enuntatd initial (v; # vy). Aceastd contradictie dispare daca introducem ipoteza reflexiei unei
fractiuni din energia undei incidente in chiar mediul din care ea provine.

Reflexia reprezintd fenomenul de intoarcerea unei fractiuni din energia undei incidente in
chiar mediul din care unda provine, atunci cand aceasta intalneste suprafata de separatie cu
un mediu diferit (in cazul nostru, un mediu in care ve # v1).

Tabloul prezentat in Fig. 3.1, completat cu prezenta undei reflectate este redesenat in
Fig. 3.2.

I

g(i) — Eﬁril)@’i(wt*h y) 5(15) — gg/)ei(wt*kzy)

€ = 5<r)€z'<wt+’ k1y) i
= ¢ m_-

)

Figura 3.2: Cele trei unde care existd in cazul reflexiei unei unde mecanice pe suprafata ce separa
doud medii diferite.

Sa notdm semnul + in fata ultimului termen al exponentialei din expresia elongatiei undei
reflectate, intrucat unda reflectatd este progresiva:

£0) — ¢(n)gilwtihit)
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Impunénd, din nou, conditia de continuitate a elongatiei gi derivatei acesteia in raport cu y la
limita de separatie dintre cele 2 medii, vom avea:

fﬁrﬁ) eiwt 4 gg)eiwt — &(7? eiwt.
@t 1t et O e, (32)
kl&m e + klgm € k2€m e
adicd un sistem de doud ecuatii cu doud necunoscute ( o si &(ﬁ)):
(1) | e(r) _ £,
m + fm - m oy (3.3)

ki(ew) — €)= katlD.

Acest sistem de ecuatii permite calcularea amplitudinilor undelor reflectate, respectiv trans-
misa, ca functii de amplitudinea undei incidente.

(N — 27U, (3.4)
m UQ +U1 m
2v .
M — 2 6)
ém UQ +'U1 fm * (35)

Ecuatiile (3.1) poartd numele de ecuatiile lui Fresnel ale amplitudinilor undelor. Constatam
cé, de exemplu, fractiunea reprezentand energia undelor reflectate va fi cu atat mai importanta,
cu cat diferenta dintre vitezele de propagare a undelor este mai mare. Intr-adevir, daci vom
introduce un coeficient de reflexie a energiei la suprafata de separatie dintre cele doud medii:

_ Etr
Ey’

R

intrucit energia este proportionald cu patratul amplitudinii (iar frecventa v rdaméne neschim-
batal), vom avea, conform relatiei (2.83):

po (P0E2) 24 (2 )2 (3.6)
:021)257(7?2 Zy \v2 + 11

In relatia (3.6) am introduc marimile fizice Z; = pyv; si, respectiv Zy = pavg numite impedante
de unda in mediile (1) si (2).

Constatam, de asemenea, ca, in conditiile in care viteza vo este din ce in ce mai mare in
comparatie cu vy, o fractiune din ce in ce mai mare din energia undei incidente va trece in
mediul al doilea. Putem defini si un coeficient de transmisie al energiei in mediul al 2-lea.

Evident, conform legii conservirii energiei, suma coeficientilor R + T = 1.
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Vl v2:0
£ = ggrib)ei(wl,fkny)
_—
- "1§ ---------------------------------
€0 2 g
.

Figura 3.3: Reflexia totald a unei unde incidente unidimensionale.

3.1.1 Reflexia totala a undelor elastice uni-dimensionale

Sa considerim acum cazul particular in care vo = 0. Aceasta situatie apare in realitate, de
exemplu, atunci cdnd o coarda elastica, prin care o unda elasticid progresivd se propagi cu o

viteza anumita (v = \/%) este prinsa la capatul sau din dreapta (Fig. 3.3) de un perete rigid.

Conform ecuatiilor lui Fresnel (3.1) in acest caz vom avea:

é) — el
Wy (3.7)

Intrucat amplitudinea este, prin definitie, o marime fizici strict pozitivd, vom scrie ecuatia
(3.7.1) sub forma:

g = —¢l) = ¢l eim, (3.8)

In orice punct P vom avea, prin urmare, o compunere (adunare) a oscilatiilor mediului, impuse
de unda incidents cu oscilatiile impuse de unda reflectata!. Prin urmare:

_ et t(wt—kqt 1) i(wt+kiy+m
Ep = ¢ el ) 4 Wil y+m)
Remarcidm ci, in urma reflexiei totale, unda reflectatd uni-dimensionald, are amplitudinea
egald cu acea a undei incidente, insi ea este in opozitie de fazad cu aceasta (intre undele

incidenta si reflectata existd un defazaj de 7 radiani). Revenind la ecuatia anterioara, si
dezvoltand exponentialele conform formulei lui Euler:

£p = EWe™t [cos kyy — isin kyy + cos(kry + ) + i sin(kyy 4 )]

= 721'57(1?62‘“”5 sin k1y.
Si aici vom inlocui pe (—i) folosind relatia —i = e~*"/2. Ca urmare:
¢p = 2% sin kyyet (“1-3). (3.9)

1 - - < < S S o
Un astfel de rationament este valabil, dupd cum am aratat anterior, in cazul teoriei liniare a propagarii
undelor elastice.
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Constatam ci oscilatiile punctului P rezultate din superpozitia celor doud unde au aceeasi
pulsatie, ca si unda incidenta, insi ele sunt in cuadraturd de faza de migcarea indusa de unda
incidentd, respectiv cea reflectati. In plus, amplitudinea acestor oscilatii, pe care o vom nota
&np are o valoare:

Emp = 26Wsin k1y (3.10)

care depinde de localizarea punctului P (adica de distanta de la suprafata reflectatoare (%)
la punctul in care se examineaza starea de oscilatie). Astfel, vor exista pozitii ale punctului
P, in care oscilatia va avea amplitudine mazximd si, respectiv. minimd, in functie de faptul
daca sinkjy = 1, respectiv sink;y = 0. In primul caz: kiyy = (2n+1) %, de unde yy; =
(2n +1) 57, adica:

A

ya=(2n+1)3 (3.11)
In al doilea caz: sin(kiy,,) = 0, de unde kyy,, = nr si:
A A

Agadar punctul P va oscila cu amplitudine maxima (data de ecuatia (3.11)) respectiv
minima (3.12), in pozitia in care distanta de la P la (X) este un numar impar, respectiv par de
semi-lungimi de unda. De fapt, din suprapunerea efectelor undei incidente cu cea reflectate, caz
care reprezinta aici o situatie particulari a unui fenomen mai general in mecanica ondulatorie,
numit interferenta undelor (si de care ne vom ocupa in detaliu intr-o sectiune urméatoare)
rezultd o aga-numita undd stationard. Coarda vibrantd oscileazd in regim stationar, fiecare
punct al sdu executénd o oscilatie a cérei amplitudine este constanta in timp. Punctele date
de ecuatia (3.11) care oscileazd cu amplitudine maxima (255,3)), se numesc ventre de oscilatie.
Punctele date de ecuatia (3.12) care raméan in permanentd in repaus se numesc noduri de
oscilatie. Intre nodurile si ventrele de oscilatie, punctele mediului vor oscila (in cazul corzii
vibrante — perpendicular pe directia acesteia) cu amplitudini avand valori cuprinse intre 0 si
2¢lY).

Asgadar, distanta dintre doud noduri consecutive (sau dintre doua ventre consecutive) este
A/2, iar distanta dintre un nod gi un ventru vecin este A/4. In Fig. 3.4 este prezentata fotografia
unei unde stationare intr-o coarda vibranta in care unda incidenta este produsa de un vibrator
mecanic.

Propunem cititorului sa descopere, printr-un rationament simplu cu titlu de exemplu, ca
toate punctele corzii dintre doud noduri consecutive oscileazd in fazd si cd intre oscilatiile
acestor puncte si acelea ale punctelor situate dincolo de un nod, exista un defazaj de 7w radiani
(cu alte cuvinte, punctele corzii situate de o parte gi de alta a unui nod de oscilatie oscileaza
in opozitie de faza).

3.1.2 Reflexia oblica a undelor. Ghiduri de unda

Sa considerdm, in cele ce urmeaza, situatia in care o unda a cirei suprafete de unda se
propagé in modul reprezentat in Fig. 3.5 intalneste o suprafata reflectatoare plasata in planul
y = 0. Ecuatia undei incidente scrisd sub forma complexa este:
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Figura 3.4: Fotografia unei coarde vibrante in care se produc unde stationare cu numar diferit de
noduri, (N) si ventre (V).

Figura 3.5: Reflexia oblica a unei unde pe o suprafata plana y = 0.
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£0) — gl gitwt=F) (3.13)

In relatia (3.13) vectorul E, care are componentele k;, ky si k. de-a lungul axelor Oz, Oy si Oz.
Ca urmare, produsul se va putea scrie in coordonate carteziene, sub forma kP = kpx+kyy+k.z.
Axa Oz in Fig. 3.5 o vom considera perpendiculara pe planul foii si fiind indreptata de la foaie
spre in sus. Vom nota cu k' vectorul de unda dupd reflexie gi nu vom impune a priori nici o
relatie intre unghiurile « i 3.

In orice punct din semispatiul (y < 0) vom avea un fenomen de superpozitie a efectelor

combinate, determinate de unda incidenta gi de cea reflectatd. Astfel elongatia rezultanta va
fi:

£ =@ el = gg)ei(wt—lgf) _'_gg*)ei(wtk’r)‘ (3.14)

Intrucat asa cum este ardtat in Fig. 3.5, vectorul k este continut in planul Oy, rezulta ci
proiectia sa k, = 0, astfel incat, dupa explicitarea produselor scalare din cei doi exponenti din
relatia (3.14) vom avea:

€ _ g%)ei(wtszxfkyy) + g%)ei(wtfk;xfk;yfk’zz). (315)

Admitand c&, in semispatiul (y > 0), este plasat un mediu absolut rigid, in care unda nu se
propagd, atunci conditia la limita £(0,¢) = 0 la oricare moment, (inclusiv la t = 0) va conduce
ca relatia (3.15) sa se scrie sub forma:

0 = ¢Weilker—kyy) 4 c(r) gi(=hor—hyy—k.z) (3.16)

Pentru ca ecuatia (3.16) sa fie valabila, oricare ar fi valoarea lui z, este necesar ca in relatia
(3.16) sa avem:

K. =0, (3.17)

cu alte cuvinte, nu numai k, dar si k¥’ trebuie si ramana in permanenta in planul foii. In plus,
relatia (3.16) trebuie sa fie oricare ar fi valoarea lui x. De aici rezultd imediat ca:

ky = k.. (3.18)
Intrucat:
k| = Vi + k3 + k2 = k2 + R
Fl= K2+ k2 + k2= /K2 + k2

rezultd cd marimile proiectiilor lui & si & pe directia y sunt egale (ky si Ky, fiind de sens opus,
aga cum rezultd din Fig. 3.5). Asadar:

ky = —ky. (3.19)
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Prin urmare, in urma reflexiei oblice, componenta lui k paraleld cu suprafata reflectitoare
raméne neschimbata, in timp ce cea perpendiculard raméne constantd in modul, dar, in urma
reflexiei, isi schimba directia cu 180°. Avand in vedere ecuatiile (3.18) si (3.19), rezulta ca
unghiurile o i 3 sunt egale intre ele. Intrucat din relatiile (3.16), (3.17) si (3.18) rezulta ca?:

&) = &l (3.20)
inlocuind ecuatiile (3.17-3.20) in (3.15) vom avea:

é—: Aei(wt—kxw—kyy) _ Aei(Wt_kx$+kyy) (321)

sau:
€= Aei(wt—kzx) (e—ikyy _ eikyy> . (322)

Mai departe, dezvoltand exponentialele conform formulei lui Euler, in functie de coskyy si
sin kyy, vom gasi:

€ = 2iAsin l{:yyei(w_k”) (3.23)
Cum, insd i = €'2, relatia (3.23) poate fi rescrisi si sub forma:

€ = 2Asin kyye! (W1 hertE). (3.24)

Cu alte cuvinte, in mediul din semispatiul negativ are loc propagarea de-a lungul azei Ox a
unei unde progresive.

S& presupunem, in continuare ca, in afara de suprafata reflectatoare din planul y = 0, mai
plasdm un alt plan, la distanta y = —d (Fig. 3.6). Apare astfel o limitare suplimentara impusa
de conditia la limita:

y=—d:; &(—a,t) =0, la orice moment ¢. (3.25)

Trebuie satisficutd deci o noud conditie, pe care o gisim aplicand conditia (3.25) ecuatiei
(3.24):

0 = 2Asin kyye' (“1Fe7+5) (3.26)
Aceasta inseamnd c, oricare ar fi valoarea lui x:
sin (kyd) = 0, (3.27)
cu alte cuvinte:

kyd = £nm, adica ky, = i%r cun=12,3,... (3.28)

2Un rezultat similar am obtinut si in cazul reflexiei totale la incidentd normala.
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X

d y

v

Figura 3.6: Reflexia oblica intr-un ghid de unde de latime d.

Cu alte cuvinte, intr-un astfel de "coridor" se vor propaga sub forma unei unde progresivéa
doar acele unde care satisfac conditia (3.28). Asadar, din multimea de unde care pot sosi la
intrarea in coridor, se vor “filtra” doar acelea care sunt descrise de ecuatia:

£ =2Asin (%y) ! Wi—keztm/2) (3.29)

Acest rezultat (care apare reprezentat in Fig. 3.7, unde au fost luate in considerare doar
cazurile n = 1,2 gi 3) ne arati ci entitatea care se propaga de-a lungul "coridorului" care, de
fapt, se numeste ghid de undd, este o unda "stationara” (in directia y) care satisface relatia

(3.28).
j % é T T
V V )%
N
A% \% a

y=-d n=2

T <

=] yZO y:—d yZO y:—d n=3 yZO

Figura 3.7: Variatia functiei sin ("gy) in functie de distanta y, pentru n =1, 2 si 3.

Revenind la rolul de filtru al ghidului de unde mecanice, se poate arita ca exista o frecventa
minima (denumitd frecventa de taiere) a ghidului, sub care undele nu se mai pot propaga. Intr-
adevir, intrucat k2 = k2 + ki, iar k = w/c, rezulta ci:

2.2
AR
v§ d

)

(3.30)
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De aici:

(3.31)

Asadar, prin ghidul de unda se vor propaga doar acele unde, pentru care cantitatea de sub
radical este, cel putin egald cu zero. Frecventa de tdiere a ghidului de unda este:

vy
min — y .32
v ¥ (3.32)

unde vy este viteza de faza a undei in mediul care umple ghidul.

Observatii: O aplicatie de importantd exceptionald, in zilele noastre, a propagarii undelor
prin ghiduri de unda o reprezinta fibrele optice. Este adevirat cé, in acest caz, este vorba de
unde electromagnetice, insd fenomenele sunt intrutotul similare cu cele discutate aici.

Fibra optica, al carei diametru este, de obicei, de ordinul milimetrului este compusa dintr-
un "miez" transparent de indice de refractie n, invelit de un alt strat transparent de indice de
refractie n’ < n, astfel incat la interfata dintre miez si invelis si aiba loc reflexia totald interna
a luminii. Sursa de lumind este, de obicei o dioda laser. Reflexia totald si propagarea prin
miez au loc cu pierderi energetice infime, astfel incat unda luminoasa se propagi pe distante
de ordinul zecilor de km fara nevoia de a fi amplificata.

In plus, deoarece frecventa undelor electromagnetice purtitoare a informatiei (de obicet,
binare) prin fibrele optice este de ordinul 10'4Hz, numirul de canale de comunicatie asociata
fibrei optice, prin care se transmite simultan informatia este de ordinul catorva zeci de mii!

Aceasta este, de altfel, ratiunea inlocuirii cablurilor electrice pentru transmisii de date in
Internet (pentru care se pot asigura rate de transmisie de ordinul a 100Mbit/s) cu fibre optice
(care asigura rate de transfer de ordinul mai multor Gbit/s).

3.2 Impedanta specifica de unda. Impedanta sonora

In sectiunea anterioard am analizat propagarea unei unde incidente citre o suprafatd care
separa doua medii cu densitati diferite. De fapt, aici termenul de "dens" sau "mai putin dens"
nu se referd la densitatea volumica de masi ci la modul in care un mediu opune rezistenta la
preluarea energiei unei unde provenind dintr-un mediu gi transmiterea ei mai departe, intr-un
solid sau gaz.

Daca o sursa de oscilatie va produce, de exemplu, variatii ale presiunii intr-un gaz, parti-
culele mediului se vor pune in oscilatie, datoritd cuplajului cu sursa sau cu particulele incon-
juratoare. Amplitudinea gi viteza particulelor mediului cuplat la sursid vor avea valori mici, in
cazul unor medii cu impedanta ridicata si invers.

Impedanta de undi se defineste intr-o manierd similard legii lui Ohm: aici diferenta de
potential electric este inlocuitd cu diferenta dintre presiunea instantanee (fluctuanta in jurul
presiunii statice py) si valoarea py. Intensitatea curentului, din legea lui Ohm din electricitate,
este aici inlocuita de viteza particulelor, in miscarea oscilatorie. Impedanta de undi este
definita ca raportul:
br — Do

Up

P
(%

7 =

. (3.33)
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Aici p, i v, sunt valorile presiunii instantanee in mediu si, respectiv, vitezei instantanee a
unei particule.
Cum ecuatia unei unde este:

§ = Ene’ TR, (3.34)
viteza instantanee a acesteia va fi:
Uy = € = iwp e’ TR, (3.35)

In cazul unui gaz, de exemplu, am aratat ca:

0
Pa = Dr —po = —K, €

adai(y (336)

unde K g4 reprezintd coeficientul adiabatic al gazului, (K = —Vg—"}). In cazul mediilor con-
densate, K,q se inlocuiegte cu E' (modulul lui Young) in cazul undelor longitudinale in solide,
respectiv modulul de compresibilitate in cazul lichidelor.

Asadar,
Pa = FKaqikpn e T, (3.37)
Relatia (3.33) devine, atunci:
Kk K
z=Pa| =20 2 (3.38)
Uy w vf

Avand in vedere ca, in general, viteza de faza este data de o expresie de tipul vy = 4/ %, rezulta
ca impedanta de unda a mediului are expresia:

Z = /puy. (3.39)

Impedanta de unda a aerului este 4OOmK—2gS, a apeide1,45x 10615—5;3, iar a otelului de ~ 4 x 1071%‘55.

Propagarea undelor care provin dintr-un mediu in altul se face in conditii bune daca im-
pedantele celor doud medii sunt apropiate. In caz contrar, unda transmisi are amplitudine
mica, energia incidentd la limita de separatie dintre cele doud medii reflectdndu-se. Un prim
exemplu in acest sens il constituie propagarea energiei undelor acustice provenite de la bo-
bina unui difuzor catre aerul din mediul inconjurator. Rolul membranei difuzorului este acela
de a adapta impedanta ridicata a bobinei oscilante la impedanta de unda redusa a aerului
atmosferic.

Un al 2-lea exemplu, de data aceasta din domeniul undelor electromagnetice il constituie
transformatoarele de adaptare a impedantei (ridicate) a dipolului unei antene clasice de televi-
ziune la impedanta (joasd) a cablului coaxial Z.qp, = 752 care conduce semnalul receptionat
la intrarea televizorului. Aceastd adaptare are gi in acest caz rolul de a se transfera spre
receptorul de televiziune a cit mai mult din energia undei captata de antend. In conditiile
neadaptarii impedantei antenei cu aceea a cablului coaxial, o fractiune din energia incidenta
se va reflecta spre antend, nemaiputand fi receptionata ca un semnal util. Exemple de trans-
formatoare de impedantd de unda (sonora) pélniile vechilor gramofoane, cutiile de rezonanta
ale instrumentelor cu coarde, péalniile trompetelor etc.
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S

Figura 3.8: O schitd pentru calculul stari de oscilatie intr-un punct arbitrar, P.

3.3 Interferenta undelor

In multe cazuri, inclusiv in imprejurari prezentate anterior, starea de oscilatie a unui punct
dintr-un mediu elastic este determinata de suprapunerea efectelor undelor provenind de la doua
surse de unde. Un exemplu in acest sens se poate concretiza cu mijloace simple in laborator:
Pe suprafata apei dintr-un vas larg se creaza unde circulare folosind un vibrator mecanic cu
doud piese cilindrice care oscileazd pe verticald. O imagine a suprafetei apei in care sunt
create astfel de unde, precum si rezultatul suprapunerii acestora este prezentati in Fig. 3.8a.
In Fig. 2.1b este prezentati o schiti pe care o vom folosi pentru a determini starea de migcare
a unui punct P de pe suprafata apei, situat la distantele 1, respectiv Iy de cele doud surse S
si S9. Daca sursele oscileaza in faza, legile lor de migcare sunt identice si anume:

651,2 = gml’g sin (Wt) . (3.40)

Daca punctul P ar fi influentat, pe rand, de cate o singurd unda provenita de la S,
respectiv Sy, ecuatiile oscilatiilor acestuia ar fi:

§1p = &my sin (Wt — k1) ; (3.41)
&op = &masin (wt — kla) . (3.42)

Cum, insa, efectele celor doua unde se suprapun, punctul P va oscila conform ecuatiei:

Ep = &Emy sin (wt — kly) + Emasin (wt — klz) =
=&, sinwt cos kly — &m, coswtsin kly + &, sinwt cos kla (3.43)

— &, coswit sin klg.

Notand acum:

Epsind = &y, sinkly + &, sin klo; (3.44)
Epcosl = &y, coskly + &, cos kla; (3.45)



3.3. Interferenta undelor 79

ecuatia (3.43) se poate scrie gi sub forma:
E€p = &mpsin (wt —0), (3.46)

in care:

Emp = /€ + €2, + 26m,Ems sk (I — ), (3.47)
iar

Emy sinkly + &, sinkly

0 = arct .
e Emy cos kly + &, cos kl

(3.48)

Constatdm, prin urmare, ca punctul P oscileaza armonic, dupa aceeagi lege de variatie in
timp, ca i sursele S; gi S2, cu o amplitudine (&,,p) dependentd de amplitudinile surselor i
de diferenta de fazd (defazaj) intre undele (1) si (2). Un rationament identic este valabil si
in cazul suprapunerii efectelor undelor electromagnetice, inclusiv in cazul luminii. Deosebirea
fatd de undele elastice este aceea cid evaluarea stérii de oscilatie (a cAmpului electromagnetic
rezultat in punctul P) se face prin masurarea intensitatii luminoase i nu amplitudinii cAmpului
electromagnetic® sunt sensibili la intensitatea radiatiei optice, cu alte cuvinte ei masoara un
semnal proportional cu R?..

Daca cele doua surse emit unde circulare de aceeagi amplitudine ({1 = &n2 = &n), atunci
ecuatia (3.47) capitd o forma simplificata:

Emp = /262, [1 + cosk(lz — 1)) (3.49)

Amplitudinea rezultanta va fi maxima (si egala cu 2¢,,) atunci cand cosk(ly — 1) = 1, adica
atunci cand:

2
KAl = 2nm = Al = o = ). (3.50)
By
Amplitudinea rezultantd va fi miniméa (si egald cu 0) cand cosk(lo — [1) = —1, adicd atunci
cand:
T 1
BAL= (2n+1) 2 = Al = (n + 5) A (3.51)

Daci Sy, So si P se gisesc in acelagi plan, atunci ecuatiile diferentei de drum (3.50) si (3.51)
reprezinti ecuatiile unor locuri geometrice care sunt niste arce de hiperbola (Fig. 3.9)%, care
au focarele punctele Sp si S9.

Asa, de exemplu, maximul de ordin 0 corespunde conditiei: Al = Iy — I3 = 0 de unde
ly = ls. Asadar, maximul de ordin zero este o dreaptd (se spune cd aceasta este un arc de
hiperbola degenerata) care este mediatoarea segmentului S1.55.

3Detectorii de radiatie optica (ochiul, hartia fotograficd, receptorii de tip CCD etc
4Dups cum se stie, hiperbola este locul geometric al punctelor care satisfac conditia ca diferenta distantelor
de la ele la alte doud puncte fixe (denumite focare) este constantd
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maximul de ordin 3
. minimul de ordin 2
maximul de ordin 2
.. minimul de ordin 1
maximul de ordin 1
. minimul de ordin 0

maximul de ordin 0

.. minimul de ordin 0
maximul de ordin 1

minimul de ordin 1
maximul de ordin 2

minimul de ordin 2
maximul de ordin 3

Figura 3.9: Tabloul de interferenta a doua unde circulare.

Maximul de ordin 1 contine totalitatea punctelor care satisfac conditia:
ll - 12 = )\ sau lg — ll =\ (3.52)

Intercalate cu maximele de diverse ordine se vor afla minimele.

Fenomenul de interferentd constd, prin urmare, in suprapunerea efectelor induse de pre-
zenta a doud unde de aceeasi frecventa intr-un punct dat. Observarea interferentei este ugurata,
daca cele doud surse sunt coerente, adicd au nu numai aceeasi frecventd, dar si diferentd de
fazd constantd. In acest caz starea de oscilatie a punctului P, asa cum rezultd din ecuatiile
(3.46)—(3.48) este stationara, iar efectele se observa mult mai simplu decat daca undele ce se
compun nu ar fi coerente, Afirmatia precedenta este valabila si in cazul interferentei luminii.

3.4 Difractia

Am analizat, in sectiunea precedenté, fenomenul de interferentd. Daca in loc de doué surse,
dintr-un punct al mediului in care se propaga unde elastice se compun mai mult de doua unde,
vor apirea o serie de rezultate foarte interesante, aga cum este si cel al difractiei.

S& consideram o experientd, in care, de exemplu, pe suprafata apei dintr-un vas larg sau
dintr-un loc se propagéd "unde plane", adicd suprafete de unda formate din "valuri" paralele
intre ele (Fig. 3.10a). Acest lucru rezultd din aceasta figura, unde am reprezentat suprafetele
de unda in pozitiile succesive ocupate de acesta, la intervale de timp de o perioada — deci
separate prin distante egale cu lungimea de unda. Daca unda incidenta plana se apropie de
un ecran, F in care este practicatd o deschidere AB, propagarea undelor in spatele ecranului
depinde de largimea acestei deschideri. Astfel, daci deschiderea este mult mai largd decat
lungimea de und&, in principal, propagarea undelor va avea loc dupa aceeasi directie ca si
inainte ca acestea si intalneascd ecranul (Fig.3.10a, directia (i)). O mica fractiune din energia
transportata de unda incidentd se va propaga, totusi, si in spatele ecranului (directiile (d)).

Dac4, insd, ecranul are deschiderea AB de dimensiuni comparabile, sau mai mici decat
lungimea de unda (Fig. 3.10b) atunci fenomenul dominant este acela in care unda se propagd
in directii oblice fata de directia undei incidente. Apare, astfel fenomenul cunoscut sub numele
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(d) N
B \
(i) @ B (M)
A
A \
A\
r @ E
(@) (b)

Figura 3.10: Propagarea unei unde plane incidente, in urma trecerii printr-o fantd dreptunghiulara:
(a) in cazul unei fante largi (largimea fantei mai mare decat lungimea de unda; (b)largimea fantei mai
mica decat lungimea de unda.

de "difractie", care aici reprezinta patrunderea undei difractate in spatele ecranului, fenomen
care apare, asa cum vom vedea in cele ce urmeazi, ca urmare a interferentei multiple intr-un
punct a efectelor unui numar foarte mare de unde provenite de la surse multiple. O ilustrare

Figura 3.11: Trei imagini ale regimului de propagare a unei unde plane in regiunea din spatele
ecranului: (a) in cazul unei fante largi (largimea fantei mai mare decat lungimea de unda (b) largimea
fantei comparabila cu lungimea de unda; (c)largimea fantei mai mica decat lungimea de unda

a acestui tip de comportament este prezentatd in imaginea fotograficad din Fig.??, pentru
situatiile detaliate anterior.

O explicatie intuitivd simpld a fenomenului rezultd din aplicarea principiului lui Huygens.
In orice punct din dreapta ecranului interfers undele provenite de la sursele secundare existente
pe suprafata de unda care ajunge la nivelul deschiderii (fantei) din ecranul E.

Existd doué tipuri de difractie, in functie de distanta dintre centrul fantei gsi punctul de
analiza a rezultatelor. Noi ne vom ocupa, in cele ce urmeaza de situatia in care punctul de
analiza se afla departe de centrul fantei. Acest tip de difractie se numeste difractie Fraunhoffer,
spre deosebire de situatia alternativi, in care analizam efectele in apropierea fantei. Acest din
urma caz se numeste difractie Fresnel gi va fi examinata in detaliu la disciplina Optica.
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3.4.1 Difractia Fraunhoffer pe o fanta dreptunghiulara

Sa consideram fanta AB din ecranul F impartitd intr-un numar de intervale N, foarte
mare. De fapt, cele N puncte dintre A si B sunt sursele secundare de pe suprafata de unda,
in momentul in care acesta ajunge la nivelul ecranului, in timpul propagarii undei progresive
(Fig. 3.12). Sa consideram un punct P foarte departe de centrul O al fantei. Din motive de
spatiu si de vizibilitate am plasat, (Fig. 3.12) punctul P destul de aproape de fanta, avand
in vedere largimea acesteia. In Fig. 3.12, fanta AB a trebuit si fie reprezentati suficient de
larga, din motive de lizibilitate a desenului.

i

2

3

d 2

1
20
30
3
0)
—> N/ >y
Y N
E
Figura 3.12: Schitd pentru determinarea starii de oscilatie a punctului P, ca urmare a interferentei
celor N unde.

lN/Z

Iy

Punctul 1 constituie o prima sursa de unde circulare ce se propaga in semi-spatiul y > 0.
Ecuatia undei provenite de la sursa 1, la nivelul punctului P va fi:

£1p = Epme’“ITH), (3.53)

Considerand ca toate cele N surse secundare au aceeagi amplitudine, atunci, pentru undele ce
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sosesc in punctul P, provenind de la celelalte surse secundare de la nivelul fantei vor fi:

§op = EmeITHR); (3.54)
E3p = Eme’ M) (3.55)
Enp = Eme' @R, (3.56)

Asa cum rezultd din medalionul din Fig. 3.12, distantele dintre sursele secundare si punctul
P pot fi scrise prin relatii de forma:

lo=0+; lg=1ls+6=11+26; ... lN:ll+(N—l).(5

in care 0 reprezinta diferenta dintre drumurile strabatut pana la punctul P de dou& unde prove-
nind de la dou& surse vecine. Cum punctul P este foarte departe de sursele secundarel, 2, ..., N,
"razele" 1 — P,2 — P, N — P sunt, practic, paralele intre ele, si facand un unghi o cu nor-
mala la fantd. Unghiurile 1,2, 3, ... din varfurile triunghiurilor hagurate din Fig. 3.13 sunt, de
asemenea, egale cu « (ca unghiuri cu laturi perpendiculare), de aceea putem exprima pe § in
functie de distanta d/(N — 1) dintre dou& surse consecutive:

Figura 3.13: Un detaliu al figurii anterioare

0= sin «v (3.57)

N -1

Revenind la compunerea efectelor celor N unde in punctul P, ecuatia de miscare a acestuia
in urma suprapunerii efectelor va fi:

£P — &-mei(wt—kh) + Emei[wt—k(ll-i-&)] o+ gmei{wt_k[l1+(N_1)§]},
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sau:
p = {mei(m_kh) [1 4otk 4 om2ke e—Qi(N—l)k5] ) (3.58)

Termenii din paranteza péatratd din relatia precedenté formeaza o progresie geometrica cu ratia
q= e~ Suma acestei progresii este:

1=
=1
Ca urmare:
I 1— e—ik’N(S
Ep = Eme T ——

Avand in vedere expresia lui ¢ din relatia (3.57), ecuatia precedentd devine:

1 —ikNdsin o

— N—-1

_ i(wt—klyp) €

EP - gme( —tkdsina *
1—e N-1

Cum N > 1, putem scrie cd N & N — 1, deci N gi N — 1 din fractia ce apare in exponentul
cantitatii de la numaratorul ecuatiei precedente se simplifica. Scoténd, pe de altd parte, in
factor comun, fortat termenii ce apar la numaéarator si la numitor in ecuatia urméitoare:

3 K3

(wt—kly) e 2 —e 2

o t(wt—klq

fP - £me _ s kdsina - kdsin o _ s kdsina \ ?
e "a(N-1) <€7‘2(N—1) —e Z2(N—1)>

- kdsin o ( - kdsin o -kdsina)
_gkasina 617 _gkdsina

constatam ca putem scrie o relatie simplificata a lui £p sub forma:

. : kdsina
. i(wt—kly) _Z-kdsma(l_ 1 )SIDT
Ep = &me e " 2 N-T) — .
sin kdsin o

2(N-1)

A A < < : kdsina ~_ kdsina R
Avand in vedere cd N este un numér foarte mare, sin SINCT) N Ton s dar -y ~1 Ca

urmare:
i kdsina
N i(wt—kly — kdsina SIDT
SP ~ meez(w 1 2 )W (359)
2
Notand:
kdsina
5 =

si rearanjand termenii din ecuatia (3.59) avem:

é-P = megei[wt—k(ll_’_dsi%)]'
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Cum, insd, conform ecuatie (3.57), dsina ~ N¢:
ep = Ngmislgeei[wt*k(lﬁ%ﬁ)], (3.60)

Observam, din Fig. 3.12, ca [; + %(5 = Inj2 = OP = ljpegin- Ca urmare:
sin 6
6

Asgadar, punctul P executd o migcare oscilatorie, a cirei amplitudine:

&p = N&, elwt—klmediu] (3.61)

sin 6

Emp = meT, (3.62)

este modulata cu functia %. Este cunoscut ca aceasta functie are un maxim atunci cand
0 =0:

in 0
sing _

=

urmat de maxime gi minime secundare, aga cum rezultd din Fig. 3.14, la valorile lui 6 de ...
respectiv ... Putem spune, in concluzie, cd maximul de ordin 0 de difractie apare pe directia

Tsine/o
1
‘m2 ! em1 e"” m em2 i >0
9M2\-‘/ eMl 0 \/ eMl 9M2

Figura 3.14: Graficul functiei %.

de propagare a undelor incidente pe ecranul F, iar maximele gi minimele de difractie de ordine
superioare vor aparea la unghiurile care rezulta din Fig. 3.14.

Intensitatea undei difractate ce ajunge in punctul P este proportionald cu péatratul am-
plitudinii &,,p, asa incit intensitatea undei care se propagd intr-o directie ce face un unghi «
arbitrar cu normala la fanta este data de relatia:

: 2
I=1, (S“;e) . (3.63)
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Minimele de difractie apar in directiile in care
0 =nm (cun=1,2,3...). (3.64)

Cum 6 = kds%, rezultd cd minimele apar in directiile in care 27n = kdsina, sau
2mn = 27” sina = sina = nA. Maximele de difractie de ordin superior se afla aproxima-
tiv la juméitatea distantelor dintre doud minime consecutive. Ca urmare, folosind ecuatia
(3.64):

1
0~ (n + 5) ,
iar intensitatea intr-un astfel de maxim secundar va fi data de o relatie de forma:
sin (n + %) T 2 Iy
[=1Ip |20 o (3.65)
(n+3)m ] (n+ 1) 72
Facand pe n sa ia valorile 1,2,3,... vom gasi ca intensitatile maximelor de ordin 1,2,3,...

reprezinta respectiv 4,5%, 1,6%, 0,83% din intensitatea maximului principal.

Trebuie, de asemenea, remarcat ci semi-largimea (intervalul unghiular in care intensitatea
scade la jumatate din valoarea sa maxima) este invers proportionala cu lungimea de unda si
direct proportionald cu largimea, d, a fantei.

3.5 Dispersia undelor. Viteza de grup

In exemplele anterioare am analizat propagarea undelor elastice in medii omogene si am

gasit cd, pentru fiecare tip de undi si fiecare mediu, viteza are altd expresie: v = ,/% intr-o

coarda, v = \/pKO intr-un fluid. K are semnificatii diferite in functie de tipul de mediu si de
caracterul undei (longitudinald sau transversald).

Existd, insa, exemple de medii in care undele se propaga cu witeze care sunt functii si de
lungimea lor de unda [v =v()\)]. Astfel de medii se numesc dispersive. De exemplu, viteza
undelor capilaro-gravitationale pe suprafata unui lichid de densitate p, adancime h si coeficient
de tensiune superficiala o, este:

v = \/<Z + "f) tgh(hk) (3.66)

Aici g este acceleratia gravitationald, k = 27/ este numarul de unda, iar functia trigonome-
tricd de sub radical este tangenta hiperbolica:

hk _ _—hk
tgh(hk) = &

T (3.67)

Este evident cd o unda armonici (de exemplu, una sinusoidald) se va propaga in acelagi
mod intr-un mediu dispersiv, ca gi intr-unul nedispersiv. Ar fi, insd mai interesant, si exa-
minam fenomenele care apar dacd un grup de unde compus din unde de diferite lungimi de
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undi se propagd printr-un mediu dispersiv. Un interes deosebit in fizica il prezintd studiul
propagarii unei suprapuneri de unde sinusoidale avand frecventele cuprinse intr-un interval in-
gust de frecvente. Unda rezultantd din suprapunerea sus-mentionatd (numéarul de componente
sinusoidale poate fi oricat de mare - important e ca intervalul Vyax — Vmin sa fie finit gi mic)
se numeste pachet de unde.

S& examinam cazul cel mai simplu, acela in care intr-un pachet de unde progresive existé
doar doua unde de frecvente apropiate, wi si we. Cu alte cuvinte:

§1 = Emsin(wit — kry); (3.68)
o = &msin(wat — koy); (3.69)
in care k1 = %\—7;7 ko = ?\—”

Intr-un punct al mediului in care efectele celor doui unde se suprapun, elongatia rezultanti
va fi:

§(y,t) = & + & = 26, sin 5 t— 5 5t 5

w1 + w2 k1 + kzy} o8 {wl —w2 k1 + kgy (3.70)
Termenul sinusoidal din (3.70) reprezinta o unda ale carei pulsatii si numere de unda reprezinta
valorile medii aritmetice ale undelor &; si & si a carei viteza este (w1 +wa)/ (k1 + ko). Intrucat
pulsatiile wy si wo sunt foarte apropiate, pulsatia undei sus-mentionate este foarte apropiata
de wi si we; la fel stau lucrurile gi cu numerele de unda. Ca urmare, unda rezultantd va avea
faza practic egald cu faza undelor (3.68) si (3.69).

Termenul cosinusoidal din ecuatia (3.70) descrie o unda de pulsatie i numar de unda egale
cu semi-diferentele pulsatiilor, respectiv numerele de unda a undelor descrise de ecuatia (3.68)
si (3.69). Aceasta unda are viteza de propagare a fazei(w; — wz)/(k1 — k2), un termen care
variaza mult mai lent in timp si in spatiu decat termenul sinusoidal.

In Fig. 3.15(a) este reprezentati grafic dependenta de y a termenului sinusoidal din (3.70),
pentru un moment dat, t. In Fig. 3.15(b) este reprezentata dependenta de y a termenului
cosinusoidal din aceeasi relatie. In sfarsit, in Fig. 3.15(c) este prezentata dependenta &(y, t)
pentru o valoare oarecare a lui t. Se observa, de altfel, rezultatul cunoscut sub denumirea de
batai (atentie, in acest caz, batai in spatiu!).

Se intrevede din relatia (3.70) c&, daci il fixdm pe y, adicd daci ne referim la un punct dat
al mediului, vom obtine o undd modulata similara cu cea din Fig. 3.15(c). Avem, in acest caz
un fenomen de batdai in timp.

Intr-un mediu nedispersiv, viteza de fazi a oricarei unde (indiferent de \) este constanta.
Aceasta inseamné, nu numai ci:

w1 w9
=—=— 71
ki ko’ (871)

v

dar gi cd (construind proportii derivate):

w1 tw2 W1 — w2
= = . 3.72
! k1 +ky kit ke (3.72)

Cu alte cuvinte, termenii sinusoidali si cosinusoidali au aceeagi viteza de fazi, astfel incat curba
continud gi anvelopa punctata din Fig. 3.15(c) se vor propaga in timp spre dreapta (fiind vorba
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sin (wl er?f _ k1 + ko )
K 2 A 2 y

t
2 2

N
N

%in(w1+w2f—kl+k2(>(‘0~;(wliw2f—klikze)
T 2 2 )T P

N

Vhwnv U“i)?ﬂfi

Figura 3.15: Superpozitia, la un moment arbitrar, ¢, a doud unde de pulsatii apropiate: a) termenul
sinusoidal; b) termenul cosinusoidal; ¢) efectul superpozitiei.

Wy — Wy k1 — ko )
- Y
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de unde progresive). Aceasta inseamna ca un semnal care se propagd intr-un mediu nedispersiv
nu st modifica forma.
S& examindm acum propagarea unui pachet de doud unde sinusoidale (3.70) intr-un mediu
dispersiv. In acest caz, intrucdt vy # vo, rezulta ca:
w1

kjl#

w2 W tw2 Wi — w2

[N I Sy T S

In acest caz curba rezultanti (reprezentatd cu linie continui in Fig. 3.15(c)) si anvelopa ei
(reprezentata cu linie intrerupta in aceeasi figurd) se deplaseaza cu viteze diferite in timp.

In cele mai multe dintre situatiile intalnite in fizica anvelopa se migca mai lent decit curba
continua:

w1 — Wy w1 +CU2

< )
ki1 —ko k14 ko

(3.73)

de aceea aceste cazuri sunt denumite ca fiind exemple de dispersie normald®
Exista si un numar de exemple in care anvelopa se migca mai rapid decat unda rezultanta:

w1 — w2 w1 + w2

> )
ki —ko = ki+ ko

caz in care dispersia se numeste anomald. Exemple de acest tip se intdlnesc la propagarea
undelor transversale printr-o bara elastica, sau in cazul propagarii undelor electromagnetice
in apropierea limitei de absorbtieb
Trebuie mentionat cé, viteza de propagare a energiei transportatd de unda este egald cu
viteza de propagare in spatiuv a mazimului amplitudinii. In cazul unui mediu nedispersiv, viteza
de transport a energiei este egali, evident, cu viteza de fazi a undei, (vezi ecuatia (3.72)). In
cazul propagarii unui pachet de unde, deci a energiei, viteza de transport a energiei este egala
cu viteza de propagare in spatiu a anvelopei.
Asadar, energia transportata de un pachet de unde se propaga cu o viteza, notata v, si
numita vitezd de grup. Expresia acesteia este:
w1 —wy dw
vy = Tk S d (3.74)
intrucét cele doud pulsatii, ca si numerele de unda asociate sunt foarte apropiate.
Intre vitezele de grup si de fazi exista o relatie (denumitd relatia lui Rayleigh). Aceasta
se obtine din ecuatia (3.74), in care inlocuim pe w si k:

_ 21 _ 2muy _ 2mvy

YTT T T T
27

k="
A

5Un exemplu de acest caz il constituie undele pe suprafata mirii, la adancime, h, mare, acolo unde termenul
al 2-lea din paranteza ecuatiei (3.66) se neglijeazi.
6 Acest al 2-lea exemplu va fi studiat in detaliu in cadrul cursului de electrodinamica.
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Ca urmare:
2mv Adv p—ved
Ug:d( Xk): f)‘Zf
- 1
d () —&dA
adica
d
vy = vy — /\%. (3.75)

Pe cale grafica, viteza de grup se determind folosind un procedeu bazat pe Fig. 3.16. Aici am
reprezentat dependenta vitezei de fazd de lungimea de undé, in cazul unui mediu dispersiv
(dispersie normald). La o valoare data a lungimii de unda, A = A4, viteza de fazd a undei are
valoarea v(A4). Tangenta graficd in A face cu axa absciselor unghiul a:

v

V(A

o) x A

Figura 3.16: Determinarea vitezei de grup la o valoare anumita a lungimii de unda folosind relatia
lui Rayleigh (3.75).

dvy AC
tga = —= =—. 3.76
8= x|y, ~ BC (3.76)
Putem scrie, referindu-ne la Fig. 3.16, ca:
AC =vy — OB, iar BC = Ay,
astfel incat:
dvg| vy — OB
X [z, A
de unde:
OB = vy -\, 2 (3.77)
= vy A N ™ . .

Cu alte cuvinte, OB = v,. Asadar, viteza de grup, a unor pachete de unda "centrate" in jurul
lungimii de unda A4 este egald cu ordonata la origine OB.

In concluzie, un pachet de unde armonice indiferent de numirul de componente, se va
propaga intr-un mediu dispersiv fard si-si modifice forma in spatiu. Un pachet de unde
armonice avind un spectru cu mai mult de o componenti spectrald isi va modifica profilul
spatial intr-un mediu dispersiv, intrucit componentele sale se propagi cu viteze diferite.



3.6. Efectul Doppler 91

3.6 Efectul Doppler

Efectul Doppler” consti in perceperea unei frecvente diferite decat cea reald (a undei
emise de o sursd), atunci cand receptorul se afld in migcare relativa fatd de sursa. Relatia care
exprimé legatura dintre frecventa reald a undelor emisa de sursi gi cea masuratd de receptor
difera atunci cand sursa este mobild si receptorul fix gi, respectiv, receptorul este mobil, iar
sursa fixa. S& examindm cele doué cazuri, in cazul propagarii undelor elastice dupa o directie
data.

3.6.1 Sursa mobila, observator fix

S& considerdm c& sursa este mobild, la momentul ¢{g = 0 ea aflandu-se in punctul Sy
(Fig. 3.17). Sa analizdm rezultatele méasurdtorilor unui observator (receptor) fix, aflat in
punctul R. Observatorul fiind observator fix, in cazul unei surse aflate in migcare. Daci la
acel moment sursa incepe sa emitd unde sferice si dacd convenim si discutdm despre suprafete
de unda generate la fiecare perioada T (separate spatial prin distanta \), atunci lucrurile se
prezinta astfel: Unda emisid la momentul ¢y va avea un front de unda de forma unei suprafete
sferice cu centrul in Sj.

u, u, u

Figura 3.17: Efectul Doppler perceput de un observator fix, in cazul unei surse aflate in miscare.

Unda emisa dupa o perioada T, va fi o suprafata sferica cu centrul in S, cea emisa dupa
2T va avea centrul in Sy, etc. Aici SpS1 = 5152 = ... = vfT = X (vy este viteza de faza
a undei in mediul considerat). Se presupune c&, in momentul in care unda (ug) a ajuns la
receptorul R, sursa se afld in punctul S,,. Distantele parcurse de unda (ug) si, respectiv sursa

S vor fi:
S()R = Uft §i S()Sl = vt (3.78)

In timpul ¢ au fost emise n unde <n = %) Constatam ca, in intervalul spatial S, R se "aglo-
mereazd" toate cele n unde emise de sursi in intervalul de timp ¢. Lungimea de unda aparenta

in zona din fata sursei va fi, prin urmare:

_ SnR (v — o)t
on t

Aa T = (vy —vy)T. (3.79)

"Johann Christian Andreas Doppler (1803-1853) matematician si fizician austriac, devenit celebru pentru
explicarea efectului care 1i poarta numele.
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Frecventa aparentd, masuratd de receptorul R va fi:

Vg = - ki =Y (3.80)
Ao (v —wv)T  vp — vy
Constatdm ca frecventa aparentd, v,, méisurati de observatorul R este mai micd decat cea
reald, v. Diferenta este cu atdt mai mare cu cit viteza sursei este mai apropiatd de viteza de
faza a undei in acel mediu. La limita, atunci cand vs = vy, v = 0. Aceasta se intampla, de
exemplu, atunci cand sursa se misca cu viteza sunetului.
Atunci S1R = 0, iar sursa se va afla in permanenta pe frontul de und4i, toate fronturile

undelor wg, uy,ug,. .., u, fiind tangente in locul in care se giseste sursa (vezi Fig. 3.18)
Up
u
u
So 5y R

Figura 3.18: Forma fronturilor de und& in cazul unei surse care se deplaseazi cu viteza egald cu cea
a undei.

Observatie: Daca sursa de unde se deplaseaza cu o viteza vs > vy, atunci ea se va afla in
permanentd in afara (in fata) fronturilor de unda generate in momentele anterioare (Fig. 3.19).

Figura 3.19: Forma frontului de unda al unei unde emise de o sursid care se deplaseazi cu o viteza
mai mare decat viteza de faza a undei.

Aceste fronturi de unda sunt tangente interioare unui con, denumit conul lui Mach®.
Unghiul « din triunghiul dreptunghic SAO se afla folosind relatia:
SA _vpt vy

inq =0 = 1 3.81
s SO vt v ( )

8Erwin Mach — fizician austriac, care a obtinut o serie de rezultate remarcabile intr-o serie de domenii ale
fizicii, in special in mecanica fluidelor
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Evident, conul lui Mach va fi cu atat mai ascutit cu cat vs este mai mare decat vy. Odata
cu scaderea lui vs, deschiderea a a conului se micgoreaza, iar cand vy devine egal cu vy, conul
degenereaza intr-un plan ce contine si punctul O (a = 90°). Regésim astfel rezultatul prezentat
in Fig. 3.18.

Pentru a calcula frecventa aparentd, v/, masuratd de un alt receptor plasat in regiunea
din spatele sursei (acolo unde sursa se indeparteaza de observator), vom urma un rationament
similar cu cel anterior. Evident, rezultatul se obtine ugor daca inlocuim in relatia (3.80) pe vy
cu —v,. Agadar:

vo=Y (3.82)
Vf + Vs

Cu alte cuvinte, observatorul fatd de care sursa se indepdrteazda va méasura o frecventa mas
mica decat cea reald.

Am observat cu totii efectul Doppler acustic, atunci cand pe langa noi trece un automobil
claxonind sau o locomotiva cu sirena in functiune. Efectul cel mai spectaculos are loc atunci
cand sursa de sunet ajunge in dreptul nostru, moment in care are loc o scadere brusca a
frecventei sunetului perceput, de la valoarea v, la v/):

2V vV
Ay, — . — o) — 2207 3.83
Vo =Va =V, U? — 2 ( )

Observatii: Efectul Doppler in care sursa este in miscare se foloseste pentru masurarea
vitezei unor fluide. De exemplu, masurarea vitezei sangelui printr-o arterd se face masoara
folosind tehnica denumita wvelocimetrie Doppler: Un generator de unde ultrasonore plasat
in vecinitatea vasului de sdnge emite unde dupa o directie aproape paralela cu directia de
curgere a sangelui (de-a lungul vasului). Particulele constituente ale singelui reflectd undele
ultrasonore, comportandu-se ca o sursa virtuala care se indeparteaza de receptorul plasat in
imediata vecinitate a sursei de ultrasunete®.

Masurand frecventa v/, a semnalului reflectat, se poate determina viteza sangelui, v, si
debitul volumic al acestuia prin artera respectiva.

3.6.2 Sursa fixa, receptor aflat in migcare

Sa presupunem (Fig. 3.20) ci sursa este in repaus in punctul Sy gi cd emite unde in mod
permanent. Suprafetele de unda vor fi acum sfere concentrice cu centrul in Sy. S& presupunem
ca la momentul ty = 0 este emisa unda ug. Frontul de unda a lui ug se va intalni in punctul
R; la momentul ¢1, cu observatorul care plecase, la tg = 0, din pozitia Rg. Distanta d = Sy Ry
se compune atunci din distantele parcurse de unda cu viteza v si observator cu viteza vpg:

d

d=vst1 +vRpt1 =t = —.
i RU1 1 vr + R

(3.84)

“De multe ori, generatorul de ultrasunete (o placuti dintr-un material piezoelectric) functioneaza succesiv
ca generator, apoi ca receptor al undelor ultrasonore reflectate (efectul piezoelectric este reversibil)
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VT, Vi,

Figura 3.20: Efectul Doppler in cazul in care sursa S este fixa si receptorul in migcare.

Unda urmétoare va fi emisa de sursa dupé un interval 1. Conditia de intalnire pentru a doua
unda cu observatorul va fi:

d= Uf(tQ — T) + vpto, (3.85)

adicd aceasta a doua intalnire va avea loc la momentul:

d~+veT
tg=— I~ (3.86)
vf + VR
Perioada (aparentd) masuratd de receptorul R va fi atunci intervalul perceput de acesta intre
doua unde “consecutive” :

Tp=ty—tg = —1— (3.87)

Frecventa méasurata de receptor, v/, va fi:

1
=~ U TUR +URV.

3.88
a Ta Uf ( )

Judecand, intr-o manierd similara, cazul in care receptorul se indepdrteaza de sursa (vg trecand

in —vR), vom obtine:

v — v
A B (3.89)
vf
Restrangand rezultatele obtinute in cele doud cazuri cand sursa este in migcare [ecuatiile (3.80)
si (3.82)] si cand receptorul este in miscare |ecuatiile (3.88) si (3.89)], vom putea scrie o relatie
sintetica de forma:
vt
Vg =1 —Ty, (3.90)
Vf F Vs
in care semnele de deasupra se refera la apropierea relativa a sursei de receptor si invers.
Observatii:

1. Exista incd multe alte aplicatii ale efectului Doppler. In zilele noastre predictia meteo-
rologicd a devenit mult mai precisd prin masurarea (folosind radare Doppler) a vitezei
curentilor de aer din atmosfera.
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2. Degi se bazeazd pe o argumentatie teoretica diferita, efectul Doppler apare si in cazul
undelor electromagnetice, inclusiv a celora din domeniul optic!?. Este interesant ca
formule identice pentru frecventa aparentd masuratd de observator se gasesc si in cazul
undelor electromagnetice. Acest lucru face sa putem masura, de exemplu, viteza cu care
o stea oarecare se indeparteaza de Paméant. De asemenea, se poate determina viteza
din miscarea dezordonatd a unor atomi ce formeazi un ansamblu statistic in echilibru
termodinamic, dacd acestia emit lumina prin procese de dezexcitare.

3. In cazul in care directia de deplasare a sursei face un unghi a cu dreapta SoR, in relatiile
(3.80) si (3.82) vy va fi inlocuit cu vy cos a, adica cu componenta vitezei paralela cu SyR.
Componenta vitezei vs dupd o directie perpendiculara pe SoR nu produce o deplasare
relativi intre sursa si receptor. In cazul acesta, frecventa determinata de receptor ca fi:

vf

Vg = ————.
Vp F Vs COS

Efectul Doppler, aga cum a fost descris anterior se mai numeste si efect Doppler clasic
longitudinal.

3.7 Absorbtia undelor elastice

In procesul de propagare a undelor prin medii reale, o parte din energia mecanica trans-
portatd de unda se transforma in alte forme de energie, cel mai comun caz fiind acela in care
se produce caldura.

Cum energia transportatd de o unda este proportionald cu patratul amplitudinii undei,
ne agteptdm ca amplitudinea sa scada proportional cu distanta parcursa de unda (d&,, ~ y).
Procesul de disipare a energiei este din ce in ce mai slab, o data cu scdderea amplitudinii (de
aceea putem scrie cd d&, ~ &n). In sfarsit, rata de descrestere a elongatiei undei (si, implicit
a energiei mecanice) depinde de tipul de mediu in care are loc propagarea si de fenomenele
fizice care conduc la disiparea energiei. Prin urmare:

A€ = —Némda, (3.91)

in care d§,, este scdderea amplitudinii pe o distantd elementara parcursa, dr. Termenul A
denumitd constanta de atenuare a amplitudinii, caracterizeaza mediul, cit si procesele care
conduc la absorbtia energiei mecanice.

Relatia (3.91) se poate scrie gi sub forma:

a6
Em

Daca &0 este amplitudinea undei la intrare intr-un strat absorbant si &,,(x) este amplitudinea
dupé parcurgerea distantei z prin acest strat, prin integrarea ecuatiei (3.92) gasim:

() = Em(0)e . (3.93)

1 2 . . A . . A A . .o
9In cazul undelor electromagnetice, compunerea vitezelor se face in mod diferit decat in mecanica clasica,
asa cum se va studia in cadrul cursului de Electrodinamica si teoria relativitatii.

= —\dz. (3.92)
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Asadar, amplitudinea undei descreste exponential ca urmare a absorbtiei. Se definegte o
lungime de atenuare x = %, care inseamna distanta pe care trebuie sa o parcurgd unda pentru
ca amplitudinea sa descreascd de e ori. Avand in vedere cé intensitatea undei este proportionala
cu &2, o relatie intre intensititi se obtine din relatia (3.93) sub forma:

I(z) = I(0)e” 27, (3.94)

Aici coeficientul 2\ se numeste coeficient de absorbfie al undei intr-un mediu. Coeficientul de
absorbtie sonora in mediile condensate este functie de frecventd, de conductivitatea termici a
mediului si de vascozitate.

3.8 Probleme

1. Intr-un cutremur de Pamant apar doud tipuri de unde: de tip S (unde transversale, de
suprafati, similare celor de la suprafata apei) si de top P (longitudinale, care se propaga
prin scoarta terestrd). S& presupunem ci in punctul A se produce un cutremur care
este Inregistrat de un seismograf plasat in B. Punctele A si B sunt situate pe aceeasi
longitudine de 60°. Viteza de propagare a undelor S este de vg = 4.5Km/s iar a celor
P este de vp = 7.8Km/s. (a) Care dintre cele doua unde este receptionatd mai intai?
(b) Care esre diferenta de timp dupa care sunt detectate cele doud tipuri de unde? Se
considerd raza Paméantului Rp = 6370Km.

2Rsin30°  Rm/3
vs vp

Raspuns: At = =11, 1min.

2. O und4 transversala sinusoidala cu perioada T' = 25ms se deplaseaza in directia negativa
a axel Ox, cu viteza v = 30 m/s. La momentul ¢ = 0, o particuld a mediului, de la pozitia
x = 0 este deplasata cu 2 cm gi se deplaseaza in jos cu viteza de 2m/s. S& se determine:

amplitudinea undei;

b
(c

(d) ecuatia undei.

(a
(b) faza initiala,
viteza transversala maxima;

)
)
)
)

Raspuns: A = 0,021m; ¢ = 1,95rad; vy max = 5,41m/s.

3. Viteza undelor transversale ce apar intr-o coarda tensionata de T' = 6,00N este v =
20m/s.Ce forta de tensiune este necesard pentru a obtine o unda cu viteza v = 30m/s?
Raspuns: Ty = (%) Ty = 13,5N.

4. Un fir din otel cu lungimea de 30m si un fir din cupru de 20m, ambele avand acelasi

diametru de Imm sunt lipite unul de altul si supuse unei tensiuni de 150N. In cat timp
unda transversald ajunge de la un capat la altul al firelor?

Raspuns: t = 0,329s.
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5.

10.

O unda are expresia:
y(x,t) = (0,350m) sin(107t — 3wz + 7/4)
Determinat;i:

(a) rata medie a energiei transmise de-a lungul corzii, dacd densitatea liniard demasa
este de 7Hg/m.

(b) energia corespunzatoare fiecirui ciclu al undei.
Raspuns: (a) P = %uuﬂsz =15,1W;(b)E = PT = 3,02J
Un fir de densitate p are sectiunea variabila conform relatiei:
A= (10732 +0,01)cm?.
Gasiti viteza de deplasare a unei unde transversale generate de o tensiune 1" = 24N in
punctele x = 0 gi x = 10cm.
Raspuns: v(x = 0) = 5,41m/s;v(x = 10) = 66, 7m/s.

O coarda a unui instrument muzical este supusa unei tensiuni 7. Coarda este infagurata
cu un alt fir astfel incat masa pe unitatea de lungime, p(x) creste uniform de la valoarea

p(x =0) = po la p(L =0) = pr.
(a) Gasiti expresia lui p = p(x);

(b) Aratati ca timpul necesar unui puls transversal sa traverseze coarda este: At =

2L (s, + po + v/iizfio) / [3VT (VEL + /o) -

(c) Nivelul sonor la distanta de 3m de sursa este de 120dB. La ce distanta nivelul sonor

va fi de: (1)100 dB; (ii) 10 dM:

Raspuns: 8 =101g (1/10*12) P =A4nr?L; 31 = 1315 (a)30m; (0)9,49 x 10°m.

. Determinati viteza de deplasare a unei ambulante daci frecventa receptionata la apro-

piere esre de 560Hz iar la indepartare este de 480Hz.
Raspuns: v =26,4m/s.

. Coarda unei viori are lungimea de 0,350m si este acordatad pe frecventa fundamentala

fe = 392Hz. Unde trebuie sa apese violonistul pentru a produce un sunet de frecventa
fa = 440Hz?

Raspuns:L = 0,312m.
Determinati lungimea unui tub care are frecventa fundamentald de 240Hz, daca:

(a) tubul este inchis la unul din capete;

(b) tulbul este deschis la ambele capete. Raspuns:(a)\ = 4L; L = 0,357Tm; (b)A =
9L; L =0, 715m.
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