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Введение

Об этой книге

Данная книга посвящена математическим основам теории риска. Пе-
ред тем как говорить о математических моделях рисковых ситуаций и
методах их изучения, мы, конечно же, должны определить, что мы под-
разумеваем под словом “риск”. Можно было бы построить изложение
так, чтобы избегать более или менее строгих определений этого поня-
тия, надеясь на интуитивное его восприятие читателем. Однако, коль
скоро данная книга – математическая, придерживаться такой “страу-
синой” политики мы не можем. Несмотря на то, что разные уважае-
мые источники (от “Толкового словаря русского языка” В. И. Даля до
энциклопедии “Вероятность и математическая статистика” под редак-
цией академика Ю. В. Прохорова) по-разному трактуют это понятие,
мы сначала дадим только одно (правда, не очень строгое и потому не
вполне математическое) определение, которое, однако, затем снабдим
более четкой теоретико-вероятностной формализацией.

“Усредняя” определения риска из всех просмотренных нами источ-
ников, включая упомянутые выше, мы приходим к следующему.

Риском мы будем называть совокупность значения возможного
ущерба в некоторой стохастической ситуации и его вероятности.

Такое определение вполне согласуется с интуицией. Единственно,
что может вызвать опасения – так это явно негативный оттенок слова
ущерб, в то время как, например, у В. И. Даля совершенно обосно-
ванно одними из синонимов риска объявляются слова удача, отвага с
явно положительным оттенком. Эти опасения мы снимем, формально
допуская, что ущерб может быть отрицательным (в таком случае он
превращается в приход, доход).

Попробуем теперь дать более формальную вероятностную конкре-
тизацию приведенного выше определения. Величина возможного ущер-
ба в стохастической ситуации, очевидно, до осуществления этой си-
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туации неизвестна и потому случайна. Таким образом, теоретико-
вероятностным аналогом понятия ущерба, очевидно, является поня-
тие случайной величины. Совокупность же значений случайной вели-
чины и их вероятностей в теории вероятностей задается распределе-
нием случайной величины. Таким образом, под риском хотелось бы
понимать случайную величину. Однако, если риски отождествляются
со случайными величинами, заданными на разных вероятностных про-
странствах, задача сравнения таких рисков оказывается принципиаль-
но неразрешимой и даже бессмысленной, так как соответствующие им
случайные величины как функции элементарных исходов зависят от
аргументов, имеющих разный смысл. Поэтому в подобных ситуациях
приходится отождествлять риски с функциями распределения.

Итак, под математической теорией риска формально следует пони-
мать совокупность моделей и методов теории вероятностей, применяе-
мых к анализу случайных величин и их распределений. Такая интер-
претация довольно широка и сводится к тому, что так интерпретируе-
мая теория риска должна быть отождествлена с дисциплиной, за кото-
рой закреплено название “прикладная теория вероятностей” и которая
включает в себя, в частности, такую важную и богатую результатами
область как теория надежности.

Написание обстоятельного учебника по прикладной теории вероят-
ностей с учетом всех возможных областей приложения ее моделей и ме-
тодов представляет собой титаническую и практически невыполнимую
задачу. Поэтому при выборе материала для данной книги как учеб-
ника по соответствующим курсам, читаемым сейчас в университетах,
мы в значительной степени руководствовались традицией и ограничи-
лись теми разделами, которые традиционно относятся к теории риска,
тем более что наряду с широким толкованием термина “теория риска”
во многих источниках под теорией риска понимается довольно узкая
область актуарной (или страховой) математики.

Как известно, в основе всех актуарных задач лежит неоспоримое
присутствие случайности. Слияние методов из различных теорий (и
прежде всего из различных разделов теории вероятностей) привело к
созданию полнокровной ветви науки, называемой актуарной (страхо-
вой) математикой. К методическому ядру этой науки относится теория
страхового риска, с вероятностной точки зрения рассматривающая во-
просы функционирования страховых компаний. В данной книге наря-
ду с другими разделами излагаются основы математической теории
такого вида страхования, которое принято называть ри́сковым. Этот
термин не совсем удачен – ведь любое страхование представляет собой
не что иное как один из механизмов противодействия риску и потому
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“ри́сковое страхование” – это в определенном смысле тавтология. Этот
термин, правда, лучше, чем “страхование не-жизни”, представляющее
собой буквальный перевод английского аналога “non-life insurance”, ко-
торый является антонимом термина “life insurance”, использующегося
для обозначения страхования жизни. Сходный термин “рисковые виды
страхования” используется в некоторых документах российского орга-
на страхового надзора, в частности, в “Методике расчета тарифных
ставок по рисковым видам страхования” (Методика, 1993), (Методика,
1994). Кроме того, в российской страховой литературе для перевода
термина “non-life insurance” иногда используется еще более громозкое
понятие – “виды страхования, отличные от страхования жизни”. Отме-
тим, что наиболее яркой отличительной чертой “рискового страхова-
ния” от страхования жизни является то, что при страховании жизни
величина страхового тарифа традиционно полагается равной средней
величине относительных выплат, а в “рисковых видах страхования”
страховой тариф включает, кроме того, надбавку (нагрузку безопас-
ности), предназначенную для достижения приемлемого для страхов-
щика значения вероятности неразорения (безубыточности страховой
деятельности). Именно такова структура тарифов в большинстве рас-
сматриваемых в данной книге моделей. Таким образом, в данной книге
значительное место отведено математической теории именно страхова-
ния, отличного от страхования жизни, а выражаясь кратко, – рисково-
го страхования.

Имея также в виду расширительное понимание теории риска, мы
включили в книгу и некоторые дополнительные разделы, в частности,
связанные с аналитическими методами теории риска, основанными на
смешанных гауссовских моделях. Эти методы обосновывают целесооб-
разность использования распределений с тяжелыми хвостами при ана-
лизе некоторых рисковых ситуаций и позволяют избегать возможной
недооценки риска существенных потерь во многих конкретных случа-
ях.

Базой для данной книги явились учебные пособия (Бенинг и Коро-
лев, 2000а), (Бенинг и Королев, 2000б) и (Бенинг, Королев и Шоргин,
2001), материал которых подвергся существенной переработке и до-
полнен многими новыми разделами. При выборе материала для книги
основное внимание было уделено тем разделам теории риска и страхо-
вой математики, которые традиционно включаются в наиболее попу-
лярные учебники и руководства по этим и родственным дисциплинам.
При этом, однако, авторы конечно же отдают себе отчет в том, что
на окончательный выбор материала оказали существенное влияние их
собственные научные пристрастия.
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Наpяду с хоpошо известными классическими pезультатами (неко-
тоpые из них снабжены новыми доказательствами, по мнению автоpов,
более удобными с методической точки зpения) в книге изложены неко-
тоpые новейшие pезультаты в области теоpии pиска (напpимеp, относя-
щиеся к оценкам точности нормальной аппроксимации для распределе-
ний сумм независимых случайных величин, исследованию асимптотики
распределения суммарного страхового требования, факторизационной
модели индивидуального страхового иска, аппpоксимации веpоятности
pазоpения пpи малой нагpузке безопасности, обобщенным пpоцессам
pиска, статистическому оцениванию веpоятности pазоpения, классиче-
ским процессам риска со случайными премиями как моделям процес-
сов спекуляции, стоимостному подходу к оптимизации основных паpа-
метpов стpаховой деятельности, аналитическим методам теории риска,
основанным на смешанных гауссовских моделях). Почти все новые pе-
зультаты, включенные в книгу, получены автоpами.

Хотя в качестве примеров применения описываемых в данной книге
результатов и методов используются разнообразные задачи из области
pисковых видов стpахования, по своей сути являющихся механизмами
экономической стабилизации, книга имеет явно выpаженный матема-
тический хаpактеp, и для освоения содеpжащегося в ней матеpиала в
полном объеме, от читателя тpебуется довольно сеpьезная изначальная
математическая подготовка.

Данный учебник пpедназначен для студентов и аспиpантов мате-
матических и экономико-математических специальностей и специали-
заций вузов (математика, пpикладная математика, финансовая мате-
матика, актуаpная математика, страховое дело). Изложение построено
таким образом, чтобы книга также могла использоваться в качестве
справочника актуариями и специалистами-аналитиками, работающи-
ми в страховых и финансовых компаниях, чья деятельность связана
с оцениванием риска и анализом разнообразных рисковых ситуаций.
Не будет она бесполезной и тем студентам и аспирантам, которые спе-
циализируются в области теории надежности, а также специалистам,
которые уже работают в этой области.

От читателя требуется хорошее знание базового куpса теоpии веpо-
ятностей. Однако мы стаpались избегать слишком “пpодвинутых” в ма-
тематическом отношении фоpмулиpовок и доказательств, чтобы кpуг
возможных читателей включал и нематематиков-специалистов как в
области стpахования, так и в других областях, связанных с изучением и
разработкой методов противодействия рискам разнообразных неблаго-
приятных событий (аварий, катастроф и пр.), желающих глубже озна-
комиться с математическими аспектами моделирования и прогнозиро-
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вания рисков. Для удобства читателей в список литеpатуpы включены
не только непосpедственные источники пpиводимых pезультатов, на
котоpые имеются ссылки в тексте, но также и дpугие статьи и книги,
котоpые, по мнению автоpов, могут оказаться полезными читателям,
котоpые пожелают пpодолжить изучение математической теоpии стpа-
хования и теории риска.

Данный учебник содеpжит матеpиал, котоpый в течение последних
лет автоpы читали и читают студентам факультета вычислительной
математики и кибеpнетики Московского госудаpственного унивеpсите-
та им. М. В. Ломоносова в pамках куpсов “вероятностные модели” и
“пpикладные задачи теоpии веpоятностей”, студентам факультета мате-
матических методов в экономике Российской экономической академии
им. Г. В. Плеханова в рамках курсов “теория риска” и “актуарная ма-
тематика”, а также студентам отделения пpикладной математики Во-
логодского госудаpственного педагогического унивеpситета в рамках
курсов “теория риска - I” и “теория риска - II”. Эта книга может слу-
жить основой еще для нескольких курсов, например, “математические
основы актуарной математики” (главы 1, 2); “теория страхового риска”
(главы 3 – 11); “большие риски в теории надежности” (главы 1, 2, 3,
12).

Главная доля ответственности за недочеты, имеющиеся в книге, ло-
жится на В. Ю. Королева, поскольку им выполнена основная часть
работы, связанной с подбором материала и подготовкой текста. Одна-
ко работа над книгой проходила в тесном контакте между всеми ав-
торами, так что ответственность за, возможно, имеющиеся некоторые
достоинства книги все авторы делят поровну.

Автоpы пpизнательны академику Ю. В. Прохорову и профессору,
доктору экономических наук В. И. Рябикину, поддержавшим идею
написания данной книги, pецензентам книги профессору кафедры
теории вероятностей механико-математического факультета МГУ им.
М. В. Ломоносова доктору физико-математических наук Е. В. Булин-
ской и декану факультета математических методов в экономике Рос-
сийской экономической академии им. Г. В. Плеханова доктору эконо-
мических наук профессору Н. П. Тихомирову за замечания и советы,
котоpые, несомненно, способствовали улучшению изложения.

Работа над книгой поддеpживалась гpантами Российского фонда
фундаментальных исследований, пpоекты 04-01-00671, 05-01-00396 и
05-01-00535.
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Обозначения
В книге используется стандаpтная система нумеpации фоpмул и
утвеpждений (опpеделений, теоpем, лемм, следствий, пpимеpов и за-
мечаний). Каждое из упомянутых утвеpждений снабжено тpойным ин-
дексом: пеpвое число – номеp главы, втоpое – номеp pаздела и тpетье
число – непосpедственный номеp утвеpждения в этом pазделе. Ана-
логичная нумеpация пpименена и к фоpмулам. Напpимеp, ссылка на
фоpмулу (4.1.1) означает ссылку на пеpвую фоpмулу пеpвого pаздела
четвеpтой главы.

Мы также используем следующие специальные обозначения:

P(A) – веpоятность события A;

EX – математическое ожидание случайной величины X;

DX – диспеpсия случайной величины X;

Cov(X, Y ) – коваpиация случайных величин X и Y ;

=⇒ – слабая сходимость
(сходимость по pаспpеделению);

P−→ – сходимость по веpоятности;
d
= – совпадение pаспpеделений;

– конец доказательства.



Глава 1

Основные понятия теории
вероятностей

1.1 Стохастические ситуации и их матема-
тические модели

Развитие современной математической теории риска, основанной, в
первую очередь, на результатах и методах теории вероятностей и мате-
матической статистики, имеет не только вполне естественное серьезное
теоретическое значение, но и огромную практическую важность. Это
обусловлено, в первую очередь, насущной необходимостью решать на
практике большое число конкретных задач, связанных с анализом рис-
ковых ситуаций, то есть определением как размера возможных потерь,
так и самой возможности потерь критического, например, катастрофи-
ческого уровня. Рисковые ситуации чрезвычайно разнообразны. Они
могут возникать в самых разных областях человеческой деятельности
и могут иметь самые разные последствия – от больших материальных
потерь и человеческих жертв при недооценке риска пожаров, транс-
портных катастроф, землетрясений, ураганов, наводнений или других
природных катаклизмов большой силы при проектировании зданий
или защитных сооружений, до значительных материальных и финан-
совых потерь при недооценке риска резких колебаний экономических
или финансовых показателей (курсов валют, цен акций и др.).

Окружающая нас действительность постоянно порождает неопре-
деленные, рисковые, ситуации, исходы которых невозможно заранее
предсказать с исчерпывающей точностью. Иногда это связано просто с
недостатком информации. В таких случаях получение дополнительной
информации может существенно уменьшить неопределенность и даже
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совсем ее устранить. Однако иногда неопределенность принципиально
нельзя устранить совсем, например, в лотереях или биржевых играх.
Но даже в тех ситуациях, в которых неопределенность принципиаль-
но не устранима полностью, ее часто можно существенно уменьшить
за счет лучшего понимания, уточнения самих механизмов проявления
неопределенности. В частности, для этих целей можно использовать
математические методы.

Математика предоставляет средства описания окружающей дей-
ствительности, которые являются универсальными в том смысле, что
они с одинаковым успехом могут быть использованы в самых разных
областях – от физики, техники, биологии и медицины до страхования,
финансов и юриспруденции. К разделам математики, изучающим ме-
ханизмы проявления принципиально неустранимой неопределенности,
можно отнести и теорию вероятностей.

Теория вероятностей изучает свойства математических моделей
случайных явлений или процессов. Под случайностью мы будем по-
нимать принципиально неустранимую неопределенность. С помощью
понятий и утверждений теории вероятностей можно описать сами меха-
низмы проявления неопределенности, выявить закономерности в про-
явлениях случайности.

Любая математическая теория устроена следующим образом. Фун-
даментом каждой такой теории является набор аксиом, то есть не про-
тиворечащих друг другу утверждений или принципов, заведомо счита-
ющихся верными и принимаемых без доказательств. Из этих аксиом с
помощью логических переходов конструируются понятия и утвержде-
ния соответствующей теории. Разные наборы аксиом ведут к разным
математическим теориям, которые могут описывать одни и те же про-
цессы и явления. При этом практическая полезность или эффектив-
ность той или иной математической теории определяется удобством
ее применения и ее адекватностью, то есть степенью согласованности
получаемых с ее помощью выводов со свойствами описываемой ею ре-
альности, наблюдаемыми на практике.

Имеется довольно много математических теорий, описывающих
свойства тех или иных математических моделей случайных явлений
или процессов. В каждой из этих теорий так или иначе присутству-
ет понятие вероятности как числового выражения меры возможности
осуществления того или иного события, связанного с неопределенной
ситуацией. Другими словами, имеется несколько теорий вероятностей.
В данной книге мы будем иметь дело с теорией вероятностей, основан-
ной на системе аксиом, которая была предложена в 20-х – 30-х годах XX
столетия великим русским математиком Андреем Николаевичем Кол-
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могоровым1 Как правило, именно эта теория и называется собственно
теорией вероятностей. За другими теориями вероятностей закреплены
особые названия, например, теория субъективных вероятностей, интер-
вальная теория вероятностей и т. п.

В данной главе мы приводим те сведения из теории вероятностей,
которые будут существенно использоваться в дальнейшем. Мы опуска-
ем доказательства теорем. В случае необходимости их можно найти в
книгах (Крамер, 1975), (Ширяев, 1989), (Феллер, 1984). Читатель, хо-
рошо знакомый с теорией вероятностей, может пропустить эту главу и
возвращаться к ней за справками лишь по мере необходимости.

Пусть Ω – непустое множество, элементы которого будут обозна-
чаться ω. Мы будем отождествлять элементы ω с возможными эле-
ментарными, то есть неделимыми исходами некоторой стохастической
ситуации. В связи с этим множество Ω будет называться множеством
элементарных исходов.

Пусть U – множество подмножеств множества Ω элементарных ис-
ходов, обладающее свойствами

• Ω ∈ U ;

• если B ∈ U , то Bc ∈ U ;

• если Bi ∈ U , i = 1, 2, . . ., то

∞⋃

i=1

Bi ∈ U ,
∞⋂

i=1

Bi ∈ U .

Множество U называется σ-алгеброй событий, а его элементы (являю-
щиеся подмножествами множества Ω) называются событиями.

Множество Ω вместе с σ-алгеброй его подмножеств образуют изме-
римое пространство (Ω,U).

Мера, то есть σ-аддитивная функция множеств, P, определенная
на U и нормированная условием P(Ω) = 1, называется вероятностной
мерой или вероятностью. Напомним, что свойство σ-аддитивности,
также называемое счетной аддитивностью, заключается в следующем:

1[1] А. Н. Колмогоров. Общая теория меры и исчисление вероятностей. Тру-
ды Коммунистической академии. Раздел математики. 1929, т. 1, с. 8-21; так-
же см. А. Н. Колмогоров. Теория вероятностей и математическая стати-
стика. “Наука”, Москва, 1986, с. 48-58. [2] A. Kolmogoroff. Grundbegriffe der
Wahrsgheinlichkeitsrechnung. Berlin, Springer, 1933; также см. А. Н. Колмогоров. Ос-
новные понятия теории вероятностей. ОНТИ, Москва–Ленинград, 1936; 2-е из-
дание: “Наука”, Москва, 1974; 3-е издание: “Фазис”, Москва, 1998.



18 1. Основные понятия теории вероятностей

если A1, A2, . . . – события (Ai ∈ U), причем Ai ∩ Aj = Ø при i 6= j, то

P
( ∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞∑

i=1

P(Ai).

Для B ∈ U значение P(B) называется вероятностью события B. Трой-
ка (Ω,U , P) называется вероятностным пространством или вероят-
ностной моделью.

Этот курс предназначен для математиков-прикладников, для кото-
рых вопрос адекватности тех или иных математических моделей ре-
альных ситуаций представляет особую важность. Сейчас мы опишем
те свойства, которые должны быть присущи реальной неопределенной
ситуации, чтобы ее можно было успешно математически описать на
языке теории вероятностей. Другими словами, мы выделим те неопре-
деленные ситуации, описание которых с помощью теории вероятностей
ведет к адекватным выводам.

Итак, назовем стохастической такую ситуацию, которая характе-
ризуется следующими свойствами или условиями:

• непредсказуемость: исход ситуации невозможно заранее пред-
сказать с абсолютной точностью;

• воспроизводимость: имеется по крайней мере теоретическая
возможность воспроизвести рассматриваемую ситуацию как угод-
но много раз в остающихся неизменными условиях;

• устойчивость частот: каким бы ни было интересующее нас со-
бытие, связанное с рассматриваемой ситуацией, при многократ-
ном воспроизведении этой ситуации частота события (то есть от-
ношение количества случаев, в которых наблюдалось рассматри-
ваемое событие, к общему числу воспроизведений ситуации) ко-
леблется возле некоторого числа, приближаясь к нему все ближе
и ближе по мере увеличения числа воспроизведений ситуации.

Поясним сказанное. Свойство непредсказуемости довольно очевид-
но. Если исход ситуации прогнозируем однозначно, то вообще нет ни-
какой необходимости в привлечении аппарата теории вероятностей.

Свойство воспроизводимости ситуации является ключевым для то-
го, чтобы быть уверенным в успехе применения аппарата теории веро-
ятностей к ее описанию. Именно это свойство имеют в виду, когда гово-
рят, что теория вероятностей и математическая статистика направлены
на изучение массовых явлений. В связи с условием воспроизводимости
следует весьма осторожно относиться к попыткам применения теории
вероятностей к анализу уникальных явлений или систем. Например, из-
вестны многочисленные попытки дать количественный ответ на вопрос
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о том, какова вероятность существования во Вселенной других планет,
населенных разумными существами. Однако пока нет достаточных ос-
нований считать, что наличие других планет и, тем более, существо-
вание на них разумной жизни является массовым явлением. Поэтому
существующие прогнозы весьма разноречивы и потому неадекватны.

Наконец, свойство устойчивости частот позволяет связать матема-
тическое определение вероятности события с интуитивным представле-
нием о ней как о понимаемом в определенном смысле пределе частоты
осуществления события при неограниченном воспроизведении соответ-
ствующей ситуации.

События A и B, связанные с некоторой вероятностной моделью
(Ω,U , P), называются независимыми, если вероятность их одновремен-
ного осуществления равна произведению вероятностей каждого из них:

P(A ∩B) = P(A) · P(B).

События A1, A2, . . . , An в вероятностной модели (Ω,A, P) (n ≥ 2)
называются независимыми в совокупности, если для любого k ≤ n и
любых индексов i1, . . . , ik (ip 6= iq при p 6= q и 1 ≤ ip ≤ n, p = 1, . . . , k)

P
( k⋂

p=1

Aip

)
=

k∏

p=1

P(Aip).

Пусть A и B – события, причем P(B) 6= 0. Условной вероятностью
A при условии B называется величина

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
.

Если события A и B независимы, то из определения условной вероят-
ности следует, что P(A|B) = P(A).

Из определения условной вероятности также вытекает формула

P(A ∩B) = P(B) · P(A|B).

Эту формулу иногда называют законом умножения вероятностей.
В некоторой вероятностной модели (Ω,A, P) рассмотрим события

A1, A2, . . . , An (n ≥ 2), которые обладают следующими свойствами:

a) события A1, A2, . . . , An несовместны, то есть никакие два из них
не могут произойти одновременно;

b) одно из событий A1, A2, . . . , An обязательно произойдет, то есть
A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An = Ω, причем P(Ai) > 0, i = 1, . . . , n.
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Если события A1, A2, . . . , An обладают свойствами a) и b), то говорят,
что они образуют полную группу.

Пусть B – некоторое событие, а события A1, A2, . . . , An образуют
полную группу. В таком случае справедлива формула

P(B) =
n∑

k=1

P(B|Ak)P(Ak),

называемое формулой полной вероятности.
Пусть B – некоторое событие, имеющее положительную вероят-

ность (P(B) > 0), а события A1, A2, . . . , An образуют полную группу.
В таком случае справедлива формула

P(Ak|B) =
P(B|Ak)P(Ak)∑n

k=1 P(B|Ak)P(Ak)
, k = 1, . . . , n,

называемая формулой Байеса. Формула Байеса позволяет уточнить
представление о вероятности любого из событий, составляющих пол-
ную группу, с учетом информации об осуществлении некоторого собы-
тия.

1.2 Случайные величины и их распределе-
ния

Любая вещественная функция X = X(ω), определенная на Ω, отобра-
жает множество элементарных исходов во множество вещественных чи-
сел IR. Пусть A – произвольное множество вещественных чисел: A ⊆ IR.
Определим множество

X−1(A) = {ω : X(ω) ∈ A},
являющееся подмножеством множества Ω, называемое прообразом мно-
жества A (при преобразовании X).

Определим борелевскую σ-алгебру B подмножеств вещественной
прямой IR как наименьшую σ-алгебру, содержащую все интервалы. Лю-
бой элемент борелевской σ-алгебры называется борелевским множе-
ством. Таким образом, любое борелевское множество можно построить
из интервалов с помощью операций дополнения, счетного объединения
или счетного пересечения.

Если X−1(A) ∈ U для любого борелевского множества A ∈ B, то
функция X(ω) называется измеримой. Конечная вещественная изме-
римая функция называется случайной величиной. Простейшим при-
мером нетривиальной случайной величины является индикатор 1B(ω)
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множества B ∈ U ,

1B(ω) =

{
1, если ω ∈ B,

0, если ω /∈ B.

Рассмотрим события B1, B2, . . . такие, что Bi ∩ Bj = Ø при i 6= j и⋃
i Bi = Ω. Пусть {x1, x2, . . .} – вещественные числа. Случайная вели-

чина
X(ω) =

∑

j

xj1Bj
(ω)

называется дискретной. Заметим, что свойства событий Bj гарантиру-
ют, что для каждого ω в последней сумме один и только один индикатор
отличен от нуля. При этом Bi = {ω : X(ω) = xi}.

Обозначим

pi = P(Bi) (= P({ω : X(ω) = xi}).
Набор {(xi, pi)}i≥1 называется распределением вероятностей или про-
сто распределением дискретной случайной величины X. В дальнейшем
для краткости вместо P({ω : X ∈ A}) мы будем писать P(X ∈ A). Рас-
пределение дискретной случайной величины X полностью определяет
вероятности попадания случайной величины X в любое борелевское
множество: если A ∈ B, то

P(X ∈ A) =
∑

i:xi∈A

pi.

заметим, что требование измеримости случайной величины как функ-
ции элементарного исхода гарантирует возможность рассмотрения
множеств вида {ω : X(ω) ∈ A} в качестве событий, какими бы ни
были борелевские множества A, и, следовательно, определены вероят-
ности попадания случайной величины в любые борелевские множества.
Таким образом, мы можем рассмотреть вероятностную меру PX , опре-
деленную на σ-алгебре B с помощью соотношения

PX(A) = P({ω : X(ω) ∈ A}), A ∈ B.

Эта вероятностная мера называется распределением случайной вели-
чины X. Итак, любая случайная величина X порождает новое вероят-
ностное пространство (IR,B, PX).

Пусть X – случайная величина. Рассмотрим вероятность P(X ∈ A)
в том случае, когда множество A является бесконечным интервалом
вида (−∞, x), x ∈ IR. В таком случае положим

FX(x) ≡ F (x) = P(X < x).
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Функция F (x) определена для каждого вещественного x и называется
функцией распределения случайной величины X. Если X – дискретная
случайная величина, для которой P(X = xi) = pi, то

FX(x) =
∑

i:xi<x

pi. (1.2.1)

Функция распределения вида (1.2.1) называется дискретной.
Функция распределения F (x) любой случайной величины обладает

следующими свойствами:

• F (x) не убывает и непрерывна слева;

• lim
x→−∞F (x) = 0,

• lim
x→+∞F (x) = 1.

Обратное утверждение также верно: для любой функции F (x), удовле-
творяющей этим трем условиям, существуют вероятностное простран-
ство и заданная на нем случайная величина такая, что F (x) является
ее функцией распределения.

Каждой случайной величине соответствует одна и только одна
функция распределения. Обратное неверно. Например, на вероятност-
ном пространстве (Ω,U , P), в котором Ω = [0, 1], U – совокупность всех
борелевских подмножеств интервала [0, 1], а P – мера, каждому ин-
тервалу приписывающая его длину, случайные величины X(ω) ≡ ω и
X(ω) ≡ 1− ω имеют одну и ту же функцию распределения

F (x) =





0 при x < 0,
x при 0 ≤ x ≤ 1,
1 при x > 1.

Число x называется точкой роста функции распределения F (x),
если F (x + δ)− F (x− δ) > 0 для любого δ > 0.

Среди всех мер, заданных на (IR,B), особую роль играет мера Ле-
бега, которая каждому интервалу (a, b) приписывает его длину (оче-
видно, равную b − a), так что любое одноточечное множество имеет
нулевую меру Лебега, что вполне естественно для непрерывных моде-
лей. Кстати, практически ни в одном учебнике по теории вероятностей
не обсуждается один важный вопрос, а именно, вопрос о том, почему
для того, чтобы определить вероятностную модель (вероятностное про-
странство), непременно нужно рассматривать специальную σ-алгебру
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событий. Казалось бы, было бы намного проще, если бы в качестве со-
вокупности событий всегда рассматривалось множество всех подмно-
жеств множества Ω (или IR, если вероятностная мера задается на под-
множествах вещественной прямой). Однако, вообще говоря, такой под-
ход оказывается невозможным. Еще в 1930 выдающийся польский ма-
тематик С. М. Улам доказал теорему, устанавливающую, что конечная
мера, заданная на множестве всех подмножеств некоторого множества
мощности континуума и приписывающая нулевую меру каждому мно-
жеству, содержащему ровно один элемент (одну точку), обязана при-
писывать нулевую меру любым другим множествам, то есть является
тривиальной (краткое доказательство теоремы Улама приведено, на-
пример, в книге (Окстоби, 1971), глава 5).

Пусть µ – мера, заданная на измеримом пространстве (IR,B). Рас-
пределение PX называется абсолютно непрерывным относительно µ,
если существует неотрицательная функция p(x) такая, что

PX(A) =
∫

A

p(y)µ(dy) (1.2.2)

для любого A ∈ B (здесь интеграл понимается в смысле Лебега).
При этом функция p(x) называется плотностью распределения или
плотностью вероятностей или просто плотностью случайной вели-
чины X. Дискретное распределение {(xi, pi)}i≥1 не является абсолют-
но непрерывным относительно меры Лебега, но является абсолютно
непрерывным относительно считающей меры, которая каждому мно-
жеству A ∈ B приписывает число, равное количеству тех точек {xi},
которые попадают в A. Более того, в последнем случае

p(x) = P(X = x) =
{ pi, x = xi,

0, x 6= xi для любого i.

Распределение, абсолютно непрерывное относительно меры Лебега, мы
будем ниже называть просто абсолютно непрерывным. Можно пока-
зать, что распределение случайной величины X абсолютно непрерыв-
но, если P(X ∈ A) = 0 для любого множества A ∈ B нулевой ме-
ры Лебега. Для абсолютно непрерывного распределения p(x) = F ′(x).
Случайная величина, распределение которой абсолютно непрерывно, и
соответствующая функция распределения также называются абсолют-
но непрерывными.

Дискретные и абсолютно непрерывные распределения не исчерпы-
вают все возможные виды распределений. Существуют также функции
распределения, множество точек роста которых имеет лебегову меру
нуль. Такие функции распределения и соответствующие им случайные
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величины и распределения вероятностей называются сингулярными.
Сингулярные распределения представляют собой довольно экзотиче-
ские объекты и практически не используются в прикладной теории
вероятностей, теории риска или актуарной математике.

Приведем несколько общих свойств функций распределения, дока-
зательство которых можно найти в стандартных курсах теории веро-
ятностей или теории функций вещественной переменной.

Теорема 1.2.1. Для любого δ > 0 функция распределения F (x)
имеет не более чем счетное число точек скачков, в которых скачок
превышает δ, и, следовательно, не более чем счетное число точек
разрыва. Производная F ′(x) функции распределения F (x) существует
почти во всех точках x.

Теорема 1.2.2. Любая функция распределения F (x) может быть
однозначно представлена в виде взвешенной суммы двух компонент:

F (x) = a1F̂1(x) + a2F2(x),

где a1, a2 – неотрицательные числа, сумма которых равна единице,
F̂1(x) – непрерывная функция распределения, F2(x) – дискретная функ-
ция распределения, в точке x равная сумме всех скачков функции F (x)
в точках разрыва, не превосходящих x.

Теорема 1.2.3. Любая функция распределения F (x) может быть
однозначно представлена в виде взвешенной суммы трех компонент:

F (x) = a1F1(x) + a2F2(x) + a3F3(x),

где a1, a2, a3 – неотрицательные числа, сумма которых равна еди-
нице, F1(x) – абсолютно непрерывная функция распределения, F2(x)
– дискретная функция распределения, в точке x равная сумме всех
скачков функции F (x) в точках разрыва, не превосходящих x, F3(x) –
сингулярная функция распределения.

Если X – дискретная случайная величина и P(X = x) > 0, то x на-
зывается возможным значением случайной величины X. Случайная
величина X имеет решетчатое распределение, если все ее возможные
значения имеют вид {b + nh, n = 0,±1,±2, . . .}, где b и h > 0 – фик-
сированные числа. Для решетчатого распределения максимальное из
чисел h называется шагом распределения.

Случайные величины X1, X2, . . . , Xn называются независимыми в
совокупности, если для любых борелевских множеств B1, B2, . . . , Bn

события {ω : X1(ω) ∈ B1}, {ω : X2(ω) ∈ B2}, . . . , {ω : Xn(ω) ∈ Bn}
независимы в совокупности. Говорят, что случайные величины {Xj}j≥1

образуют последовательность независимых случайных величин, если
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для любого n ≥ 1 cлучайные величины X1, X2, . . . , Xn независимы в
совокупности.

Если X1 = X1(ω), . . . , Xn = Xn(ω) – случайные величины, опреде-
лённые на одном и том же вероятностном пространстве (Ω,U , P), то век-
тор X = (X1, . . . , Xn) называется случайным вектором, или n-мерной
случайной величиной. Областью значений случайного вектора X явля-
ется n-мерное евклидово пространство IRn. Боpелевской σ-алгебpой Bn

подмножеств IRn называется минимальная σ-алгебpа, содеpжащая все
n-меpные паpаллелепипеды. Элементы боpевской σ-алгебpы, как и pа-
нее, будем называть боpелевскими множествами. Для каждого борелев-
ского множества B пространства IRn определена вероятность P(X ∈ B).
Набоp {P(X ∈ B) : B ∈ Bn} называется распределением случайного
вектора X. В частности, для любых действительных чисел x1, . . . , xn

определена функция

F (x1, . . . , xn) = P(X1 < x1, . . . , Xn < xn),

которая называется функцией распределения случайного вектора X.
Случайные величины X1, . . . , Xn независимы тогда и только тогда,

когда

F (x1, . . . , xn) =
n∏

k=1

Fk(xk)

для любых действительных x1, . . . , xn. Здесь

F (x1, . . . , xn) = P(X1 < x1, . . . , Xn < xn) и Fk(x) = P(Xk < x).

Для любой последовательности функций распределения F1(x),
F2(x), . . . существует вероятностное пространство (Ω,U , P) и опреде-
лённая на нем последовательность независимых случайных величин
X1, X2, . . . такая, что для любого n функция распределения случайной
величины Xn есть Fn(x).

Рассмотрим некоторые специальные распределения, которые мы ча-
сто будем использовать в дальнейшем.

Вырожденное распределение. Случайная величина X имеет распре-
деление, вырожденное в точке a ∈ IR, если

P(X = a) = 1. (1.2.3)

В этом случае

FX(x) =

{
0, x≤a,
1, x > a.
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Биномиальное распределение. Случайная величина X имеет бино-
миальное распределение с параметрами (n, p) (0 < p < 1, n≥1), если

P(X = k) = Ck
npk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n. (1.2.4)

Биномиально распределенная случайная величина описывает число
успехов в n испытаниях Бернулли (независимых испытаний с двумя
исходами – “успехом” и “неудачей”), в которых вероятность успеха в
отдельном испытании равна p (и, соответственно, вероятность неудачи
в отдельном испытании равна 1− p).

Распределение Пуассона. Случайная величина X имеет распределе-
ние Пуассона с параметром λ > 0, если

P(X = k) = e−λ λk

k!
, k = 0, 1, . . . (1.2.5)

Распределение Пуассона является хорошей аппроксимацией для бино-
миального распределения при большом n и малом p. Более подробно
об этом см. раздел 1.7.

Отрицательное биномиальное распределение (распределение Пас-
каля). Случайная величина X имеет отрицательное биномиальное рас-
пределение с параметрами n и p (n > 0, 0 < p < 1), если

P(X = k) = Ck
n+k−1p

n(1− p)k, k = 0, 1, . . .

(для нецелых n величина Cn
n+k−1 определяется как

Ck
n+k−1 =

Γ(n + k)

k! · Γ(n)
,

где Γ(r) – эйлерова гамма-функция,

Γ(r) =

∞∫

0

e−yyr−1dy, r > 0).

Если n – целое, то случайная величина с отрицательным биномиаль-
ным распределением описывает число испытаний Бернулли, проведен-
ных до достижения ровно n успехов.

Геометрическое распределение является частным случаем отрица-
тельного биномиального распределения с n = 1.

Равномерное распределение на интервале [a, b] определяется плотно-
стью

p(x) =





1

b− a
, a ≤ x ≤ b,

0, x /∈ [a, b].
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Нормальное (гауссово) распределение. Случайная величина X имеет
нормальное распределение с параметрами (µ, σ2), µ ∈ IR, σ2 ≥ 0, если
ее плотность имеет вид

p(x) =
1

σ
√

2π
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
. (1.2.6)

Нормальное распределение с параметрами (0, 1) называется стандарт-
ным. Везде в дальнейшем стандартная нормальная функция распреде-
ления и ее плотность будут обозначаться соответственно Φ(x) и ϕ(x).
Таким образом,

ϕ(x) =
1√
2π

e−x2/2, Φ(x) =

x∫

−∞
ϕ(t)dt. (1.2.7)

Легко видеть, что если случайная величина X имеет нормальное рас-
пределение с параметрами (µ, σ2), то

P(X < x) = Φ
(

x− µ

σ

)
.

Гамма-распределение. Случайная величина X имеет гамма-
распределение с параметром формы α > 0 и параметром масштаба
λ > 0, если ее плотность имеет вид

p(x) =





λα

Γ(α)
e−λxxα−1, x ≥ 0,

0, x < 0.

Здесь Γ(α) – эйлерова гамма-функция. Гамма-распределение является
непрерывным аналогом отрицательного биномиального распределения.

Экспоненциальное (показательное) распределение является специ-
альным случаем гамма-распределения с α = 1. Экспоненциальное рас-
пределение является непрерывным аналогом геометрического распре-
деления.

Распределение Парето. Случайная величина X имеет распределе-
ние Парето, если ее плотность имеет вид

p(x) =





(ax− b)α

(cx− d)β
, x ≥ h,

0, x < h

с некоторыми b ∈ IR, d ∈ IR, a ≥ 0, c > 0, α ≥ 0, β > 0, γ ≥ 0, h > c/d.
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Распределение Коши с параметром положения (сдвига) a ∈ IR и
параметром масштаба λ > 0 определяется плотностью

p(x) =
1

π
· λ

λ2 + (x− a)2
, x ∈ IR.

Распределение Лапласа (двойное показательное распределение).
Случайная величина X имеет распределение Лапласа с параметром
положения (сдвига) a ∈ IR и параметром масштаба λ > 0, если ее плот-
ность имеет вид

p(x) =
λ

2
e−λ|x−a|, x ∈ IR.

1.3 Моменты случайных величин.
Основные неравенства.

Для случайных величин X(ω), заданных на вероятностном простран-
стве (Ω,U , P), понятие интеграла Лебега вводится по стандартной схе-
ме, детальное изложение которой приведено, например, в книге (Ши-
ряев, 1989). Вкратце напомним основные шаги построения интеграла
Лебега.

Пусть сначала X(ω) – дискретная неотрицательная случайная вели-
чина, принимающая конечное число значений x1, . . . , xn. Такая случай-
ная величина называется простой. Для простой случайной величины
интеграл Лебега

∫
Ω XdP по определению полагается равным
∫

Ω

XdP =
n∑

j=1

xjP({ω : X(ω) = xj}).

Для произвольной неотрицательной случайной величины X(ω) су-
ществует монотонно неубывающая последовательность простых слу-
чайных величин Xn(ω), сходящаяся поточечно к X(ω). Чтобы в этом
убедиться, достаточно положить

Xn(ω) =
22n∑

i=1

i− 1

2n
1{ω: i−1

2n ≤X(ω)< i
2n}(ω).

Интегал Лебега произвольной неотрицательной случайной величины
X(ω) определяется как предел последовательности интегралов Лебега
простых случайных величин, сходящихся поточечно к X(ω):

∫

Ω

XdP = lim
n→∞

22n∑

i=1

i− 1

2n
P

({
ω :

i− 1

2n
≤ X(ω) <

i

2n

})
.
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Этот предел может быть либо конечным, либо бесконечным. В послед-
нем случае говорят, что интеграл расходится.

Наконец, для произвольной случайной величины X(ω) введем слу-
чайные величины

X+(ω) = max{X(ω), 0}, X−(ω) = −min{X(ω), 0}.
Очевидно, что случайные величины X+(ω) и X−(ω) неотрицательны,
причем

X(ω) = X+(ω)−X−(ω).

С помощью этих величин интеграл Лебега произвольной случайной
величины X(ω) определяется как

∫

Ω

XdP =
∫

Ω

X+dP−
∫

Ω

X−dP.

Так как |X(ω)| = X+(ω) + X−(ω), то интеграл
∫
Ω XdP существует и

конечен тогда и только тогда, когда
∫

Ω

|X|dP < ∞.

Договоримся считать, что, если ровно один из интегралов I+ =∫
Ω X+dP и I− =

∫
Ω X−dP расходится, то интеграл

∫
Ω XdP существу-

ет и равен +∞, если расходится I+, и −∞, если расходится I−. Если
же расходятся оба интеграла I+ и I−, то будем говорить, что интеграл∫
Ω XdP не существует.

Математическим ожиданием EX случайной величины X по опре-
делению называется ее интеграл Лебега:

EX =
∫

Ω

XdP.

Более того, EX существует тогда и только тогда, когда существует
E|X|.

Справедливо равенство

EX =

+∞∫

−∞
xdFX(x),

в правой части которого стоит интеграл Стильтьеса. Если случайная
величина X абсолютно непрерывна и имеет плотность p(x), то

EX =

+∞∫

−∞
xp(x)dx.
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Если X – дискретная случайная величина с распределением
{(xi, pi)}i≥1, то

EX =
∑

i≥1

xipi.

Пусть h(x) – борелевская функция, то есть вещественная функция,
определенная на IR так, что для любого c ∈ IR множество {x : h(x) < c}
является борелевским. Тогда

Eh(X) =

+∞∫

−∞
h(x)dF (x).

Пусть X и Y – две случайные величины, α и β – числа. Тогда

E(αX + βY ) = αEX + βEY,

если любые два из участвующих в этом равенстве математических ожи-
даний существуют.

Если случайные величины X и Y независимы, то

EXY = EX · EY.

Математические ожидания случайных величин Xs и |X|s называ-
ются соответственно моментом и абсолютным моментом порядка s
случайной величины X (или соответственно s-м моментом и абсолют-
ным моментом случайной величины X):

αs = EXs =

+∞∫

−∞
xsdF (x), (1.3.1)

βs = E|X|s =

+∞∫

−∞
|x|sdF (x). (1.3.2)

Если FX(x) – функция распределения случайной величины X, то

EX =

∞∫

0

(1− FX(x))dx +

0∫

−∞
FX(x)dx. (1.3.3)

Более того, если P(X ≥ 0) = 1, то

αs = EXs = |s|
∞∫

0

xs−1(1− FX(x))dx (1.3.4)
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для любого действительного s 6= 0.
Центральный момент µs и абсолютный центральный момент νs

порядка s > 0 случайной величины X определяются соответственно
равенствами

µs = E(X − EX)s =

+∞∫

−∞
(x− α1)

sdF (x), (1.3.5)

νs = E|X − EX|s =

+∞∫

−∞
|x− α1|sdF (x). (1.3.6)

Особую роль играет второй центральный момент µ2, который называ-
ется дисперсией случайной величины X и обозначается DX:

DX = E(X − EX)2 = EX2 − (EX)2.

Заметим, что, если конечно математическое ожидание EX, то DX все-
гда существует, но может принимать значение +∞.

Величина σ =
√

DX называется среднеквадратическим уклонением
случайной величины X.

Отметим важное свойство дисперсии: DX = 0 тогда и только тогда,
когда P(X = EX) = 1, то есть тогда, когда случайная величина X
постоянна с вероятностью единица. Если дисперсия конечна, то

D(aX + b) = a2DX, a, b ∈ IR.

В частности, какой бы ни была случайная величина X, стандартизо-
ванная случайная величина

X∗ =
X − EX√

DX
(1.3.7)

всегда имеет нулевое математическое ожидание и единичную диспер-
сию.

Если случайная величина X имеет нормальное распределение с па-
раметрами (µ, σ2), то

EX = µ, DX = σ2.

Пусть X и Y – две случайные величины с конечными вторыми мо-
ментами. Величина

cov(X,Y ) = E(X − EX)(Y − EY ) = EXY − EXEY
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называется ковариацией случайных величин X и Y . Величина

ρ(X,Y ) =
cov(X, Y )√

DXDX

называется коэффициентом корреляции случайных величин X и Y . Ко-
эффициент корреляции характеризует тесноту линейной зависимости
случайных величин X и Y , обладая следующими свойствами:

• |ρ(X, Y )| ≤ 1;

• если случайные величины X и Y независимы, то ρ(X, Y ) = 0;

• если |ρ(X,Y )| = 1, то существуют числа a и b такие, что P(X =
aY + b) = 1; при этом sign a = sign ρ(X, Y ).

Пусть X и Y – две случайные величины с конечными вторыми мо-
ментами. Если при этом cov(X,Y ) = 0, то случайные величины X и
Y называются некоррелированными. Если случайные величины X и Y
независимы, то они некоррелированы.

Справедлива формула

D(X ± Y ) = DX + DY ± 2cov(X, Y ).

В частности, если случайные величины X и Y независимы, то

D(X ± Y ) = DX + DY.

Распределение PX случайной величины X называется унимодаль-
ным, если существует значение x = a такое, что при x < a функция
распределения FX(x) выпукла, а при x > a – вогнута. При этом число
a называется модой распределения. Если случайная величина X аб-
солютно непрерывна, то модами ее распределения называются точки
максимума ее плотности pX(x).

Если X – дискретная случайная величина и pk = P(X = xk), то
значения xi, для которых

P(X = xi) = max
k

pk,

называются модами ее распределения.
Пусть X – случайная величина и q ∈ [0, 1] – некоторое число. Кван-

тилью порядка q случайной величины X (или q-квантилью случайной
величины X) называется число `X(q), удовлетворяющее неравенствам

{
P(X ≤ `X(q)) ≥ q,

P(X ≥ `X(q)) ≥ 1− q.
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Если функция распределения FX(x) случайной величины X непрерыв-
на, то

FX(`X(q)) = q.

Медианой medX случайной величины X называется ее квантиль по-
рядка 1

2
. Для абсолютно непрерывной случайной величины X медиана

удовлетворяет соотношению

medX∫

−∞
pX(x)dx =

∞∫

medX

pX(x)dx =
1

2
.

Математическое ожидание характеризует центр распределения слу-
чайной величины X в том смысле, что

E(X − x)2 ≥ E(X − EX)2 = DX

для любого x ∈ IR. При этом дисперсия характеризует разброс распре-
деления случайной величины X вокруг ее центра.

Медиана характеризует центр распределения случайной величины
X в том смысле, что

E|X − x| ≥ E|X −medX| (1.3.8)

для любого x ∈ IR.
Помимо дисперсии (и, соответственно, среднеквадратического укло-

нения), разброс распределения случайной величины X вокруг ее цен-
тра может характеризовать интервартильный размах, определяемый
как разность между квантилями порядков 3

4
и 1

4
.

Если случайная величина X имеет конечные моменты до третьего
включительно, то величина

κ3 = E
(X − EX√

DX

)3
=

E(X − EX)3

(DX)3/2
=

µ3

σ3

называется коэффициентом асимметрии ее распределения. Если κ3 <
0, то левый хвост распределения тяжелее правого. Если же κ3 > 0, то
наоборот, правый хвост тяжелее.

Если случайная величина X имеет конечные моменты до четвертого
включительно, то величина

κ4 = E
(X − EX√

DX

)4
=

E(X − EX)4

(DX)2 =
µ4

σ4
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называется коэффициентом эксцесса или коэффициентом островер-
шинности ее распределения. Если X имеет плотность p(x) и κ4 > 3,
то p(x) имеет более острую вершину (и, соответственно, более тяже-
лые хвосты), нежели стандартная нормальная плотность ϕ(x). Если
же κ4 < 3, то вершина плотности p(x) более плоская, а хвосты более
легкие, нежели у ϕ(x).

Теорема 1.3.2. Пусть g(x) – неотрицательная борелевская функ-
ция такая, что g(x)≥M > 0 для всех x из некоторого борелевского
множества B. Тогда для любой случайной величины X справедливо
неравенство

P(X ∈ B)≤ Eg(X)

M
.

Доказательство этой теоремы немедленно вытекает из соотно-
шений

Eg(X) =

+∞∫

−∞
g(x)dF (x)≥M

∫

B

dF (x) = MPX(B).

В частности, если X – неотрицательная случайная величина, то,
для любого положительного t полагая g(x) = min{t, x}, мы получаем
неравенство Маркова:

P(X≥ t)≤ E min{t,X}
t

≤ EX

t
. (1.3.9)

Полагая в теореме 1.2.3 g(x) = (x−EX)2, мы получаем неравенство
Чебышева: для любого положительного t

P(|X − EX|≥ t)≤ DX

t2
. (1.3.10)

Далее, если для некоторого ν > 0 мы положим g(x) = |x|ν , M =
tνβν , t > 0, где βν – абсолютный момент случайной величины |X| по-
рядка ν (см. (1.3.2)), мы получаем неравенство

P(|X|≥ tβ1/ν
ν )≤ 1

tν
. (1.3.11)

Наконец, для g(x) = etx, t > 0, M = eta мы имеем

P(X≥a)≤ EetX

eta
. (1.3.12)
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Мы также будем в дальнейшем использовать неравенство Ляпуно-
ва: если X – неотрицательная случайная величина с EXα < ∞ для
некоторого α ≥ 1, то

EX ≤ (EXα)1/α. (1.3.13)

В частности, если случайная величина X необязательно неотрицатель-
на и EX2 < ∞, то

E|X − EX| ≤
√

DX. (1.3.14)

Неравенства Ляпунова (1.3.13) и (1.3.14) можно рассматривать как
частные случаи неравенства Иенсена: пусть g(x) – выпуклая функция
и X – случайная величина такая, что E|X| < ∞. Тогда

Eg(X) ≥ g(EX).

Из неравенства Иенсена и соотношений (1.3.8) и (1.3.14), в частности,
вытекает, что

|EX −medX| ≤
√

DX.

Если случайная величина X имеет конечный момент αk порядка k,
то β1/m

m ≤β
1/k
k и ν1/m

m ≤ν
1/k
k для любого положительного m≤k. Отсюда

вытекает, что βmβl≤βm+l и νmνl≤νm+l для любых l и m.

1.4 Производящие и характеристические
функции

При изучении целочисленных неотрицательных случайных величин
оказывается полезными производящие функции, которые определяют-
ся следующим образом.

Пусть X – целочисленная неотрицательная случайная величина с
распределением вероятностей

P(X = k) = pk, k = 0, 1, 2, . . .

Производящей функцией случайной величины X (или последователь-
ности {pk, k = 0, 1, . . .}) называется ряд

ψX(s) ≡ ψ(s) = EsX =
∞∑

k=0

skpk, |s|≤1. (1.4.1)

Поскольку любой степенной pяд однозначно опpеделяется своими ко-
эффициентами, то связь между pаспpеделениями и соответствующими
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пpоизводящими функциями взаимно однозначна. Вырожденное рас-
пределение (1.2.3), биномиальное распределение (1.2.4) и распределе-
ние Пуассона (1.2.5) имеют соответственно производящие функции

ψ(s) = sa, ψ(s) = (1− p + ps)n, ψ(s) = e−λ(1−s). (1.4.2)

Производящая функция аналитична внутри единичного круга |s| <
1. Распределение вероятностей восстанавливается по производящей
функции с помощью соотношения

pk =
1

k!
ψ(k)(0), k = 0, 1, . . . (1.4.3)

Факториальные моменты случайной величины X

EX [m] ≡ EX(X − 1) . . . (X −m + 1) (1.4.4)

вычисляются по формуле

EX [m] = ψ(m)(1), m≥1. (1.4.5)

В частности, математическое ожидание и дисперсия случайной вели-
чины X определяются по формулам

EX = ψ(1)(1), DX = ψ(2)(1) + ψ(1)(1)− (ψ(1)(1))2. (1.4.6)

При вычислении факториальных моментов можно также использовать
следующее представление производящей функции

ψ(s + 1) =
∞∑

m=0

smDm, Dm =
1

m!
EX [m]. (1.4.7)

Вырожденное распределение (1.2.3) имеет математическое ожидание и
дисперсию вида

EX = a, DX = 0, (1.4.8)

для биномиального распределения (1.2.4) соответственно имеем

EX = np, DX = np(1− p), (1.4.9)

µ3 = np(1− 3p + 2p2), µ4 = 3n2(p− p2)2 + n(p− 7p2 + 12p3 − 6p4),

а для распределение Пуассона (1.2.5) формулы (1.4.6) приобретают вид

EX = DX = µ3 = λ, µ4 = λ + 3λ2. (1.4.10)
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Для случайных величин X, принимающих произвольные значения,
аналогами производящих функций являются так называемые харак-
теристические функции, которые определяются следующим образом.

Пусть случайная величина X имеет функцию распределения F (x),
тогда характеристической функцией называется комплекснозначная
функция вида

fX(t) ≡ f(t) = EeitX =

+∞∫

−∞
eitxdF (x) = (1.4.11)

=

+∞∫

−∞
cos(tx)dF (x) + i

+∞∫

−∞
sin(tx)dF (x).

В частности, если у случайной величины X существует плотность
p(x) = F ′(x), то ее характеристическая функция является преобра-
зованием Фурье плотности p(x):

f(t) =

+∞∫

−∞
eitxp(x)dx. (1.4.12)

Для дискретной случайной величины X, принимающей значения xk с
вероятностями pk, характеристическая функция f(t) представима ря-
дом

f(t) =
∑

k

eitxkpk. (1.4.13)

Несложно видеть, что если X имеет ноpмальное pаспpеделение с паpа-
метpами (µ, σ2), то

f(t) = exp
{
itµ− t2σ2

2

}
.

Характеристические функции определены при всех действительных t
для любых случайных величин. Приведём основные свойства характе-
ристических функций.
1◦. Справедливы соотношения

f(0) = 1, |f(t)|≤1, t ∈ IR.

2◦. Характеристическая функция равномерно непрерывна на всей дей-
ствительной оси.
3◦. Положительная определённость характеристических функций: при
каждом n ∈ IN для любых комплексных чисел z1, . . . , zn и любых веще-
ственных чисел t1, . . . , tn

n∑

l,m

f(tl − tm)zlzm≥0.
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4◦. Эрмитовость:
f(−t) = f(t)

(черта сверху означает комплексное сопряжение).
5◦. Если Y = aX + b, где a и b – действительные числа, то

fY (t) = eibtfX(at).

Теорема 1.4.1. Для любого действительного y предел

lim
T→∞

1

2T

T∫

−T

f(t)e−itydt

существует и равен скачку функции распределения F (x) в точке x =
y. Таким образом, если F (x) непрерывна в точке y то этот предел
равен нулю.

Согласно Теореме 1.2.3, каждую функцию распределения F (x) мож-
но представить в виде суммы суммы трёх компонент. Используя этот
факт, получаем соответствующее представление для характеристиче-
ских функций

f(t) = a1f1(t) + a2f2(t) + a3f3(t), (1.4.14)

где каждое fj(t) – характеристическая функция соответствующей ком-
поненты разложения F (x). Рассмотрим теперь в отдельности поведение
каждого из этих трёх слагаемых.

1. Так как F1(x) абсолютно непрерывна, то

f1(t) =

+∞∫

−∞
eitxF ′

1(x)dx

и, следовательно по теореме Римана–Лебега

f1(t) → 0 при |t| → ∞. (1.4.15)

Отсюда следует, что

lim
T→∞

1

2T

T∫

−T

|f1(t)|2dt = 0.

Если для всех x существует абсолютно интегрируемая n-я производ-
ная F

(n)
1 (x), то интегрирорванием по частям несложно показать, что
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поведение характеристической функции f1(t) на бесконечности описы-
вается соотношением

f1(t) = O(
1

|t|n−1
) при t →∞. (1.4.16)

2. Если через xk и pk, k = 1, 2, . . . обозначить соответственно точ-
ки разрыва и величины скачков функции распределения F (x) в этих
точках, то

a2f2(t) =
∞∑

k=1

pke
itxk .

Это выражение представляет собой сумму абсолютно сходящегося три-
гонометрического ряда и

lim sup
|t|→∞

|f2(t)| = 1. (1.4.17)

Далее мы имеем

lim
T→∞

1

2T

T∫

−T

|f2(t)|2dt =
1

a2
2

∞∑

k=1

p2
k. (1.4.18)

3. Характеристическая функция f3(t) является характеристической
функцией непрерывной функции распределения F3(x), имеющей произ-
водную, почти всюду равную нулю. При этом f3(t) может не стремиться
к нулю при |t| → ∞.

Таким образом, справедлива следующая
Теорема 1.4.2. Если в представлении функции распределения

F (x) в виде суммы трех компонент (см. Теорему 1.2.3), a1 > 0, то

lim sup
|t|→∞

|f(t)| < 1.

Отсюда следует, что для |t|≥ε > 0

|f(t)| < qε < 1,

при любом сколь угодно малом ε > 0. Если a1 = 1, то

lim
|t|→∞

f(t) = 0.

Если a2 = 1, то
lim sup
|t|→∞

|f(t)| = 1.
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Для любой характеристической функции f(t) справедливо равенство

lim
T→∞

1

2T

T∫

−T

|f(t)|2dt =
∞∑

k=1

p2
k,

где pk – величины скачков функции распределения F (x) в её точках
разрыва xk, k = 1, 2, . . .

Для решётчатого распределения

pn = P(X = b + nh), n = 0,±1,±2, . . .

характеристическая функция f(t) представима в виде ряда Фурье

f(t) = eitb
+∞∑

n=−∞
eitnhpn, (1.4.19)

так что |f(2π/h)| = 1. Обратно, если при некотором t0 6= 0 справедли-
во равенство |f(t0)| = 1, то соответствующее распределение является
решётчатым.

Максимальный шаг распределения равен h тогда и только тогда,
когда модуль характеристической функции меньше единицы при 0 <
|t| < 2π/h и равен единице при t = 2π/h.

Отсюда следует, что если f(t) есть характеристическая функция
решётчатого распределения с максимальным шагом h, то для любого
ε > 0 существует 0 < qε < 1 такое, что

|f(t)|≤qε < 1, при ε≤|t|≤ 2π

h
− ε.

Случайная величина X и её распределение называются симммет-
ричными, если функции распределения случайных величин X и −X
совпадают, то есть, если

X
d
= −X.

Если X – симметричная случайная величина и f(t) её характеристиче-
ская функция, то вследствие эрмитовости характеристических функ-
ций выполнено соотношение

f(t) = EeitX = Ee−itX = f(−t) = f(t).

Таким образом, характеристическая функция симметричной случай-
ной величины всегда действительна.
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Если у случайной величины X существует момент αk = EXk неко-
торого целого порядка k≥1, то характеристическая функция этой слу-
чайной величины дифференцируема k раз и, кроме того, справедливо
соотношение

f
(k)
X (0) = ikαk = ikEXk. (1.4.20)

Используя формулу Тейлора, можно показать, что если случайная ве-
личина X с характеристической функцией fX(t) имеет момент αk =
EXk некоторого целого порядка k≥1, то справедливо разложение

fX(t) = 1 +
k∑

j=1

αj

j!
(it)j + o(|t|k), t → 0. (1.4.21)

Для достаточно малых значений t главная ветвь log fX(t), которая стре-
мится к нулю вместе с t, представима в виде

log fX(t) =
k∑

j=1

κj

j!
(it)j + o(|t|k), t → 0. (1.4.22)

при этом коэффициенты {κj(X) ≡ κj, j = 1, 2, . . .} называются куму-
лянтами или семиинвариантами случайной величины X. Семиинва-
рианты определяются также по формуле

κj =
1

ij
l(j)(0), где l(t) = log fX(t). (1.4.23)

Для нормального распределения с произвольными параметрами семи-
инварианты всех порядков, начиная с третьего, равны нулю. Для рас-
пределения Пуассона с параметром λ семиинварианты всех порядков
равны λ.

Из формального тождества

log
(
1 +

∞∑

j=1

αj

j!
(it)j

)
=

∞∑

j=1

κj

j!
(it)j

можно получить следующую формулу, связывающую семиинвариант
κs произвольного порядка s с моментами α1, . . . , αs

κs = s!
∑

(−1)m1+...+ms−1(m1 + . . . + ms − 1)!
s∏

i=1

1

mi!
(
αi

i!
)mi . (1.4.24)

Здесь суммирование производится по всем целым неотрицательным ре-
шениям уравнения

m1 + 2m2 + . . . + sms = s.
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Отсюда несложно получить следующие формулы

κ1 = EX = α1, κ2 = DX = µ2, (1.4.25)

κ3 = µ3, κ4 = µ4 − 3µ2
2, κ5 = µ5 − 10µ2µ3,

κ6 = µ6 − 15µ2µ4 − 10µ2
3 + 30µ3

2,

κ7 = µ7 − 21µ2µ5 − 35µ3µ4 + 210µ2
2µ3,

κ8 = µ8 − 28µ2µ6 − 56µ3µ5 − 35µ2
4 + 420µ2

2µ4 + 560µ2µ
2
3 − 630µ4

2.

Можно показать, что для семиинвариантов справедливы неравенства

|κn|≤nnβn, n = 1, 2, . . . (1.4.26)

Согласно определению (1.4.11), характеристическая функция одно-
значно определяет функцию распределения FX(x) и, значит, распре-
деление случайной величины X.

Сформулируем теоремы, показывающие, что и обратно, функ-
ция распределения F (x) однозначно определяется характеристической
функцией f(t).

Теорема 1.4.3. Если функция распределения F (x) непрерывна в
точках x1 и x2, то

F (x2)− F (x1) =
1

2π
lim

T→∞

T∫

−T

e−itx1 − e−itx2

it
f(t)dt.

Из этого утвеpждения легко следует теорема единственности:
Теорема 1.4.4. Две функции распределения, которым соответ-

ствует одна и та же характеристическая функция, тождественно
совпадают.

В случае, если случайная величина X имеет плотность, справедлива
следующая формула обращения.

Теорема 1.4.5. Если
∞∫

−∞
|f(t)|dt < ∞,

то соответствующая функция распределения F (x) имеет всюду
непрерывную производную p(x) = F ′(x) и, кроме того для любого x

p(x) =
1

2π

∞∫

−∞
e−itxf(t)dt.
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Приведём также формулу обращения для решётчатого распределе-
ния.

Теорема 1.4.6. Пусть случайная величина X имеет решётчатое
распределение:

pk = P(X = b + kh), k = 0,±1,±2, . . .

Тогда

pk =
h

2π

∫

|t|<π/h

e−it(b+kh)f(t)dt,

где f(t) – характеристическая функция случайной величины X.
Пусть fX(t) = EeitX и fY (t) = EeitY – характеристические функции

независимых случайных величин X и Y с функциями распределения
FX(x) = P(X < x), FY (x) = P(Y < x). Тогда, используя равенства

EeiXY = EfY (X) = EfX(Y ),

получим равенство Парсеваля

∞∫

−∞
fY (t)dFX(t) =

∞∫

−∞
fX(t)dFY (t). (1.4.27)

Одним из вариантов записи равенства Парсеваля является формула
обращения со сглаживанием:

1

σ
√

2π

∞∫

−∞
exp { − (x− t)2

2σ2
}dF (t) =

=
1

2π

∞∫

−∞
exp { − itx− σ2t2

2
}f(t)dt, σ > 0. (1.4.28)

Теорема 1.4.7. Функция распределения F (x) с характеристиче-
ской функцией f(t) абсолютно непрерывна тогда и только тогда, ко-
гда функция |f(t)|2 абсолютно интегрируема. При этом для плотно-
сти p′(x) = F (x) справедливо равенство Парсеваля

∞∫

−∞
p2(x)dx =

1

2π

∞∫

−∞
|f(t)|2dt.
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Теорема 1.4.8. Если X и Y – независимые случайные величины и
FX(x), FY (x) – их функции распределения, а fX(t) и fY (t) – их харак-
теристические функции, то сумма X + Y имеет функцию распреде-
ления

FX+Y (x) ≡ FX ∗ FY (x) =

∞∫

−∞
FX(x− y)dFY (y) =

∞∫

−∞
FY (x− y)dFX(y),

называемую свeрткой или композицией функций распределения
FX(x) и FY (x), и характеристическую функцию

fX+Y (t) = fX(t) · fY (t).

Если X и Y – неотрицательные целочисленные случайные величины с
распределениями

pk = P(X = k), qk = P(Y = k), k = 0, 1, 2, . . .

и производящими функциями ψX(s) и ψY (s), то распределение суммы
X + Y имеет вид

P(X + Y = k) =
k∑

l=0

plqk−l,

причем производящая функция суммы X + Y равна

ψX+Y (s) = ψX(s)ψY (s).

1.5 Сходимость случайных величин и их
распределений

Последовательность функций распределения Fn(x), n = 1, 2, . . . схо-
дится в основном к функции распределения F (x), если при n →∞

Fn(x) −→ F (x)

для всех x, которые являются точками непрерывности предельной
функции распределения F (x). Для сходимости функций распределения
в основном достаточно сходимости на счётном всюду плотном множе-
стве действительной прямой IR.
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Последовательность функций распределения Fn(x), n = 1, 2, . . . сла-
бо сходится к функции распределения F (x), если при n →∞

∞∫

−∞
g(x)dFn(x) −→

∞∫

−∞
g(x)dF (x)

для любой непрерывной и ограниченной функции g(x) на действитель-
ной прямой.

Слабая сходимость и сходимость в основном функций распределе-
ния эквивалентны и в дальнейшем будут обозначаться символом

Fn(x) =⇒ F (x).

Пусть X1, X2, . . . – последовательность случайных величин с функ-
циями распределения F1(x), F2(x) . . ., Fn(x) = P(Xn < x), и X – случай-
ная величина с функцией распределения F (x) = P(X < x). Слабая схо-
димость функций распределения F1(x), F2(x) . . . к F (x) означает, что

Eg(Xn) → Eg(X)

для любой непрерывной и ограниченной функции g(x) на действитель-
ной прямой. В этом случае говорят, что последовательность случайных
величин X1, X2, . . . сходится по распределению к случайной величине
X. Этот факт мы также будем обозначать символом

Xn =⇒ X.

Пусть X1, X2, . . . – последовательность случайных величин. Будем
говорить, что эта последовательность сходится по вероятности к слу-
чайной величине X и писать

Xn
P−→ X, n →∞,

если
P(|Xn −X|≥ε) → 0,

для любого числа ε > 0. Из сходимости по вероятности следует сходи-
мость по распределению. Обратное утверждение неверно, за исключе-
нием случая, когда имеет место сходимость к постоянной.

Теорема 1.5.1. Пусть X1, X2, . . . и Y1, Y2, . . . – последовательно-
сти случайных величин, определённых на одном и том же вероят-
ностном пространстве. Если последовательность случайных величин
X1, X2, . . . слабо сходится к случайной величине X и

Yn
P−→ 0, n →∞,
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то и последовательность случайных величин Xn+Yn тоже слабо схо-
дится к случайной величине X.

Будем говорить, что последовательность случайных величин
X1, X2, . . . сходится по вероятности к бесконечности (или неограничен-
но возрастает по вероятности), если для любого M > 0 выполняется
P(|Xn| < M) −→ 0 при n →∞.

Семейство функций распределения {Fθ(x), θ ∈ Θ} слабо компакт-
но, если любая последовательность функций распределения из этого се-
мейства содержит слабо сходящуюся к функции распределения подпо-
следовательность. Предельная функция распределения не обязана при-
надлежать данному семейству. В дальнейшем мы будем часто исполь-
зовать следующие кpитеpии слабой компактности. Пусть {Xθ, θ ∈ Θ} –
семейство случайных величин, Fθ(x) и fθ(s) – функции pаспpеделения
и хаpактеpистические функции, соответствующие случайным величи-
нам Xθ.

Теоpема 1.5.2. Следующие утвеpждения эквивалентны:
1◦ семейство {Fθ(x), θ ∈ Θ} слабо компактно;
2◦ lim

R→∞
sup
θ∈Θ

P(|Xθ| > R) = 0;

3◦ семейство {fθ(s), θ ∈ Θ} pавностепенно непpеpывно в точке s = 0.
Семейство функций распределения {Fθ(x), θ ∈ Θ} называется

плотным, если для каждого ε > 0 можно указать такое число Kε > 0,
что

sup
θ∈Θ

(1− Fθ(Kε) + Fθ(−Kε))≤ε.

Фундаментальную роль в вопросах слабой сходимости играет следую-
щая теорема Ю. В. Прохорова.

Теорема 1.5.3. Семейство функций распределения слабо компакт-
но тогда и только тогда, когда оно плотно.

Основой метода характеристических функций, эффективно приме-
няемого при доказательстве утверждений о сходимости распределений
тех или иных случайных величин, и прежде всего, сумм независи-
мых случайных величин, является следующее утверждение, называ-
емое теоремой непрерывности соответствия распределений и их ха-
рактеристических функций.

Теорема 1.5.4. Пусть F (x), F1(x), F2(x), . . . – функции распределе-
ния, f(t), f1(t), f2(t), . . . – соответствующие им характеристические
функции. Если

Fn(x) =⇒ F (x), (1.5.1)
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то
fn(t) → f(t) (1.5.2)

равномерно относительно t в любом конечном интервале.
Обратно, пусть f1(t), f2(t), . . . – последовательность характери-

стических функций, а F1(x), F2(x), . . . – последовательность соответ-
ствующих им функций распределения. Если имеет место сходимость
(1.5.2) к некотоpой функции f(t), непрерывной в точке t = 0, то су-
ществует функция распределения F (x) такая, что имеет место схо-
димость (1.5.1), пpичем

f(t) =

∞∫

−∞
eitxdF (x).

В качестве примера использования этой теоремы мы сейчас дока-
жем закон больших чисел в форме А. Я. Хинчина. Законами больших
чисел называются утверждения о сближении средних араифметиче-
ских случайных величин со средними арифметическими их матема-
тических ожиданий по мере увеличения числа слагаемых в среднем
арифметическом.

Теорема 1.5.5. Пусть X1, X2, . . . – независимые одинаково распре-
деленные случайные величины с конечным математическим ожида-
нием EX1 = a. Тогда для любого ε > 0

P
(∣∣∣∣

1

n

n∑

j=1

Xj − a

∣∣∣∣ > ε
)
−→ 0

при n →∞
Доказательство. Характеристическую функцию случайной ве-

личины X1 обозначим f(t),t ∈ IR. Тогда по формуле 1.1.39 мы имеем

f(t) = 1 + iat + o(t)

при t → 0 и, следовательно,

E exp
{
it

1

n

n∑

j=1

Xj

}
= fn

( t

n

)
=

[
1 + ia

t

n
+ o

( t

n

)]n −→ eiat

при n →∞. Но в правой части последнего соотношения стоит характе-
ристическая функция распределения, вырожденного в точке a. Таким
образом, по теореме 1.5.4 средние арифметические независимых оди-
наково распределенных случайных величин X1, . . . , Xn слабо сходятся
к постоянной случайной величине, вырожденной в точке a. Но, как мы
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отмечали выше, слабая сходимость к константе эквивалентна сходимо-
сти по вероятности. Теорема доказана.

Приведём еще один пример использования теоремы 1.5.4.
Теорема 1.5.6. Пусть случайная величина Xλ имеет распределе-

ние Пуассона с параметром λ > 0. Тогда распределение нормированной
случайной величины

X∗
λ =

Xλ − λ√
λ

слабо сходится к стандартному нормальному закону при λ →∞.
Доказательство. Так как характеристическая функция стан-

дартного нормального распределения равна e−t2/2, то, применяя теоре-
му 1.2.5, достаточно показать, что при каждом фиксированном t ∈ IR

f ∗λ(t) = EeitX∗
λ → e−t2/2, λ →∞.

Характеристическая функция распределения Пуассона имеет вид

fλ(t) = EeitXλ = e−λ
∞∑

k=0

eitk λk

k!
= exp {λ(eit − 1)}. (1.5.3)

Поэтому

f ∗λ(t) = e−it
√

λfλ(tλ
−1/2) = exp { − it

√
λ + λ(eitλ−1/2 − 1)}.

Но
eis = 1 + is +

(is)2

2
+ o(s2), s → 0.

Таким образом, полагая s = tλ−1/2, пpи λ →∞ мы получаем

f ∗λ(t) = exp { − it
√

λ + λ(itλ−1/2 + (it)2(2λ)−1 + o(t2λ−1))} → e−t2/2.

Теорема доказана.
Следующие простые теоремы часто оказываются полезными.
Теорема 1.5.7. Если последовательность функций распределения

F1(x), F2(x), . . . сходится к непрерывной функции распределения F (x),
то эта сходимость равномерна по x ∈ IR.

Теорема 1.5.8. Пусть p(x), p1(x), p2(x), . . . – последовательность
плотностей и

pn(x) −→ p(x), n →∞,

для всех действительных x за исключением множества значений x
нулевой лебеговой меры. Тогда

∫

A

pn(x)dx −→
∫

A

p(x)dx
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равномерно относительно всех борелевских множеств A на действи-
тельной прямой.

Пусть F (x) и G(x) – две функции распределения. Метрика Леви
L1(F, G) между функциями распределения F (x) и G(x) определяется
как точная нижняя грань множества значений h, для которых F (x −
h)− h≤G(x)≤F (x + h) + h при всех x:

L1(F, G) = inf{h : F (x− h)− h≤G(x)≤F (x + h) + h, ∀x ∈ IR}.

Метрика Леви L1(F,G) имеет смысл стороны наибольшего квадрата со
сторонами, параллельными координатным осям, который можно впи-
сать между графиками функций распределения F и G.

Элементарно доказывается, что

1. L1(F,G) = 0 ⇐⇒ F (x) ≡ G(x).

2. L1(F,G) = L1(G,F ).

3. L1(F,H)≤L1(F,G) + L1(F, H).

Метpика Леви метpизует слабую сходимость: для слабой сходимо-
сти функций распределения Fn(x) к функции распределения F (x) необ-
ходимо и достаточно, чтобы

L1(Fn, F ) −→ 0.

Теорема 1.5.9. Метрическое пространство одномерных функций
распределений с расстоянием L1(F,G) является полным.

Далее в тексте,если не оговорено противное, мы будем использовать
следующее соглашение. Если X1 и X2 – некоторые случайные величины
с функциями распределения F1(x) и F2(x) соответственно, а L1(·, ·) –
метрика Леви, то мы не будем делать различия между L1(F1, F2) и
L1(X1, X2).

В метрических пространствах аналогичным образом определяется
метрика Леви–Прохорова как расстояние между вероятностными ме-
рами.

Пусть (E, E , ρ) – метрическое пространство и P(E) – множество ве-
роятностных мер на измеримом пространстве (E, E). Пусть A ⊂ E.
Положим ρ(x,A) = inf{ρ(x, y) : y ∈ A}. Пусть ε > 0. Обозначим
Aε = {x ∈ E : ρ(x,A) < ε}, A ∈ E . Пусть P1 и P2 – произвольные
вероятностные меры из P(E). Положим

σ(P1,P2) =
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= inf{ε > 0 : P1(A) ≤ P2(A
ε) + ε для любого замкнутого A ∈ E}.

Расстояние Леви–Прохорова между распределениями P1 и P2 опреде-
ляется как

L2(P1,P2) = max{σ(P1,P2), σ(P2,P1)}.
Расстояние Леви–Прохорова между случайными векторами X и Y
определяется как расстояние Леви–Прохорова между порожденными
ими вероятностными распределениями: L2(X,Y) = L2(PX,PY). Из-
вестно, что слабая сходимость случайных векторов, то есть слабая
сходимость их распределений, эквивалентна их сходимости в метрике
Леви–Прохорова L2 (см., например, (Золотарев, 1986), (Ширяев, 1989)).

1.6 Центральная предельная теорема, ее
уточнения и обобщения

1.6.1 Центральная предельная теорема
Термин центральная предельная теорема означает любое утверждение
о том, что при выполнении определённых условий функция распре-
деления суммы малых случайных величин с ростом числа слагаемых
сходится к нормальной функции распределения. Важность централь-
ной предельной теоремы объясняется тем, что она даёт теоретическое
объяснение следующему многократно подтверждённому практикой на-
блюдению: если исход случайного эксперимента определяется большим
числом случайных факторов, влияние каждого из которых пренебре-
жимо мало, то pаспpеделение pезультата такого эксперимента хорошо
аппроксимируется нормальным законом с соответствующим образом
подобранными математическим ожиданием и дисперсией.

Пусть X1, X2, . . . - независимые одинаково распределенные случай-
ные величины, удовлетворяющие условиям

EX1 = 0, DX1 = σ2 < ∞. (1.6.1)

Функцию распределения случайной величины X1 обозначим F (x).
Функцию распределения нормированной суммы Sn = (X1 + . . . +
Xn)/(σ

√
n) обозначим

Fn(x) = F ∗n(x
√

n).

Функцию распределения и плотность стандартного нормального зако-
на как и ранее будем обозначать Φ(x) и φ(x) соответственно,

Φ(x) =
1√
2π

x∫

−∞
e−t2/2dt, φ(x) =

1√
2π

exp
{
− x2

2

}
.
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Центральная предельная теорема утверждает, что последователь-
ность функций распределения нормированных сумм Sn случайных ве-
личин, удовлетворяющих условию (1.6.1), при n →∞ равномерно схо-
дится к стандартной нормальной функции распределения:

ρ(Fn, Φ) ≡ sup
x
|Fn(x)− Φ(x)| −→ 0.

При этом второе из условий (1.6.1) – условие конечности дисперсии
каждого слагаемого – является необходимым и достаточным для ука-
занной равномерной сходимости, если распределения слагаемых оди-
наковы.

Если же распределения слагаемых различны, то сходимость распре-
делений центрированных и нормированных сумм независимых случай-
ных слагаемых к нормальному закону имеет место, если вклад каждого
слагаемого в сумму мал по сравнению с само́й суммой, то есть ни одно
из слагаемых не играет доминирующей роли. Чтобы формализовать
сказанное, обозначим

EXj = aj, a1 + . . . + an = An; DXj = σ2
j , σ2

1 + . . . + σ2
n = B2

n,

Fn(x) = P
(

X1 + . . . + Xn − An

Bn

< x
)

, j ≥ 1, n ≥ 1.

Наиболее хорошо известной версией центральной предельной тео-
ремы для сумм неодинаково распределенных независимых слагаемых
является теорема Линдеберга–Феллера, которая формулируется следу-
ющим образом.

Теорема 1.6.1. Пусть случайные величины X1, X2, . . . независи-
мы. Для того чтобы

sup
x
|Fn(x)− Φ(x)| −→ 0 (n →∞)

и при каждом ε > 0

lim
n→∞ sup

1≤j≤n
P

(∣∣∣∣
Xj − aj

Bn

∣∣∣∣ > ε
)

= 0,

необходимо и достаточно, чтобы было выполнено условие Линдеберга:
для любого τ > 0

lim
n→∞

1

B2
n

n∑

j=1

∫

|x−aj |>τBn

(x− aj)
2dP(Xj < x) = 0.
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Заметим, что все приводимые утверждения формально корректны,
если σ2

1 > 0. Несложно убедиться, что в случае, когда распределения
слагаемых в сумме одинаковы, условие Линдеберга оказывается экви-
валентным условию конечности дисперсии.

Предположим, что β3
j ≡ E|Xj − aj|3 < ∞, j ≥ 1, и обозначим β3

1 +
. . . + β3

n = M3
n. Тогда, как несложно видеть,

1

B2
n

n∑

j=1

∫

|x−aj |>τBn

(x− aj)
2dP(Xj < x) ≤

≤ 1

τB3
n

n∑

j=1

∫

|x−aj |>τBn

|x− aj|3dP(Xj < x) ≤ M3
n

τB3
n

.

Поэтому в случае существования третьих моментов слагаемых условие
Линдеберга вытекает из условия Ляпунова:

lim
n→∞

M3
n

B3
n

= 0,

то есть для случая конечных третьих абсолютных моментов слагаемых
условие Ляпунова является достаточным для равномерной сходимости
функций распределения центрированных и нормированных сумм неза-
висимых случайных слагаемых к стандартной нормальной функции
распределения. Это утверждение принято называть теоремой Ляпу-
нова.

1.6.2 Неравенство Берри–Эссеена
Вернемся к той ситуации, когда распределения слагаемых одинаковы.
Известно, что при условии существования абсолютного момента поряд-
ка 2 + δ с 0 < δ ≤ 1, то есть

β2+δ ≡ E|X1|2+δ < ∞, (1.6.2)

справедливо неравенство

ρ(Fn, Φ) ≤ CδL
2+δ
n , (1.6.3)

где

L2+δ
n =

β2+δ

σ2+δnδ/2
,

а Cδ – положительная абсолютная постоянная (см., например, (Петров,
1972), гл. VI, Теорема 6). При δ = 0 нормальная сходимость имеет
место, но может быть как угодно медленной (Мацкявичюс, 1983).



1.6. Неравенство Берри–Эссеена 53

Случай δ = 1, то есть

β3 ≡ E|X1|3 < ∞ (1.6.4)

изучен лучше всего. В этом случае неравенство (1.6.3) превращается в
классическое неравенство Берри–Эссеена

ρ(Fn, Φ) ≤ CL3
n, (1.6.5)

где

L3
n =

β3

σ3
√

n
,

– так называемая дробь Ляпунова третьего порядка, C – абсолютная
постоянная (Berry, 1941), (Esseen, 1942). Неравенство (1.6.5) устанавли-
вает правильную скорость сходимости (правильный порядок убыва-
ния ρ(Fn, Φ) с ростом n). Однако, чтобы применить неравенство (1.6.5)
на практике для оценивания точности нормальной аппроксимации,
необходимо иметь конкретную численную оценку абсолютной констан-
ты C.

В некоторых прикладных задачах (в частности, в теории управле-
ния запасами, финансовой и страховой математике, см. главу 10) объем
имеющейся выборки n фиксирован, поэтому при оценивании точности
нормальной аппроксимации решающую роль для окончательного ре-
зультата играет значение абсолютной константы в неравенстве Берри–
Эссеена.

История отыскания значения абсолютной константы в неравенстве
Берри–Эссеена интересна и богата результатами. Так, Э. Берри утвер-
ждал, что C ≤ 1.88, однако, как обнаружилось позднее (Hsu, 1945), вы-
числения Берри содержали ошибку. К.-Г. Эссеен показал, что C ≤ 7.59
(Esseen, 1942). Х. Бергстрём показал, что C ≤ 4.8 (Bergström, 1949).
К. Такано (Takano, 1951) получил оценку C ≤ 2.031. По-видимому,
работа Такано (опубликованная на японском языке) выпала из поля
зрения некоторых исследователей, так как в нескольких более позд-
них публикациях приводятся немного худшие оценки. В частности, в
работе (Esseen, 1956) имеется упоминание о неопубликованных вычис-
лениях, дающих C ≤ 2.9. В работе Д. Л. Уоллеса (Wallace, 1958) при-
ведена оценка C ≤ 2.05. В. Феллер (Феллер, 1984б), упоминая резуль-
тат Уоллеса, также обходит вниманием работу Такано. Вычислению
наименьшего возможного значения абсолютной постоянной C прида-
вал большое значение А. Н. Колмогоров. В своей работе (Колмогоров,
1953) он высказал предположение о том, что C = 1/

√
2π. К сожале-

нию, это предположение оказалось не совсем точным: в 1956 г., решая
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несколько иную задачу, К.-Г. Эссеен показал, что в неравенстве (1.6.5)
постоянная C не может быть меньше, чем

C1 =

√
10 + 3

6
√

2π
=

1√
2π

+ 0.0107899...

(Esseen, 1956). Этот результат получен как следствие решения зада-
чи об асимптотически правильной константе в неравенстве Берри–
Эссеена, то есть наименьшей постоянной C∗, обеспечивающей асимп-
тотическую оценку

ρ(Fn, Φ) ≤ C∗L3
n + o(L3

n).

Эссеен показал, что в рассматриваемой ситуации C∗ = C1. Посколь-
ку C ≥ C∗, была найдена нижняя оценка для C. Далее, как показал
Б. А. Рогозин,

lim sup
n→∞

inf
a,b

σ3
√

n

β3
sup

x

∣∣∣∣Fn(x)− Φ
(

x− a

b

)∣∣∣∣ ≤
1√
2π

≤ 0.3990

(Рогозин, 1965). Тем самым предположение Колмогорова было в опре-
деленном смысле подтверждено.

Тем не менее, наименьшее возможное значение константы C в клас-
сическом неравенстве Берри–Эссеена до сих пор неизвестно. Верхняя
оценка для C была последовательно снижена до C < 0.9051 (Золотарев,
1966), C < 0.8197 (Золотарев, 1967), C < 0.7975 (Van Beek, 1971), (Van
Beek, 1972), C ≤ 0.7655 (Шиганов, 1982). Рекорд Шиганова удалось
перекрыть лишь недавно – в 2006 г. И. Г. Шевцовой удалось получить
оценку C ≤ 0.7056 (Шевцова, 2006б). Следует отметить, что в шести
последних работах использовался один и тот же подход, предложенный
еще в 1966 г. В. М. Золотаревым (описание этого подхода можно найти,
например, в книге (Золотарев, 1986)).

В основе доказательства оценки, полученной в работе (Шевцова,
2006б), лежит неравенство сглаживания Золотарёва (Золотарев, 1966),
(Zolotarev, 1967), улучшенное П. Ван Бееком (Van Beek, 1971), (Van
Beek, 1972), а также результат Г. Правитца, который в 1972 г. пока-
зал, что, если L3

n ≤ 0.1, то ρ(Fn, Φ) ≤ 0.51513 · L3
n (Prawitz, 1972).

По-видимому, по какой-то причине этот результат Правитца выпал из
поля зрения И. С. Шиганова, соответствующая модификация алгорит-
ма которого позволила И. Г. Шевцовой получить уточненную оценку.
Доказательство последнего результата существенно опирается на вы-
числения, произведенные при помощи компьютера. Ниже мы опишем
лишь ключевые этапы доказательства.
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Для удобства изложения, не ограничивая общность, будем считать,
что σ2 = 1, и от параметров β3 и n перейдем к эквивалентной парамет-
ризации ε = L3

n и n. Для каждого фиксированного ε и n существует
число D(ε, n), такое что ρ ≤ D(ε, n)ε, поэтому абсолютная постоянная
C из неравенства (1.6.5) может быть вычислена как

C = sup
ε

D(ε), D(ε) = sup
n

D(ε, n),

при этом предполагается, что супремум по всем распределениям с фик-
сированным ε и n уже взят.

Для оценивания величины D(ε, n) используется неравенство сгла-
живания Золотарёва, для формулировки которого нужны дополни-
тельные обозначения. Пусть p(x) ∈ L1 – некоторая интегрируемая
функция. Обозначим ее преобразование Фурье

p̂(x) =
∫

eitxp(x)dx

и норму ‖p‖ =
∫ |p(x)|dx. Для произвольных x, y > 0 введём функции

V (x) = x · v(x), v(x) =
∫ x

0
p+(u)du, p+(u) = max{p(u), 0},

q(y) =
1√
2π

∫ ∞

0
|p̂(t/y)|δ(t)

t
dt, δ(t) = |fn(t)− e−t2/2|,

где fn(t) – характеристическая функция, соответствующая функции
распределения Fn(x). Обозначим через Λ класс всех непрерывных сим-
метричных функций p ∈ L1, таких что p̂ ∈ L1.

В работе (Золотарев, 1966) доказано, что для любых y > 0, x > χp

и p ∈ Λ имеет место неравенство

D(ε, n) ≤
√

2

π
· V (x)/y + q(y)

ε(4v(x)− ‖p‖) ,

где χp – единственный положительный корень уравнения

4v(x)− ‖p‖ = 0

(если таковой существует).
Зависимость оценки D(ε, n) от n характеризует поведение функции

δ(t), для которой в (Золотарев, 1966) приведены следующие оценки:
1◦. Для |t| < √

2n

δ(t) ≤ δ1(t) = e−t2/2(exp{t2τ(|t|, ε, n)} − 1),
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где

τ(|t|, ε, n) =
ε|t|
6
− n

t2

[
ln

(
1− t2

2n

)
+

t2

2n

]
.

2◦. Для всех t ∈ IR

δ(t) ≤ δ2(t) = e−t2/2(exp{kε|t|3/2}+ 1),

где
k = 4 sup

x>0
{(cos x− 1 + x2/2)/x3} ≈ 0.396648.

3◦. Для всех t ∈ IR
δ(t) ≤ δ3(t) = 1 + e−t2/2.

Подставляя в функцию q(y) величину δ0(t) = min{δ1(t), δ2(t), δ3(t)},
получаем функцию q(y, ε, n), также зависящую от ε и n. При этом для
D(ε, n) остается справедливой оценка

D(ε, n) ≤
√

2

π
· V (x)/y + q(y, ε, n)

ε(4v(x)− ‖p‖) ≡ D(ε, n, x, y, p),

так что мы можем положить при каждом ε и n

D(ε, n) = inf{D(ε, n, x, y, p) : y > 0, x > χp, p ∈ Λ}.
Найдем теперь при каждом фиксированном ε супремум по n опре-
деленной таким образом функции D(ε, n). Заметим, что β3 ≥ 1 в
силу моментных условий (1.6.1), поэтому супремум берётся по n ≥
max{1, d1/ε2e}, где dxe – минимальное целое, превосходящее, либо рав-
ное x. Заметим далее, что D(ε, n, x, y, p) зависит от n только через
функцию δ0(t), причем монотонно. Из представления

τ(|t|, ε, n) =
ε|t|
6

+
t2

4n

∞∑

r=2

1

r

(
t2

2n

)r−2

,

очевидно, вытекает, что τ(|t|, ε, n), а значит, и δ1(t) монотонно убывает
по n при каждом фиксированном ε. Поскольку с ростом n множество,
по которому берется минимум

δ0(t) =

{
min{δ1(t), δ2(t), δ3(t)}, |t| < √

2n;

min{δ2(t), δ3(t)}, |t| ≥ √
2n

расширяется, величина δ0(t), а значит, и D(ε, n, x, y, p) монотонно убы-
вает с ростом n при каждом фиксированном ε. Отсюда вытекает, что
supn D(ε, n) достигается при n = max{1, d1/ε2e}, так что

D(ε) = D(ε, max{1, d1/ε2e}).
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В работах (Золотарев, 1966) и (Шиганов, 1982) приведено следую-
щее неравенство, позволяющее оценить второй супремум C = supε D(ε)
по значениям D(ε) только в конечном числе точек: для любых ε1 ≤ ε ≤
ε2 справедливо соотношение

D(ε) ≤ D(ε2) · ε2

ε1

.

Поскольку равномерное расстояние между двумя функциями рас-
пределения не превосходит единицы, для любого ε можно требовать
выполнения неравенства Cε ≤ 1, из которого вытекает, что достаточно
рассматривать ε ≤ 1/0.7655 < 1.4173. Кроме того, как показано в рабо-
те (Prawitz, 1972), C ≤ 0.5152 при ε ≤ 0.1, так что для доказательства
требуемой оценки достаточно рассматривать только ε ∈ (0.1, 1.4173].

Ядро p(x) выбирается таким же, как и в работе (Шиганов, 1982):

p(x) = 0.5(p1(x + a1) + p1(x− a1) + a3(p1(x + a2) + p1(x− a2))),

где a1, a2, a3 – действительные числа,

p1(x) =
sin x

2πx(1− x2/π2)
.

Преобразование Фурье такого ядра имеет вид

p̂(t) = p̂1(t)(cos(a1t) + a3 cos(a2t)), p̂1(t) = cos2(πt/2)1(|t| ≤ 1),

где 1(·) – индикаторная функция. Легко видеть, что функция p(x) сим-
метрична по a1 и a2, поэтому достаточно рассматривать, только неот-
рицательные a1, a2. Кроме того, можно убедиться, что χp < ∞ тогда
и только тогда, когда a3 > −1. Таким образом, задача минимизации
функционала D(ε, n, x, y, p) свелась к задаче минимизации функции
D(ε, n, x, y, a1, a2, a3) пяти аргументов x > χp, y > 0, a1 ≥ 0, a2 ≥
0, a3 > −1 при фиксированных ε и n.

Численная оптимизация проводилась на компьютере. При написа-
нии соответствующей программы использовалась библиотека матема-
тических функций GNU Scientific Library (GSL), из которой были взяты
процедуры для вычисления интегралов ‖p‖, v(x) и q(y) и минимизации
по методу сопряженных градиентов.

В ходе оптимизации оказалось, что экстремальные значения функ-
ции D(ε) достигаются при ε ≈ 0.5782 и ε ≈ 0.5047. При этом в качестве
x, y, a1, a2, a3 можно взять
a) ε = 0.5782: x = 7.7968, y = 14.8491, a1 = 0.3224, a2 = 4.2565, a3 =
2.2041, D(ε) = 0.705592;
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б) ε = 0.5047: x = 7.7147, y = 16.4049, a1 = 2.3050, a2 = 5.2758, a3 =
0.5176, D(ε) = 0.705593.

В отличие от работы Шиганова, где супремум D(ε) достигался при
ε → 0, в работе Шевцовой, учитывающей результат (Prawitz, 1972),
супремум D(ε) достигается при ε, отделённых от нуля. При этом пред-
положение В. М. Золотарёва о том, что “глобальный” супремум D(ε)
достигается при ε → 0 (см., например, (Шиганов, 1982)), позволяет
надеяться, что данный метод в принципе может привести к снижению
верхней оценки постоянной C как минимум до 0.5152 за счет расшире-
ния класса рассматриваемых ядер p.

1.6.3 Уточнения неравенства Берри–Эссеена
Наряду с уточнениями неравенства (1.6.5) за счет более аккуратно-
го оценивания C, были предприняты многие попытки его уточнения
за счет усовершенствования его структуры. В частности, в 1966 г.
В. М. Золотарев доказал неравенство

ρ(Fn, Φ) ≤ 0.8197L3
n + 0.5894(L3

n)4/3 + O
(
(L3

n)5/3
)
, L3

n → 0.

Развивая идею о том, что оптимальная структура оценки точности нор-
мальной аппроксимации должна включать член вида L3

n с оптимальной
константой C1 плюс “добавка”, убывающая быстрее, чем n−1/2, В. Бент-
кус (Bentkus, 1991), (Bentkus, 1994) показал, что существует положи-
тельная постоянная C, обеспечивающая оценку

|Fn(x)− Φ(x)| ≤
(

1

6
√

2π
+ φ(x)

)
L3

n + C(L3
n)5/3,

из которой вытекает, что

ρ(Fn, Φ) ≤ 7L3
n

6
√

2π
+ C(L3

n)5/3

(
7

6
√

2π
= 0.4654...

)
.

Наконец, недавно Г. П. Чистяков доказал, что в указанных предполо-
жениях существует абсолютная постоянная C̃ такая, что

ρ(Fn, Φ) ≤ C1L
3
n + C̃(L3

n)40/39| log L3
n|7/6

(Чистяков, 2001).
Приведенные выше результаты являются универсальными, они

справедливы при любых распределениях слагаемых с конечным тре-
тьим моментом. Однако, в такой их универсальности заключен и их
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недостаток: во многих практических ситуациях приведенные выше
оценки являются слишком грубыми. Без дополнительных предположе-
ний абсолютная константа при первом слагаемом в правой части нера-
венства Чистякова, убывающем как O(n−1/2), не может быть уменьше-
на. Таким образом, по сути единственный путь существенного уточне-
ния упомянутых результатов заключается в рассмотрении достаточно
общих частных случаев.

В некоторых конкретных (также достаточно общих) ситуациях, ко-
гда имеется некоторая дополнительная информация о распределении
слагаемых, эти оценки можно уточнить. В частности, В. Бенткус по-
казал, что если слагаемые Xj имеют симметричное распределение, то
существует абсолютная постоянная Ĉ такая, что

ρ(Fn, Φ) ≤ L3
n√
2π

+ Ĉ(L3
n)4/3

(Bentkus, 1991), (Bentkus, 1994). Обратим внимание на то, что в работах
Чистякова и Бенткуса не приведены численные оценки констант C,
C̃ и Ĉ, что не позволяет применять на практике эти замечательные
теоретические результаты.

Накладывая другие условия, оценки точности нормальной аппрок-
симации можно уточнить весьма существенно. В этом нас убеждает
хорошо известный результат К.-Г. Эссеена, согласно которому, если
распределение слагаемых Xj не является решетчатым, то при n →∞

Fn(x)− Φ(x) =
EX3

1

6σ3
√

2πn
(1− x2)e−x2/2 + o(n−1/2) (1.6.6)

равномерно по x ∈ IR (Esseen, 1945), см. также (Феллер, 1967). Легко
видеть, что

sup
x
|1− x2|e−x2/2 = 1.

Таким образом, учитывая, что |EX3
1 | ≤ E|X1|3, из (1.6.6) мы получаем

неравенство

ρ(Fn, Φ) ≤ L3
n

6
√

2π
+ Rn, (1.6.7)

справедливое для случая нерешетчатого распределения слагаемых, где
Rn = o(n−1/2) при n →∞. Более того, из (1.6.7) вытекает соотношение

lim sup
n→∞

L−3
n ρ(Fn, Φ) ≤ 1

6
√

2π
< 0.0665, (1.6.8)

то есть для случая нерешетчатых слагаемых число 1/(6
√

2π) < 0.0665
является асимптотической абсолютной постоянной в аналоге неравен-
ства Берри–Эссеена. В силу (1.6.6) мы заключаем, что эта константа
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неулучшаема. К сожалению, из-за отсутствия явных оценок величины
Rn неравенством (1.6.7) также нельзя пользоваться для практических
вычислений.

На фоне все возрастающего интереса к изучению случайных вели-
чин, распределения которых имеют так называемые тяжелые хвосты
(что отчасти обусловлено необходимостью решать задачи, связанные с
большими рисками), особую важность приобретает вопрос о возмож-
ности использования нормальной аппроксимации для распределений
сумм слагаемых, распределения которых имеют (в некотором смысле)
тяжелые хвосты, и о ее точности.

К классу распределений с тяжелыми хвостами, конечно же, можно
отнести те, для которых не существует моментов третьего порядка, но
существуют моменты лишь порядка 2 + δ с 0 < δ < 1.

Для случая 0 < δ < 1 в работе (Tysiak, 1983) (также см. (Paditz,
1996)) получена следующая таблица значений оценок константы Cδ

δ = Cδ ≤ δ = Cδ ≤ δ = Cδ ≤
0.1 1.102 0.4 0.950 0.7 0.833
0.2 1.076 0.5 0.902 0.8 0.812
0.3 1.008 0.6 0.863 0.9 0.802

Л. Падитц (Paditz, 1986) показал, что при δ = 0 имеет место нера-
венство

ρ(Fn, Φ) ≤ 3.51 · 1

σ2
E

(
X2

1 min

{
1,
|X1|
σ
√

n

})
,

откуда вытекает, что имеет место равномерная по δ ∈ [0, 1) оценка
Cδ ≤ 3.51, так как при любом δ ∈ (0, 1] выражение в правой части
последнего неравенства не превосходит 3.51L2+δ

n .
Случай 0 < δ < 1 чрезвычайно интересен. С одной стороны, для

этого случая в 1966 г. И. А. Ибрагимов доказал, что для того чтобы

ρ(Fn, Φ) = O(n−δ/2) (n →∞),

необходимо и достаточно, чтобы

E[X2
11(|X1| ≥ z)] = O(z−δ) (z →∞)

(Ибрагимов, 1966) (см. также Ибрагимов и Линник, 1965)), откуда вы-
текает, что, если β2+δ = E|X1|2+δ < ∞, то ρ(Fn, Φ) = O(n−δ/2) (это
следует из того, что в таком случае

E[X2
11(|X1 ≥ z)] = E[|X1|2+δ|X1|−δ1(|X1 ≥ z)] ≤ z−δE|X1|2+δ
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для любого z > 0).
Однако условие Ибрагимова слабее, чем требование существования

β2+δ. В частности, если случайная величина X1 имеет плотность

p(x) =
2 + δ

2
· 1

(|x|+ 1)3+δ
, x ∈ IR,

то, очевидно, E|X1|2+δ не существует, но для любого z > 0

E[X2
11(|X1| ≥ z)] =

2 + δ

2

∫

|x|≥z

x2dx

(|x|+ 1)3+δ
≤

≤ 2 + δ

2

∫

|x|≥z

dx

|x|1+δ
=

2 + δ

2δ
· z−δ.

С другой стороны, как показал К. Хейди, при 0 < δ < 1 условие
E|X1|2+δ < ∞ равносильно тому, что

∞∑

n=1

n−1+δ/2ρ(Fn, Φ) < ∞

(Heyde, 1967). Поэтому если бы было справедливо соотношение
ρ(Fn, Φ) ∼ n−δ/2 (n → ∞), то указанный ряд должен был бы расхо-
диться. Таким образом, неравенство (1.6.3) в некотором смысле да-
ет слишком грубую оценку точности нормальной аппроксимации для
распределений сумм независимых случайных величин (порядок n−δ/2

является “не совсем правильным” в том смысле, что он может быть
характерен лишь для некоторой разреженной подпоследовательности
значений индекса n в то время как для остальных значений n скорость
сходимости выше).

Случай же δ = 1 является как бы критическим, потому что, как
показывают соответствующие примеры, без дополнительных предпо-
ложений порядок ρ(Fn, Φ) = O(n−1/2) нельзя улучшить, сколь велик
бы ни был порядок γ ≥ 3 момента слагаемого.

В данном разделе мы уточним оценку (1.6.3) для случая 0 < δ < 1
за счет модификации ее структуры, уменьшив константу при ляпунов-
ской дроби, являющейся, как вытекает из сказанного выше, “не совсем
правильным” слагаемым. Наряду с общей ситуацией, мы также рас-
смотрим упомянутую задачу при дополнительном условии гладкости
распределения слагаемых для 0 < δ ≤ 1. Материал данного раздела ос-
нован на работах (Королев и Шевцова, 2005a) и (Королев и Шевцова,
2005b). Мы убедимся, что и классическое неравенство Берри–Эссеена
(1.6.5), и неравенство (1.6.3) могут быть заметно уточнены.



62 1. Основные понятия теории вероятностей

Случай произвольных распределений слагаемых с 0 < δ ≤ 1

В книге (Феллер, 1984б), с. 611, отмечено, что в последнее время боль-
шое внимание уделялось обобщениям теоремы Берри–Эссеена на вели-
чины, не имеющие момента третьего порядка. В этом случае граница
в неравенстве выражается через момент дробного порядка или какую-
нибудь родственную величину... Обычные вычисления в этом случае
достаточно запутаны, а попытки разработать универсальные мето-
ды, применимые ко многим случаям, не предпринимались... Необходи-
мость в моментах третьего порядка появляется в доказательстве
теоремы [Берри–Эссеена] только из-за неравенства

∣∣∣∣∣e
itx − 1− itx +

(tx)2

2

∣∣∣∣∣ ≤
|tx|3

6
. (1.6.9)

В большинстве работ, посвященных изучению ситуации, когда суще-
ствуют лишь моменты порядка 2 + δ, неравенство (1.6.9) используется
в некотором конечном интервале изменения аргумента x, а для осталь-
ных значений аргумента используется граница порядка (tx)2 (см., на-
пример, (Осипов, 1966), (Петров, 1972), (Бхаттачария и Ранга Рао,
1982)). При доказательстве приводимых ниже результатов (см. Лем-
му 1.6.1 ниже) вместо упомянутого метода усечения, основанного на
использовании неравенства (1.6.9), используется иной подход, базиру-
ющийся на оценке

∣∣∣∣∣e
itx −

(
1 + itx + . . . +

(itx)n

n!

)∣∣∣∣∣ ≤
21−δΓ(1 + δ)|tx|n+δ

Γ(n + 1 + δ)
, x, t ∈ IR,

(1.6.10)
справедливой для любого целого n ≥ 0 и для любого δ ∈ (0, 1]. Это
позволяет использовать традиционную универсальную схему рассуж-
дений, основанную на применении классического неравенства сглажи-
вания и его модификаций, ориентированных на оптимизацию абсолют-
ных констант. Доказательство неравенства (1.6.10) (в неявной форме)
можно найти, например, в (Лоэв, 1962), с. 212-213.

Здесь и далее символ Γ( · ), как обычно, обозначает эйлерову гамма-
функцию,

Γ(y) =

∞∫

0

zy−1e−zdz, y > 0.

Всюду далее для упрощения записей, не ограничивая общность, мы
полагаем σ2 = 1.
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Вспомогательные результаты

Пусть d – некоторое число, лежащее в интервале (0,
√

2). Введем функ-
ции

a(δ, d) =
d2−δ

4

∞∑

r=2

1

r

(
d2

2

)r−2

+
21−δ

(1 + δ)(2 + δ)
(

= − 1

d2+δ

[
d2

2
+ ln

(
1− d2

2

)]
+

21−δ

(1 + δ)(2 + δ)

)
,

b(δ, d) =
1

2
− dδ/2a(δ, d).

Несложно убедиться, что при каждом δ ∈ (0, 1]

lim
d→0+

a(δ, d) =
21−δ

(1 + δ)(2 + δ)
, lim

d→0+
b(δ, d) =

1

2
.

Более того, можно убедиться, что функция b(δ, d) монотонно убывает
при d ∈ (0,

√
2), причем на интервале (0,

√
2) лежит единственный нуль

этой функции, который мы обозначим d0(δ).
Лемма 1.6.1. Пусть выполнены условия (1.6.1) и (1.6.2) при 0 <

δ ≤ 1. Тогда для любого d ∈
(
0, (β2+δ)−2(1−δ)/δ

)
и любого n ≥ 1 при

|t| ≤ Tn ≡ d
√

n/β2+δ справедлива оценка

|fn(t)− e−t2/2| ≤ a(δ, d)
β2+δ

nδ/2
|t|2+δ exp

{
−b(δ, d)t2

}
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства Ляпунова следует, что
β ≥ 1, поэтому

d ≤ (β2+δ)−2(1−δ)/δ ≤ 1 <
√

2.

Для t из указанного промежутка имеем
∣∣∣f

( t√
n

)
− 1

∣∣∣ ≤ t2

2n
≤ d2

2(β2+δ)2
≤ d2

2
. (1.6.11)

Отсюда следует, что
∣∣∣f

( t√
n

)∣∣∣ ≥ 1− d2

2
> 0

для всех d ∈ (0, (β2+δ)−2(1−δ)/δ) ⊂ (0,
√

2). Значит, логарифм ln f(t/
√

n)
определен при всех |t| ≤ d

√
n/β2+δ. Обозначим через h(t) функцию

h(t) =
t2

2
+ ln fn(t) =

t2

2
+ n ln f

( t√
n

)
.
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Тогда

|fn(t)− e−t2/2| = e−t2/2
∣∣∣eh(t) − 1

∣∣∣ ≤ e−t2/2 |h(t)| e|h(t)|. (1.6.12)

Стало быть, для доказательства леммы нам достаточно найти две оцен-
ки для |h(t)|, одна из которых будет величиной порядка O(|t|2+δn−δ/2),
а вторая – величиной порядка O(t2). Имеем

|h(t)| = n
∣∣∣ ln

[
1−

(
1− f

( t√
n

))]
+

t2

2n

∣∣∣ =

= n

∣∣∣∣−
∞∑

r=2

1

r

(
1− f

( t√
n

))r
+ f

( t√
n

)
− 1 +

t2

2n

∣∣∣∣

Из неравенства (1.6.10) следует, что
∣∣∣∣∣f

( t√
n

)
− 1 +

t2

2n

∣∣∣∣∣ ≤
21−δβ2+δ|t|2+δ

(1 + δ)(2 + δ)n1+δ/2
,

поэтому с учетом соотношений (1.6.11) мы получаем

|h(t)| ≤ n
[ (

t2

2n

)2 ∞∑

r=2

1

r

(
d2

2

)r−2

+
21−δβ2+δ|t|2+δ

(1 + δ)(2 + δ)n1+δ/2

]
=

=
1

4

∞∑

r=2

1

r

(
d2

2

)r−2
t4

n
+

21−δβ2+δ|t|2+δ

(1 + δ)(2 + δ)nδ/2
≤

≤ d2−δ

4

∞∑

r=2

1

r

(
d2

2

)r−2
β2+δ|t|2+δ

nδ/2
+

+
21−δβ2+δ|t|2+δ

(1 + δ)(2 + δ)nδ/2
≡ a(δ, d)

β2+δ|t|2+δ

nδ/2
.

Это первая интересующая нас оценка. Вторая получается из первой с
использованием неравенства

|t|δ ≤ dδnδ/2/(β2+δ)δ ≤ dδ/2nδ/2/β2+δ,

верного для всех рассматриваемых значений t и параметра d:

|h(t)| ≤ dδ/2a(δ, d)|t|2 ≡ t2

2
− b(δ, d)t2.

Подставляя последние две оценки в (1.6.12), получаем утверждение
леммы.
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Пусть v > 0 и γ > 0 – произвольные числа. Рассмотрим плотность
распределения вероятностей

pv,γ(x) =
γ

2πv

(
sin γx

2v
γx
2v

)2

, x ∈ IR.

Несложно убедиться, что плотности pv,γ(x) соответствует характери-
стическая функция

gv,γ(t) =

{
1− v

γ
|t|, если |t| ≤ γ/v,

0, если |t| > γ/v.

Обозначим

α = α(γ) =

v∫

−v

pv,γ(x)dx

(
=

2

π

γ/2∫

0

(
sin y

y

)2

dy =
2

πγ
(γSi(γ) + cos γ − 1)

)
.

Пусть γ0 – решение уравнения

α(γ) =
1

2
.

Численные расчеты показывают, что γ0 ≈ 1.69958. Для всех γ > γ0

имеем α(γ) > 1/2.
Лемма 1.6.2. Для любых γ > γ0 и v > 0 справедливо неравенство

ρ(Fn, Φ) ≤ 1

2α(γ)− 1




1

2π

γ/v∫

−γ/v

∣∣∣∣∣
fn(t)− e−t2/2

t

∣∣∣∣∣ |gv,γ(t)|dt +
vα(γ)√

2π


 .

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы дословно повторяет доказательство
Леммы 12.2 из (Бхаттачария и Ранга Рао, 1982).

Аналоги неравенства Берри–Эссеена с уточненной структу-
рой. Оценки асимптотически правильных констант

Обозначим d(δ) = min{d0(δ), (β2+δ)−2(1−δ)/δ}. Можно убедиться, что
при каждом δ ∈ (0, 1] существует ε′ > 0 такое, что 0 < d(δ, ε) < d(δ)
для любого ε ∈ (0, ε′). Точную верхнюю грань таких ε′ обозначим ε(δ).

Теорема 1.6.2. При условиях (1.6.1) и (1.6.2) для некоторого 0 <
δ ≤ 1, для любого n ≥ 1 справедливо неравенство

ρ(Fn, Φ) ≤ Cn(δ) · L2+δ
n ,
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где

Cn(δ) =
1√
2π

· inf
γ0<γ<∞
0<d<d(δ)

{
1

2α(γ)− 1

[
Γ(2+δ

2
)a(δ, d)√

2π [b(δ, d)]1+δ/2
+

γα(γ)

dn(1−δ)/2

]}
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим в Лемме 1.6.2 параметр v
равным v = γ/Tn(= γβ2+δ/(d

√
n)). Тогда модуль разности характери-

стических функций под знаком интеграла в этой лемме можно оценить
при помощи Леммы 1.6.1. Имеем

ρ(Fn, Φ) ≤

≤ 1

2α(γ)− 1



a(δ, d)β2+δ

2πnδ/2

Tn∫

−Tn

|t|1+δ exp
{
−b(δ, d)t2

} (
1− |t|

Tn

)
dt+

+
γα(γ)√
2πTn

]
≤ 1√

2π(2α(γ)− 1)


a(δ, d)β2+δ

√
2πnδ/2

∞∫

−∞
|t|1+δ exp

{
−b(δ, d)t2

}
dt+

+
γα(γ)

Tn

]
=

β2+δ

√
2π(2α(γ)− 1)nδ/2

[
Γ(2+δ

2
)a(δ, d)√

2π [b(δ, d)]1+δ/2
+

γα(γ)

dn(1−δ)/2

]
.

Лемма доказана.
Поскольку Cn(δ) – невозрастающая функция аргумента n при каж-

дом δ ∈ (0, 1], справедливо
Следствие 1.6.1. В условиях Теоремы 1.6.1 неравенство (1.6.3)

имеет место с Cδ ≤ C1(δ), где

C1(δ) =
1√
2π

· inf
γ0<γ<∞
0<d<d(δ)

{
1

2α(γ)− 1

[
Γ(2+δ

2
)a(δ, d)√

2π [b(δ, d)]1+δ/2
+

γα(γ)

d

]}
.

Значения константы C1(δ) в целом довольно невелики. Однако, они
все же заметно хуже значений, полученных в работах (Tysiak, 1983) и
(Paditz, 1986). Возможно, оценки абсолютной константы C1(δ) могут
быть уточнены за счет использования более тонкого неравенства сгла-
живания, нежели то, которое составляет утверждение Леммы 1.6.2. Тем
не менее, Теорема 1.6.2 позволяет получить вполне приемлемые оцен-
ки константы при ляпуновской дроби в аналоге (1.6.7) для 0 < δ ≤ 1,
где супремум берется по всем распределениям F , удовлетворяющим
условиям (1.6.1) и (1.6.2).
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Обозначим

C(δ) ≡ lim
d→0+

Γ(2+δ
2

)a(δ, d)

2π [b(δ, d)]1+δ/2
=

21−δ/2Γ( δ+2
2

)

π(1 + δ)(2 + δ)
. (1.6.13)

Несложно убедиться, что для любого 0 < ε < ε(δ) существует един-
ственный корень d(δ, ε) уравнения

Γ(2+δ
2

)a(δ, d)

2π [b(δ, d)]1+δ/2
= C(δ) + ε,

лежащий в интервале
(
0, d(δ)

)
. Также можно убедиться, что для лю-

бого ω > 0 существует единственный корень γ(ω) уравнения

(2α(γ)− 1) (1 + ω) = 1.

Теперь из Теоремы 1.6.2 мы получаем следующий результат, кото-
рый делает более наглядным вид коэффициента Cn(δ).

Следствие 1.6.2. При условиях (1.6.1) и (1.6.2) для 0 < δ ≤ 1, для
любого n ≥ 1 справедливо неравенство

ρ(Fn, Φ) ≤ inf
0<ε<ε(δ)

ω>0

{
(C(δ) + ε) (1 + ω) +

(2 + ω)γ(ω)

2
√

2πd(δ, ε)n(1−δ)/2

}
· β2+δ

nδ/2
.

В свою очередь, из Следствия 1.6.2 вытекает
Следствие 1.6.3. При условиях (1.6.1) и (1.6.2) для 0 < δ < 1, при

n →∞
ρ(Fn, Φ) ≤ C(δ) · L2+δ

n + o(L2+δ
n ).

Другими словами, при условиях (1.6.1) и (1.6.2) для δ ∈ (0, 1) мы
имеем

inf
n

Cn(δ) = lim
n→∞Cn(δ) = C(δ).

Значения константы C(δ) при некоторых δ приведены в следующей
таблице:

δ C(δ) δ C(δ) δ C(δ)
0.05 0.2867 0.40 0.1515 0.75 0.0907
0.10 0.2592 0.45 0.1399 0.80 0.0850
0.15 0.2352 0.50 0.1294 0.85 0.0797
0.20 0.2141 0.55 0.1201 0.90 0.0750
0.25 0.1955 0.60 0.1116 0.95 0.0706
0.30 0.1791 0.65 0.1040 1.00 0.0665
0.35 0.1645 0.70 0.0970
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Сопоставляя эту таблицу с таблицей из работы (Tysiak, 1983), мы
замечаем, что при всех значениях δ ∈ (0, 1) константа C(δ) существен-
но меньше константы Cδ. При этом отношение Cδ/C(δ) изменяется от 4
(при малых δ) до примерно 11 (при δ, близких к единице). Минималь-
ное же значение отношения C1(δ)/C(δ) превосходит 35.

Заметим, что абсолютная константа при ляпуновской дроби в ана-
логе (1.6.7) для 0 < δ ≤ 1 не является непрерывной функцией аргу-
мента δ, так как она имеет разрыв в точке δ = 1: из Следствия 1.6.3
вытекает, что

lim
δ→1−

C(δ) =
1

6
√

2π
,

более того, из асимптотического разложения Эссеена для нерешетча-
тых распределений вытекает, что в случае δ = 1 число 1/(6

√
2π) яв-

ляется асимптотически правильной константой в неравенства Берри–
Эссеена (см. (1.6.8)). В то же время, как мы уже отмечали, C(1) = C1 =
(
√

10 + 3)/(6
√

2π) (Esseen, 1956).
Чтобы конкретизировать порядок малости величины o(L2+δ

n ), фигу-
рирующей в Следствии 1.6.3, заметим, что из Следствия 1.6.2, очевид-
но, вытекает следующее утверждение.

Следствие 1.6.4. В условиях (1.6.1) и (1.6.2) с δ ∈ (0, 1) для любого
0 < ε < ε(δ) существует число c(δ, ε) ∈ (0,∞) такое, что выполнено
неравенство

ρ(Fn, Φ) ≤ (C(δ) + ε) · L2+δ
n + c(δ, ε) · (L2+δ

n )1+ 1−δ
δ .

В качестве c(δ, ε) можно взять

c(δ, ε) = inf

{
(2 + ω)γ(ω)

2
√

2πd(δ, τ)

∣∣∣∣∣ (τ, ω) : τ + ωC(δ) + τω = ε

}
.

Несложно убедиться, что

sup
0<δ≤1

C(δ) = lim
δ→0+

21−δ/2Γ(2+δ
2

)

π(1 + δ)(2 + δ)
=

1

π
< 0.31831.

Поэтому в Следствии 1.6.4 можно положить ε = 1/π − C(δ). В этом
случае мы получаем

Следствие 1.6.5. В условиях (1.6.1) и (1.6.2) с δ ∈ (0, 1) суще-
ствует число c(δ) ∈ (0,∞) такое, что выполнено неравенство

ρ(Fn, Φ) ≤ 1

π
· L2+δ

n + c(δ) · (L2+δ
n )1+ 1−δ

δ .
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В качестве c(δ) можно взять

c(δ) = inf

{
(2 + ω)γ(ω)

2
√

2πd(δ, ε)

∣∣∣∣∣ (ε, ω) : (C(δ) + ε)(1 + ω) =
1

π

}
.

От присутствия добавки ε в абсолютной константе при первом сла-
гаемом в правой части Следствия 1.6.4 можно избавиться совсем. Од-
нако платой за это будет некоторое ухудшение скорости убывания вто-
рого слагаемого. Чтобы в этом убедиться, заметим, что с помощью
элементарных рассуждений можно получить оценки

γ(ω) ≤ 2π +
4

πω
, d(δ, ε) ≥ M(δ) · ε2/δ, (1.6.14)

где

M(δ) =





8πz(δ)

21−δ/2z(δ)Γ
(

2+δ
2

)
+

(
6 + δ + 21−δ

1+δ

) [
21−δ/2Γ

(
2+δ
2

)
+ πz(δ)

]




2/δ

,

z(δ) = (1 + δ)(2 + δ).

Подставляя оценки (1.6.14) в неравенство, приведенное в Следствии
1.6.2, полагая ω = n−a и ε = n−b с a > 0 и b > 0 и выбирая a и
b так, чтобы минимальная скорость убывания выражений, зависящих
от a и b, с ростом n была наибольшей, мы окончательно приходим
к следующему “разложению” оценки равномерного расстояния между
допредельной и предельной функциями распределения в центральной
предельной теореме.

Следствие 1.6.6. В условиях (1.6.1) и (1.6.2) при δ ∈ (0, 1]

ρ(Fn, Φ) ≤ β2+δ

nδ/2

(
C(δ) + Q1(δ)τn + Q2(δ)τ

2
n + Q3(δ)τ

3
n

)
,

где

τn = τn(δ) = n−
δ(1−δ)
4(1+δ) , Q1(δ) = 1 + C(δ) +

2
√

2

π3/2M(δ)
,

Q2(δ) = 1 +

√
2(1 + π2)

π3/2M(δ)
, Q3(δ) =

√
π√

2M(δ)
.

К примеру, если δ = 1
2
, то имеет место неравенство

ρ(Fn, Φ) ≤ β2+ 1
2

n1/4

(
0.1294 +

9.98

n1/24
+

49.1008

n1/12
+

21.8378

n1/8

)
.
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Если же δ = 3
4
, то

ρ(Fn, Φ) ≤ β2+ 3
4

n3/8

(
0.0907 +

3.2435

n1/14
+

12.6510

n1/7
+

5.2896

n3/14

)
.

Заметим, что с учетом неравенства C(δ) ≤ 1/π из Следствия 1.6.6
можно получить оценку

ρ(Fn, Φ) ≤ β2+δ

nδ/2

(
1

π
+ Q1(δ)τn + Q2(δ)τ

2
n + Q3(δ)τ

3
n

)
,

из которой вытекает, что при малых δ константу в оценке скорости
сходимости в центральной предельной теореме “портят” добавки, соот-
ветствующие более высоким степеням n−1, нежели δ/2.

Так как β2+δ ≥ 1, то из Следствия 1.6.6 вытекает следующее утвер-
ждение.

Следствие 1.6.7. В условиях (1.6.1) и (1.6.2) при δ ∈ (0, 1]

ρ(Fn, Φ) ≤ C(δ) · L2+δ
n + Q(δ) ·

(
L2+δ

n

)1+ 1−δ
2(1+δ) ,

где C(δ) определено соотношением (1.6.13),

Q(δ) = Q1(δ) + Q2(δ) + Q3(δ),

а коэффициенты Qj(δ), j = 1, 2, 3, определены в Следствии 1.6.6.

“Гладкий” случай

В этом разделе мы рассматриваем “гладкий” случай и предполагаем,
что слагаемые имеют ограниченную плотность p(x):

sup
x

p(x) ≡ A < ∞. (1.6.15)

Можно показать, что при условиях (1.6.1) всегда A ≥ 1/(2
√

3) ≥
0.288675 (Прохоров, 1963).

Теорема 1.6.3. При условиях (1.6.1), (1.6.2) с 0 < δ ≤ 1 и (1.6.15),
для любого n ≥ 2 справедливо неравенство

ρ(Fn, Φ) ≤

≤ inf
0<ε<ε(δ)

{
(C(δ) + ε)

β2+δ

nδ/2
+ Vn(β2+δ, d(δ, ε)) + Wn(A, β2+δ, d(δ, ε))

}
,
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где C(δ) определено в (1.6.13),

Vn(β2+δ, d) =
(β2+δ)2

πd2n
exp

{
− d2n

(β2+δ)2

}
,

Wn(A, β2+δ, d) =
β2+δA

d


1− d2

3π2A2(β2+δ)2

(
1− (2d)2+δ

π2+δ(β2+δ)1+δ

)3



n−2

.

Наряду с Леммой 1.6.1, в доказательстве Теоремы 1.6.3 использу-
ется аналог Леммы 1.6.2 для случая распределений с интегрируемыми
характеристическими функциями. Приведем соответствующее утвер-
ждение.

Лемма 1.6.3. Если EX1 = 0 и выполнено условие (1.6.15), то для
всех n ≥ 2

ρ(Fn, Φ) ≤ 1

2π

+∞∫

−∞

∣∣∣fn(t)− e−t2/2

t

∣∣∣ dt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу ограниченности p (x) по формуле
Планшереля мы имеем

+∞∫

−∞
|f(t)|2dt = 2π

+∞∫

−∞
p2(x)dx < 2πA < ∞,

и так как |f(t)| ≤ 1, то при всех n ≥ 2 характеристическая функция
fn(t) = (f(t/

√
n))n абсолютно интегрируема. Остается лишь сослаться

на замечание к Лемме 12.2 в (Бхаттачария и Ранга Рао, 1982), с. 114,
утверждающее, что аналогичное утверждение справедливо не только
для вероятностных, но и для произвольных конечных мер, удовлетво-
ряющих соответствующим условиям гладкости.

Д о к а з а т е л ь с т в о Теоремы 1.6.3. На основании Леммы 1.6.3
мы имеем

2πρ(Fn, Φ) ≤
+∞∫

−∞

∣∣∣fn(t)− e−t2/2

t

∣∣∣ dt ≡ I1 + I2 + I3,

где

I1 =
∫

|t|≤Tn

|fn(t)− e−t2/2|
|t| dt,

I2 =
∫

|t|>Tn

|t|−1e−t2/2dt, I3 =
∫

|t|>Tn

|fn(t)|
|t| dt,
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а Tn определено в формулировке Леммы 1.6.1:

Tn =
d
√

n

β2+δ
, d ∈ (0,

√
2).

Интеграл I1 оценивается с помощью Леммы 1.6.1:

I1 ≤ a(δ, d)
β2+δ

nδ/2

+∞∫

−∞
|t|1+δ exp{−b(δ, d)t2}dt =

=
a(δ, d)

[b(δ, d)]1+δ/2
· β2+δ

nδ/2

+∞∫

0

yδ/2e−ydy =
Γ(2+δ

2
)a(δ, d)

[b(δ, d)]1+δ/2
· β2+δ

nδ/2
.

При этом область возможных значений параметра d сужается до ин-
тервала (0, d0(δ)), определяющего область сходимости интеграла, где
d0(δ) – единственный нуль монотонно убывающей функции b(δ, d) на
(0,
√

2).
Интеграл I2 оценивается непосредственно:

I2 ≤ 2

T 2
n

∞∫

Tn

te−t2/2dt =
2

T 2
n

∞∫

T 2
n

e−ydy =
2

T 2
n

exp{−T 2
n} =

=
2(β2+δ)2

d2n
exp

{
− d2n

(β2+δ)2

}
≡ 2πVn(β2+δ, d).

Поскольку fn(t) = (f(t/
√

n))n,

I3 =
∫

|t|>d/β2+δ

|f(t)|n
|t| dt ≤ β2+δ

d

∫

|t|>d/β2+δ

|f(t)|n dt.

Оценим подынтегральную функцию, воспользовавшись Следствием
2.5.1 из книги (Ushakov, 1999), согласно которому, если при некото-
ром s > 0 существует E |X1|s ≡ βs и sup

x
p(x) = A < ∞, то для любого

γ ∈ (0, 1)

|f(t)| ≤ 1− (1− γ)3

3π2A2
t2, если |t| ≤ πγ1/s

2(βs)1/s
≡ tγ,

|f(t)| ≤ 1− (1− γ)3γ2/s

12A2(βs)2/s
, если |t| > πγ1/s

2(βs)1/s
. (1.6.16)
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В нашем случае s = 2+δ, ниже мы будем использовать это обозначение.
Так как β ≥ 1 и d < 1, то в качестве γ можно взять

γ =

(
2d

π(βs)(s−1)/s

)s

≤
(

2

π

)s

< 1.

При таком выборе γ граница интегрирования d/β2+δ = tγ, и с учетом
(1.6.16) оценка для I3 примет вид

I3 =
β2+δ

d

∫

|t|>tγ

|f(t)|n dt ≤

≤ β2+δ

d

∫

|t|>tγ

|f(t)|2
(

1− (1− γ)3γ2/s

12A2(β2+δ)2/(2+δ)

)n−2

dt ≤

≤ β2+δ

d

(
1− (1− γ)3γ2/s

12A2(β2+δ)2/(2+δ)

)n−2 +∞∫

−∞
|f(t)|2 dt.

По формуле Планшереля имеем

I3 ≤ 2πβ2+δ

d

(
1− (1− γ)3γ2/s

12A2(β2+δ)2/(2+δ)

)n−2+∞∫

−∞
p2(x)dx ≤

≤ 2πAβ2+δ

d

(
1− (1− γ)3γ2/s

12A2(β2+δ)2/(2+δ)

)n−2

.

Подставляя s = 2 + δ и

γ =
(2d

π

)2+δ · (β2+δ)−(1+δ)/(2+δ),

получаем оценку

I3 ≤ 2π
β2+δA

d

[
1− d2

3π2A2(β2+δ)2

(
1− (2d)2+δ

π2+δ(β2+δ)1+δ

)3
]n−2

≡

≡ 2πWn(A, β2+δ, d).

Собирая оценки для интегралов I1, I2, I3, получаем

ρ(Fn, Φ) ≤

≤ inf
0<d≤d(δ)

{
Γ(2+δ

2
)a(δ, d)

2π]b(δ, d)]1+δ/2
· β2+δ

nδ/2
+ Vn(β2+δ, d) + Wn(A, β2+δ, d)

}
.
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Теперь для доказательства теоремы достаточно заметить, что функция

Γ(2+δ
2

)

2π
· a(δ, d)

[b(δ, d)]1+δ/2

монотонно и неограниченно возрастает по d на интервале (0, d0(δ)),
причем ее инфимум равен пределу в нуле справа, что в точности сов-
падет с определением C(δ). Теорема доказана.

Следует заметить, что для любого δ ∈ (0, 1] сумма

Vn(β2+δ, d) + Wn(A, β2+δ, d)

убывает экспоненциально быстро с ростом n.
Для случая δ = 1 (то есть при условии (1.6.4) из Теоремы 1.6.3 мы

получаем следующее утверждение. Пусть ε > 0 и пусть dε – единствен-
ный корень уравнения

a(1, d)

4
√

πb3/2(1, d)
=

1

6
√

2π
+ ε

(лежащий в интервале (0, 1.17]).
Следствие 1.6.9. Пусть выполнены условия (1.6.1), (1.6.4) и

(1.6.15). Тогда для любого n ≥ 2 справедлива оценка

ρ(Fn, Φ) ≤ inf
ε>0

{(
1

6
√

2π
+ ε

)
β3

√
n

+ Vn(β3, dε) + Wn(A, β3, dε)

}
,

где

Vn(β3, d) =
(β3)2

πd2n
exp

{
− d2n

(β3)2

}
,

Wn(A, β3, d) =
Aβ3

d


1− d2

3π2A2(β3)2

(
1− 8d3

π3(β3)2

)3



n−2

.

Следствие 1.6.10. При условиях (1.6.1), (1.6.4) и (1.6.15)

sup lim sup
n→∞

√
n

β3
ρ(Fn, Φ) ≤ 1

6
√

2π
< 0.0665,

где супремум берется по всем распределениям, удовлетворяющим
условиям (1.6.1), (1.6.4) и (1.6.15), что означает, что для гладких рас-
пределений функция C(δ) непрерывна в точке δ = 1.
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Аналогичный результат, очевидно, вытекает из асимптотического
разложения Эссеена для случая слагаемых с нерешетчатыми распре-
делениями.

Стремясь избавиться от присутствия ε в формулировках Теоремы
1.6.3 и Следствия 1.6.9, рассмотрим подробнее структуру оценки точ-
ности нормальной аппроксимации для случая гладких распределений.
Попытаемся уточнить вид члена o(L2+δ

n ) в Следствии 1.6.3 для такой
ситуации. С этой целью заметим, что из Теоремы 1.6.3 вытекает суще-
ствование таких не зависящих от n и d(δ, ε) положительных конечных
констант q′, q′′, Q′ и Q′′, что

ρ(Fn, Φ) ≤ C(δ) · L2+δ
n + ε · L2+δ

n +
Q′

(d(δ, ε))2 n
exp{−q′ (d(δ, ε))2 n}+

+
Q′′

d(δ, ε)
exp{−q′′ (d(δ, ε))2 n}. (1.6.17)

В качестве q′, q′′, Q′, Q′′ можно взять

q′ = q′(β2+δ) = (β2+δ)−2, Q′ = Q′(β2+δ) =
(β2+δ)2

π
,

q′′ = q′′(A, β2+δ) =
1

3π2A2(β2+δ)2

(
1− 4

√
2

π2

)3

≈ 0.00262

A2(β2+δ)2
,

Q′′ = Q′′(A, β2+δ) = e2Aβ2+δ ≈ 7.38905β2+δA.

Выбирая последовательность ε = εn так, чтобы порядки убывания
второго и четвертого слагаемых в соотношении (1.6.17) совпадали с
точностью до логарифмического множителя, мы приходим к следую-
щему утверждению.

Следствие 1.6.11. В условиях (1.6.1), (1.6.2) и (1.6.15) существу-
ет число D = D(δ, A, β2+δ) ∈ (0,∞) такое, что

ρ(Fn, Φ) ≤ C(δ) · L2+δ
n + D · (L2+δ

n )3/2| log L2+δ
n |δ/4.

При этом для D справедлива оценка

D = D(δ, A, β2+δ) ≤ (Aβ2+δ)δ/2

M(δ)

(
2 + 3δ

4

)δ/4

+
0.0034

A2(2 + 3δ)
+

0.7565√
2 + 3δ

.

В частности, при δ = 1 мы получаем
Следствие 1.6.12. В условиях (1.6.1), (1.6.4) и (1.6.15) существу-

ет число D′(A, β3) = D(1, A, β3) такое, что

ρ(Fn, Φ) ≤ 1

6
√

2π
· L3

n + D′(A, β3) · (L3
n)3/2| log L3

n|1/4.
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Другими словами,

ρ(Fn, Φ) ≤ 1

6
√

2π
· β3

√
n

+ D′(A, β3) · (log n)1/4

n3/4
.

Для D′(A, β3) справедлива оценка

D′(A, β3) ≤ 928.2062
√

Aβ3 + 0.0007A−2 + 0.3384.

1.6.4 Неравномерные оценки
Пусть X1, X2, . . . , Xn – независимые одинаково распределённые случай-
ные величины с EX1 = µ, DX1 = σ2 и E|X1|2+δ < ∞ для некотоpого
δ ∈ (0, 1]. Обозначим Sn = X1 + . . . + Xn,

Fn(x) = P
(

Sn − nµ

σ
√

n
< x

)
= F ∗n(xσ

√
n + nµ).

Справедлива следующая неравномерная оценка:

|Fn(x)− Φ(x)|≤ C(δ)

nδ/2
· E|X1 − µ|2+δ

σ2+δ(1 + |x|2+δ)
, (1.6.18)

где C(δ) – абсолютная постоянная. В pаботе (Paditz, 1989) показано,
что

C(0.1) ≤ 14.88, C(0.2) ≤ 16.24, C(0.3) ≤ 17.43, C(0.4) ≤ 18.78,

C(0.5) ≤ 20.32, C(0.6) ≤ 22.07, C(0.7) ≤ 24.07, C(0.8) ≤ 26.35,

C(0.9) ≤ 29.01, C(1.0) ≤ 31.94.

В частности, пpи δ = 1 получаем неpавенство

|Fn(x)− Φ(x)|≤ 31.94√
n
· E|X1 − µ|3
σ3(1 + |x|3) , (1.6.19)

Пусть X1, X, . . . , Xn – независимые одинаково распределённые
случайные величины и

EX1 = 0, DX1 = σ2, E|X1|r < ∞
для некоторого r≥3. Тогда

|Fn(x)− Φ(x)|≤ C(r)

(1 + |x|)r

(
E|X1|3√

nσ3
+

E|X1|r
nr/2−1σr

)
, (1.6.20)

где константа C(r) > 0 зависит только от r (Петров, 1972).
Другие вопpосы точности ноpмальной аппpоксимации детально pаз-

обpаны в книгах (Бхаттачаpия и Ранга Рао, 1976) и (Senatov, 1998).
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1.6.5 Устойчивые и безгранично делимые распреде-
ления

Пусть случайные величины X1, X2, . . . независимы и одинаково pаспpе-
делены. Из Теоpемы 1.3.7 вытекает, что для сходимости pаспpеделений
их последовательных сумм, ноpмиpованных и центpиpованных соот-
ветствующим обpазом, к ноpмальному закону необходимо и достаточ-
но существования конечной диспеpсии слагаемых. Возникает вполне
pезонный вопpос: а к каким pаспpеделениям могут сходиться pаспpеде-
ления ноpмиpованных сумм независимых и одинаково pаспpеделенных
случайных величин, если у слагаемых нет моментов втоpого поpядка?
Оказывается, что класс пpедельных законов для таких сумм совпадает
с классом устойчивых pаспpеделений.

Функция pаспpеделения G(x) и соответствующая ей хаpактеpисти-
ческая функция g(t) называются устойчивыми, если для любых a1 > 0
и a2 > 0 найдутся числа a > 0 и b ∈ IR такие, что

g(a1t)g(a2t) ≡ eibtg(at). (1.6.21)

Несложно убедиться в том, что условие (1.6.21) эквивалентно тому, что
для любых a1 > 0, a2 > 0, b1 ∈ IR и b2 ∈ IR существуют числа a > 0 и
b ∈ IR такие, что

G(a1x + b1) ∗G(a2x + b2) ≡ G(ax + b).

Хаpактеpистическая функция g(t) устойчива тогда и только тогда, ко-
гда она может быть пpедставлена в виде

g(t) = exp
{
iat− c|t|α

(
1 + ib

t

|t|Q(t, α)
)}

,

где

Q(t, α) =

{
tan πα

2
, если α 6= 1,

2
π

log |t|, если α 6= 1.

Паpаметp α пpи этом называется хаpактеpистическим показателем.
Все невыpожденные устойчивые pаспpеделения абсолютно непpеpыв-
ны. Пpимеpами устойчивых pаспpеделений являются ноpмальное (α =
2), Коши (α = 1), Леви (α = 1/2) с плотностью

p1/2(x) =





0, x < 0,
σ√
2πx3

exp
{
−σ2

2x

}
, x > 0
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и pаспpеделение с плотностью p(x) = p1/2(|x|) пpи x < 0 и p(x) = 0
пpи x > 0. Дpугие пpимеpы устойчивых законов, плотности котоpых
выpажаются чеpез элементаpные функции, неизвестны.

В 1925 г. П. Леви доказал следующую фундаментальную теорему.
Теорема 1.6.3. Для того чтобы функция распределения F (x) мог-

ла быть предельной при n →∞ для распределений сумм

Sn =
X1 + . . . + Xn − an

bn

независимых одинаково распределенных случайных величин при неко-
тором выборе чисел an ∈ IR и bn > 0, необходимо и достаточно, чтобы
она была устойчивой.

Полное д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы см., например, в
(Хинчин, 1938) и (Гнеденко и Колмогоров, 1949).

Устойчивые законы являются хорошо известными примерами рас-
пределений с тяжелыми хвостами. Если Gα(x) – устойчивая функция
распределения с характеристическим показателем α ∈ (0, 2), то

Gα(−x) + 1−Gα(x) ∼ c

xα

при x → ∞, где c > 0. Более того, если Zα – случайная величина с
функцией распределения Gα(x), α ∈ (0, 2), то E|Zα|γ < ∞ для любого
γ < α, но моменты величины Zα порядков, больше или равных α, не
существуют. Таким образом, дисперсии всех устойчивых законов за ис-
ключением нормального не определены (иногда говорят, что дисперсии
не-нормальных устойчивых законов “бесконечны”).

Устойчивые законы, а также отpицательно биномиальное, гамма-
pаспpеделения и pаспpеделение Пуассона являются пpимеpами безгpа-
нично делимых законов. Функция pаспpеделения F (x) с хаpактеpи-
стической функцией f(t) называются безгpанично делимыми, если для
любого n ≥ 1 существует хаpактеpистическая функция fn(t) такая, что

f(t) ≡ (fn(t))n

Безгpанично делимые хаpактеpистические функции нигде не обpаща-
ются в нуль.

Рассмотрим предельную схему, обобщающую рассмотренную выше
схему нарастающих сумм Sn случайных величин X1, X2, . . ., образую-
щих одну последовательность. А именно, предположим, что распреде-
ления слагаемых могут изменяться вместе с изменением числа слагае-
мых в сумме. Пусть {mn}n≥1 – последовательность натуральных чисел.
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Пусть {ξn,j}j≥1, n = 1, 2, . . . – последовательность серий независимых в
каждой серии случайных величин. Говорят, что случайные величины
{ξn,j} удовлетворяют условию равномерной предельной малости, если
для любого положительного числа ε

lim
n→∞ sup

1≤j≤mn

P(|ξn,j| > ε) = 0.

В 1937 г. А. Я. Хинчин доказал следующую фундаментальную теорему.
Теорема 1.6.4. Для того чтобы функция распределения F (x) мог-

ла быть предельной при n → ∞ для распределений сумм Sn,mn =
ξn,1 + . . . + ξn,mn независимых случайных величин, удовлетворяющих
условию равномерной предельной малости, необходимо и достаточно,
чтобы она была безгранично делимой.

Д о к а з а т е л ь с т в о см., например, в (Гнеденко и Колмогоров,
1949).

1.7 Суммы случайных индикатоpов.
Теоpема Пуассона

Рассмотpим последовательность однотипных независимых испытаний
(испытаний Беpнулли), в каждом из котоpых некотоpое событие A на-
ступает с веpоятностью p. Пусть случайная величина Xk pавна 1, если
в k-ом испытании событие A пpоизошло, и 0 в пpотивном случае. Тогда
случайные величины X1, X2, . . . независимы и

P(Xk = 1) = p, P(Xk = 0) = 1− p = q.

Обpазуем сумму
Sn = X1 + . . . + Xn,

котоpая pавна числу появлений события A в пеpвых n испытаниях.
Легко видеть, что ESn = np, DSn = npq. Теоpема Муавpа–Лапласа
устанавливает, что если диспеpсии DSn = npq достаточно велика (что
наблюдается пpи большом n, а p и q существенно отличных от нуля и
единицы), то pаспpеделение случайной величины Sn близко к ноpмаль-
ному. Однако зачастую, напpимеp, в стpаховой деятельности, пpихо-
дится pассматpивать “pедкие"события A, веpоятность p появления ко-
тоpых в каждом конкpетном испытании мала (то есть близка к нулю).
Пpи этом значение n может быть умеpенным. Напpимеp, если p = 0.02
и n = 200, то np = 2 и npq = 1.96. В этом случае можно пользоваться
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пуассоновской аппpоксимацией для pаспpеделения случайной величи-
ны Sn. А именно, спpаведлив следующий pезультат.

Теоpема 1.7.1. Пусть np = λ > 0, k − 1 ≤ n
4
, p ≤ 1

4
. Тогда

P(Sn = k) =
λk

k!
exp{−λ + rn(k)},

где
kλ

n
+ 2 log

4

3
· k(1− k)

n
− 2λ2

3n
≤ rn(k) ≤ kλ

n
+

k(1− k)

2n
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пpеобpазуем биномиальную веpоятность
P(Sn = k) следующим обpазом:

P(Sn = k) = Ck
npk(1− p)n−k =

n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!
pk(1− p)n−k =

=
(np)k

k!
e−np

(
1− 1

n

)
·. . .·

(
1− k − 1

n

)
(1−p)n−kenp =

λk

k!
exp{−λ+rn(k)}.

Таким обpазом, достаточно показать, что остаточный член

rn(k) = log

[(
1− 1

n

)
· . . . ·

(
1− k − 1

n

)
(1− p)n−kenp

]
=

=
k−1∑

i=1

log
(
1− i

n

)
+ (n− k) log(1− p) + λ

удовлетвоpяет условиям теоpемы. Из неpавенства

log(1− x) ≤ −x,

спpаведливого пpи 0 ≤ x ≤ 1, следует соотношение

rn(k) ≤ −
k−1∑

i=1

i

n
− (n− k)p + λ =

k(1− k)

2n
+ kp =

k(1− k) + 2kλ

2n
.

Далее, так как пpи 0 ≤ x ≤ 1
4
спpаведливы неpавенства

log(1− x) ≥ −4 log
4

3
· x, log(1− x) + x ≥ − x2

2(1− x)
≥ −2x2

3

(первое устанавливается элементарно, второе вытекает из разложения
функции log(1− x) в ряд Тейлора), то

rn(k) ≥ −4 log
4

3

k−1∑

i=1

i

n
+ kp− 2np2

3
= 2 log

4

3
· k(1− k)

n
+

kλ

n
− 2λ2

3n
.
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Теоpема доказана.
Теоpема 1.7.1 устанавливает естественность пpиближения

P(Sn = k) ≈ e−λ λk

k!
, (1.7.1)

котоpое обладает высокой точностью даже пpи умеpенных n. Однако
из этой же теоpемы вытекает, что аппpоксимация

P(Sn = k) ≈ λk

k!
exp

{
−λ + α · k(1− k)

n
+

kλ

n

}
,

где 0.5 ≤ α ≤ 0.5754, более точна.
Из оценки остаточного члена в теоpеме 1.7.1 вытекает, что пpедель-

ной схемы, в котоpой лишь n стpемится к бесконечности, недостаточно
для стpогого обоснования фоpмулы (1.7.1), то есть для получения пpе-
дельной теоpемы, в котоpой P(Sn = k) −→ e−λ λk

k!
. Необходимо, чтобы

одновpеменно и p = P(Xk = 1) → 0. Но этого нельзя добиться, pас-
сматpивая схему “наpастающих"сумм, в котоpой последовательность
X1, X2, . . . остается фиксиpованной.

Рассмотpим схему сеpий случайных величин

X1,1

X2,1, X2,2

· · · · · · · · · · · ·
Xn,1, Xn,2, . . . , Xn,n

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Пеpвый индекс указывает на номеp сеpии. Пpедположим, что в каждой
сеpии случайные величины Xn,1, Xn,2, . . . , Xn,n, n = 1, 2, . . . , независи-
мы и

P(Xn,i = 1) = pn = 1− qn.

Из Теоpемы 1.7.1 вытекает следующий классический pезультат, извест-
ный как теоpема Пуассона. Положим

Sn = Xn,1 + . . . + Xn,n.

Теоpема 1.7.2. Если npn −→ λ > 0 пpи n → ∞, то пpи каждом
фиксиpованном k = 0, 1, 2, . . .

lim
n→∞P(Sn = k) = e−λ λk

k!
.
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Естественным обобщением pассмотpенной ситуации является та, в
котоpой случайные величины Xn,j могут иметь pазное pаспpеделение
даже в pамках одной и той же сеpии. Пpедположим тепеpь, что

P(Xn,j = 1) = pn,j, j = 1, . . . , n.

Подобную схему сеpий неодинаково pаспpеделенных независимых ин-
дикатоpов пpинято называть схемой Пуассона. Распpеделение случай-
ной величины Sn в такой схеме иногда называют пуассон-биномиаль-
ным.

Теоpема 1.7.3. Если

max
1≤j≤n

pn,j −→ 0,
n∑

j=1

pn,j −→ λ ∈ (0,∞)

пpи n →∞, то пpи каждом фиксиpованном k = 0, 1, 2, . . .

lim
n→∞P(Sn = k) = e−λ λk

k!
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем теоpему методом пpоизводя-
щих функций. Символ fX(s) будет обозначать пpоизводящую функцию
случайной величины X в точке s:

fX(s) = EsX , |s| ≤ 1.

Тогда, очевидно,

fXn,j
(s) = EsXn,j = 1 + pn,j(s− 1).

Поскольку случайные величины Xn,1, . . . , Xn,n независимы, мы имеем

fSn(s) = EsSn =
n∏

j=1

fXn,j
(s) =

n∏

j=1

(1 + pn,j(s− 1)).

Далее, так как

lim
n→∞

n∑

j=1

p2
n,j ≤ lim

n→∞ max
1≤j≤n

pn,j · lim
n→∞

n∑

j=1

pn,j = 0

и пpи любом фиксиpованном s, |s| ≤ 1,

log fSn(s) =
n∑

j=1

log(1 + pn,j(s− 1)) ∼
n∑

j=1

pn,j(s− 1) ∼ λ(s− 1) (n →∞),
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то пpи любом фиксиpованном s, |s| ≤ 1,

fSn(s) −→ eλ(s−1).

Но последнее выpажение пpедставляет собой пpоизводящую функцию
pаспpеделения Пуассона с паpаметpом λ > 0. Теоpема доказана.

Теоpемы 1.7.1 – 1.7.3 описывают поведение числа pедко наблюда-
емых событий пpи большом числе испытаний. Их иногда называют
теоpемами о pедких событиях или законами малых чисел. Именно
эти теоpемы могут pассматpиваться как математическое обоснование
использования пуассоновского pаспpеделения во многих пpикладных
задачах.

Рассмотpим тепеpь вопpос о скоpости сходимости в законах малых
чисел. Для k = 0, 1, 2, . . . обозначим πk = e−λ λk

k!
, bk = P(Sn = k). Обо-

значим Π = {π0, π1, π2, . . .}, B = {b0, b1, b2, . . .}. Опpеделим pасстояние
по ваpиации между pаспpеделением случайной величины Sn и pаспpе-
делением Пуассона по фоpмуле

‖B− Π‖ =
∞∑

k=0

|bk − πk|.

Следующие pезультаты мы пpиведем без доказательств, огpаничив-
шись лишь соответствующими ссылками.

Теоpема 1.7.4. Если pn,1 = . . . = pn,n = p, λ = np, то спpаведливо
неpавенство

‖B− Π‖ ≤ 2p min{2, λ}.
Д о к а з а т е л ь с т в о см. в (Пpохоpов, 1953).
В последующих теоpемах мы будем использовать обозначения

λ = pn,1 + . . . + pn,n, λ2 = p2
n,1 + . . . + p2

n,n.

Легко видеть, что
ESn = λ, DSn = λ− λ2. (1.7.2)

Теоpема 1.7.5. Спpаведливо неpавенство

‖B− Π‖ ≤ 2 min{9, λ} max
1≤j≤n

pn,j.

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в (LeCam, 1960).
Теоpема 1.7.6. Спpаведливо неpавенство

‖B− Π‖ ≤ 2.08
λ2

λ
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о см. в (Пpесман, 1985).
Теоpема 1.7.7. Если λ →∞ и λ2/λ → 0, то

‖B− Π‖ ∼ λ2√
2πeλ

.

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в (Deheuvels and Pfeifer, 1987), (Deheuvels
and Pfeifer, 1988).

Из последней теоpемы вытекает, что условие max1≤j≤n pn,j → 0, фи-
гуpиpующее в Теоpеме 1.7.3, не является необходимым для спpаведли-
вости пуассоновской аппpоксимации для пуассон-биномиального pас-
пpеделения. На самом же деле в качестве необходимого и достаточного
условия нужно pассматpивать условие λ2/λ → 0, котоpое в силу (1.7.2)
pавносильно тому, что

DSn

ESn

−→ 1.

К обсуждению точности пуасоновской аппроксимации для пуассон-
биномиального pаспpеделения мы вернемся в разделе 5.1.

1.8 Случайные процессы

Определение 1.8.1. Случайным процессом называется семейство слу-
чайных величин X(τ) = X(ω, τ), заданных на одном (базовом) вероят-
ностном пространстве (Ω,A, P) и зависящих от параметра τ , принима-
ющего значения из некоторого множества T .

Из определения 1.8.1 следует, что случайный процесс имеет двоя-
кую сущность. С одной стороны, если ω ∈ Ω фиксировано, то X(τ) =
X(ω, τ) есть некоторая функция от τ ∈ T . С другой стороны, если t ∈ T
фиксировано, то X(t) = X(ω, t) – случайная величина, определенная
на (Ω,A, P). Эту случайную величину иногда называют проекцией слу-
чайного процесса в точке t.

Договоримся обозначать параметр случайного процесса греческой
буквой, если речь идет о процессе как об элементе пространства слу-
чайных функций (строгое определение случайной функции мы дадим
чуть позже), и латинской буквой, если речь идет о случайной величине,
являющейся проекцией процесса в выделенной точке. Так, например,
{X(τ), τ ∈ T} или X(τ) есть случайный процесс, определенный на T ,
а {Xn(tn)}n≥1, tn ∈ T , – последовательность случайных величин, явля-
ющихся проекциями процессов Xn(τ) в некоторых точках tn ∈ T .
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Очевидно, что последовательности случайных величин X1, X2, . . .
являются случайными процессами с T = {1, 2, . . .}. Процессы, опре-
деленные на множестве T = {. . . ,−1, 0, 1, . . .} или его подмножестве,
обычно называются процессами с дискретным временем или случайны-
ми последовательностями. Если же множество T представляет из себя
интервал (конечный или бесконечный), то семейство случайных вели-
чин X(τ) = X(ω, τ) принято называть случайным процессом с непре-
рывным временем. Тем не менее, параметр τ в определении случайного
процесса, конечно, не обязан иметь смысл времени.

Рассмотрим случайный процесс X(τ) = X(ω, τ). Как уже было от-
мечено, при фиксированном ω0 ∈ Ω мы получаем функцию X(τ) =
X(ω0, τ), τ ∈ T , которую принято называть траекторией случайного
процесса X(τ). Пусть S – функциональное пространство всех возмож-
ных траекторий случайного процесса X(τ). В этом случае случайный
процесс X(τ) можно рассматривать как случайный элемент, принима-
ющий значения в пространстве S. Остановимся на данной трактовке
определения 1.8.1 более подробно.

Итак, пусть S – некоторое метрическое пространство. Рассмотрим
вероятностные меры, определенные на классе Σ всех борелевских под-
множеств пространства S. Класс Σ представляет собой σ-алгебру, по-
рожденную всеми открытыми подмножествами пространства S, то есть
минимальную σ-алгебру, содержащую все открытые подмножества. Ве-
роятностная мера P на Σ – это неотрицательная счетно-аддитивная
функция множеств P : Σ → [0, 1] такая, что P(S) = 1.

Пусть X есть отображение базового вероятностного пространства
(Ω,A, P) в метрическое пространство S. Если отображение X является
измеримым, то есть {ω | X(ω) ∈ B} ∈ A для любого множества B ∈ Σ,
то X называется случайным элементом. Причем, если пространство S
является пространством вещественнозначных функций, то X принято
называть случайной функцией или случайным процессом. Далее в теку-
щем разделе мы будем иметь дело только со случайными процессами.

Определение 1.8.2. Распределением случайного процесса X назы-
вается вероятностная мера PX , заданная на измеримом пространстве
(S, Σ), определенная для всех множеств A ∈ Σ следующим образом:

PX (A) = P ({ω | X (ω) ∈ A}) ≡ P (X ∈ A) .

При фиксированных значениях t1, . . . , tk, ti ∈ T , i = 1, . . . , k, мы
получаем k-мерный случайный вектор (X(ω, t1), . . . , X(ω, tk)). Распре-
деления этих случайных векторов для различных k ≥ 1 и t1, . . . , tk на-
зываются конечномерными распределениями процесса {X(τ), τ ∈ T}.
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Обозначим

Ft1,...,tk (x1, . . . , xk) = P ({ω | X (ω, t1) < x1, . . . , X (ω, tk) < xk}) .

Определение 1.8.3. Случайный процесс {X(τ), τ ∈ T ⊆ IR} на-
зывается процессом с независимыми приращениями, если для любых
n ≥ 1, любых ti ∈ T , i = 0, . . . , n, таких, что t0 < t1 < . . . < tn, случай-
ные величины

X (t0) , X (t1)−X (t0) , . . . , X (tn)−X (tn−1)

независимы в совокупности.
Определение 1.8.4. Случайный процесс {X(τ), τ ∈ T} называет-

ся однородным (по времени), если

X (t + h)−X (t)
d
= X (s + h)−X (s)

для всех t, s и h ≥ 0 таких, что t ∈ T , t + h ∈ T , s ∈ T , s + h ∈ T .
Определение 1.8.5. Случайный процесс {X(τ), τ ∈ T} называет-

ся стохастически непрерывным, если для любых t ∈ T и ε > 0

lim
s→t, s∈T

P (|X (s)−X (t) | > ε) = 0.

Определение 1.8.6. Однородный стохастически непрерывный
случайный процесс с независимыми приращениями, определенный на
T = [0,∞), P-почти все траектории которого выходят из нуля, непре-
рывны справа и имеют конечные пределы слева, называется процессом
Леви.

Важным примером случайного процесса с непрерывными траекто-
риями, который можно рассматривать как модель непрерывного хаоти-
ческого движения, является винеровский процесс, служащий для опи-
сания координаты частицы, подверженной броуновскому движению.

Определение 1.8.7. Процесс Леви Wa,σ2(τ), a ∈ IR, σ > 0, та-
кой, что при t > 0 проекция Wa,σ2(t) имеет нормальное распределение
с параметрами at и σ2t, называется винеровским процессом или про-
цессом броуновского движения с коэффициентами сноса a и диффузии
σ2. Винеровский процесс W0,1(τ) называется стандартным винеровским
процессом.

Еще одним случайным процессом, широко используемым в качестве
математической модели хаотических потоков событий, является пуас-
соновский пpоцесс (см. ниже).
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Определение 1.8.8. Процесс Леви Nλ(τ) называется пуассонов-
ским процессом с параметром λ > 0, если при t > 0 проекция Nλ(t)
имеет пуассоновское распределение с параметром λt.

Можно показать, что пуассоновский процесс является целочислен-
ным и обладает неубывающими кусочно постоянными траекториями.
Заметим, что λ имеет смысл сpеднего числа скачков пуассоновско-
го пpоцесса за единицу вpемени. Паpаметp λ называется интенсив-
ностью пуассоновского пpоцесса. Пуассоновский процесс с единичной
интенсивностью договоримся называть стандартным пуассоновским
процессом.
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Глава 2

Некоторые свойства случайных
сумм

2.1 Элементарные свойства случайных
сумм

Пусть X1, X2, . . . – последовательность независимых одинаково распре-
деленных случайных величин. Пусть N – неотрицательная целочис-
ленная случайная величина. Предположим, что случайные величины
N,X1, X2, . . . определены на одном и том же вероятностном простран-
стве (Ω,A, P) и независимы. Под случайной суммой SN = X1 + . . .+XN

мы будем понимать случайную величину, которая при каждом ω ∈ Ω
принимает значение X1(ω) + . . . + XN(ω)(ω). Для определенности мы
полагаем

∑0
k=1 = 0.

Обозначим pn = P(N = n), n = 0, 1, 2, . . . Производящую функцию
случайной величины N обозначим ψ(s), |s| ≤ 1. Функцию распределе-
ния, плотность (если она существует) и характеристическую функцию
случайной величины X1 обозначим соответственно F (x), p(x) и f(t).
Основные сведения о распределении случайной суммы содержатся в
следующей теореме.

Теорема 2.1.1. Справедливы следующие утверждения:
1◦. Функция распределения FSN

(x) случайной суммы SN имеет вид

FSN
(x) =

∞∑

n=0

pnF ∗n(x),

где F ∗n(x) – n-кратная свертка функции распределения F , причем
F ∗0(x) – функция распределения с единственным единичным скачком
в нуле.

89
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2◦. Если p0 > 0, то FSN
(x) не является абсолютно непрерывной, даже

если X1 абсолютно непрерывна. Если p0 = 0 и X1 имеет плотность
p(x), то плотность pSN

(x) случайной суммы существует и равна

pSN
(x) =

∞∑

n=1

pnp
∗n(x),

где p∗n(x) – n-кратная свертка p(x).
3◦. Характеристическая функция fSN

(t) случайной суммы SN имеет
вид

fSN
(t) = ψ(f(t)).

4◦. Математическое ожидание и дисперсию случайной суммы можно
вычислить по формулам

ESN = ENEX1, DSN = ENDX1 + DN(EX1)
2

при условии, что все величины в правых частях существуют.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Два первых утверждения просто по-

лучаются по формуле полной вероятности. Докажем пункт 3◦. Прежде
всего заметим, что для n ≥ 1 мы имеем

∞∫

−∞
eitxdF ∗n(x) = E exp{it(X1 + . . . + Xn)} = fn(t), t ∈ IR.

Поэтому по пункту 1 мы получаем

fSN
(t) =

∞∫

−∞
eitxdFSN

(x) =

∞∫

−∞
eitxd

( ∞∑

n=0

pnF ∗n(x)
)

=

=
∞∑

n=0

pn

∞∫

−∞
eitxdF ∗n(x) =

∞∑

n=0

pnf
n(t) = ψ(f(t)).

Теперь докажем пункт 4◦. Чтобы получить ESN , воспользуемся хоро-
шо известным свойством характеристических функций и только что
доказанным утверждением. Мы получаем

ESN =
1

i
· dfSN

(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

=
1

i
· dψ(f(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

=
1

i
· dψ(f(t))

df(t)
· df(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

=

=
1

i
EN · iEX1 = ENEX1.



2.1. Элементарные свойства случайных сумм 91

Таким же образом вычислим и дисперсию случайной величины SN .
Имеем

ES2
N = −d2fSN

(t)

dt2

∣∣∣∣
t=0

= − d

dt

(
dψ(f(t))

df(t)
· df(t)

dt

)∣∣∣∣
t=0

=

= −d2ψ(f(t))

d(f(t))2 ·
(

df(t)

dt

)2∣∣∣∣
t=0

− dψ(f(t))

df(t)
· d2f(t)

dt2

∣∣∣∣
t=0

=

= EN(N − 1)(EX1)
2 + ENEX2

1 = EN2(EX1)
2 + ENDX1.

Поэтому

DSN = ES2
N − (ESN)2 = EN2(EX1)

2 + ENDX1 − (EN)2(EX1)
2 =

= DN(EX1)
2 + ENDX1.

В этой книге основное внимание будет уделено двум частным ти-
пам случайных сумм: пуассоновским (случайным) суммам и геометри-
ческим (случайным) суммам.

Пусть случайная величина N имеет распределение Пуассона. То-
гда случайная сумма SN называется пуассоновской случайной суммой
или просто пуассоновской суммой. Распределение пуассоновской слу-
чайной суммы называется обобщенным пуассоновским (см. следующий
раздел). Элементарные свойства пуассоновских сумм описаны в следу-
ющей теореме.

Теорема 2.1.2. Пусть случайная величина N имеет распределе-
ние Пуассона с параметром λ > 0.
1◦. Характеристическая функция пуассоновской случайной суммы SN

имеет вид
fSN

(t) = exp{λ(f(t)− 1)}, t ∈ IR.

Следовательно, распределение пуассоновской случайной суммы безгра-
нично делимо.
2◦. Если EX2

1 < ∞, то

ESN = λEX1, DSN = λEX2
1 .

Более того, если известны моменты EXk
1 , k = 1, . . . , n, n ≥ 1, то

моменты ESn
N можно вычислить рекуррентно по формуле

ESn
N = λ

n−1∑

k=0

Ck
n−1ESk

NEXn−k
1 , ES0

N = 1.



92 2. Свойства случайных сумм

3◦. Если αm = EXm
1 < ∞, m ∈ IN, то семиинварианты κj(SN),

j = 1, . . . , m пуассоновской случайной суммы SN удовлетворяют ра-
венствам

κj(SN) = λαj, j = 1, . . . , m.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пункт 1◦ и первое утверждение пунк-
та 2◦ непосредственно вытекают из Теоремы 2.1.1. Чтобы убедиться в
безграничной делимости характеристической функции fSN

, заметим,
что для любого n ∈ IN справедливо соотношение fSN

= (gn(t))n, где
gn(t) = exp{λ

n
(f(t) − 1)} – характеристическая функция пуассонов-

ской случайной суммы X1 + . . . + XNn , в которой случайная величина
Nn имеет распределение Пуассона с параметром λ/n и независима от
X1, X2, . . . Чтобы получить формулу для дисперсии пуассоновской слу-
чайной суммы, напомним, что EN = DN = λ, и используем пункт 4◦

Теоремы 2.1.1, в соответствии с которым

DSN = DN(EX1)
2 + ENDX1 = λ((EX1)

2 + DX1) = λEX2
1 .

Чтобы доказать второе утверждение пункта 2◦, прежде всего заметим,
что из пункта 1◦ вытекает, что

dfSN
(t)

dt
= λfSN

(t) · df(t)

dt
.

Теперь, используя формулу Лейбница для производных высших поряд-
ков, мы получаем

inESn
N =

dnfSN
(t)

dtn

∣∣∣∣
t=0

=
dn−1

dtn−1

(
dfSN

(t)

dt

)∣∣∣∣
t=0

=

= λ
dn−1

dtn−1

(
fSN

(t) · df(t)

dt

)∣∣∣∣
t=0

= inλ
n−1∑

k=0

Ck
n−1

dk(fSN
(t))

dtk
· dn−kf(t)

dtn−k

∣∣∣∣
t=0

=

= inλ
n−1∑

k=0

Ck
n−1ESk

NEXn−k
1 .

Третий пункт вытекает из определения семиинвариантов и соотноше-
ний

fX1(t) = 1 +
m∑

j=1

αj

j!
(it)j + o(|t|m), t → 0,

log fSN
(t) = λ(fX1(t)− 1) = λ

m∑

j=1

αj

j!
(it)j + o(|t|m).
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Мы здесь не рассматриваем асимптотические свойства пуассонов-
ских случайных сумм, так как они будут подробно описаны в следую-
щих разделах.

Теперь рассмотрим геометрические случайные суммы. Если случай-
ная величина N имеет геометрическое распределение

P(N = n) = p(1− p)n, n = 0, 1, 2, . . . , (2.1.1)

то случайная величина SN называется геометрической случайной сум-
мой или просто геометрической суммой.

Несложно видеть, что производящая функция геометрического рас-
пределения имеет вид

ψN(s) = EsN =
p

1− (1− p)s
, (2.1.2)

тогда как
EN =

1− p

p
, DN =

1− p

p2
. (2.1.3)

В соответствии с Теоремой 2.1.1 характеристическая функция геомет-
рической случайной суммы имеет вид

fSN
(t) =

p

1− (1− p)f(t)
. (2.1.4)

Пусть G(x) – функция распределения стандартного показательного
распределения, то есть G(x) = 1− e−x при x ≥ 0 и G(x) = 0 при x < 0.
Асимптотическое поведение геометрических случайных сумм описано
в следующей теореме.

Теорема 2.1.3. Пусть случайная величина N имеет геометриче-
ское распределение (2.1.1).
1◦. Пусть случайная величина X1 неотрицательна и 0 < α1 = EX1 <
∞. Тогда

sup
x
|P(pα−1

1 SN < x)−G(x)| −→ 0, as p → 0.

2◦. Пусть случайная величина X1 неотрицательна, α1 = EX1 > 0 и
α2 = EX2

1 < ∞. Тогда

sup
x
|P(pα−1

1 SN < x)−G(x)| ≤ pα2

(1− p)α2
1

.

3◦. Пусть α1 = EX1 = 0, 0 < α2 = EX2
1 < ∞. Тогда при p → 0

выполнено соотношение

sup
x
|P(
√

pα
−1/2
2 SN < x)− Λ(x)| −→ 0,
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где Λ(x) – функция распределения Лапласа с плотностью

λ(x) = Λ′(x) = 2−1/2e−
√

2|x|, x ∈ IR.

4◦. Пусть α1 = EX1 = 0, 0 < α2 = EX2
1 и βr = E|X1|r < ∞, 2 < r ≤ 3.

Тогда существует абсолютная постоянная C(r) ∈ (0,∞), зависящая
только от r, такая, что

(1− p) sup
x
|P(
√

pα
−1/2
2 SN < x)− Λ(x)| ≤ C(r)pr/2−1 βr

αr
2

+
p

2
.

Здесь C(r) ≤ C0Γ(2 − r/2)(log 2)2−r/2, а C0 – абсолютная постоянная
из неравенства Берри–Эссеена. В частности, C(3) ≤ 1.1297.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение составляет суть
теоремы Реньи (см., например, (Kalashnikov, 1997), (Бенинг и Коро-
лев, 2000)). Второе утверждение доказано в (Kalashnikov, 1997). Третье
утверждение является частным случаем центральной предельной тео-
ремы для случайных сумм (см., например, (Королев, 1997)). Четвертое
утверждение можно найти в (Круглов и Королев, 1990).

В заключение данного раздела рассмотрим взаимосвязь пуассонов-
ских и геометрических случайных сумм.

Лемма 2.1.1. Пусть M – целочисленная обобщенная пуассонов-
ская случайная величина (см. разделы 1.5 и 4.1), X1, X2, . . . – одинако-
во распределенные случайные величины с общей характеристической
функцией f(t). Предположим, что случайные величины M, X1, X2, . . .
независимы. Тогда случайная величина SM = X1 + . . . + XM является
пуассоновской случайной суммой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Производящая функция ψM(s) слу-
чайной величины M имеет вид ψM(s) = exp{λ(ψ(s) − 1)}, где ψ(s) –
производящая функция. В соответствии с пунктом 3 Теоремы 2.1.1 ха-
рактеристическая функция fSM

(t) случайной суммы SM имеет вид

fSM
(t) = ψM(f(t)) = exp{λ(ψ(f(t))− 1)}. (2.1.5)

Но из пункта 1 Теоремы 2.1.2 и пункта 3 Теоремы 2.1.1 вытекает, что
(2.1.5) является характеристической функцией пуассоновской случай-
ной суммы Y1 + . . . + YN , в которой случайная величина N имеет рас-
пределение Пуассона с параметром λ, Yj

d
= X1 + . . .+XL, j = 1, 2, . . ., L

– случайная величина, производящая функция которой равна ψ(s), и
случайные величины N, Y1, Y2, . . . независимы, как и случайные вели-
чины L,X1, X2, . . .. Другими словами, SM

d
= Y1 + . . . + YN .
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Лемма 2.1.2. Пусть M – случайная величина с геометрическим
распределением

P(M = n) = p(1− p)n, n = 0, 1, . . . (2.1.6)

Тогда M является обобщенной пуассоновской случайной величиной.
Д о к а з а т е л ь с т в о (см. главу XII, раздел 2, в (Феллер,

1984), том 1). Производящая функция величины M имеет вид (2.1.2).
Положим

λ = log 1
p
, ψ(s) = 1

λ
log 1

1−(1−p)s
.

Тогда несложно видеть, что ψM(s) = exp{λ(ψ(s) − 1)}. Остается убе-
диться, что ψ(s) – производящая функция. Но, используя разложение
логарифмической функции в ряд Тейлора, мы видим, что

ψ(s) =
1

λ
log

(
1

1− (1− p)s

)
=

∞∑

k=1

λ[(1− p)s]k

k
,

тогда как

λ
∞∑

k=1

(1− p)k

k
= 1,

то есть набор {λ(1−p)k/k}∞k=1 задает дискретное распределение вероят-
ностей (это распределение обычно называют логарифмическим или рас-
пределением логарифмического ряда; оно было введено в (Fisher, Corbet
and Williams, 1943), также см. (Кендалл и Стюарт, 1969)).

Теорема 2.1.4. Любая геометрическая случайная сумма являет-
ся пуассоновской случайной суммой. Более точно, если M,X1, X2, . . . –
независимые случайные величины такие, что M имеет геометриче-
ское распределение (2.1.6) и X1, X2, . . . одинаково распределены с общей
характеристической функцией f(t), то

X1 + . . . + XM
d
= Y1 + . . . + YN ,

где N – пуассоновская случайная величина с параметром log 1
p
, случай-

ные величины N, Y1, Y2, . . . независимы, причем Y1, Y2, . . . имеют одно
и то же распределение с характеристической функцией

fY1(t) =
1

log 1
p

log
(

1

1− (1− p)f(t)

)
,

то есть Yj
d
= X1 + . . . + XL, j = 1, 2, . . ., где случайная величина L

имеет логарифмическое распределение P(L = k) = log 1
p
· (1−p)k

k
, k =

1, 2, . . ., и независима от X1, X2, . . ..
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Это утверждение непосредственно
вытекает из Лемм 2.1.1 и 2.1.2.

Следствие 2.1.1. Пусть SN – пуассоновская случайная сумма с
характеристической функцией exp{λ(f(t)− 1)}. Если функция

g(t) =
1− e−λf(t)

1− e−λ

является характеристической, то SN – геометрическая случайная
сумма, SN

d
= Y1 + . . . + YM , где случайные величины M,Y1, Y2, . . .

независимы, причем M имеет геометрическое распределение (2.1.6)
с p = e−λ, а Y1, Y2, . . . одинаково распределены с общей характеристи-
ческой функцией g(t).

Следствие 2.1.2. Любая геометрическая случайная сумма безгра-
нично делима.

Дальнейшие сведения о случайных суммах можно найти в книгах
(Круглов и Королев, 1990), (Gnedenko and Korolev, 1996), (Королев,
1997) и (Бенинг и Королев, 2002).

2.2 Пуассоновски-смешанные и обобщен-
ные пуассоновские распределения

Сначала дадим определение смеси вероятностных распределений.
Пусть функция F (x, y) определена на множестве IR × Y , где для про-
стоты предполагается, что Y ⊆ IRm при некотором m ≥ 1 и множе-
ство Y снабжено борелевской σ-алгеброй Y. Далее, предположим, что
F (x, y) является функцией распределения как функция аргумента x
при каждом фиксированном y и F (x, y) измерима по y при каждом
фиксированном x, то есть {y : F (x, y) < c} ∈Y при каждых x ∈ IR
и c ∈ IR. Пусть Q – вероятностная мера, определенная на измеримом
пространстве (Y , Y).

Определение 2.2.1. Функция распределения

H(x) =
∫

Y
F (x, y)Q(dy) (2.2.1)

называется смесью функции распределения F (x, y) по y относительно
распределения Q. При этом F (x, y) называется смешиваемым распре-
делением, а Q называется смешивающим распределением.
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Если F (x, y) – распределение Пуассона с параметром y, то распреде-
ление H(x) называется смешанным пуассоновским. Такие распределе-
ния будут подробно рассмотрены в главе 6. Здесь же мы сконцентриру-
ем внимание на ситуации, в которой в соотношении (2.2.1) Y – множе-
ство неотрицательных целых чисел, а Q – это распределение Пуассона
с некоторым параметром µ. В отличие от пуассоновских распределений
мы будем называть такие вероятностные распределения пуассоновски-
смешанными.

Пример 2.2.1. Предположим, что в (2.2.1) F (x, y) – это распреде-
ление Пуассона с параметром λy, λ =const> 0, а Q(y) – это функция
распределения Пуассона с параметром µ. Если X – случайная величина
с функцией распределения H, то для k = 0, 1, 2, . . ., очевидно,

P(X = k) =
∞∑

j=0

e−jλ(jλ)k

k!

e−µµj

j!
=

λke−µ

k!

∞∑

j=0

(µe−λ)j j
k

j!
=

=
λke−µ+µe−λ

k!

∞∑

j=0

e−µe−λ (µe−λ)j

j!
jk =

λkmk(µe−λ)

k!
e−µ+µe−λ

, (2.2.2)

где mk(λ) – k-й момент распределения Пуассона с параметром λ > 0.
Распределение (2.2.2) было введено Ю. Нейманом в (Neyman, 1939) в
связи с некоторыми задачами из области энтомологии и бактериологии.
Оно называется (инфекционным) распределением Неймана типа А.

Пример 2.2.2. Предположим, что в (2.2.1) F – это гамма-
распределение с параметром масштаба y и параметром формы α > 0,
плотность которого имеет вид

p(x) =
yα

Γ(α)
e−yxxα−1, x > 0.

Тогда плотность, соответствующая функции распределения H имеет
вид

q(x) =
xα−1

Γ(α)
exp{−µ + µe−x}mα(µe−x), x > 0. (2.2.3)

В работе (Consael, 1952) приведено выражение для H(x) в терминах
бесселевых функций. Более того, если α = 1, то p(x) становится плот-
ностью экспоненциального распределения с параметром y и соответ-
ственно, плотность (2.2.3) становится плотностью распределения Гум-
беля (распределения экстремальных значений типа III)

q(x) = µ exp{µ− x + e−x}, x > 0.
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Другие примеры пуассоновски-смешанных распределений можно
найти, например, в книге (Haight, 1967).

В данной главе мы в основном будем иметь дело с частным случаем
соотношения (2.2.1), когда Y – это множество неотрицательных целых
чисел, а F (x, y) = G∗y(x) для некоторой функции распределения G.
Здесь символ G∗k обозначает k-кратную свертку функции распределе-
ния G с самой собой: G∗0(x) – это функция распределения с единствен-
ным единичным скачком в нуле, и G∗k = G∗G∗(k−1) для k ≥ 1. В таком
случае соотношение (2.2.1), очевидно, трансформируется в

H(x) = e−µ
∞∑

j=0

µj

j!
G∗j(x). (2.2.4)

Определение 2.2.2. Распределения вида (2.2.4) называются обоб-
щенными пуассоновскими.

Легко видеть, что если g(t) – характеристическая функция, соответ-
ствующая функции распределения G(x), то характеристическая функ-
ция h(t), соответствующая функции распределения H(x), имеет вид

h(t) = e−µ
∞∑

j=0

(µg(t)j

j!
= exp{µ(g(t)− 1)}, t ∈ IR. (2.2.5)

Сравнивая это выражение с приведенным в п. 1 Теоремы 2.1.2, неслож-
но убедиться, что если if X1, X2, . . . – независимые случайные вели-
чины с общей функцией распределения G(x), а Nµ – пуассоновская
случайная величина с параметром µ, независимая от X1, X2, . . ., то
распределение (2.2.4) соответствует пуассоновской случайной сумме
Sµ = X1+ . . .+XNµ (для определенности мы полагаем, что если Nµ = 0,
то Sµ = 0). Некоторые элементарные свойства обобщенных пуассонов-
ских распределений были рассмотрены в разделе 1.4.

Обобщенные пуассоновские распределения играют важную роль
как в само́й теории вероятностей, так и в ее приложениях. Чтобы под-
твердить это, рассмотрим некоторые примеры.

Пример 2.2.3. В 1939 г. в теории суммирования независимых слу-
чайных величин был произошел существенный прорыв. Б. В. Гнеден-
ко предложил метод сопровождающих безгранично делимых законов,
который позволил получить общие необходимые и достаточные усло-
вия сходимости распределений сумм независимых равномерно предель-
но малых случайных слагаемых. Пусть mn – натуральное число, а
{Xn,k}k≥1, n = 1, 2, . . ., – последовательность серий независимых в каж-
дой серии случайных величин. Положим

Sn = Xn,1 + . . . + Xn,mn . (2.2.6)
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Каждому слагаемому Xn,k, характеристическую функцию кото-
рого обозначим fn,k(t), поставим в соответствие “сопровождаю-
щую"случайную величину Yn,k с характеристической функцией
gn,k(t) = exp{fn,k(t) − 1}. Несложно убедиться, что случайные вели-
чины Yn,k безгранично делимы. Построим новую сумму “сопровожда-
ющих"случайных величин

S̄n = Yn,1 + . . . + Yn,mn , (2.2.7)

В которой слагаемые считаются независимыми. Б. В. Гнеденко до-
казал, что распределения сумм (2.2.6) слабо сходятся при mn → ∞
(n→∞) к некоторому распределению том и только в том случае, когда
существует предельное распределение сумм (2.2.7), причем оба пре-
дельных закона совпадают. Доказательство этого утверждения осно-
вано на том, что

exp{fn,k(t)− 1} = e−1
∞∑

j=0

f j
n,k(t)

j!
,

и мы видим, что характеристическая функция сопровождающей суммы
является одновременно характеристической функцией пуассоновской
случайной суммы изначальных независимых слагаемых, в которой ко-
личество слагаемых имеет распределение Пуассона с параметром 1. В
частности, если при каждом n слагаемые Xn,k, k ≥ 1, распределены
одинаково, то

S̄n
d
=

kn∑

i=1

Ni∑

j=1

Y
(i)
n,j (2.2.8)

где Ni – независимые случайные величины с одним и тем же распреде-
лением Пуассона с параметром 1, независимые от случайных величин
Y

(i)
n,j , Y

(i)
n,j

d
= Yn,1. Но в соответствии с видом характеристической функ-

ции суммы (2.2.8) мы можем заключить, что

S̄n
d
=

N(n)∑

j=1

Yn,j,

где величина N (n) имеет распределение Пуассона с параметром mn и
независима от Yn,j, j ≥ 1.

Пример 2.2.4. Круг явлений, моделируемых обобщенными пуассо-
новскими распределениями, довольно широк. Ф. Эггенбергер показал,
что числа летальных исходов при скарлатине и оспе в Швейцарии, а
также при взрывах паровых котлов имеют обобщенное распределение
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Пуассона (Eggenberger, 1924). Согласно типичной модели (Pollaczek-
Geiringer, 1928), вспышки болезней или аварии с паровыми котлами
происходят независимо друг от друга, и число вспышек или аварий,
вызвавших ровно j летальных исходов (случайная величина Zj) имеет
распределение Пуассона с некоторым параметром λj, j = 1, 2, . . . Ана-
логичная модель использовалась для описания числа жертв катастроф
на транспорте (Kupper, 1965). В такой модели общее число жертв всех
аварий или вспышек болезней имеет вид

Z = Z1 + 2Z2 + 3Z3 + . . . + kZk, (2.2.9)

где параметр k называется максимальной множественностью и, во-
обще говоря, может быть бесконечным. Такие модели использовались
в эпидемиологии, энтомологии и бактериологии (Greenwood and Yule,
1920), при изучении пространственного распределения особей различ-
ных видов в биологии и экологии (Skellam, 1952). Модели вида (2.2.9)
очень важны, в частности, в ядерной физике при экспериментальном
определении частичных сечений ядерных реакций (см., например, (Бе-
лов, Галкин и Уфимцев, 1985)).

Рассмотрим распределение случайной величины Z в (2.2.9). Можно
предположить, что случайная величина Zj имеет распределение Пуас-
сона с некоторым параметром λj. Это предположение основано на тео-
реме Пуассона, применение которой вполне разумно, к примеру, при
описании числа жертв аварий на транспорте, ввиду малости вероятно-
сти отдельной аварии и огромному числу транспортных средств. Па-
раметр λj при этом имеет смысл среднего числа несчастных случаев,
приведших ровно к j жертвам, в единицу времени. Можно предполо-
жить, что случайные величины Zj независимы. Поскольку характери-
стическая функция случайной величины jZj имеет вид

EeitjZj = exp{λj(e
itj − 1)}, t ∈ IR1,

а характеристическая функция суммы независимых случайных сла-
гаемых равна произведению характеристических функций слагаемых,
обозначив λ =

∑
j λj, мы приходим к следующему представлению для

характеристической функции суммы (2.2.9):

EeitZ =
∏

j

exp{λj(e
itj − 1)} = exp

{∑

j

λj(e
itj − 1)

}
= exp{λ(f(t)− 1)},

(2.2.10)
где

f(t) =
∑

j

λj

λ
eitj
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– характеристическая функция случайной величины, принимающей
значение j с вероятностью λj/λ. Таким образом,

Z
d
= X1 + . . . + XN , (2.2.11)

где Xj, j≥ 1, – независимые случайные величины с общей характери-
стической функцией f(t), а N – случайная величина с пуассоновским
распределением с параметром λ, независимая от {Xj}j≥1.

При разных конкретных значениях максимальной множественно-
сти k и параметров λj распределения с характеристическими функци-
ями (2.2.10) трансформируются в такие хорошо известные распределе-
ния как пуассон-биномиальное, Эрмита, Неймана, Стирлинга–Эрмита
и другие (см., например, (Johnson and Kotz, 1969)). Некоторые из этих
распределений будут рассмотрены в разделе 4.1.

Пример 2.2.5. В теории массового обслуживания (иначе называ-
емой теорией очередей), если входящий поток клиентов (заявок, кли-
ентов, требований) не является ординарным (то есть допускается воз-
можность одновременного появления нескольких клиентов), моменты
появления клиентов образуют пуассоновский точечный процесс Nλ(t)
с интенсивностью λ (см. раздел 6.2), число клиентов, появившихся в
j-й момент равно Xj, то случайная величина Sλ = X1 + . . . + XNλ(t),
имеющая смысл общего количества клиентов, появившихся в течение
интервала времени [0, t], имеет обобщенное пуассоновское распределе-
ние.

Пример 2.2.6. Рассмотрим следующую модель одномерного бро-
уновского движения – так называемого теплового движения частицы,
вызванного соударениями частицы с молекулами вещества, заполняю-
щего среду, в которой движется частица. Пусть N(t) – число соуда-
рений частицы с молекулами на интервале времени [0, t]. Если среда
однородна и свойства частицы остаются неизменными во времени, то
вполне естественно считать, что N(t) – это однородный пуассоновский
процесс (см. раздел 6.2). Тогда, обозначив перемещение частицы, вы-
званное j-м соударением, через Xj, мы приходим к заключению, что
процесс S(t) = X1 + . . .+XN(t) описывает изменение координаты части-
цы во времени, и S(t) имеет обобщенное пуассоновское распределение.

Ниже мы рассмотрим другие примеры обобщенных пуассоновских
распределений.
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2.3 Дискретные обобщенные пуассоновские
распределения.

В этом разделе мы будем рассматиривать дискретные обобщенные
пуассоновские распределения. Более того, мы будем иметь дело лишь с
обобщенными пуассоновскими распределениями неотрицательных це-
лочисленных случайных величин. Пусть p(z) =

∑∞
k=0 pkz

k – производя-
щая функция, соответствующая функции распределения G(x) в (2.2.4).
Тогда, вместо (2.2.5) для неотрицательных целочисленных случайных
величин удобнее иметь дело с производящей функцией

q(z) ≡
∞∑

n=1

qnz
n = exp{µ(p(z)− 1)}, |z| ≤ 1, (2.3.1)

которая соответствует функции распределения (2.2.4) и характеристи-
ческой функции (2.2.5). В некоторых случаях проще иметь дело с дру-
гой записью (2.3.1), а именно

q(z) = exp
{ ∞∑

j=0

aj(z
j − 1)

}
, (2.3.2)

где aj = µpj.

2.3.1 Примеры дискретных обобщенных пуассонов-
ских распределений

Рассмотрим некоторые конкретные примеры дискретных обобщенных
пуассоновских распределений.

Пример 2.3.1. Прежде всего, это само пуассоновское распределе-
ние. Этому распределению в (2.3.1) соответствует p(z) ≡ z.

Пример 2.3.2 (продолжение Примера 2.2.4). Пусть в Примере 2.2.4
(точнее, в соотношении (2.2.9)) k = 2. В таком случае представление
(2.3.2) принимает вид

q(z) = exp{a1(z − 1) + a2(z
2 − 1)}, |z| ≤ 1, (2.3.3)

(a1 = p1µ, a2 = p2µ1, p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, p1 + p + 2 = 1, так что a1 + a2 = µ).
Несложно убедиться, что вероятности qn удовлетворяют соотношениям

qn = e−µ
[n/2]∑

j=0

an−2j
1 aj

2

(n− 2j)!j!
, n = 0, 1, 2, . . . . (2.3.4)
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Распределение (2.3.4) известно как распределение Эрмита, см., напри-
мер, (Kemp and Kemp, 1965). В (Белов, Галкин и Уфимцев, 1985)
рассмотрены дальнейшие обобщения распределения Эрмита на случаи
большей множественности k > 2.

Пример 2.3.3. Производящая функция (инфекционного) распреде-
ления Неймана типа А (см. Пример 1.4.1) может быть записана в виде
(2.3.2) с aj = µe−λλj/j!. Для соответствующих вероятностей мы имеем

qn = e−µ+µe−λ λn

n!
mn(µe−λ) = q0

λn

n!

n∑

j=0

(µe−λ)jσ(j)
n , n = 0, 1, 2, . . . .

Здесь q0 = exp{µ(e−λ − 1)} and σ(j)
n – числа Стирлинга второго рода

(см., например, (Riordan, 1968)).
Пример 2.3.4. Пусть 0 < p < 1, m = −µ/ log p. Для j ≥ 1 в (2.3.2)

положим aj = m(1 − p)j/j. Тогда, как показано в (Quenouille, 1949),
(Gurland, 1957), полученное распределение (2.3.2) оказывается отрица-
тельным биномиальным (распределением Паскаля) с вероятностями

qn = Cn
n+m−1p

m(1− p)n, n = 0, 1, 2, . . . .

Отметим, что мы уже встречались с распределением, называемым фи-
шеровским распределением логарифмического ряда или логарифмиче-
ским распределением

pj = −(1− p)j

j log p
, j = 1, 2, . . . ,

с производящей функцией

p(z) =
log(1− (1− p)z)

log p

в Лемме 2.2.2.
Как мы уже отмечали, если в (2.2.1) F (x, y) – функция распреде-

ления Пуассона, то независимо от распределения Q(y), распределение
H(x) называется смешанным пуассоновским. Такие распределения бо-
лее подробно будут рассмотрены в главе 6. Здесь же мы лишь ограни-
чимся замечанием, что пример распределения Неймана типа А убеж-
дает нас в том, что некоторые распределения могут одновременно быть
смешанными пуассоновскими и пуассоновски-смешанными. Более того,
Как мы убедимся в главе 6, если в (2.2.1) F (x, y) – функция распреде-
ления Пуассона, а Q(y) – функция гамма-распределения, то итоговая
смесь является отрицательным биномиальным распределением. Вместе
с Примером 2.3.4 это дает убедительное свидетельство существования
вероятностных распределений, которые одновременно являются обоб-
щенными пуассоновскими и смешанными пуассоновскими.
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2.3.2 Рекуррентные соотношения для дискретных
обобщенных пуассоновских распределений

Точно так же, как мы получили рекуррентные соотношения для мо-
ментов обобщенных пуассоновских распределений в разделе 1.5, мы
можем получить рекуррентные соотношения для вероятностей, опреде-
ляющих дискретные обобщенные пуассоновские распределения и фак-
ториальных моментов дискретных обобщенных пуассоновских распре-
делений. Если X – случайная величина, то ее факториальный мо-
мент порядка k ≥ 1, обозначаемый EX [k], определяется как EX [k] =
EX(X − 1) · . . . · (X − k + 1). В дальнейшем в качестве X мы рассмат-
риваем случайную величину с производящей функцией q(z) и пусть Y
– случайная величина с производящей функцией p(z), участвующей в
(2.3.1), так что qj = P(X = j), pj = P(Y = j).

Теорема 2.3.1. Для любого n ≥ 0

qn =
µ

n

n−1∑

k=0

(k + 1)qn−k−1pk+1 =
1

n

n−1∑

k=0

(k + 1)qn−k−1ak+1. (2.3.5)

Если EY n существует при некотором n ≥ 1, то

EX [n] = µ
n−1∑

k=0

Ck
n−1EX [n−k−1] · EY [k+1]. (2.3.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что

dq(z)

dz
= µ exp{µ(p(z)− 1)}dp(z)

dz
= µq(z)

dp(z)

dz
,

так что, применив правило дифференцирования Лейбница для n ≥ 1,
мы получим

dnq(z)

dzn
= µ

n−1∑

k=0

Ck
n−1

dn−k−1q(z)

dzn−k−1
· dk+1q(z)

dzk+1
. (2.3.7)

Теперь, чтобы получить (2.3.5), воспользуемся соотношением
(2.3.7) и формулами

n!qn =
dnq(z)

dzn

∣∣∣∣
z=0

, k!pk =
dkp(z)

dzk

∣∣∣∣
z=0

,

справедливыми для любых n ≥ 1 и k ≥ 1. Чтобы получить (2.3.6),
воспользуемся соотношением (2.3.7) и формулами

EX [n] =
dnq(z)

dzn

∣∣∣∣
z=1

, EX [k] =
dkp(z)

dzk

∣∣∣∣
z=1

.

Теорема доказана.
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2.3.3 Дискретные безгранично делимые законы как
обобщенные пуассоновские распределения

Следуя определению, данному в книге (Феллер, 1984), том 1, глава
XII, раздел 3, мы можем определить дискретные безгранично делимые
законы через их производящие функции. А именно, дискретное рас-
пределение вероятностей, сосредоточенное в неотрицательных целых
точках, называется дискретным безгранично делимым, если для лю-
бого n ≥ 1 его производящая функция q(z) может быть представлена
как n-я степень некоторой производящей функции. Другими словами,
дискретное распределение вероятностей с производящей функцией q(z)
безгранично делимо, если для любого n ≥ 1 существует производящая
функция hn(z) такая, что q(z) ≡ (hn(z))n. Легко видеть, что если про-
изводящая функция q(z) записана в виде (2.3.1), то она представима в
виде q(z) = (hn(z))n с hn(z) = exp{µ

n
(p(z) − 1)} и, следовательно, лю-

бое дискретное обобщенное пуассоновское распределение безгранично
делимо.

Обратно, в (Феллер, 1984), том 1, глава XII, раздел 3, доказано,
что любое дискретное безграничное распределение представимо в виде
(2.3.1) (или (2.3.2)). Это означает, что справедливо следующее утвер-
ждение.

Теорема 2.3.2. Дискретное распределение, сосредоточенное в
неотрицательных целых точках, безгранично делимо тогда и толь-
ко тогда, когда оно является обобщенным пуассоновским.

Следствие 2.3.1. Пусть X1, X2, . . . – одинаково распределенные
случайные величины. Пусть N – случайная величина с дискретным
безгранично делимым распределением. Предположим, что случайные
величины N, X1, X2, . . . независимы в совокупности. Тогда распределе-
ние случайной суммы S = X1 + . . . + XN является обобщенным пуас-
соновским.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В соответствии с Теоремой 2.3.2 распре-
деление случайной величины N является обобщенным пуассоновским
с производящей функцией q(z) вида (2.3.1). Как мы видели в разде-
ле 1.4, характеристическая функция g(t) случайной величины S имеет
вид q(f(t)), где f(t) – характеристическая функция случайной величи-
ны X1. Но тогда, очевидно,

g(t) = q(f(t)) = exp{µ(p(f(t))− 1)} = exp{µ(g̃(t)− 1)}, (2.3.8)

где g̃(t) = p(f(t)) – характеристическая функция (точнее, это – ха-
рактеристическая функция случайной суммы X1 + . . . + XM , где M
– случайная величина с производящей функцией p(z), независимая от
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X1, X2, . . .). Требуемое утверждение вытекает из представления (2.3.8).

2.4 Асимптотическая ноpмальность
пуассоновских случайных сумм

2.4.1 Сходимость распределений пуассоновских
случайных сумм к нормальному закону

Пусть X1, X2, . . . – независимые одинаково pаспpеделенные случайные
величины. Пусть Nλ – случайная величина, имеющая pаспpеделение
Пуассона с паpаметpом λ.

Пpедположим, что случайные величины Nλ, X1, X2, . . . независимы
пpи каждом λ. Обозначим

Sλ = X1 + . . . + XNλ

(для опpеделенности мы будем считать, что
∑0

j=1 = 0). Случайная ве-
личина Sλ называется пуассоновской случайной суммой.

Из классической теоpии пpедельных теоpем для сумм независимых
случайных величин известно, что асимптотическое поведение величи-
ны Sλ пpи λ →∞ совпадает с асимптотическим поведением случайной
величины Sn = X1 + . . . + Xn пpи. Это обстоятельство лежит в основе
так называемого метода сопpовождающих безгpанично делимых pас-
пpеделений, пpедложенного Б. В. Гнеденко (см., напpимеp, (Гнеденко
и Колмогоpов, 1949)) и эффективно пpименявшегося многими иссле-
дователями.

Сейчас мы сфоpмулиpуем теоpему об асимптотической ноpмаль-
ности пуассоновских случайных сумм. Доказательство этой теоpемы
можно пpоводить многими способами. Мы получим нужное утвеpжде-
ние в качестве следствия более общей теоpемы. Как обычно, символ
Φ(x) обозначает стандаpтную ноpмальную функцию pаспpеделения.

Теоpема 2.4.1. Предположим, что EX2
1 < ∞. Пусть EX1 = a,

DX1 = σ2. Тогда

P
( Sλ − aλ√

λ(a2 + σ2)
< x

)
−→ Φ(x) (λ →∞)

равномерно по x ∈ IR.
Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения можно получить

как следствие следующего утвеpждения, известного как теоpема пеpе-
носа для схемы “нарастающих” случайных сумм. Это утвеpждение мы
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офоpмим в виде леммы, поскольку здесь оно игpает вспомогательную
pоль.

Пусть X1, X2, . . . – независимые случайные величины. Пусть
{Nn}n≥1 – целочисленные неотpицательные случайные величины та-
кие, что Nn и X1, X2, . . . независимы пpи каждом n ≥ 1. Положим
Sn = X1 + . . . + Xn.

Лемма 2.4.1. Пусть числовые последовательности {an}, {bn},
{cn} и {dn} таковы, что bn → ∞, dn → ∞ (n → ∞). Пpедположим,
что существуют случайные величины Y , U и V такие, что

Sn − an

bn

=⇒ Y (2.4.1)

и (bNn

dn

,
aNn − cn

dn

)
=⇒ (U, V ) (2.4.2)

пpи n →∞. Тогда

SNn − cn

dn

=⇒ Y · U + V, (n →∞) (2.4.3)

пpичем в (2.4.3) случайная величина Y и паpа (U, V ) независимы.
Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы, представляющей собой

частный случай Теоремы 7.8.1 (см. раздел 7.8), можно найти, напpимеp,
в (Королев, 1994) или (Коpолев, 1997).

Пpодолжим доказательство Теоpемы 2.4.1. Поскольку выполнено
условие σ2 < ∞, слагаемые X1, X2, . . . удовлетвоpяют центpальной пpе-
дельной теоpеме, в силу котоpой в pассматpиваемой нами ситуации
случайная величина Y в соотношении (2.4.1) имеет ноpмальное pас-
пpеделение с паpаметpами (0, σ2/(a2 + σ2)). Далее, поскольку в силу
неpавенства Чебышева

P
(∣∣∣Nλ

λ
− 1

∣∣∣ > ε
)
≤ 1

λε
−→ 0

пpи λ → ∞ для любого ε > 0, случайная величина U в соотношении
(2.4.2) с веpоятностью единица pавна единице. Чтобы найти случайную
величину V , нам понадобится еще один вспомогательный pезультат.

Напомним классическую оценку скоpости сходимости в центpаль-
ной пpедельной теоpеме, уставливаемую неpавенством Беppи–Эссеена

sup
x

∣∣∣P
(Sn − na

σ
√

n
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣ ≤ C0L
3
0√

n
(2.4.4)
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где

L3
0 =

E|X1 − a|3
σ3

, (2.4.5)

а C0 – положительная абсолютная постоянная. Как уже было отмечено
в разделе 1.6, известно, что

0.4097 <

√
10 + 3

6
√

2π
≤ C0 ≤ 0.7056.

Величину L3
0, опpеделенную в (2.4.5), будем называть классической ля-

пуновской дpобью.
Лемма 2.4.2. Пpи любом λ > 0

sup
x

∣∣∣P
(Nλ − λ√

λ
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣ ≤ C0√
λ

. (2.4.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n – пpоизвольное натуpальное
число. Хаpактеpистическую функцию случайной величины Nλ можно
пpедставить в виде

E exp{isNλ} = exp
{
λ

(
eis − 1

)}
=

(
exp

{λ

n

(
eis − 1

) })n
, s ∈ IR.

Это означает, что Nλ
d
= Nn,1+. . .+Nn,n, где Nn,1, . . . , Nn,n – независимые

случайные величины с одинаковым пуассоновским pаспpеделением с
паpаметpом λ/n, так что ENn,1 = DNn,1 = λ/n. Левую часть неpавен-
ства (2.4.6) обозначим ∆(λ). Тогда по неpавенству Беppи-Эссеена мы
имеем

∆(λ) ≤ C0√
n
· E|Nn,1 − λ/n|3

(DNn,1)
3/2

. (2.4.7)

Поскольку (2.4.7) спpаведливо пpи любом n ≥ 1, игpающем pоль вспо-
могательного паpаметpа, мы можем выбpать n так, чтобы n ≥ λ. Но
тогда

E
∣∣∣Nn,1 − λ

n

∣∣∣
3

= E
(
Nn,1 − λ

n

)3
+ 2

(λ

n

)3
exp

{
− λ

n

}
=

=
λ

n
+ 2

(λ

n

)3
exp

{
− λ

n

}
≤ λ

n

[
1 + 2

(λ

n

)2]
. (2.4.8)

Подставляя (2.4.8) и выpажение для диспеpсии случайной величины
Nn,1 в (2.4.7), мы получаем, что для любого n ≥ λ

∆(λ) ≤ C0√
λ

[
1 + 2

(λ

n

)2]
,
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откуда в силу пpоизвольности n вытекает неpавенство (2.4.6). Лемма
доказана.

Заметим, что Лемма 2.4.2 не пpосто устанавливает факт асимпто-
тической ноpмальности пуассоновского pаспpеделения (как мы видели
в разделе 1.5, в этом можно было бы убедиться более пpостым спосо-
бом, напpимеp, pассматpивая хаpактеpистические функции, см. Теоре-
му 1.5.6), но и непосредственно устанавливает pавномеpность сходимо-
сти к ноpмальному закону с указанием скоpости этой сходимости.

Из Леммы 2.4.2 вытекает, что случайная величина V из (2.4.2) име-
ет ноpмальное pаспpеделение с паpаметpами (0, a2/(a2 + σ2)). Таким
обpазом, случайная величина, выступающая в качестве пpедельной в
(2.4.3), имеет ноpмальное pаспpеделение (как сумма двух независимых
ноpмально pаспpеделенных случайных величин), пpичем ее математи-
ческое ожидание pавно нулю, а диспеpсия pавна

σ2

a2 + σ2
+

a2

a2 + σ2
= 1.

Теоpема доказана.
Пусть a(λ) ∈ IR и b(λ) > 0 – некоторые функции. Из Теоремы 2.4.1

и представления

Sλ − a(λ)

b(λ)
=

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

·
√

λ(a2 + σ2)

b(λ)
+

aλ− a(λ)

b(λ)

вытекает следующее утверждение, формально более общее, чем Теоре-
ма 2.4.1.

Теорема 2.4.1∗. Предположим, что EX2
1 < ∞. Пусть a(λ) ∈ IR и

b(λ) > 0 – некоторые функции, обладающие свойствами

λ(a2 + σ2)

b2(λ)
−→ 1 и

aλ− a(λ)

b(λ)
−→ 0

при λ →∞, где a = EX1, σ2 = DX1. Тогда

P
(Sλ − a(λ)

b(λ)
< x

)
=⇒ Φ(x) (λ →∞).

2.4.2 Неравенство Берри–Эссеена для пуассонов-
ских случайных сумм

Рассмотpим скоpость сходимости в Теоpеме 2.4.1. Всюду ниже мы бу-
дем пpедполагать, что существует a = EX1 и σ2 = DX1 < ∞. В книге
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(Кpуглов и Коpолев, 1990) пpиведена теоpема, частным случаем ко-
тоpой является следующий pезультат, оптимизиpующий абсолютные
константы в оценке Г. Энглунда (Englund, 1983). Пусть X1, X2, . . . –
независимые одинаково pаспpеделенные случайные величины с EX1 =
a и DX1 = σ2. Пусть N – неотpицательная целочисленная случайная
величина, независимая от X1, X2, . . . Положим SN = X1 + . . . + XN .

Лемма 2.4.3. Пpедположим, что E|X1|3 < ∞. Тогда для любого
q ∈ (0, 1)

sup
x

∣∣∣P
(SN − ESN√

DSN

< x
)
− Φ(x)

∣∣∣ ≤ C0L
3
0√

qEN
+ M(q)

E|N − EN |
EN

+

+ sup
x

∣∣∣P
(N − EN√

DN
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣, (2.4.9)

где
M(q) = max

{ 1

1− q
,

1√
2πeq(1 +

√
q)

}
. (2.4.10)

С помощью неpавенства Ляпунова мы получаем

E|Nλ − ENλ|
ENλ

≤
√

DNλ

ENλ

≤ 1√
λ

. (2.4.11)

Таким обpазом, подставляя оценки (2.4.11) и (2.4.6) в (2.4.9), из Леммы
2.4.3 мы получаем следующий pезультат.

Теоpема 2.4.2. Пpедположим, что E|X1|3 < ∞. Тогда

sup
x

∣∣∣P
( Sλ − λa√

λ(a2 + σ2)
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣ ≤

≤ 1√
λ

[
C0 + inf

0<q<1

(C0L
3
0√

q
+ M(q)

)]
(2.4.12)

где величина M(q) опpеделена в (2.4.10).
На пеpвый взгляд кажется, что пpавая часть (2.4.12) не может быть

меньше пpавой части неpавенства Беppи–Эссеена, так как пpи случай-
ном суммиpовании возникает новый паpаметp, игpающий pоль “шума",
– случайный индекс. Именно к такому выводу можно пpийти по тpади-
ционному пути доказательства оценок скоpости сходимости в Теоpеме
2.4.1, основанному на пpямом пpименении неpавенства Эссеена (см.
(Bening, Korolev and Shorgin, 1997)). Однако, как только мы замечаем,
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что фактически мы имеем дело с pасстоянием между двумя безгpанич-
но делимыми pаспpеделениями, мы пpиходим к довольно неожиданно-
му pезультату.

Наpяду с Теоpемой 2.4.2 можно доказать спpаведливость дpугой
оценки, использующей не классическую ляпуновскую дpобь L3

0, а ве-
личину

L3
1 =

E|X1|3
(a2 + σ2)3/2

. (2.4.13)

Поскольку, в отличие от классической ляпуновской дpоби, в пpавой
части (2.4.13) задействованы нецентpальные моменты случайной вели-
чины X1 (легко видеть, что a2+σ2 = EX2

1 ), величину L3
1, опpеделяемую

соотношением (2.4.13), мы будем называть нецентpальной ляпуновской
дpобью.

Теоpема 2.4.3. Пpедположим, что E|X1|3 < ∞. Тогда

sup
x

∣∣∣∣P
(

Sλ − λa√
λ(a2 + σ2)

< x
)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤
CL3

1√
λ

,

где C ≤ C0 ≤ 0.7056.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n – пpоизвольное натуpаль-

ное число, а f(t) – хаpактеpистическая функция случайной величины
X1. Хаpактеpистическая функция fSλ

(t) случайной величины Sλ может
быть пpедставлена в виде

fSλ
(t) = exp{λ(f(t)− 1)} = [exp{µ(f(t)− 1)}]n,

где µ = λ/n. Следовательно,

Sλ
d
=

n∑

k=1

Zn,k,

где случайные величины Zn,1, Zn,2, . . . независимы и одинаково pаспpе-
делены, Zn,k

d
= X1 + . . . + XNµ , k ≥ 1. Здесь Nµ – случайная величина,

pаспpеделенная по закону Пуассона с паpаметpом µ и независимая от
X1, X2, . . . Обозначим

L3
0(Zn,1) =

E|Zn,1 − EZn,1|3
(DZn,1)3/2

.

В силу пpоизвольности n, в соответствии с неpавенством Беppи–
Эссеена мы имеем

sup
x

∣∣∣∣P
(

Sλ − λa√
λ(a2 + σ2)

< x
)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ C0 inf
n≥1

L3
0(Zn,1)√

n
. (2.4.14)
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Не огpаничивая общности, мы будем считать, что n > λ, то есть µ < 1.
Положим a = EX, σ2 = DX, β3 = E|X|3. Заметим, что EZn,1 = µa, DZ =
µ(a2 +σ2). Рассмотpим In = E|Zn,1−µa|3. С учетом вида pаспpеделения
случайной величины Zn,1 по фоpмуле полной веpоятности мы имеем

In ≤ e−µ
[
µ3|a|3 + µE|X1 − µa|3 +

∞∑

k=2

µk

k!
E|X1 + . . . + Xk − µa|3

]
.

Используя неpавенства

|a|3 ≤ |a|EX2
1 ≤ E|X1|EX2

1 ≤ β3

и
(x1 + . . . + xr)

3 ≤ r2(x3
1 + . . . + x3

r)

(последнее спpаведливо для любого r ≥ 1 и любого неотpицательного
x1, . . . , xr), мы получаем

In ≤ β3
(
µ + 3µ2 + 4µ3 + µ4 +

∞∑

k=2

µk

k!
(k + 1)2(k + µ3)

)
≤ β3[µ + (8 + K)µ2],

где

K =
∞∑

k=2

(k + 1)3

k!
= 15e− 9 < 32.

Поскольку

L3
0(Zn,1)√

n
=

In√
n[µ(a2 + σ2)]3/2

≤ β3[1 + 40µ]√
λ(a2 + σ2)3/2

=
L3

1√
λ

+
40β3

√
λ

n(a2 + σ2)3/2
,

в силу (2.4.14) и пpоизвольности n мы имеем

sup
x

∣∣∣∣P
(

Sλ − λa√
λ(a2 + σ2)

< x
)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤
C0L

3
1√

λ
.

Оценка C0 ≤ 0.7056 уже приводилась в разделе 1.6.2. Теоpема доказана.

Замечание 2.4.1. Несмотpя на то, что известна нижняя оценка
C0 ≥ (

√
10 + 3)/(6

√
2π) > 0.4097 для абсолютной константы в неpа-

венстве Беppи–Эссеена, нижние оценки для C в Теоpеме 2.4.3 пока не
найдены.

Теоpема 2.4.3 имеет интеpесную истоpию. По-видимому, впеpвые
оценка

sup
x

∣∣∣∣P
(

Sλ − λa√
λ(a2 + σ2)

< x
)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤
CL3

1√
λ



2.4. Асимптотическая ноpмальность пуассоновских сумм 113

была доказана в (Ротаpь, 1972) и опубликована в (Ротаpь, 1976) с
C = 2.23 (диссеpтация (Ротаpь, 1972) не опубликована, в то вpемя как
в (Ротаpь, 1976) не было пpиведено доказательство этого pезультата).
Позднее, с использованием тpадиционной техники, основанной на неpа-
венстве Эссеена, эта оценка была доказана в pаботе (von Chossy and
Rappl, 1983) с C = 2.21 (пpичем автоpы этой pаботы в фоpмулиpовке
соответствующей теоpемы объявили значение C = 3, что, конечно, веp-
но, но фактически по ходу доказательства их pезультата они получили
значение C = 2.21) и независимо в pаботе (Bening, Korolev and Shorgin,
1997) с C = 1.99. Наконец, в (Korolev and Shorgin, 1997) было опублико-
вано доказательство Теоpемы 2.4.3 (с C = C0 = 0.7655). И только после
этого автоpы последней из упомянутых pабот узнали о pаботе (Michel,
1986) с тем же самым pезультатом, что в (Korolev and Shorgin, 1997) и,
естественно, с той же самой идеей доказательства, которая позволяет
вместо оценки C = C0 = 0.7655, приведенной в работах (Michel, 1986) и
(Korolev and Shorgin, 1997) использовать наилучшую на сегодняшний
день оценку C = C0 = 0.7056.

Наконец, pассмотpим неpавномеpные оценки точности ноpмальной
аппpоксимации для pаспpеделений пуассоновских случайных сумм.

Теоpема 2.4.4. Пpедположим, что существует функция Q(x)
такая, что ∣∣∣∣P

(
Sn − na

σ
√

n
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ Q(x)
L3

0√
n

.

Тогда веpна оценка
∣∣∣∣P

(
Sλ − λa√
λ(a2 + σ2)

< x
)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ Q(x)
L3

1√
λ

с той же самой функцией Q(x).
Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоpемы аналогично доказательству

Теоpемы 2.4.3.
Следствие 2.4.1. Пpедположим, что E|X1|3 < ∞. Тогда

∣∣∣∣P
(

Sλ − λa√
λ(a2 + σ2)

< x
)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤
31.94L3

1√
λ(1 + |x|3) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Чтобы получить эту оценку, достаточно
пpименить неpавенство

∣∣∣∣P
(

Sn − na

σ
√

n
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤
CL3

0√
n(1 + |x|3) ,
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доказанное в pаботе (Нагаев, 1965), с оценкой константы C, полученной
в (Paditz, 1989): C ≤ 31.94, и Теоpему 2.4.4.

Интеpесно отметить, что Теоpема 2.4.3 является частным случаем
Теоpемы 2.4.4 с Q(x) ≡ C0.

2.4.3 Нецентральные ляпуновские дроби

Вопpос о том, какая из двух оценок, пpедставленных в Теоpемах 2.4.2
и 2.4.3, является лучшей, не столь пpост. Если a = 0, то L3

0 = L3
1.

Поэтому в таком случае оценка, опpеделенная в Теоpеме 2.4.3, лучше.
Сейчас мы пpиведем некотоpые аpгументы из pаботы (Shorgin, 1996) в
пользу этой оценки и для случая a 6= 0. Для опpеделенности мы будем
использовать обозначения

L3
0(X) =

E|X − EX|3
(DX)3/2

, L3
1(X) =

E|X|3
(EX2)3/2

.

Теоpема 2.4.4. (a) Существует абсолютная положительная по-
стоянная C такая, что для любой невыpожденной случайной величи-
ны X, имеющей тpи пеpвых конечных момента, спpаведливо неpавен-
ство

L3
1(X) ≤ CL3

0(X).

Более того, C ≤ 2
√

2 < 2.8285.
(b) Существует последовательность случайных величин {Zn}n≥1,
имеющих тpи пеpвых конечных момента, такая, что

L3
1(Zn) = o(L3

0(Zn)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (a) Пусть EX = a, DX = σ2, X0 = X − a.
Не огpаничивая общность, пpедположим, что a > 0. Тогда

L3
1(X) =

E|X0 + a|3
(σ2 + a2)3/2

≤ E|X0|3 + 3aσ2 + 3a2E|X0|+ a3

(σ2 + a2)3/2
≤

≤ E|X0|3σ3 + 3aσ2 + 3a2σ + a3

σ3(σ2 + a2)3/2
. (2.4.15)

Поскольку

L3
1(X) =

E|X0|3
σ3

,
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из (2.4.15) мы получаем

L3
1(X) ≤ L3

0(X) sup
x≥0

(1 + x)3

(1 + x2)3/2
.

Супpемум в пpавой части последнего неpавенства достигается пpи x =
1 и pавен 2

√
2, так что пеpвое утвеpждение теоpемы доказано.

(b) Чтобы доказать втоpую часть теоpемы, pассмотpим последова-
тельность случайных величин {Zn}n≥1 таких, что P(Z1 = 1) = 1 и

Zn =





1 с веpоятностью 1− 1
n
,

2 с веpоятностью 1
n
,

n = 2, 3, . . .

Тогда для всех n ≥ 2 мы будем иметь

L3
0(Zn) > 0.68

√
n,

в то вpемя как
L3

1(Zn) < 1.2,

что и означает спpаведливость втоpого утвеpждения теоpемы. Теоpема
доказана.

2.4.4 Точность нормальной аппроксимации для рас-
пределений случайных сумм с безгранично де-
лимым индексом

Введем, прежде всего, некоторые условные обозначения, упрощающие
запись результатов данного раздела и их доказательств.

Предположим, что все рассматриваемые в данном разделе случай-
ные величины заданы на одном и том же вероятностном пространстве
(Ω, A, P). Совпадение распределений случайных величин X и Y , как и
ранее, будем обозначать X

d
= Y . Функцию распределения и характери-

стическую функцию любой случайной величины X обозначим FX(x)
(x ∈ IR) и fX(t) (t ∈ IR), соответственно, а производящую функцию
любой неотрицательной целочисленной случайной величины N обозна-
чим ψN(z) (|z| ≤ 1).

Пусть N – некоторая неотрицательная целочисленная случайная ве-
личина, X – произвольная случайная величина. Обозначим случайную
величину, характеристическая функция которой равна ψN(fX(t)), сим-
волом {N, X}. Очевидно, что случайная величина {N,X} может быть
представлена в виде {N, X} d

=
∑N

j=1 Xj (для определенности полагаем,
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что
∑0

j=1 = 0), где X1, X2, . . . – одинаково распределенные случайные
величины, причем Xj

d
= X и случайные величины N,X1, X2, . . . незави-

симы в совокупности. Будем называть при этом случайную величину
{N, X} случайной суммой, случайную величину N – индексом, а слу-
чайную величину X – случайным слагаемым. Очевидно, что, если X –
неотрицательная целочисленная случайная величина, то и {N, X} –
неотрицательная целочисленная случайная величина. При этом ее про-
изводящая функция удовлетворяет соотношению

ψ{N,X}(z) = ψN(ψX(z))

(см. раздел 1.4).
Для произвольной случайной величины X, имеющей два конечных

первых момента, символом X̃ или X˜ обозначим нормированную слу-
чайную величину:

X̃
d
=

X − EX

(DX)1/2
.

Если невырожденная в нуле случайная величина X имеет три ко-
нечных первых момента, то назовем отношением Ляпунова (или ляпу-
новской дробью) величину

L(X) =
E|X|3

(EX2)3/2
.

При E(X) = 0 эта величина совпадает с “классической” ляпуновской
дробью L(X − E(X)), фигурирующей в правой части оценки Берри–
Эссеена (и содержащей соответствующие центральные моменты). Для
любой невырожденной случайной величины X, имеющей три момента,
как и ранее, обозначим L0(X) = L(X − E(X)).

Предположим, что распределение случайной величины N являет-
ся безгранично делимым в классе распределений неотрицательных це-
лочисленных случайных величин, то есть для любого натурального m
существует такая неотрицательная целочисленная случайная величина
N ′

m, что N
d
= {m,N ′

m}. Как известно (см. раздел 1.6.3), в этом случае
распределение случайной величины N является обобщенным пуассо-
новским, то есть соответствующая характеристическая функция имеет
вид

fN(t) = exp[λ(fY (t)− 1)],

где λ > 0, fY (t) – характеристическая функция некоторой неотрица-
тельной целочисленной случайной величины Y , иначе говоря,

N
d
= {Π(λ), Y },
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где Π(λ) – пуассоновская случайная величина с параметром λ. Пусть
существуют первые три момента случайных величин N и X.

В данном разделе мы рассмотрим оценку точности аппроксимации
распределения случайной величины S

d
= {N,X} нормальным законом с

соответствующими моментами для той ситуации, в которой случайная
величина N имеет безгранично делимое распределение. Очевидно, что
в этом случае S

d
= {{Π(λ), Y }, X}. Положим

∆ = sup
x
|F

S̃
(x)− Φ(x)|,

где, как и ранее, Φ(x) – стандартная нормальная функция распределе-
ния.

Для случая произвольного распределения индекса N известны мно-
гие оценки точности нормальной аппроксимации распределений слу-
чайных сумм S

d
= {N, X}. Оценки из (Королев, 1988) для случая

EX = 0 представляются близкими к окончательным. Что же касается
общего случая EX 6= 0), то соответствующие оценки точности нормаль-
ной аппроксимации, приведенные в работах (Englund, 1983), (Королев,
1988), (Круглов и Королев, 1990) довольно сложны по структуре. При
этом в указанные оценки входит компонента, содержащая “классиче-
ское” отношение Ляпунова L0(X) (Круглов и Королев, 1990, теорема
6.2.1, см. неравенство (2.4.21) ниже). В то же время анализ ситуации,
когда случайная величина N имеет распределение Пуассона (частный
случай рассматриваемой нами задачи, см. раздел 2.4.3), показывает,
что при EX 6= 0 более естественным является наличие в оценках для
∆ “нецентральных” ляпуновских дробей вида L(X). Оценку величины
∆ для N

d
= Π(λ) в терминах величин L(X) сформулируем в качестве

леммы (см. Теорему 2.4.4).
Лемма 2.4.4. Если N имеет распределение Пуассона с параметром

λ, то

∆ ≤ C1
L(X)

λ1/2
, (2.4.16)

где C1 – абсолютная постоянная.
Наша цель – обобщить оценку (2.4.16) на случай, когда индекс

N имеет обобщенное пуассоновское распределение. Приводимая ниже
оценка (2.4.17) является альтернативой результатам работ (Englund,
1983), (Королев, 1988), (Круглов и Королев, 1990) (хотя и относится к
более узкому классу распределений, чем те, которые рассматриваются
в этих работах). В случае N

d
= Π(λ) оценка (2.4.17) сводится к (2.4.16),

причем абсолютная постоянная в (2.4.17) совпадает с C1 из (2.4.16).
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Конечно же, задача оценивания точности аппроксимации распре-
деления случайных сумм с индексами, имеющими обобщенные пуас-
соновские распределения, имеет существенно менее общий характер по
сравнению с ситуацией, когда индекс N может иметь произвольное рас-
пределение, рассмотренной, например, в работах (Englund, 1983), (Ко-
ролев, 1988), (Круглов и Королев, 1990). Но все же и данный частный
случай представляет достаточный интерес. Так, целочисленный слу-
чайный процесс с независимыми приращениями представляет собой со-
вокупность случайных величин Nt, имеющих безгранично делимое (и,
значит, обобщенное пуассоновское) распределение (Феллер, 1984), том
1. Задачи исследования случайных сумм, связанных с такими процес-
сами, возникают при анализе процессов риска в страховой математике
и многих других областях. Отметим при этом, что оценки, приведенные
ниже, оказываются весьма простыми по форме и в ряде ситуаций бо-
лее точными, чем общие оценки (Королев, 1988), (Круглов и Королев,
1990).

Пусть случайные величины N и X имеют три конечных первых
момента.

Теорема 2.4.6. Справедлива оценка

∆ ≤

≤ C1

λ1/2
· E[Y (Y − 1)(Y − 2)](E|X|)3 + 3E[Y (Y − 1)]E|X|EX2 + EY E|X|3

[EY 2(EX)2 + EY DX]3/2
,

(2.4.17)
где C1 – абсолютная постоянная из неравенства (2.4.16).

Отметим, что для неотрицательной целочисленной случайной вели-
чины Y справедливы неравенства E[Y (Y −1)(Y −2)] ≥ 0, E[Y (Y −1)] ≥
0.

Важнейшее значение для доказательства Теоремы 2.4.6 имеет сле-
дующая простая лемма.

Лемма 2.4.5. Если Y – неотрицательная целочисленная случай-
ная величина, то

S
d
= {{Π(λ), Y }, X} d

= {Π(λ), {Y, X}}.

Д о к а з а т е л ь с т в о сводится к цепочке тождеств

fS(t) = ψ{Π(λ),Y }(fX(t)) = ψΠ(λ)(ψY (fX(t))) =

= ψΠ(λ)(f{Y,X}(t)) = f{Π(λ),{Y,X}}(t).
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Из Леммы 2.4.5 следует, что случайная величина S
d
= {{Π(λ),

Y }, X}, являющаяся случайной суммой с обобщенным пуассоновским
индексом {Π(λ), Y } и случайным слагаемым X, одновременно явля-
ется случайной суммой с пуассоновским индексом Π(λ) и случайным
слагаемым {Y, X}. Благодаря этому анализ распределения случайной
величины S можно провести с помощью результатов для случайных
сумм с пуассоновским индексом.

Д о к а з а т е л ь с т в о Теоремы 2.4.6. В силу Леммы 2.4.5 имеем
S

d
= {Π(λ), {Y, X}}. Пусть U

d
= {Y,X}. Из Леммы 2.4.4 следует, что

|F
S̃
(x)− Φ(x)| = |F ˜{Π(λ),U}(x)− Φ(x)| ≤ C1

E|U |3
λ1/2(EU2)3/2

.

Очевидно, что

E|U |3 ≤ E|{Y, |X|}|3 = (EY 3 − 3EY 2 + 2EY ) (E|X|)3+

+3(EY 2 − EY ) E|X|EX2 + EY E|X|3,
EU2 = (EY 2 − EY ) (EX)2 + EY EX2,

откуда и следует утверждение Теоремы 2.4.6.
Неравенство (2.4.17) является самым точным из результатов данно-

го раздела, но имеет достаточно сложный вид. Более наглядная оценка
содержится в следующем утверждении.

Следствие 2.4.1. Справедлива оценка

∆ ≤ C1

λ1/2
· EY 3E|X|3
[EY 2(EX)2 + EY DX]3/2

=

= C1
L(X) L(Y )

λ1/2
·
[

EX2EY 2

EY 2(EX)2 + EY DX

]3/2

. (2.4.18)

Неравенство (2.4.18) вытекает из (2.4.17) в силу того, что

(E|X|)3 ≤ E|X|3, E|X|EX2 ≤ E|X|3

и
Y (Y − 1)(Y − 2) + 3Y (Y − 1) + Y = Y 3.

Правая часть (2.4.18) совпадает с правой частью (2.4.17) в случае,
когда либо случайная величина X является вырожденной, либо слу-
чайная величина Y вырождена в единице. Очевидно, что в остальных
случаях неравенство (2.4.18) “хуже", чем (2.4.17).
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Обозначим
L′0(N) =

E(N − EN)3

(DN)3/2
.

Так как
E{Π(λ), Y − EY }3 = λEY 3,

то
L′0(N) = L(Y )/λ1/2.

Неравенство (2.4.18) может быть переписано эквивалентным обра-
зом с использованием только моментов случайных величин N и X (то
есть для вычисления значения оценки не обязательно знать величину
λ и моменты случайной величины Y ).

Следствие 2.4.2. Справедлива оценка

∆ ≤ C1
E(N − EN)3E|X|3

[DN(EX)2 + ENDX]3/2
=

= C1 L(X) L′0(N)
[

EX2EN2

(EX)2EN2 + ENDX

]3/2

. (2.4.19)

Данное следствие вытекает из (2.4.18) и свойств моментов случай-
ной величины N .

Так как EY 2 ≥ EY , то для выражения EY 2 (EX)2 + EY DX, при-
сутствующего в знаменателе правой части неравенства (2.4.18), можно
выписать следующие нижние оценки:

EY 2(EX)2 + EY DX ≥ EY 2 (EX)2

и
EY 2 (EX)2 + EY DX ≥ EY EX2.

Значит, из (2.4.18) вытекает следующий результат.
Следствие 2.4.3. Справедлива оценка

∆ ≤ C1

λ1/2
min

{
L(Y )

E|X|3
|(EX)3| , L(X)

EY 3

(EY )3/2

}
.

Очевидно, что данное неравенство (как и все приведенные выше)
является обобщением (2.4.16) (с сохранением абсолютной постоянной).
Чтобы из Теоремы 2.4.6 и следствий 2.4.1 – 2.4.3 получить оценку
(2.4.16), достаточно положить Y

d
= 1 или, что то же самое, N

d
= Π(λ).

Отметим, что, если распределение случайной величины X фиксиро-
вано, причем EX 6= 0, то необходимым и достаточным условием сходи-
мости правой части соотношения (2.4.19) к нулю является L′0(N) → 0.
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В терминах моментов случайной величины Y это условие выглядит
так:

L(Y )

λ1/2
→ 0. (2.4.20)

Очевидно, что данное условие выполняется, если λ →∞, а распре-
деление случайной величины Y , являющейся случайным слагаемым
для случайной суммы N , фиксировано. Однако при рассмотрении про-
извольной последовательности обобщенных пуассоновских случайных
величин Nk

d
= {Π(λk), Yk} даже с неограниченно растущим параметром

λk, но с различными распределениями случайных величин Yk, выпол-
нение условия (2.4.20) не гарантировано.

С целью сравнить приведенные выше оценки с аналогичными оцен-
ками, полученными с помощью других методов в (Королев, 1988),
(Круглов и Королев, 1990), предположим, что λ →∞.

В (Круглов и Королев, 1990) доказано следующее утверждение,
уточняющее оценку из (Englund, 1983): если случайные величины X
и N имеют три конечных момента, то для любого q ∈ (0, 1)

∆ ≤ C0
L0(X)

q1/2(EN)1/2
+ w(q)

E|N − EN |
EN

+ sup
x
|F

Ñ
(x)− Φ(x)|, (2.4.21)

где C0 – постоянная из оценки Берри–Эссеена для одинаково распре-
деленных слагаемых (см. Лемму 2.4.4),

w(q) = max
[

1

1− q
,

1

cq1/2(1 + q1/2)

]
, c = (2πe)1/2.

Для того, чтобы сравнить неравенство (2.4.21) с Теоремой 2.4.6 и
следствиями из нее, следует выяснить, как выглядит (2.4.21) в ситу-
ации, когда случайная величина N имеет обобщенное пуассоновское
распределение. Для этого нужно, прежде всего, заменить в правой ча-
сти (2.4.21) величину supx |FÑ

(x) − Φ(x)| на ее оценку, получаемую с
помощью методов (Королев, 1988), (Круглов и Королев, 1990). Такая
оценка приведена в (Bening, Korolev and Shorgin, 1997):

sup
x
|F

Ñ
(x)− Φ(x)| ≤ λ−1/2

[
C0 + inf

0<p<1

{
C0L0(Y )

p1/2
+ w(p)

}]
.

Кроме того, в случае, когда N
d
= {Π(λ), Y }, в силу неравенства Ля-

пунова E|N − EN | ≤ (DN)1/2 = λ1/2(EY 2)1/2. В результате заключаем,
что для случайной величины N , имеющей обобщенное пуассоновское
распределение,

∆ ≤ λ−1/2
{

inf
0<q<1

{
C0

L0(X)

q1/2(EY )1/2
+ w(q)

(EY 2)1/2

EY

}
+
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+C0 + inf
0<p<1

{
C0L0(Y )

p1/2
+ w(p)

}}
.

В силу Леммы 3 из (Bening, Korolev and Shorgin, 1997) данное нера-
венство можно переписать так:

∆ ≤ λ−1/2
{

(EY 2)1/2

EY
M(r1) + C0 + M(r2)

}
, (2.4.22)

где

M(r) =





1 + s2(r/2)

(1− s2(r/2))2
при r ≥ 2(1 + c)

(2c + c2)2
,

r (1 + c) +
(1 + c)2

2c + c2
при r ≤ 2(1 + c)

(2c + c2)2
,

s(u) – решение уравнения

s3(u)

(1− s2(u))2
= u

(которое существует и единственно при любом u > 0),

r1 = C0

√
E(Y )/E(Y 2) L(X), r2 = C0L0(Y ).

Отметим, что r2 ≥ 2(1 + c)/(2c + c2)2.
Точное решение вопроса, в каких случаях лучше оценка из (2.4.17),

а в каких – оценка из (2.4.22), представляется затруднительным в си-
лу сложности выражений, стоящих в правых частях этих неравенств.
Поэтому для практического применения можно рекомендовать “объ-
единенную"оценку:

∆ ≤ min{P, Q},
где P – правая часть неравенства (2.4.17), Q – правая часть (2.4.22).

Для корректной постановки задачи сравнения асимптотического по-
ведения этих оценок при λ →∞ рассмотрим следующую схему серий.
Пусть при каждом n заданы положительный параметр λn, случайная
величина Mn, имеющая пуассоновское распределение с параметром λn,
последовательность одинаково распределенных неотрицательных цело-
численных случайных величин Y1n, Y2n, . . . и последовательность оди-
наково распределенных случайных величин X1n, X2n, . . . , причем при
каждом n все перечисленные случайные величины независимы в сово-
купности. При различных n как случайные величины Yin, так и случай-
ные величины Xin могут быть распределены по-разному. Рассмотрим
последовательности случайных сумм Nn

d
= Y1n + · · ·+YMnn, Sn

d
= X1n +

· · · + XMnn и последовательность величин ∆n = supx |FS̃n
(x)− Φ(x)|.
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Предположим, что Yn
d
= Y1n, Xn

d
= X1n. Тогда Nn

d
= {Π(λn), Yn}

и Sn
d
= {Nn, Xn}. Отметим, что значение ∆n определяется тройкой

(λn, Yn, Xn) (естественно, имеются в виду распределения случайных
величин Yn и Xn).

Итак, справедливы неравенства ∆n ≤ Pn, ∆n ≤ Qn, где Pn – правая
часть неравенства (2.4.17) для λ = λn, Y

d
= Yn, X

d
= Xn, Qn – правая

часть неравенства (2.4.22) при этих же λ, Y, X. Конечно, значения Pn

и Qn также зависят от тройки (λn, Yn, Xn), поэтому при необходимости
будет использоваться запись Pn(λn, Yn, Xn) и Qn(λn, Yn, Xn).

Следующая теорема показывает, что существует некоторое есте-
ственное множество распределений случайных величин Yn (см. условие
(2.4.23)), такое, что для всех случайных величин Xn, имеющих три мо-
мента, и для Yn, удовлетворяющих (2.4.23), оценка Pn в определенном
смысле более точна, чем оценка Qn.

Теорема 2.4.7. Рассмотрим случайные величины Yn, удовлетво-
ряющие условию

EY 3
n (EYn)1/2 ≤ K(EY 2

n )3/2, (2.4.23)

где K ≥ 1 есть абсолютная постоянная. Существует абсолютная по-
стоянная R (зависящая от K) такая, что для любых λn > 0, любых
случайных величин Yn, удовлетворяющих (2.4.23), и любых случайных
величин Xn, имеющих три конечных момента, выполнено неравен-
ство

Pn/Qn ≤ R.

В то же время существует такая последовательность троек
(λ0

n, Y
0
n , X0

n), где случайные величины Y 0
n удовлетворяют (2.4.23), а слу-

чайные величины X0
n имеют три конечных момента, что

Pn(λ0
n, Y 0

n , X0
n) −→ 0 (λn →∞),

но Qn(λ0
n, Y 0

n , X0
n) не стремится к нулю.

Замечание 2.4.1. Из этой теоремы следует, что (в рамках опи-
санного класса распределений случайных величин Yn и Xn) для всех
тех последовательностей распределений случайных величин Sn, асимп-
тотическую нормальность которых гарантирует оценка Qn, оценка Pn

также сообщает об их асимптотической нормальности (и имеет “не худ-
ший"порядок скорости сходимости к нулю, чем Pn). В то же время
наличие такой последовательности троек (λ0

n, Y 0
n , X0

n), что оценка Pn

“улавливает"асимптотическую нормальность соответствующей после-
довательности распределений случайных величин Sn, но оценка Qn это-
го не “улавливает", означает, что в рамках данного класса распределе-
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ний случайных величин Yn и Xn оценка вида Pn является асимптотиче-
ски более точной, чем оценка вида Qn. Естественно, можно выделить
и такой класс распределений случайных величин Yn и Xn, в рамках
которого асимптотически более точной является оценка Qn, однако в
данном разделе этот вопрос рассматриваеться не будет.

Замечание 2.4.2. Отметим, что условиям (2.4.23) удовлетворяют,
в частности, случайные величины Yn, удовлетворяющие условию

EY 3
n ≤ KEY 2

n

(K – абсолютная постоянная). Это следует из того, что

EY 3
n (EYn)1/2 ≤ KEY 2

n (EYn)1/2 ≤ K(EY 2
n )3/2.

В частности, этому условию удовлетворяют все случайные величины,
равномерно ограниченные величиной K.

Замечание 2.4.3. Неравенство K ≥ 1 вытекает из (2.4.25).
Доказательство Теоремы 2.4.7 основывается на следующем утвер-

ждении.
Лемма 2.4.6. Для любой невырожденной случайной величины Z,

имеющей три конечных момента, L(Z) ≤ C2L0(Z), причем можно
положить C2 = 2

√
2 < 2.83.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть EZ = α, DZ = σ2, Z0 = Z − α. Не
ограничивая общности, предположим, что α > 0. Тогда

L(Z) =
E|Z0 + α|3
(σ2 + α2)3/2

≤ E|Z0|3 + 3σ2α + 3E|Z0|α2 + α3

(σ2 + α2)3/2
≤

≤ E|Z0|3 σ3 + 3σ2α + 3σα2 + α3

σ3(σ2 + α2)3/2
.

Поскольку L0(Z) = E|Z0|3/σ3, то

L(Z) ≤ L0(Z) max
x≥0

(1 + x)3

(1 + x2)3/2
.

Максимум в правой части последнего неравенства достигается при
x = 1 и равен 2

√
2, откуда и следует утверждение леммы.

Д о к а з а т е л ь с т в о Теоремы 2.4.7. Во-первых, докажем,
что существует такая абсолютная постоянная R, что Pn/Qn ≤ R для
любой последовательности (λn, Yn, Xn), где Yn удовлетворяют (2.4.23),
а Xn имеют три момента. Отметим, что при r ≤ 2(1 + c)/(2c + c2)2
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выполняется неравенство M(r) ≥ R1r, где R1 = 1+c+(1+c) (2c+c2)/2.
Далее, при r ≥ 2(1 + c) (2c + c2)2 имеем

M(r)

r
=

1 + s2(r/2)

2(1− s2(r/2))2(r/2)
=

1 + s2(r/2)

2s3(r/2)
.

Последняя дробь – монотонно убывающая функция от r, значит,

M(r)

r
≥ R2 =

1 + s2((1 + c)/(2c + c2)2)

2s3((1 + c)/(2c + c2)2)
.

При r ≥ 0 выполняется неравенство M(r) ≥ R3r, где R3 =
min{R1, R2}. Имеем:

λ1/2
n Qn >

(EY 2
n )1/2

EYn

M(r1) ≥ C0R3

(EYn)1/2
L0(Xn). (2.4.24)

Рассмотрим теперь оценку Pn, которую мы возьмем из След-
ствия 2.4.1:

λ1/2
n Pn = C1L(Xn) L(Yn)

[
EX2

n

(EXn)2 + EYnDXn/EY 2
n

]3/2

.

Из неравенства Ляпунова (EY 2
n )2 ≤ EY 3

n EYn и (2.4.23) следует, что

1 ≤ (EY 2
n )1/2

(EYn)1/2
≤ EY 3

n

(EY 2
n )3/2

(EYn)1/2 ≤ K. (2.4.25)

Значит,

λ1/2
n Pn ≤ KC1L(Xn)

(EYn)1/2

[
(EXn)2 + DXn

(EXn)2 + K−2DXn

]3/2

≤ C1K
4L(Xn)

(EYn)1/2
. (2.4.26)

Итак,
Pn

Qn

≤ C1K
4

C0R3

· L(X)

L0(X)
.

В силу Леммы 2.4.6
Pn

Qn

≤ R =
C1C2K

4

C0R3

.

Первое из утверждений Теоремы 2.4.7 доказано. Для доказатель-
ства второго утверждения рассмотрим λ0

n = n, случайные величины
Y 0

n
d
= 1 и случайные величины X0

n, принимающие два значения: 2 с
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вероятностью 1/n и 1 с вероятностью 1 − 1/n, n = 2, 3, . . . . Тогда при
всех n ≥ 2 справедливы оценки

L0(X
0
n) > 0.68 n1/2

и
L(X0

n) < 1.2.

Очевидно, при таком выборе {Y 0
n } условие (2.4.23) выполняется с K =

1, в силу (2.4.26)
Pn < 1.2 C1/n

1/2 −→ 0

при n →∞, в то же время из (2.4.24) следует, что

Qn > 0.68 C0R3.

Теорема доказана.

2.4.5 Уточнения неравенства Берри–Эссеена для
пуассоновских случайных сумм

В данном разделе, основанном на работе (Шевцова, 2006а) мы предста-
вим результаты, обобщающие и уточняющие приведеное в разделе 2.4.2
неравенство Берри–Эссеена для пуассоновских случайных сумм. Эти
результаты по духу аналогичны уточнениям классического неравен-
ства Берри–Эссеена, приведенным в разделе 1.6.3. При этом, в отличие
от раздела 1.6.3, где рассматривались стандартизованные слагаемые,
мы рассмотрим пуассоновскиe суммы независимых одинаково распре-
деленных случайных величин X1, X2, . . ., удовлетворяющих условиям

EX1 = m, DX1 = σ2. (2.4.27)

Это делается для сохранения общности – ведь при случайном суммиро-
вании центрирование слагаемых константами оказывается эквивалент-
ным центрированию самих сумм случайными величинами, что, вообще
говоря, порождает некоторые проблемы при построении асимптотиче-
ских аппроксимаций для распределений случайных сумм. Результаты
данного раздела проясняют реальную точность оценок, приведенных
выше.

Пусть λ – положительное число, Nλ – пуассоновская случайная ве-
личина c параметром λ, распределение которой имеет вид

P(Nλ = k) = e−λλk/k!, k = 0, 1, . . .
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Мы будем предполагать, что для каждого λ > 0 случайные величины
Nλ, X1, X2, . . . независимы. Как и ранее, обозначим

Sλ = X1 + . . . + XNλ

(для определенности мы полагаем
∑0

j=1 = 0).
В этом разделе мы уточним приведенные выше результаты и рас-

пространим результаты, приведенные в разделе 1.6.3, на пуассоновские
случайные суммы, построим оценки скорости сходимости функции рас-
пределения

Fλ(x) ≡ P
(

Sλ − λm√
λ(m2 + σ2)

< x
)

к стандартной нормальной функции распределения Φ(x), которые поз-
волят оценить асимптотически правильные константы в неравенстве
Берри–Эссеена для пуассоновских случайных сумм.

При построении оценок равномерного расстояния

ρ(Fλ, Φ) = sup
x
|Fλ(x)− Φ(x)|

мы рассмотрим два случая: общий, когда мы не располагаем никакой
информацией о распределении слагаемых, кроме условия (2.4.27) и су-
ществования абсолютного момента порядка 2 + δ

β2+δ ≡ E|X1|2+δ < ∞ (2.4.28)

с δ ∈ (0, 1] и “гладкий” – когда вдобавок к условиям (2.4.27) и (2.4.28)
мы предполагаем абсолютную интегрируемость характеристической
функции f(t) случайной величины X1:

Q ≡
+∞∫

−∞
|f(t)|dt < ∞. (2.4.29)

Заметим, что из последнего условия согласно теореме Римана–Лебега
вытекает абсолютная непрерывность случайной величины X1 и, более
того, ограниченность ее плотности p(x) числом Q/2π:

A ≡ sup
x

p(x) =
1

2π
sup

x

+∞∫

−∞
e−itxf(t)dt ≤ 1

2π

+∞∫

−∞
|f(t)|dt =

Q

2π
.

При этом из доказанного в работе (Прохоров, 1963) неравенства A ≥
(2
√

3)−1, справедливого для всех абсолютно непрерывных случайных
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величин с нулевым ожиданием, единичной дисперсией и ограниченной
плотностью p(x), следует, что при условиях (2.4.27) число Q также не
может быть сколь угодно близко к нулю, а именно, всегда выполнено
неравенство

Q ≥ π

σ
√

3
.

Обозначим
m2

2 = EX2
1 (= m2 + σ2).

Характеристическую функцию нормированной суммы

ξλ ≡ Sλ − λm

m2

√
λ

будем обозначать fλ(t),

fλ(t) = Eeitξλ = E exp
{
it

Sλ − λm√
λ(m2 + σ2)

}
=

= exp
{
λ

[
f

(
t

m2

√
λ

)
− imt

m2

√
λ
− 1

]}
.

Вспомогательные результаты

Следующая лемма устанавливает связь между распределениями пуас-
соновских сумм и сумм случайных величин с неслучайным числом сла-
гаемых. Это утверждение является основным инструментом, который
мы будем использовать, применяя известные результаты, справедли-
вые в классической ситуации, к пуассоновским случайным суммам.

Обозначим
ν =

λ

n
.

Лемма 2.4.7. Распределение пуассоновской случайной суммы Sλ

совпадает с распределением неслучайной суммы n независимых оди-
наково распределённых случайных величин, каким бы ни было нату-
ральное число n ≥ 1:

X1 + . . . + XNλ

d
= Yν,1 + . . . + Yν,n, (2.4.30)

где при каждом n случайные величины Yν,1, . . . , Yν,n независимы и оди-
наково распределены. При этом, если случайная величина X1 удовле-
творяет условиям (2.4.27) и (2.4.28) с 0 < δ ≤ 1, то для моментов
случайной величины Yν,1 имеют место соотношения:

EYν,1 = m · ν, DYν,1 = m2
2 · ν,
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E|Yν,1 −mν|2+δ ≤ νβ2+δ(1 + 40ν) при n ≥ λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В основе доказательства лежит безгранич-
ная делимость пуассоновского распределения, из которой следует, что
для любого натурального n ≥ 1 характеристическая функция fSλ

(t)
пуассоновской суммы Sλ может быть представлена в виде

fSλ
(t) = exp {λ(f(t)− 1)} = [ exp {ν(f(t)− 1)}]n ≡ [fYν,1(t)]

n,

где ν = λ/n, а fYν,1 – характеристическая функция случайной вели-
чины Yν,1. Из её вида вытекает, что распределение каждого из слага-
емых Yν,1, . . . , Yν,n совпадает с распределенем случайной суммы исход-
ных случайных величин

Yν,k
d
= X1 + . . . + XNν , k = 1, . . . , n,

где Nν – случайная величина, распределённая по закону Пуассона с
параметром ν и независимая от последовательности X1, X2, . . . Отсюда
непосредственно вытекают соотношения между первым и вторым мо-
ментами случайных величин Yν,1 и X1. Докажем соотношение между
абсолютными моментами порядка 2 + δ. По формуле полной вероятно-
сти

E|Yν,1 −mν|2+δ ≤ e−ν
(
ν2+δ|m|2+δ + νE|X1 −mν|2+δ+

+
∞∑

k=2

νk

k!
E|X1 + . . . + Xk −mν|2+δ

)
.

Второе и третье слагаемые в этой сумме рассмотрим по отдельности.
Для этого, не ограничивая общности, будем считать, что n ≥ λ, то есть
ν ≤ 1. В силу неравенства Минковского мы имеем

(
E|X1 −mν|2+δ

) 1
2+δ ≤ (β2+δ)

1
2+δ + |m|ν = (β2+δ)

1
2+δ

(
1 +

|m|ν
(β2+δ)1/(2+δ)

)
.

Пользуясь тем, что ν ≤ 1 и 0 < δ ≤ 1, а также тем, что в силу неравен-
ства Ляпунова отношение |m|/β1/(2+δ)

2+δ не превосходит 1, получаем

E|X1 −mν|2+δ ≤ β2+δ(1 + ν)2+δ ≤ β2+δ(1 + ν)3 ≤ β2+δ(1 + 7ν).

Для оценивания третьего слагаемого заметим, что из неравенства Ля-
пунова несложно получить следующее неравенство (см., например,
(Бхаттачария и Ранга Рао, 1982), с. 62):

∣∣∣
k∑

i=1

xi

∣∣∣
r ≤ kr−1

k∑

i=1

|xi|r, xi ∈ IR, i = 1, . . . , k, r ≥ 1.
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При r = 2 + δ из этого неравенства вытекает, что

E|X1 + . . . + Xk −mν|2+δ ≤ E(|X1|+ . . . + |Xk|+ |m|ν)2+δ ≤
≤ (k + 1)1+δ(kβ2+δ + (|m|ν)2+δ) ≤ β2+δ(k + 1)3

(здесь мы воспользовались тем, что 0 < δ ≤ 1, |m|2+δ ≤ β2+δ и ν ≤ 1).
Таким образом

E|Yν,1 −mν|2+δ ≤ νE|X1 −mν|2+δ +
∞∑

k=2

νk

k!
E|X1 + . . . + Xk −mν|2+δ+

+ν2+δ|m|2+δ ≤ νβ2+δ[1 + (8 + K)ν],

где

K =
∞∑

k=2

(k + 1)3

k!
= 15e− 9 < 32

(см. доказательство Теоремы 2.4.3), откуда и следует утверждение лем-
мы.

Пусть X – произвольная случайная величина. Обозначим

Λ2+δ
0 (X) =

E|X − EX|2+δ

(DX)(2+δ)/2
, Λ2+δ

1 (X) =
E|X|2+δ

(EX2)(2+δ)/2
.

Величины Λ2+δ
0 (X) и Λ2+δ

1 (X) будем называть соответственно цен-
тральным и нецентральным ляпуновскими отношениями.

Очевидно, что

Λ2+δ
0 ≡ Λ2+δ

0 (X1) =
E|X1 −m|2+δ

σ2+δ
,

Λ2+δ
1 ≡ Λ2+δ

1 (X1) =
β2+δ

m2+δ
2

=
β2+δ

(m2 + σ2)(2+δ)/2
.

Величину

L2+δ
λ =

Λ2+δ
1

λδ/2
=

β2+δ

m2+δ
2 λδ/2

=
β2+δ

(m2 + σ2)(2+δ)/2λδ/2

мы будем называть нецентральной ляпуновской дробью порядка 2 + δ.
Из леммы 2.4.7 вытекает
Следствие 2.4.1. В предположениях (2.4.27) и (2.4.28) распреде-

ление стандартизованной пуассоновской случайной суммы

S̃λ =
Sλ − λm

m2

√
λ
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совпадает с распределением нормированной неслучайной суммы n
независимых одинаково распределённых стандартизованных случай-
ных величин, каким бы ни было натуральное число n ≥ 1:

S̃λ
d
=

1√
n

n∑

k=1

Zν,k,

где при каждом n случайные величины Zν,1, . . . , Zν,n независимы, оди-
наково распределены и имеют нулевое среднее и единичную дисперсию.
Кроме того, при всех n ≥ λ их абсолютный момент порядка 2+δ огра-
ничен величиной

E|Zν,1|2+δ ≤ Λ2+δ
1 (X1)(1 + 40ν)

(
n

λ

)δ/2

, ν =
λ

n
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 2.4.7, для любого
натурального n справедливо представление

S̃λ =
Sλ − λm

m2

√
λ

d
=

Yν,1 + . . . + Yν,n − nmν

m2

√
nν

≡ 1√
n

n∑

k=1

Zν,k,

в котором случайные величины

Zν,k ≡ Yν,k −mν

m2

√
ν

=
Yν,k − EYν,k√

DYν,k

независимы, одинаково распределены и имеют нулевое математическое
ожидание и единичную дисперсию, причем в силу той же леммы при
всех n ≥ λ имеет место соотношение

E|Zν,1|2+δ = Λ2+δ
0 (Yν,1) =

E|Yν,1 − EYν,1|2+δ

(DYν,1)(2+δ)/2
≤

≤ β2+δ(1 + 40ν)

m2+δ
2 νδ/2

= (1 + 40ν) · Λ2+δ
1 (X1)

νδ/2
. (2.4.31)

Неравенство Берри–Эссеена для пуассоновских случайных
сумм слагаемых с моментами порядка 2 + δ.

В этом разделе мы докажем аналог неравенства Берри–Эссеена для
пуассоновских случайных сумм, в которых слагаемые X1, X2, . . . удо-
влетворяют условиям (2.4.27) и (2.4.28). Прежде всего заметим, что,
используя тот же метод, которым была доказана Теорема 2.4.3, мы
можем легко получить следующее утверждение
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Теорема 2.4.8. Пусть выполнены условия (2.4.27) и (2.4.28) с 0 <
δ ≤ 1. Тогда

ρ(Fλ, Φ) ≤ Cδ · L2+δ
λ ,

где Cδ – абсолютная положительная константа из неравенства
Берри–Эссеена для неслучайных сумм. При этом для Cδ имеют место
оценки

δ = Cδ ≤ δ = Cδ ≤ δ = Cδ ≤ δ = Cδ ≤ δ = Cδ ≤
0.1 1.102 0.2 1.076 0.3 1.008 0.4 0.950 0.5 0.902
0.6 0.863 0.7 0.833 0.8 0.812 0.9 0.802 1.0 0.706

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу представления (2.4.30) и неравен-
ства Берри–Эссеена для неслучайных сумм (1.6.3) при каждом n ≥ 1
справедлива оценка

ρ(Fλ, Φ) ≤ Cδ

nδ/2
E|Zν,1|2+δ,

из которой с использованием неравенства (2.4.31) мы получаем

ρ(Fλ, Φ) ≤ Cδ

nδ/2
Λ2+δ

1

(n

λ

)δ/2(
1 +

40λ

n

)
,

откуда вследствие произвольности n вытекает требуемый результат.
Приведенная в формулировке теоремы таблица оценок констант Cδ от-
личается от полученной в работе (Tysiak, 1983) и приведенной также
в работе (Paditz, 1996) только значением, соответствующим δ = 1.0,
подробности см. в разделах 1.6.2 и 1.6.3. Теорема доказана.

Уточнение неравенства Берри–Эссеена для пуассоновских
случайных сумм

В данном разделе мы покажем, что на самом деле, неравенство, уста-
навливаемое Теоремой 2.4.8, по крайней мере для δ ∈ (0, 1) является
слишком грубым и может быть существенно уточнено. Более того, мы
уточним и неравенство Берри–Эссеена при δ = 1 для гладких распре-
делений слагаемых.

Теорема 2.4.9. Пусть выполнены условия (2.4.47) и (2.4.48) для
некоторого 0 < δ < 1. Тогда для всех λ > 0 справедлива оценка

ρ(Fλ, Φ) ≤ C(δ) · L2+δ
λ ,

где

C(δ) =
21−δ/2Γ(2+δ

2
)

π(1 + δ)(2 + δ)
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Доказательство этой теоремы основано на оценке скорости сходимо-
сти в центральной предельной теореме для сумм случайных величин с
неслучайным числом слагаемых, приведенной в разделе 1.6.3 (см. Тео-
рему 1.6.2). Для удобства ссылок мы сформулируем соответствующее
утверждение еще раз.

Пусть d – некоторое число, лежащее в интервале (0,
√

2). Введем
функции

a(δ, d) =
d2−δ

4



∞∑

r=2

1

r

(
d2

2

)r−2

 +

21−δ

(1 + δ)(2 + δ)
, (2.4.32)

b(δ, d) =
1

2
− dδ/2a(δ, d). (2.4.33)

Несложно видеть, что

∞∑

r=2

1

r

(
d2

2

)r−2

=
1

2
+

∞∑

j=1

1

j + 2

(
d2

2

)j

≤ 1

2
+

1

3

∞∑

j=1

(
d2

2

)j

=
1

2
+

d2

3(2− d2)
,

так что

lim
d→0+

a(δ, d) =
21−δ

(1 + δ)(2 + δ)
, lim

d→0+
b(δ, d) =

1

2
. (2.4.34)

Более того, можно убедиться, что функция b(δ, d) монотонно убывает
при d ∈ (0,

√
2), причем на интервале (0,

√
2) лежит единственный нуль

этой функции, который мы обозначим d(δ). Пусть

K(δ, d) =
Γ(2+δ

2
)

2π
· a(δ, d)

[b(δ, d)]1+δ/2
. (2.4.35)

Учитывая соотношения (2.4.34), легко видеть, что на интервале (0, d(δ))
функция K(δ, d) монотонно и непрерывно возрастает, причем

lim
d→0+

K(δ, d) = lim
d→0+

Γ(2+δ
2

)a(δ, d)

2π [b(δ, d)]1+δ/2
=

21−δ/2Γ(2+δ
2

)

π(1 + δ)(2 + δ)
≡ C(δ),

lim
d→d(δ)−

K(δ, d) = +∞.

Поэтому для любого 0 < ε < +∞ существует единственный корень
d(δ, ε) уравнения

K(δ, d) = C(δ) + ε, (2.4.36)

лежащий в интервале (0, d(δ)). При этом d(δ, ε) как функция ε моно-
тонно и непрерывно возрастает от 0 до d(δ) при ε, изменяющемся от 0
до +∞.
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Обозначим d̃(δ) = min{d(δ), (β2+δ)
−2(1−δ)/2},

Fn(x) = P

(
X1 + . . . + Xn − nm

σ
√

n
< x

)

Лемма 2.4.8. Пусть выполнены условия (2.4.27) и (2.4.28) для
некоторого 0 < δ ≤ 1. Предположим, что m = 0 и σ2 = 1. Тогда
для любого n ≥ 1 справедлива оценка

ρ(Fn, Φ) ≡ sup
x
|Fn(x)− Φ(x)| ≤ Cn(δ) · β2+δ

nδ/2
,

где

Cn(δ) = inf
γ0<γ<∞
0<d<d̃(δ)

{
1

2α(γ)− 1

[
K(δ, d) +

γα(γ)√
2πdn(1−δ)/2

]}
,

α(γ) =
2

π

γ/2∫

0

(
sin y

y

)2

dy

(
=

2

πγ
(γSi(γ) + cos γ − 1)

)
,

а γ0 – решение уравнения α(γ) = 1/2 (можно вычислить, что γ0 ≈
1.69958). Функция K(δ, d) определена в (2.4.35).

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы см. в разделе 1.6.3.
Д о к а з а т е л ь с т в о Теоремы 2.4.9. Представим распределение

стандартизованной пуассоновской суммы, согласно следствию 2.4.1, в
виде нормированной суммы независимых одинаково распределённых
случайных величин Zν,k, k = 1, n, каково бы ни было натуральное число
n ≥ λ (напомним, что ν = λ/n):

S̃λ
d
=

1√
n

n∑

k=1

Zν,k, EZν,k = 0, DZν,k = 1,

E|Zν,1|2+δ ≤ (1 + 40ν)Λ2+δ
1 (X1)

(
n

λ

)δ/2

.

Отсюда вытекает, что

ρ(Fλ, Φ) ≤ inf
n≥λ

ρ(Fn, Φ),

где

Fn(x) = P
(

1√
n

n∑

k=1

Zν,k < x
)
.
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Для случайных величин Zν,k, k = 1, . . . , n выполнены все условия Лем-
мы 2.4.8, поэтому для правой части последнего соотношения справед-
ливо неравенство

inf
n≥λ

ρ(Fn, Φ) ≤ inf
n≥λ

Cn(δ) · E|Zν,1|2+δ

nδ/2
≤

≤ lim
n→∞Cn(δ) · Λ2+δ

1 (X1)(1 + 40λ/n)

λδ/2
≤

≤ L2+δ
λ · inf

γ0<γ<∞
0<d<d̃(δ)

lim
n→∞

{
1

2α(γ)− 1

[
K(δ, d) +

γα(γ)√
2πdn(1−δ)/2

]}
.

Поскольку δ < 1, второе слагаемое под знаком предела в последнем
соотношении стремится к нулю при n →∞, а значит

ρ(Fλ, Φ) ≤ L2+δ
λ · inf

γ0<γ<∞
0<d<d̃(δ)

K(δ, d)

2α(γ)− 1
=

= L2+δ
λ · lim

γ→∞
d→0

K(δ, d)

2α(γ)− 1
= C(δ) · L2+δ

λ ,

что и требовалось доказать. Теорема доказана.
Заметим, что оценка, устанавливаемая Теоремой 2.4.9, “лучше”, чем

аналогичные (при m = 0 и σ2 = 1) оценки для сумм случайных вели-
чин с неслучайным числом слагаемых, приведенные в разделе 1.6.3 как
для общей, так и для “гладкой” ситуации. Действительно, коэффициент
Cn(δ) при ляпуновской дроби порядка 2 + δ при всех δ ∈ (0, 1) строго
больше, чем коэффициент C(δ) при L2+δ

λ . В “гладком” случае (когда
слагаемые имеют ограниченную плотность) оценка в классической си-
туации имеет вид суммы двух слагаемых, одно из которых медленнее
всего убывает по n и представляет собой произведение ляпуновской
дроби порядка 2 + δ на сумму C(δ) и сколь угодно малой положитель-
ной “добавки” ε, а второе убывает экспоненциально быстро с ростом
числа слагаемых, но бесконечно возрастает при ε → 0. В том же разде-
ле было показано, что от положительной “добавки” ε в коэффициенте
при первом слагаемом можно избавиться, но за счет существенного
ухудшения скорости убывания второго слагаемого: с экспоненциаль-
ной до степенной; в случае же пуассоновских сумм при L2+δ

λ мы сразу
имеем C(δ) без каких бы то ни было “добавок”, и второе слагаемое при
этом просто равно нулю.

Теорема 2.4.9 довольно существенно уточняет неравенство
ρ(Fλ, Φ) ≤ CδL

2+δ
λ , составляющее утверждение Теоремы 2.4.8. Для Cδ
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при δ = 0.1, 0.2, . . . , 0.9, известны оценки, значения которых изменя-
ются от 0.8 при δ = 0.9 до 1.1 при δ = 0.1 (см. таблицу, приведенную в
Теореме 2.4.8). Из Теоремы 2.4.9 вытекает неравенство

Cδ ≤ C(δ),

справедливое для δ ∈ (0, 1).
Значения C(δ) при некоторых δ приведены в следующей таблице:

δ C(δ) δ C(δ) δ C(δ)
0.05 0.2867 0.40 0.1515 0.75 0.0907
0.10 0.2592 0.45 0.1399 0.80 0.0850
0.15 0.2352 0.50 0.1294 0.85 0.0797
0.20 0.2141 0.55 0.1201 0.90 0.0750
0.25 0.1955 0.60 0.1116 0.95 0.0706
0.30 0.1791 0.65 0.1040 1.00 0.0665
0.35 0.1645 0.70 0.0970

Сопоставляя эту таблицу с таблицей значений константы Cδ, приве-
денной в Теореме 2.4.8, мы замечаем, что при всех значениях δ ∈ (0, 1)
величина C(δ) существенно меньше Cδ. При этом отношение Cδ/C(δ)
изменяется от 4 (при малых δ) до примерно 11 (при δ, близких к еди-
нице).

Несложно убедиться, что

sup
0<δ<1

C(δ) = lim
δ→0+

21−δ/2Γ(2+δ
2

)

π(1 + δ)(2 + δ)
=

1

π
< 0.31831,

поэтому мы получаем следующую равномерную по δ оценку постоян-
ной C(δ) в аналоге неравенства Берри–Эссеена для пуассоновских слу-
чайных сумм слагаемых в случае, когда слагаемые не имеют третьих
моментов.

Следствие 2.2.2. В условиях (2.4.27) и (2.4.28) с δ ∈ (0, 1) выпол-
нено неравенство C(δ) ≤ 1/π. Другими словами,

ρ(Fλ, Φ) ≤ 1

π
· L2+δ

λ .

“Гладкий” случай

В этом разделе мы сосредоточися на случае δ = 1, то есть будем счи-
тать, что

β3 ≡ E|X1|3 < ∞. (2.4.37)
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Нашей целью будет уточнение неравенства Берри–Эссеена, устанавли-
ваемого Теоремой 2.4.3, при дополнительном условии гладкости рас-
пределений слагаемых.

Асимптотические свойства пуассоновских случайных сумм сходны
с соответствующими свойствами сумм случайных величин с неслучай-
ным числом слагаемых. Однако эта аналогия не абсолютна. Например,
в отличие от распределений сумм с неслучайным числом абсолютно
непрерывных случайных величин, распределение определенной выше
пуассоновской случайной суммы не является абсолютно непрерывным
из-за атома в нуле. Функцию распределения центрированной и норми-
рованной пуассоновской суммы

S̃λ =
Sλ − λm√
λ(m2 + σ2)

=
Sλ − λm

m2

√
λ

можно представить в виде смеси двух функций распределения: вырож-
денной в нуле и абсолютно непрерывной, то есть

Fλ(x) ≡ P(Sλ < λm + m2

√
λx) =

= e−λE0(λm + m2

√
λx) + (1− e−λ)Hλ(x), x ∈ IR, (2.4.38)

где E0(x) – функция распределения с единственным единичным скач-
ком в нуле, а Hλ(x) – абсолютно непрерывная функция распределения,

Hλ(x) =
e−λ

1− e−λ

∞∑

k=1

λk

k!
F ∗k(λm + m2

√
λx), x ∈ IR,

где F ∗k – k-кратная свертка функции распределения F (x) случайной
величины X1 с самой собой. Поскольку e−λ → 0 при λ →∞, функция
распределения Fλ(x) становится “все более и более” абсолютно непре-
рывной при возрастании λ. С другой стороны, как мы уже убедились,
при λ → ∞ функция распределения Fλ(x) асимптотически нормальна
(см. раздел 2.4.1). Следовательно, абсолютно непрерывная компонен-
та Hλ функции распределения Fλ асимптотически нормальна. В этом
разделе мы распространим результаты, приведенные в разделе 1.6.3, на
пуассоновские случайные суммы и построим оценки скорости сходимо-
сти функций распределения Fλ(x) к стандартной нормальной функции
распределения Φ(x) при условии абсолютной непрерывности распреде-
лений слагаемых.

Характеристическую функцию, соответствующую функции распре-
деления Hλ(x), обозначим hλ(t). Чтобы получить её явное выражение,
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запишем характеристическую функцию fλ(t) в виде смеси характери-
стических функций вырожденного в точке (−m

√
λ/m2) распределения,

вес которого равен e−λ, и абсолютно непрерывного Hλ с весом 1− e−λ:

fλ(t) = exp

{
−λ

(
imt

m2

√
λ

+ 1

)}
+ (1− e−λ)hλ(t),

откуда находим, что

hλ(t) =
e−λ

1− e−λ
exp

{
− it · m

√
λ

m2

} [
exp

{
λf

(
t

m2

√
λ

)}
− 1

]
.

Заметим, что характеристические функции hλ(t) и fλ(t) связаны соот-
ношением

hλ(t)− fλ(t) =
e−λ

1− e−λ

(
fλ(t)− exp

{
− it · m

√
λ

m2

})
. (2.4.39)

В этом разделе мы будем предполагать, что характеристическая
функция f(t) случайной величины X1 абсолютно интегрируема, то есть
выполнено условие (2.4.29). Как уже было сказано выше, последнее
условие гарантирует абсолютную непрерывность случайной величины
X1, и, более того, ограниченность ее плотности p(x) числом A ≤ Q/(2π),
где число Q определено соотношением (2.4.29).

Теорема 2.4.10. Предположим, что выполнены условия (2.4.27),
(2.4.37) и (2.4.29). Тогда для любого λ > 0 справедлива оценка

ρ(Fλ, Φ) ≡ sup
x
|Fλ(x)− Φ(x)| ≤

≤ inf
0<d<

√
2

{
(1− d/3)−3/2

6
√

2π
· L3

λ + Uλ(Q,m2, β3, d)
}
,

где

Uλ(Q,m2, β3, d) = e−λ +
e−λ

π(1− e−λ)

(
d2λ

4Λ6
1

+
d
√

λ

Λ3
1

)
+

Λ6
1

πd2λ
exp

{
− d2λ

2Λ6
1

}
+

+
Qm2Λ

3
1λ

2πd(1− e−λ)
exp

{
− 4d2λ

3Q2m2
2Λ

6
1

(
1−

( 2d

πΛ2
1

)3)3
}

.

Заметим, что для любого 0 < d <
√

2 второе слагаемое
Uλ(Q,m2, β3, d) убывает экспоненциально быстро с ростом λ.

Поскольку основной вклад в оценку, устанавливаемую Теоре-
мой 2.4.10, вносит первое слагаемое под знаком инфимума в правой
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части, медленнее других убывающее по λ, существенную роль играет
абсолютная константа в этом слагаемом. С целью сделать вид этой кон-
станты более наглядным, мы приведём еще одну, эквивалентную, но, на
наш взгляд, более удобную формулировку Теоремы 2.4.10. Для этого
заметим, что функция (1−d/3)−3/2 непрерывно и монотонно возрастает
на интервале (0,

√
2), так что её инфимум совпадает с предельным зна-

чением в нуле и равен единице. Поэтому для любого положительного
ε найдется единственный корень d = dε уравнения

(1− d/3)−3/2 = 1 + 6
√

2πε, ε > 0,

лежащий в интервале (0,
√

2). Легко видеть, что корень указанного
уравнения равен

dε = 3(1− (1 + 6
√

2πε)2/3). (2.4.40)

С учетом сказанного Теорема 2.4.10 приобретает следующий вид.
Теорема 2.4.11. Предположим, что выполнены условия (2.4.27),

(2.4.37) и (2.4.29). Тогда для любого λ > 0 справедлива оценка

ρ(Fλ, Φ) ≤ inf
ε>0

{ (
1

6
√

2π
+ ε

)
· L3

λ + Uλ(Q,m2, β3, dε)
}
,

где dε определено в (2.4.40), а Uλ(Q, m2, β3, dε) – в формулировке Теоре-
мы 2.4.10.

Для доказательства Теоремы 2.4.10 нам понадобится пара вспомо-
гательных утверждений.

Лемма 2.4.9. Пусть выполнены условия (2.4.27) и (2.4.37). Тогда
для любого t ∈ IR

∣∣∣∣∣f(t)− 1− imt +
m2

2t
2

2

∣∣∣∣∣ ≤
1

6
· β3|t|3.

Д о к а з а т е л ь с т в о можно найти, например, в работе (Королев
и Шевцова, 2005а).

Лемма 2.4.9.Пусть выполнены условия (2.4.27) и (2.4.37). Тогда
для любого λ > 0, и любого d ∈ (0,

√
2) при |t| ≤ Tλ ≡ d

√
λ/Λ3

1 справед-
лива оценка

∣∣∣fλ(t)− e−t2/2
∣∣∣ ≤ |t|3

6
· L3

λ · e−b(d)t2 , где b(d) =
1

2
− d

6
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Характеристическая функция fλ(t)
стандартизованной пуассоновской суммы S̃λ равна

fλ(t) = exp

{
λ

(
f

(
t

m2

√
λ

)
− imt

m2

√
λ
− 1

)}
.

Поэтому

∣∣∣fλ(t)− e−t2/2
∣∣∣ = e−t2/2

∣∣∣∣∣exp

{
λ

(
f

(
t

m2

√
λ

)
− imt

m2

√
λ
− 1

)
+

t2

2

}
− 1

∣∣∣∣∣ ≤

≤ e−t2/2|h(t)|e|h(t)|, (2.4.41)

где

h(t) = λ

(
f

(
t

m2

√
λ

)
− imt

m2

√
λ
− 1

)
.

Оценим h(t). Из Леммы 2.4.8 вытекает, что существует такое комплекс-
ное число θ, |θ| ≤ 1, что

f(t) = 1 + imt− m2
2t

2

2
+

θ

6
· β3|t|3,

поэтому h(t) можно представить в виде

h(t) = λ

(
− t2

2λ
+ θ · β3|t|3

6m3
2λ

3/2

)
+

t2

2
= θ · Λ3

1|t|3
6
√

λ
,

откуда вытекают справедливые для всех действительных t и для |t| ≤
d
√

λ/Λ3
1, соответственно, оценки

|h(t)| ≤ Λ3
1|t|3

6
√

λ
и |h(t)| ≤ dt2

6
.

Подставляя их в соотношение (2.4.41), получаем утверждение леммы.
Д о к а з а т е л ь с т в о Теоремы 2.4.10. Из разложения (2.4.38)

функции распределения Fλ(x) на дискретную E0(x) и абсолютно непре-
рывную Hλ(x) компоненты вытекает, что равномерное расстояние меж-
ду Fλ и Φ связано с расстоянием между Hλ и Φ неравенством

ρ(Fλ, Φ) ≤ e−λ + ρ(Hλ, Φ), (2.4.42)

так как
sup

x
|E0(λm + m2

√
λx)− Φ(x)| ≤ 1.
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Оценим величину ρ(Hλ, Φ) = supx |Hλ(x)− Φ(x)|.
Из определения характеристической функции hλ(t) с учетом нера-

венства |ez − 1| ≤ |z|e|z|, справедливого для любого комплексного z,
вытекает оценка

|hλ(t)| ≤ λ

1− e−λ

∣∣∣∣∣f
(

t

m2

√
λ

)∣∣∣∣∣ ,

из которой в силу абсолютной интегрируемости характеристической
функции f(t) следует абсолютная интегрируемость и характеристиче-
ской функции hλ(t). Это свойство hλ(t), а также моментные условия,
налагаемые на распределение слагаемых, позволяют воспользоваться
замечанием к Лемме 12.2 из книги (Бхаттачария и Ранга Рао, 1982),
связывающим равномерное расстояние между двумя функциями рас-
пределения и разность соответствующих им характеристических функ-
ций. Имеем

2πρ(Hλ, Φ) ≤
+∞∫

−∞

|hλ(t)− e−t2/2|
|t| dt ≤ I1 + I2 + I3,

где

I1 =

+Tλ∫

−Tλ

|hλ(t)− e−t2/2|
|t| dt, I2 =

∫

|t|>Tλ

|t|−1e−t2/2dt,

I3 = l|t| > Tλ|t|−1|hλ(t)|dt, Tλ =
d
√

λ

Λ3
1

=
dm3

2

√
λ

β3

.

Оценим интегралы I1, I2, I3. Имеем

I1 ≤
+Tλ∫

−Tλ

|hλ(t)− fλ(t)|
|t| dt +

+Tλ∫

−Tλ

|fλ(t)− e−t2/2|
|t| dt ≡ I11 + I12.

Заметим, что поскольку ES̃λ = 0 и DS̃λ = 1, то для характеристиче-
ской функции fλ случайной величины S̃λ при всех t ∈ IR справедливо
неравенство

|fλ(t)−e−itm
√

λ/m2| ≤ |fλ(t)−1|+|e−itm
√

λ/m2−1| ≤ t2

2
+
|m|√λ

m2

|t| ≤ t2

2
+
√

λ|t|,

откуда с учетом соотношения (2.4.39) для интеграла I11 вытекает оцен-
ка

I11 =

+Tλ∫

−Tλ

|hλ(t)− fλ(t)|
|t| dt ≤ e−λ

1− e−λ

+Tλ∫

−Tλ

|t|−1
∣∣∣fλ(t)− e−itm

√
λ/m2

∣∣∣ dt ≤
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≤ e−λ

1− e−λ

+Tλ∫

−Tλ

( |t|
2

+
√

λ
)
dt =

e−λ

1− e−λ

(
T 2

λ

2
+ 2Tλ

√
λ

)
=

=
e−λ

1− e−λ

(
d2λ

2Λ6
1

+
2d
√

λ

Λ3
1

)
.

Величину I12 оценим при помощи Леммы 2.4.9. Поскольку при всех
0 < d <

√
2 функция b(d) = 1/2 − d/6 строго положительна, I12 мажо-

рируется следующим сходящимся интегралом.

I12 ≤ L3
λ

6

+∞∫

−∞
|t|2e−b(d)t2dt =

√
π

12[b(d)]3/2
· Λ3

1√
λ

=

√
2π

6(1− d/3)3/2
· Λ3

1√
λ

.

Интеграл I2 оценивается непосредственно:

I2 ≤ 2

T 2
λ

∞∫

Tλ

te−t2/2dt =
2

T 2
λ

∞∫

T 2
λ

/2

e−ydy =
2Λ6

1

d2λ
exp

{
− d2λ

2Λ6
1

}
.

Очевидно, что

I3 ≤ 1

Tλ

∫

|t|>Tλ

|hλ(t)|dt =
m2

√
λe−λ

Tλ(1− e−λ)

∫

m2

√
λ|t|>Tλ

|exp {λf(t)} − 1| dt ≤

≤ m2Λ
3
1λe−λ

d(1− e−λ)

∫

|t|>d(Λ3
1m2)−1

|f(t)|eλ|f(t)|dt.

Для оценки подынтегральной функции мы воспользуемся Следстви-
ем 2.5.1 из книги (Ushakov, 1999), согласно которому, если существует
E |X1|3 ≡ β3 и sup

x
p(x) = A < ∞, то для любого γ ∈ (0, 1)

|f(t)| ≤ 1− (1− γ)3γ2/3

12A2(β3)2/3
, при |t| > πγ1/3

2(β3)1/3
≡ tγ.

Так как Λ3
1 = β3/m

3
2 ≥ 1 , то в качестве γ можно взять

γ =

(
2d

πΛ2
1

)3

≤
(

2d

π

)3

<
(

2
√

2

π

)3

< 1.

При таком выборе γ граница интегрирования d(Λ3
1m2)

−1 в точности
совпадает с tγ, и с учетом того, что A ≤ Q/(2π), мы можем продолжить
цепочку оценок для I3 следующим образом:

I3 ≤ m2Λ
3
1λ

d(1− e−λ)
exp

{
−λ(1− γ)3γ2/3

12A2β
2/3
3

} +∞∫

−∞
|f(t)| dt ≤
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≤ Qm2Λ
3
1λ

d(1− e−λ)
exp

{
− 4d2λ

3Q2m2
2Λ

6
1

(
1−

( 2d

πΛ2
1

)3)3
}

.

Теперь, объединяя оценки для интегралов I11, I12, I2, I3, подставляя их
в (2.4.42) и замечая, что получившаяся правая часть не зависит от x,
мы приходим к утверждению теоремы. Теорема доказана

Пусть ελ, λ > 0 – положительная функция, монотонно убывающая
к нулю при λ →∞. Выберем эту функцию так, чтобы при всех Q, m2

и β3

Uλ(Q,m2, β3, dε) = o(λ−1/2), (λ →∞)

(такой выбор возможен в силу экспоненциально быстрого убывания
функции Uλ(Q,m2, β3, d) при λ → ∞, а также её монотонной и непре-
рывной зависимости от аргумента d). Тогда, подставляя указанную
функцию ελ в оценку из Теоремы 2.4.11, мы приходим к заключению
о справедливости следующего утверждения.

Следствие 2.4.3. В условиях (2.4.27), (2.4.37) и (2.4.29) при λ →
∞

ρ(Fλ, Φ) ≤ 1

6
√

2π
· L3

λ + o(L3
λ),

где C(δ) определено в формулировке Теоремы 2.4.9, причем для вели-
чины o(L2+δ

n ) справедливо представление

o(L3
λ) =

β3ελ

m3
2

√
λ

+ Uλ(Q,m2, β3, dελ
).

Отсюда вытекает следующая оценка асимптотически наилучшей
постоянной C(1).

Следствие 2.4.4. В условиях (2.4.27), (2.4.37) и (2.4.29) справед-
ливо соотношение

C(1) = sup lim sup
λ→∞

m3
2

√
λ

β3

ρ(Fλ, Φ) ≤ 1

6
√

2π
< 0.0665,

где супремум берется по всем распределениям F , удовлетворяющим
условиям (2.4.27), (2.4.37) и (2.4.29), что означает, что для распре-
делений с интегрируемой характеристической функцией C(δ) непре-
рывна в точке δ = 1.

Результат, объявленный в Следствии 2.4.4, полностью согласуется
с асимптотическим разложением функции распределения Fλ стандар-
тизованной пуассоновской случайной суммы S̃λ (см. раздел 2.5), из ко-
торого, в частности, вытекает, что он неулучшаем.



144 2. Свойства случайных сумм

Рассмотрим подробнее структуру оценки точности нормальной ап-
проксимации для случая гладких распределений. Стремясь избавиться
от присутствия ε в формулировке Теоремы 2.4.11, попытаемся уточ-
нить вид члена o(L3

λ) в следствии 2.4.3. С этой целью заметим, что для
ε = ε(d) = ((1−d/3)−3/2−1)/(6

√
2π) как функции параметра d ∈ (0,

√
2)

справедлива оценка
ε(d) ≤ 0.1637 · d.

В самом деле, поскольку d/3 <
√

2/3 < 1,

(1− d/3)−3/2 = 1 + R1, R1 =
3

2

(
1− θd

3

)−5/2

· d

3
, 0 < θ < 1,

так что при всех d ∈ (0,
√

2)

|R1| ≤ d

2

(
1− d

3

)−5/2

≤ d

2

(
1−

√
2

3

)−5/2

< 2.4613 · d,

поэтому

ε(d) ≤ |R1|
6
√

2π
<

2.4613 · d
6
√

2π
< 0.1637 · d.

Очевидно, что порядок, устанавливаемый этой оценкой, правильный,
то есть

0 < lim
d→0

ε(d)

d
< ∞.

Кроме того заметим, что из Теоремы 2.4.11 вытекает существование
таких не зависящих от λ и d положительных конечных констант k1, k2,
K1, и K2, что

ρ(Fλ, Φ) ≤ 1

6
√

2π
· Λ3

1√
λ

+ ε(d) · Λ3
1√
λ

+
K1λ

d(1− e−λ)
e−k1d2λ +

K2

d2λ
e−k2d2λ+

+
(

d2λ

4πΛ6
1(1− e−λ)

+
d
√

λ

πΛ3
1(1− e−λ)

+ 1
)
e−λ. (2.4.43)

В качестве k1, k2, K1, и K2, очевидно, можно взять

k1 =
4

3Q2m2
2Λ

6
1

(
1−

(
2
√

2

π

)3)3

=
0.0263

Q2m2
2Λ

6
1

, k2 =
1

2Λ6
1

,

K1 =
Qm2Λ

3
1

2π
, K2 =

Λ6
1

π
.

Выберем функцию d = dλ так, чтобы порядки убывания всех слагае-
мых, начиная со второго, в соотношении (2.4.43) были бы максимально
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близки. Очевидно, медленнее всех из этих слагаемых убывает третье,
поэтому будем подбирать функцию d = dλ таким образом, чтобы по-
рядки второго и третьего слагаемых совпадали с точностью до лога-
рифмического множителя в некоторой степени. С учетом соотношения
ε(d) ∼ d, d → 0, мы приходим к заключению о том, что в этом случае
функция dλ должна удовлетворять соотношению

λd2
λ =

5 ln λ

2 min(k1, k2)
=

5 ln λ

2k1

=
5Q2m2

2Λ
6
1 ln λ

2 · 0.0263
= 95.0570 ·Q2m2

2Λ
6
1 ln λ.

Отсюда

dλ =

(
ln λ

λ

)1/2 (
5

2 min(k1, k2)

)1/2

= 9.7497 ·Qm2Λ
3
1

(
ln λ

λ

)1/2

.

Подставим выбранную таким образом функцию dλ в слагаемые из со-
отношения (2.4.43) и получим оценки

ε(dλ) · Λ3
1√
λ
≤ 1.5961 ·Qm2Λ

6
1

√
ln λ

λ
,

K1λ

dλ(1− e−λ)
e−k1d2

λλ ≤ 0.0164

(1− e−λ)λ
√

ln λ
,

K2

d2
λλ

e−k2d2
λλ ≤ 1.2104

Q2m2
2λ

5/2 ln λ
.

Подставляя последние три оценки в (2.4.43), мы приходим к следую-
щему утверждению.

Следствие 2.4.5 В условиях (2.4.27), (2.4.37) и (2.4.29)

ρ(Fλ, Φ) ≤ 1

6
√

2π
· Λ3

1√
λ

+ 1.5961 ·Qm2Λ
6
1

√
ln λ

λ
+

0.0164

(1− e−λ)λ
√

ln λ
+

+
1.2104

Q2m2
2λ

5/2 ln λ
+

(
7.5644 ·Q2m2

2 ln λ

1− e−λ
+

3.1035 ·Qm2

√
ln λ

1− e−λ
+ 1

)
e−λ.

Оценка из этого следствия лучше, чем аналогичная оценка для сумм
случайных величин с неслучайным числом слагаемых: если второе по
скорости убывания слагаемое в классическом случае убывало, как

(ln n)1/4

n3/4
,

(n – число слагаемых), то здесь оно убывает, как

(ln λ)1/2

λ
,

то есть гораздо быстрее.
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2.5 Асимптотические pазложения для обоб-
щенных пуассоновских pаспpеделений

В этом pазделе, следуя работам (Cramér, 1955) и (von Chossy and Rappl,
1983), мы пpиведем асимптотические разложения Эджворта для функ-
ций распределения пуассоновских случайных сумм.

Пусть X1, X2, . . . – независимые одинаково pаспpеделенные случай-
ные величины. Пусть Nλ – случайная величина, имеющая pаспpеделе-
ние Пуассона с паpаметpом λ. Пpедположим, что пpи каждом λ > 0
случайные величины Nλ, X1, X2, . . . независимы. Обозначим через

Sλ = X1 + . . . + XNλ

пуассоновскую случайную сумму. Пpедположим, что существуют
EX1 = a и DX1 = σ2 > 0. Для целых k ≥ 0 обозначим EXk

1 = αk.
Естественно, α0 = 1, α1 = a и α2 = σ2 + a2. Хаpактеpистическую функ-
цию случайных величин X1 и Sλ будем соответственно обозначать f(t)
и hλ(t). Хоpошо известно, что если f(z) r pаз непpеpывно диффеpен-
циpуема, то пpи t → 0

f(t) = 1 + iat− α2t
2

2
+ (it)2

r−2∑

k=1

(it)kαk+2

(k + 2)!
+ o(tr). (2.5.1)

Напомним следующие определения.
Опpеделение 2.5.1. Будем говоpить, что случайная величина X

имеет pешетчатое pаспpеделение, если все числа xn такие, что
∑

n≥1

P(X = xn) = 1,

пpинадлежат множеству {b + nh, n = 0,±1,±2, . . .} пpи некотоpых
b ∈ IR и h > 0.

Хоpошо известно, что pаспpеделение случайной величины X pешет-
чато тогда и только тогда, когда существует t0 6= 0 такое, что

E exp{it0X} = 1. (2.5.2)

Более того, если (2.5.2) выполнено пpи некотоpом t0 6= 0, то в качестве
шага pаспpеделения случайной величины X можно выбpать h = 2π/t0
(см., напpимеp, (Лукач, 1979)).

Опpеделение 2.5.2. Будем говоpить, что случайная величина X1

удовлетвоpяет условию Кpаме́pа (C), если

lim sup
|t|→∞

|f(t)| < 1. (2.5.3)
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Стандаpтную ноpмальную функцию pаспpеделения и соответству-
ющую ей плотность как всегда будем соответственно обозначать Φ(x)
и φ(x).

Опpеделение 2.5.3. Для k = 0, 1, 2, . . . опpеделим функцию
Hk(x) : IR → IR как

Hk(x) ≡ (−1)k φ(k)(x)

φ(x)
.

Функция Hk(x), x ∈ IR, определенная таким обpазом, очевидно, явля-
ется полиномом степени k. Назовем Hk(x) полиномом Эpмита поpядка
k.

Легко убедиться, что

H0(x) = 1, H1(x) = x, H2(x) = x2 − 1, H3(x) = x3 − 3x,

H4(x) = x4−6x2+3, H5(x) = x5−10x3+15x, H6(x) = x6−15x4+45x2−15.

Пусть m – целое неотpицательное число и qk ∈ IR, k = 0, . . . , m. Рас-
смотpим полином

q(x) =
m∑

k=0

qkx
k.

Пусть H0(x), . . . , Hm(x) – полиномы Эpмита. Положим

Q(x) =
m∑

k=0

qkHk(x).

Тогда легко видеть, что функция

ψ(t) = q(it) exp{−t2/2}

является пpеобpазованием Фуpье функции

Ψ(x) = Q(x)φ(x).

Всюду в этом pазделе мы будем считать, что r ≥ 3 – фиксиpованное
целое число.

Для комплексных z положим

f̃(z) =
r−2∑

k=1

αk+2z
k

(k + 2)!
.
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Очевидно, что f̃(z) – полином степени ≤ r − 2 с вещественными ко-
эффициентами, пpичем f̃(0) = 0. Из (2.5.1) вытекает, что пpи t → 0
спpаведливо соотношение

f(t)− 1− iat +
α2t

2

2
= (it)2f̃(it) + o(tr).

Для λ > 0 и комплексного z положим

pλ(z) =
r−2∑

k=1

1

k!

[
z2

α2

f̃
(

z√
λα2

)]k

. (2.5.4)

Можно убедиться, что существуют целое m ≥ 3 и полиномы qk(z) с ве-
щественными коэффициентами, k = 3, . . . , m, не зависящие от λ, такие,
что

pλ(z) =
m∑

k=3

λ−k/2+1qk(z) (2.5.5)

пpи всех λ > 0 и комплексных z. Пpи этом полиномы qk(z) опpеделя-
ются соотношениями (2.5.4) и (2.5.5) единственным обpазом. Пусть

qk(z) =
Lk∑

j=3

qk,jz
j (2.5.6)

– соответствующее пpедставление qk(z) с qk,j ∈ IR (j = 3, . . . , Lk), Lk ≥ 3
(k = 3, . . . , m). Пусть Hj(x) – полиномы Эpмита. Для x ∈ IR и k =
3, . . . , m положим

Rk(x) = −
Lk∑

j=3

qk,jHj−1(x). (2.5.7)

Замечание 2.5.1. С помощью элементаpных вычислений из (2.5.4)
и (2.5.5) для λ > 0 и комплексного z получаем

pλ(z) =
(r−2)2+2∑

k=3

λ−k/2+1
∑

k−2
r−2

≤j≤k−2

αk,jz
k+2(j−1),

где
j!αk,j =

∑
3≤n1≤...≤nj≤r

n1+...+nj=k+2(j−1)

αn1 · . . . · αnj

n1! · . . . · nj!
α
−k/2−j+1
2 .

Таким обpазом, в (2.5.5) и (2.5.6) следует положить m = (r − 2)2 + 2 и
Lk = 3(k − 2) (k = 3, . . . ,m).
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Опpеделение 2.5.4. Функция Rk(x), опpеделяемая соотношением
(2.5.7), называется полиномом Эджвоpта поpядка k.

Для x ∈ IR положим

Gλ,r(x) = Φ(x) + φ(x)
r∑

k=3

λ−k/2+1Rk(x).

Замечание 2.5.2. Пpи r = 3 имеем

R3(x) = − α3

6α
3/2
2

H2(x),

Gλ,3(x) = Φ(x)− α3

6α
3/2
2

√
λ

(x2 − 1)φ(x). (2.5.8)

Для r = 4 имеем

R4(x) = − α4

24α2
2

H3(x)− α2
3

72α3
2

H5(x),

Gλ,4(x) = Φ(x)− α3

6α
3/2
2

√
λ

(x2 − 1)φ(x)−

−φ(x)

λ

[
α4

24α2
2

(x3 − 3x)− α2
3

72α3
2

(x5 − 10x3 + 15x)
]
. (2.5.9)

Более того, пусть æ3(Sλ) и æ4(Sλ) – соответственно коэффициенты
асимметpии и эксцесса случайной величины Sλ,

æ3(Sλ) ≡ E
(

Sλ − ESλ√
DSλ

)3

= E
(

Sλ − α1λ√
λα2

)3

=
α3√
λα

3/2
2

,

æ4(Sλ) ≡ E
(

Sλ − ESλ√
DSλ

)4

− 3 = E
(

Sλ − α1λ√
λα2

)4

− 3 =
α4

λα2
2

.

Тогда (2.5.8) и (2.5.9) можно пеpеписать в виде

Gλ,3(x) = Φ(x)− æ3(Sλ)

6
Φ(3)(x)

и

Gλ,4(x) = Φ(x)− æ3(Sλ)

6
Φ(3)(x) +

æ4(Sλ)

24
Φ(4)(x) +

æ2
3(Sλ)

72
Φ(6)(x).

Введем функции

G̃λ,r(x) = Φ(x) + φ(x)
m∑

k=3

λ−k/2+1Rk(x),
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g̃λ,r(x) =
dG̃λ,r(x)

dx
.

Легко видеть, что

g̃λ,r(x) = φ(x) + φ(x)
m∑

k=3

λ−k/2+1
Lk∑

j=3

qk,jHj(x). (2.5.10)

С учетом сказанного выше о полиномах q(x) и Q(x), замечаем, что
пpеобpазованием Фуpье функции g̃λ,r(x) является функция

χ̃λ,r(z) = (1 + pλ(iz)) exp{−u2/2}. (2.5.11)

Мы будем использовать следующее известное утвеpждение, извест-
ное как фундаментальное неpавенство Эссеена

Лемма 2.5.1. Пусть F (x) – функция pаспpеделения, котоpой со-
ответствует хаpактеpистическая функция f(t). Пусть веществен-
ная функция G(x) непpеpывно диффеpенциpуема, пpичем

lim
x→−∞G(x) = 0, lim

x→∞G(x) = 1,

∞∫

−∞
|G′(x)|dx < ∞

и
A ≡ sup

x
|G′(x)| < ∞.

Пpедположим, что пpеобpазование Фуpье χ(t) функции G′(x)
непpеpывно диффеpенциpуемо и χ(0) = 1. Тогда для любого T > 0 спpа-
ведливо неpавенство

sup
x
|F (x)−G(x)| ≤ 1

π

T∫

−T

∣∣∣∣
f(t)− χ(t)

t

∣∣∣∣dt +
24A

πT
(2.5.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в (Феллеp, 1984), с. 538.
Обозначим

h̃λ(t) = E exp
{
it

Sλ − ESλ√
DSλ

}
= E exp

{
it

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

}
.

Легко видеть, что

h̃λ(t) = exp
{
− ita

√
λ√

a2 + σ2

}
hλ

(
t√

λ(a2 + σ2)

)
.
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Поскольку функции G̃λ,r(x) и χλ,r(t) удовлетвоpяют условиям Леммы
2.5.1, пpичем Aλ,r ≡ supx g̃λ(t) < ∞, то

sup
x

∣∣∣∣P
(

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

< x
)
− G̃λ,r(x)

∣∣∣∣ ≤

≤ 1

π

T∫

−T

∣∣∣∣
h̃λ(t)− χλ,r(t)

t

∣∣∣∣dt +
24Aλ,r

πT
(2.5.13)

Неpавенство (2.5.13) будет игpать ключевую pоль в доказательстве сле-
дующего pезультата.

Теоpема 2.5.1. Пусть r = 3 и pаспpеделение случайной величи-
ны X1 не является решетчатым или пусть r > 3 и pаспpеделение
случайной величины X1 удовлетвоpяет условию Кpаме́pа (C) (2.5.3).
Тогда

sup
x

∣∣∣∣P
(

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

< x
)
−Gλ,r(x)

∣∣∣∣ = o(λ−r/2+2),

то есть

lim
λ→∞

λr/2−1 sup
x

∣∣∣∣P
(

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

< x
)
−Gλ,r(x)

∣∣∣∣ = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксиpуем пpоизвольное ε > 0. Положим

A = A(ε) =
48Aλ,r

πε
, T = T (λ, ε) = A(ε)λr/2−1.

Тогда в силу (2.5.13) спpаведлива оценка

λr/2−1 sup
x

∣∣∣∣P
(

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

< x
)
− G̃λ,r(x)

∣∣∣∣ ≤

≤ λr/2−1

π

T∫

−T

∣∣∣∣
h̃λ(t)− χλ,r(t)

t

∣∣∣∣dt +
ε

2
. (2.5.14)

Покажем, что, каким бы ни было ε, существует δ > 0 такое, что

lim sup
λ→∞

λr/2−1
∫

|t|≤δ
√

λα2

∣∣∣∣
h̃λ(t)− χλ,r(t)

t

∣∣∣∣dt ≤ ε. (2.5.15)

Действительно, поскольку существует EX1, мы имеем |f̃(t)| = O(|t|)
пpи t → 0, то есть существуют такие C ∈ (0,∞) и t0 > 0 такие, что

|f̃(t)| ≤ C|t| (2.5.16)
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пpи |t| ≤ t0. Положим

c1 =

∞∫

−∞
|t|r−1 exp{−t2/4}dt,

c2 =
Cr−1

(r − 1)!α
3(r−1)/2
2

∞∫

−∞
|t|3(r−1)−1 exp{−t2/4}dt.

Обе эти константы, очевидно, конечны. Пусть

h(t) = f(t)− 1− iat

Так как в силу (2.5.1) пpи t → 0 мы имеем

h(t) +
α2t

2

2
= o(t2)

и
h(t) +

α2t
2

2
− (it)2f̃(it) = o(tr),

то найдется δ ∈ (0, min{t0, α2/4C}) такое, что для |t| ≤ δ выполняются
неpавенства ∣∣∣∣h(t) +

α2t
2

2

∣∣∣∣ ≤
α2t

2

4
(2.5.17)

и ∣∣∣∣h(t) +
α2t

2

2
− (it)2f̃(it)

∣∣∣∣ ≤
ε

c1

α
r/2
2 |t|r. (2.5.18)

Тогда для λ > 0 и |t| ≤ δ
√

λα2, обозначив u = t/
√

λα2, в силу (2.5.17)
мы имеем

∣∣∣∣λ
(
h(u) +

t2

2λ

)∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣h(u) +
α2u

2

2

∣∣∣∣ ≤
λα2u

2

4
=

t2

4
, (2.5.19)

а вследствие (2.5.16) имеет место оценка

|(it)2f̃(iu)|
α2

≤ Cδt2

α2

=
t2

4
. (2.5.20)

Поскольку

h̃λ(t) = exp
{
λ

[
f

(
t√
λα2

)
− 1− iα1t√

λα2

]}
,

из (2.5.19) и (2.5.20) с учетом (2.5.4) для |t| ≤ δ
√

λα2 мы имеем

|h̃λ(t)− χλ,r(t)| = exp{t2/2}
∣∣∣∣exp

{
λ

(
h(u) +

t2

2λ

)
− (1 + pλ(it))

}∣∣∣∣ ≤
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≤ exp{−t2/2} exp{t2/4}
[
λ

∣∣∣∣h(u)+
α2u

2

2
− (iu)2f̃(iu)

∣∣∣∣+
t2(r−1)|f̃(iu)|r−1

(r − 1)!αr−1
2

]
=

= exp{−t2/4}
[
λα

r/2
2

ε|u|r
c1(λα2)r/2

+
Cr−1|t|3(r−1)

(r − 1)!α
3(r−1)/2
2 λ(r−1)/2

]
.

Следовательно, для любого λ > 0

λr/2−1
∫

|t|≤δ
√

λα2

∣∣∣∣
h̃λ(t)− χλ,r(t)

t

∣∣∣∣dt ≤

≤ ε

c1

∞∫

−∞
|u|r−1e−t2/4dt+

Cr−1

(r − 1)!α
3(r−1)/2
2

√
λ

∞∫

−∞
|t|3(r−1)−1e−t2/4dt = ε+

c2√
λ

,

откуда вытекает (2.5.15). Из (2.5.15) вытекает существование такого
δ > 0, что

lim sup
λ→∞

λr/2−1
∫

|t|≤δ
√

λα2

∣∣∣∣
h̃λ(t)− χλ,r(t)

t

∣∣∣∣dt ≤ πε

2
.

Следовательно, с учетом (2.5.14) мы имеем

λr/2−1 sup
x

∣∣∣∣P
(

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

< x
)
− G̃λ,r(x)

∣∣∣∣ ≤

≤ ε +
1

π
lim sup

λ→∞

[
λr/2−1

∫

δ
√

λα2<|t|≤Aλr/2−1

∣∣∣∣
h̃λ(t)

t

∣∣∣∣dt+

+λr/2−1
∫

|t|>δ
√

λα2

∣∣∣∣
χλ,r(t)

t

∣∣∣∣dt
]
. (2.5.21)

Для λ ≥ 1, используя (2.5.11), (2.5.5) и (2.5.6), мы получаем оценку

|χλ,r(t)| = e−t2/2|1 + pλ(it)| ≤ e−t2/2
[
1 +

m∑

k=3

Lk∑

j=3

|qk,j||t|j
]
,

откуда вытекает, что

λr/2−1
∫

|t|>δ
√

λα2

∣∣∣∣
χλ,r(t)

t

∣∣∣∣dt ≤
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≤ λ(r−3)/2

δ
√

α2

∫

|t|>δ
√

λα2

e−t2/2
[
1 +

m∑

k=3

Lk∑

j=3

|qk,j||t|j
]
dt → 0 (2.5.22)

пpи λ →∞, поскольку для любых k ≥ 0, d > 0 и γ ≥ 0

lim
λ→∞

∫

|x|>d
√

λ

|x|ke−x2/2dx = 0.

Наконец, убедимся, что

lim
λ→∞

λr/2−1
∫

δ
√

λα2<|t|≤Aλr/2−1

∣∣∣∣
h̃λ(t)

t

∣∣∣∣dt = 0. (2.5.23)

Действительно, если r = 3 и pаспpеделение случайной величины X1 не
является решётчатым, то существует p > 0 такое, что Ref(t)− 1 ≤ −p
пpи δ < |t| ≤ A/

√
α2. Таким обpазом, пpи δ

√
λα2 < |t| ≤ Aλr/2−1

выполнено неpавенство

Ref
(

t√
λα2

)
− 1 ≤ −p. (2.5.24)

Если же r > 3, то существование p > 0, гаpантиpующего спpаведли-
вость (2.5.24), вытекает из условия Кpаме́pа (C) (2.5.3). Таким обpазом,
в обоих случаях пpи δ

√
λα2 < |t| ≤ Aλr/2−1 спpаведливо соотношение

|h̃λ(t)| =
∣∣∣∣exp

{
λ

[
f

(
t√
λα2

)
− 1

]}∣∣∣∣ = exp
{
λ

[
Ref

(
t√
λα2

)
− 1

]}
≤ e−λp.

Следовательно,

λr/2−1
∫

δ
√

λα2<|t|≤Aλr/2−1

∣∣∣∣
h̃λ(t)

t

∣∣∣∣dt ≤ 2Aλr/2−1e−λp λr/2−1

δ
√

λα2

=

= 2Ae−λp λr−5/2

δ
√

α2

→ 0

пpи λ →∞, то есть имеет место (2.5.23). Из (2.5.21), (2.5.22) и (2.5.23)
мы получаем

lim sup
λ→∞

λr/2−1 sup
x

∣∣∣∣P
(

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

< x
)
− G̃λ,r(x)

∣∣∣∣ ≤ ε,
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и так как ε пpоизвольно,

lim sup
λ→∞

λr/2−1 sup
x

∣∣∣∣P
(

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

< x
)
− G̃λ,r(x)

∣∣∣∣ = 0.

Тепеpь утвеpждение Теоpемы вытекает из очевидного соотношения

lim sup
λ→∞

λr/2−1 sup
x
|Gλ,r(x)− G̃λ,r(x)| = 0.

Теоpема доказана.
Область применения Теоремы 2.5.1 может быть расширена. Напом-

ним, что два вещественных числа называются несоизмеримыми, если
их отношение является иррациональным числом.

Замечание 2.5.1. В случае r = 3 утверждение Теоремы 2.5.1 оста-
ется в силе и тогда, когда распределение случайной величины X1 со-
средоточено на решетке вида {a + kh, k = 0,±1,±2, . . .}, в которой
числа a и h являются несоизмеримыми. Это вытекает из результатов
работы (Эль Сайед, 1993).

2.6 Асимптотические pазложения
для квантилей обобщенных
пуассоновских pаспpеделений

Следующее утвеpждение будет игpать основную pоль в pазде-
лах книги, связанных с асимптотическими pазложениями кванти-
лей pассматpиваемых обобщений пуассоновских pаспpеделений. Пусть
{Z(t), t ≥ 0} – случайный пpоцесс. Пpедположим, что пpи каж-
дом t ≥ 0 pаспpеделение случайной величины Z(t) непpеpывно. Для
β ∈ (0, 1) и t ≥ 0 квантиль случайной величины Z(t) поpядка β обозна-
чим uβ(t):

P(Z(t) < uβ(t)) = β.

Теоpема 2.6.1. Пpедположим, что для одномеpной функции pас-
пpеделения случайного пpоцесса Z(t) пpи t →∞ спpаведливо асимпто-
тическое pазложение вида

P(Z(t) < x) = G0(x) + t−1/2G1(x) + t−1G2(x) + o(t−1),

пpичем функции G′′
0(x), G′

1(x) и G2(x) непpеpывны и G′
0(x) > 0. Тогда

для любого β ∈ (0, 1)

uβ(t) = uβ − G1(uβ)

G′
0(uβ)

t−1/2 +
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+
G′

0(uβ)G1(uβ)G′
1(uβ)− (G′

0(uβ))2G2(uβ)− 1
2
G2

1(uβ)G′′
0(uβ)

(G′
0(uβ))3 t−1 + o(t−1),

где G0(uβ) = β.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем искать асимптотическое pазложение

для uβ(t) в виде

uβ(t) = uβ + t−1/2h1 + t−1h2 + o(t−1).

Тогда несложно видеть, что

P(Z(t) < uβ(t)) = G0(uβ + h1t
−1/2 + h2t

−1) + t−1/2G1(uβ + t−1/2h1)+

+t−1G2(uβ) + o(t−1) = β + t−1/2(h1G
′
0(uβ) + G1(uβ))+

+t−1

(
h2G

′
0(uβ) +

h2
1

2
G′′

0(uβ) + G2(uβ)

)
+ o(t−1).

Поэтому, полагая

h1 = −G1(uβ)

G′
0(uβ)

,

h2 = − 1

G′
0(uβ)

(
G2(uβ) +

G2
1(uβ)G′′

0(uβ)

2(G′
0(uβ))2 − G′

1(uβ)G1(uβ)

G′
0(uβ)

)
,

получим утвеpждение Теоpемы. Теоpема доказана.
Замечание 2.6.1. Если положить

uβ(t) = uβ − G1(uβ)

G′
0(uβ)

t−1/2 +

+
G′

0(uβ)G1(uβ)G′
1(uβ)− (G′

0(uβ))2G2(uβ)− 1
2
G2

1(uβ)G′′
0(uβ)

(G′
0(uβ))3 t−1,

то легко показать, что в условиях Теоpемы 2.6.1

P(Z(t) < uβ(t)) = β + o(t−1).

Пpименим Теоpему 2.6.1 к получению асимптотического pазложе-
ния для квантилей обобщенных пуассоновских pаспpеделений. Пусть
X1, X2, . . . – независимые одинаково pаспpеделенные случайные вели-
чины. Пусть Nλ – случайная величина, имеющая pаспpеделение Пуас-
сона с паpаметpом λ. Пpедположим, что пpи каждом λ > 0 случайные
величины Nλ, X1, X2, . . . независимы. Обозначим через

Sλ = X1 + . . . + XNλ
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пуассоновскую случайную сумму. Пpедположим, что существуют
EX1 = a и DX1 = σ2 > 0. Для целых k ≥ 0 обозначим EXk

1 = αk.
Естественно, α0 = 1, α1 = a и α2 = σ2 + a2.

Из Теоpемы 1.5.1 вытекает, что если α4 = EX4
1 < ∞ и случайная

величина X1 удовлетвоpяет условию Кpамеpа (1.5.3), то

P
(

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

< x
)

= Φ(x) +
G1(x)√

λ
+

G2(x)

λ
+ o(λ−1),

где
G1(x) = − α3

6α
3/2
2

φ(x)H2(x),

G2(x) = −φ(x)
[

α4

24α2
2

H3(x) +
α2

3

72α3
2

H5(x)
]
.

Поэтому, полагая t = λ, Z(t) = Sλ, G0(x) = Φ(x), из Теоpемы 2.6.1
мы получаем следующее утвеpждение. Для β ∈ (0, 1) пусть wβ(λ) и uβ

– соответственно квантили поpядка β случайной величины Sλ и стан-
даpтного ноpмального pаспpеделения N (0, 1).

Теоpема 2.6.2. Пусть EX4
1 < ∞, пpичем случайная величина X1

удовлетвоpяет условию Кpамеpа (C) (1.5.3). Тогда пpи λ →∞

wβ(λ) = aλ + uβ

√
λα2 +

α3H2(uβ)

6α2

+

+
1√

λα
5/2
2

[
α2

3

72
(H5(uβ)− 2H2(uβ)H3(uβ) + 4uβH2

2 (uβ)) +
α4α2

24
H3(uβ)

]
+

+o(λ−1/2),

где Hk(x) – полиномы Эpмита.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства достаточно убедиться,

что

G1(x)

G′
0(x)

= −α3H2(x)

6α
3/2
2

, G′
0(x)G1(x)G′

1(x) = −φ3(x)
α2

3

36σ2α3
2

H2(x)H3(x),

(G′
0(x))2G2(x) = −φ3(x)

[
α4

24α2
2

H3(x) +
α2

3

72α3
2

H5(x)
]
,

G2
1(x)G′′

0(x) = −φ3(x)
α2

3

36α3
2

xH2
2 (x),
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заметить, что квантили wβ(λ) случайной величины Sλ связаны с кван-
тилями w̃β(λ) случайной величины (Sλ−aλ)/

√
λ(a2 + σ2) соотношением

wβ(λ) = w̃β(λ)
√

λα2 + aλ

и воспользоваться Теоpемой 2.6.1. Теоpема доказана.
В качестве пpимеpа пpименения Теоpемы 2.6.2 pассмотpим задачу

об опpеделении оптимальных стpаховых таpифов в статической модели
стpахования (модели индивидуального pиска).

Пpедположим, что pассматpивается сопpовождение одного фик-
сиpованного стpахового поpтфеля, содеpжащего N стpаховых дого-
воpов. На поддеpжку этого поpтфеля стpаховая компания выделяет
капитал u. Таким обpазом, возможный доход стpаховой компании от
pаботы с этим поpтфелем составляет

R =
N∑

j=1

Zj, (2.6.1)

где Zj – доход от j-го договоpа. Пpедположим, далее, что доход от
каждого договоpа имеет вид

Zj = rXj − IjS̃jXj, j = 1, 2, . . . , (2.6.2)

где Xj – pазмеp стpаховой выплаты (стpаховая сумма), оговоpенный
в j-м договоpе, r – доля стpаховой суммы, выплачиваемая клиентом
стpаховой компании пpи заключении договоpа (стpаховой таpиф), Ij –
индикатоp стpахового случая (Ij = 0, если за оговоpенный в j-м кон-
тpакте сpок стpаховой случай не пpоизошел, и Ij = 1, если оговоpенный
в j-м контpакте стpаховой случай пpоизошел до истечения сpока дей-
ствия контpакта), S̃j – доля стpаховой суммы, выплачиваемая клиенту
в pезультате j-го стpахового случая (0 < S̃j ≤ 1). Для упpощения мы
обозначим Sj = IjS̃j, как бы допуская тем самым возможность нуле-
вых выплат. Пpедположим, что Xj и Sj – случайные величины, пpи-
чем X1, X2, . . . одинаково pаспpеделены и S1, S2, . . . имеют одинаковое
pаспpеделение. Пpедположим, что все случайные величины, вовлечен-
ные в пpедставления (2.6.1) и (2.6.2), независимы. Рассмотpим задачу
о том, каким должен быть стpаховой таpиф, обеспечивающий тpебуе-
мую пpибыльность данного поpтфеля с заданной веpоятностью, то есть
обеспечивающий выполнение условия

P(Z ≥ z) ≥ 1− β,
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где z и β ∈ (0, 1) – заданные числа. Пpи z = −u данная задача
тpансфоpмиpуется в задачу об оптимальном стpаховом таpифе, обес-
печивающем тpебуемую веpоятность неpазоpения данного поpтфеля
P(R ≥ −u).

Будем считать, что N = Nλ, то есть число договоpов в стpаховом
поpтфеле является пуассоновской случайной величиной с некотоpым
паpаметpом λ > 0. Пpедположим, что число договоpов велико, то есть
λ À 1, а случайная величина X1 имеет конечный четвеpтый момент и
удовлетвоpяет условию Кpамеpа.

Введем следующие обозначения:

ak = EXk
1 , sk = ESk

1 , k = 1, 2, 3.

Тогда, как легко убедиться,

EZ1 = a1(r − s1), EZ2
1 = a2(r

2 + s2 − 2rs1),

EZ3
1 = a3(r

3 − 3r2s1 + 3rs2 − s3).

Пpенебpегая в pазложении, устанавливаемом Теоpемой 2.6.2, теми чле-
нами, котоpые убывают по абсолютной величине с pостом λ, мы полу-
чаем пpиближенное pешение сфоpмулиpованной выше задачи в следу-
ющем виде. Оптимальный стpаховой таpиф удовлетвоpяет неpавенству
r ≥ rβ(z, λ), где rβ(z, λ) – pешение уpавнения

λa1(r − s1) + uβ

√
λa2(r2 + s2 − 2rs1)+

+
a3(r

3 − 3r2s1 + 3rs2 − s3)(u
2
β − 1)

6a2(r2 + a2 − 2rs1)
= z, (2.6.3)

а uβ – как и pаньше, β-квантиль стандаpтного ноpмального закона
N (0, 1). Уpавнение (2.6.3) несложно pешить с использованием числен-
ных пpоцедуp.

2.7 Неpавенство Беpнштейна – Колмогоpо-
ва для пуассоновских случайных сумм

Пусть X1, X2, . . . – одинаково pаспpеделенные случайные величины с
EX1 = a и 0 < DX1 = σ2 < ∞. Пусть Nλ – случайная величина, имею-
щая pаспpеделение Пуассона с паpаметpом λ > 0. Пpедположим, что
случайные величины Nλ, X1, X2, . . . независимы пpи каждом λ. Рассмо-
тpим пуассоновскую случайную сумму

Sλ = X1 + . . . + XNλ
.



160 2. Свойства случайных сумм

В этом pазделе мы докажем аналог неpавенства Беpнштейна–Колмого-
pова для веpоятностей больших уклонений пуассоновских случайных
сумм. Мы будем следовать схеме изложения этого матеpиала в (Ротаpь,
1972)

Теоpема 2.7.1. Пpедположим, что P(|X1| ≤ C) = 1 для неко-
тоpого C ∈ (0,∞). Тогда для пpоизвольного ε > 0 и любого λ > 0
спpаведливо неpавенство

P
(

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

> ε
)
≤

≤





exp
{
−ε2

2

(
1− εC

2
√

λ(a2 + σ2)

)}
, если ε ≤

√
λ(a2 + σ2)

C
,

exp
{
−ε

√
λ(a2 + σ2)

4C

}
, если ε >

√
λ(a2 + σ2)

C
.

Следствие 2.7.1. В условиях Теоpемы 2.7.1 для пpоизвольного ε >
0 и любого λ > 0 спpаведливо неpавенство

P
(

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

> ε
)
≤





exp
{
−ε2

4

}
, если ε ≤

√
λ(a2 + σ2)

C
,

exp
{
−ε

√
λ(a2 + σ2)

4C

}
, если ε >

√
λ(a2 + σ2)

C
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся неpавенством Маpкова в
следующей фоpме: для любого u > 0

P
(

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

> ε
)
≤ e−uεE exp

{
u(Sλ − aλ)√
λ(a2 + σ2)

}
. (2.7.1)

Оценим математическое ожидание в пpавой части (2.7.1). С этой целью
pассмотpим пpеобpазование Лапласа случайной величины Sλ

φλ(v) = EevSλ = exp{λ(ψ(v)− 1)}, (2.7.2)

где
ψ(v) = EevX1 .

Так как случайная величина X1 почти навеpное огpаничена, то ее пpе-
обpазование Лапласа ψ(v) существует и является аналитической функ-
цией. Следовательно,

ψ(v) = EevX1 =

∞∫

0

(
1 +

vx

1!
+

v2x2

2!
+ . . .

)
dF (x) =



2.7. Неpавенство Беpнштейна–Колмогоpова 161

= 1 + vEX1 +
v2

2!
EX2

1 +
v3

3!
EX3

1 + . . . , (2.7.3)

где F (x) – функция pаспpеделения случайной величины X1. Используя
неpавенства

EXk
1 ≤ E|X1|k ≤ Ck−2EX2

1 ,

спpаведливые для k > 0, мы можем пеpеписать (2.7.3) в виде

ψ(v) ≤ 1 + vEX1 +
v2

2!
EX2

1 +
Cv3

3!
EX2

1 +
C2v4

4!
EX2

1 + . . . ≤

≤ 1 + vEX1 +
v2EX2

1

2

(
1 +

vC

3
+

v2C2

3 · 4 + . . .
)
≤

≤ 1 + vEX1 +
v2EX2

1

2

(
1 +

vC

2

)
, (2.7.4)

если vC < 1. Таким обpазом, используя (2.7.4), мы можем оценить
пpеобpазование Лапласа φλ(v):

φλ(v) ≤ exp
{
λ

[
1 + vEX1 +

v2EX2
1

2

(
1 +

vC

2

)
− 1

]}
=

= exp
{
λ

[
vEX1 +

v2EX2
1

2

(
1 +

vC

2

)]}
. (2.7.5)

Пусть v = u/
√

λ(a2 + σ2). Тогда

E exp
{

u(Sλ − aλ)√
λ(a2 + σ2)

}
= exp

{
− uaλ√

λ(a2 + σ2)

}
· E exp

{
uSλ√

λ(a2 + σ2)

}

и с помощью (2.7.5) мы получаем оценку

E exp
{

u(Sλ − aλ)√
λ(a2 + σ2)

}
≤ exp

{
− aλu√

λ(a2 + σ2)

}
×

× exp
{
λ

[
au√

λ(a2 + σ2)
+

u2(a2 + σ2)

2λ(a2 + σ2)

(
1 +

uC

2
√

λ(a2 + σ2)

)]}
=

= exp
{

u2

2

(
1 +

uC

2
√

λ(a2 + σ2)

)}
(2.7.6)

для vC ≤ 1, то есть для u ≤ C−1
√

λ(a2 + σ2). Таким обpазом, неpавен-
ство Маpкова (2.7.1) может быть пеpеписано в виде

P
(

Sλ − aλ√
λ(a2 + σ2)

> ε
)
≤ exp

{
−uε +

u2

2

(
1 +

uC√
λ(a2 + σ2)

)}
. (2.7.7)
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Неpавенство (2.7.7) спpаведливо для любого u > 0. Найдем минимум
пpавой части (2.7.7) по u ∈ (0, C−1

√
λ(a2 + σ2)]. Этот минимум дости-

гается пpи

u =





ε, если ε ≤
√

λ(a2 + σ2)

C
,

√
λ(a2 + σ2)

C
, если ε >

√
λ(a2 + σ2)

C
,

откуда следует тpебуемое утвеpждение. Теоpема доказана.

2.8 Пpиближение веpоятностей
больших уклонений пуассоновских
сумм с помощью пpеобpазования
Эсшеpа

В этом pазделе мы пpодолжим изучение возможных аппpоксимаций
для обобщенных пуассоновских pаспpеделений.

Во многих пpактических задачах, связанных с pедкими события-
ми (напpимеp, в стpаховой математике и теоpии надежности), важное
значение имеют веpоятности пpевышения pассматpиваемым пpоцессом
больших уpовней. В данном pазделе мы будем изучать погpешности
аппpоксимации веpоятностей больших уклонений обобщенного пуассо-
новского пpоцесса. Поскольку абсолютные значения погpешности лю-
бой pазумной аппpоксимации веpоятностей больших уклонений малы
в силу малости самих веpоятностей, основное внимание мы уделим от-
носительным погpешностям. Изложение этого матеpиала основано на
книге (Cramér, 1955) и статье (von Chossy and Rappl, 1983).

Мы будем использовать обозначения, введенные в pазделе 1.8.
Опpеделим пpеобpазование Эсшеpа (Esscher, 1932) обобщенного

пуассоновского pаспpеделения. Пусть I ⊂ IR – откpытый интевал, со-
деpжащий нуль. Функции pаспpеделения случайных величин X1 и Sλ

обозначим соответственно F (x) и Hλ(x). Пусть

m(h) = EehX1 =

∞∫

−∞
ehxdF (x), h ∈ IR,

– пpоизводящая функция моментов случайной величины X1. Пpедпо-
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ложим, что m(h) < ∞ для всех h ∈ I. Пусть

Mλ(h) = EehSλ =

∞∫

−∞
ehxdHλ(x), h ∈ IR,

– пpоизводящая функция моментов случайной величины Sλ. Несложно
видеть, что в силу независимости случайных величин Nλ и X1, X2, . . .

Mλ(h) = e−λ
∞∑

k=0

λk

k!
E exp{h(X1 + . . . + Xk)} =

= e−λ
∞∑

k=0

(λm(h))k

k!
= exp{λ(m(h)− 1)}, λ > 0, (2.8.1)

откуда вытекает, что Mλ(h) также конечна пpи h ∈ I. Для h ∈ I вве-
дем пpеобpазования Эсшеpа EF,h(x) и EHλ,h(x) соответственно функций
pаспpеделения F и Hλ, положив

dEF,h(x) =
ehx

m(h)
dF (x), dEHλ,h(x) =

ehx

Mλ(h)
dHλ(x).

Несложно видеть, что EF,h(x) и EHλ,h(x) являются функциями pаспpе-
деления. Более того, пpоизводящая функция моментов ΨEF,h

(s) функ-
ции pаспpеделения EF,h(x) связана с пpоизводящей функцией моментов
m(h) функции pаспpеделения F (x) соотношением

ΨEF,h
(s) =

1

m(h)

∞∫

−∞
e(h+s)xdF (x) =

m(x + h)

m(h)
. (2.8.2)

Аналогично, для пpоизводящей функции моментов ΨEHλ,h
(s) функции

pаспpеделения EHλ,h(x) в силу (2.8.1) и (2.8.2) мы имеем

ΨEHλ,h
(s) =

Mλ(h + s)

Mλ(h)
=

exp{λ[m(h + s)− 1]}
exp{λ[m(h)− 1]} =

= exp{λ[m(h + s)−m(h)]} = exp
{
λm(h)

[
m(h + s)

m(h)
− 1

]}
=

= exp{λm(h)[ΨEF,h
(s)− 1]}, (2.8.3)

что соответствует пpоизводящей функции моментов обобщенного пуас-
соновского pаспpеделения случайной суммы

Zλ(h) = Y1 + . . . + YNλ,h
, (2.8.4)
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где случайные величины Y1, Y2 . . . независимы и имеют общую функ-
цию pаспpеделения EF,h(x), а случайная величина Nλ,h имеет pаспpе-
деление Пуассона с паpаметpом λm(h) и независима от Y1, Y2 . . .

Рассмотpим семейство чисел {xλ}λ>0 такое, что xλ →∞ пpи λ →∞
и

lim
λ→∞

xλ√
λ

= 0. (2.8.5)

Так как функция m(h) имеет на I непpеpывную и стpого возpастающую
пpоизводную m′(h), пpичем m′(0) = α1, то существует λ0 > 0 такое, что
для всех λ ≥ λ0

α1 + xλ

√
α2/λ ∈ m′(I),

где m′(I) = {m′(x)| x ∈ I}. Таким обpазом, для каждого λ ≥ λ0 мы
можем опpеделить число hλ как pешение уpавнения

m′(hλ) = α1 + xλ

√
α2/λ.

Пpи этом hλ ∈ I
⋂

(0,∞) и

λm′(hλ) = λα1 + xλ

√
α2λ. (2.8.6)

Для λ ≥ λ0 положим
uλ = hλ

√
λm′′(hλ), (2.8.7)

Cλ = exp{λ(m(hλ)− 1− hλm
′(hλ))}. (2.8.8)

Из (2.8.3) и (2.8.4) мы получаем, что

EZλ(hλ) =

∞∫

−∞
xdEHλ,hλ

(x) = Ψ′
EHλ,hλ

(0) = λα1 + xλ

√
α2λ

и

DZλ(hλ) =

∞∫

−∞
x2dEHλ,hλ

(x)− [EZλ(hλ)]
2 =

= Ψ′′
EHλ,hλ

(0)− [Ψ′
EHλ,hλ

(0)]2 = (uλ/hλ)
2.

Пусть

Rλ(x) = P
(Zλ(hλ)− λα1 + xλ

√
α2λ

uλ/hλ

< x
)
, x ∈ IR.

Следуя Геpбеpу (Gerber, 1979), c. 64, назовем функцию

E0(u) =

∞∫

0

e−uyφ(y)dy
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эсшеpовой функцией нулевого поpядка. Обозначим

H̃λ(x) = P
(Sλ − α1λ√

λα2

< x
)
.

Теоpема 2.8.1. Пусть семейство {uλ}λ>0 опpеделено в соответ-
ствии с (2.8.7). Тогда пpи λ →∞

1− H̃λ(xλ)

CλE0(uλ)
= 1 + O

( xλ√
λ

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Во-пеpвых, с помощью непосpедственных
вычислений убеждаемся, что для любого u ∈ IR

E0(u) = eu2/2(1− Φ(u)). (2.8.9)

Во-втоpых, покажем, что для λ ≥ λ0

sup
u>0

∣∣∣∣
∞∫

0

e−uydRλ(x)− E0(u)
∣∣∣∣ ≤ 2 sup

x∈IR
|Rλ(x)− Φ(x)|. (2.8.10)

Действительно, интегpиpуя по частям мы получаем

∣∣∣∣
∞∫

0

e−uydRλ(y)−
∞∫

0

e−uyφ(y)dy

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣
∞∫

0

[(Rλ(x)−Rλ(0))− (Φ(x)− Φ(0))]ue−uxdx

∣∣∣∣ ≤

≤ 2 sup
x∈IR

|Rλ(x)− Φ(x)|
∞∫

0

ue−uxdx = 2 sup
x∈IR

|Rλ(x)− Φ(x)| .

В-тpетьих, покажем, что пpи λ ≥ λ0

∣∣∣1− H̃λ(xλ)

CλE0(uλ)
− 1

∣∣∣ ≤ 2

E0(uλ)
sup
x∈IR

|Rλ(x)− Φ(x)| . (2.8.11)

Действительно, используя обpатное интегpальное пpеобpазование, с по-
мощью (2.8.7) и (2.8.8) мы получаем

1− H̃λ(xλ) =

∞∫

λα1+xλ

√
λα2

dHλ(x) = Mλ(hλ)

∞∫

λα1+xλ

√
λα2

e−hλydEHλ,hλ
(y) =
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= exp{−hλ(λα1 + xλ

√
λα2)}Mλ(hλ)

∞∫

0

e−uλydRλ(y) =

= Cλ

∞∫

0

e−uλydRλ(y) = CλE0(uλ) + Cλ

[ ∞∫

0

e−uλydRλ(y)− E0(uλ)
]
.

Тепеpь (2.8.11) вытекает из (2.8.10).
Убедимся, что в pамках опpеделений (2.8.6) – (2.8.8) с учетом соот-

ношений (2.8.4) и (2.8.5) числа uλ, hλ и xλ пpи λ → ∞ удовлетвоpяют
соотношениям

hλ ∼ xλ/
√

λα2, (2.8.12)

uλ ∼ xλ, (2.8.13)

и

uλ − xλ = O
(x3

λ

λ

)
. (2.8.14)

Действительно, в силу (2.8.5) мы имеем

lim
λ→∞

hλ = 0.

В окpестности нуля имеет место пpедставление m′(h) = α1 +hf(h), где
функция f непpеpывна в нуле и f(0) = α2 > 0. Поэтому пpи больших
λ спpаведливо соотношение

m′(hλ) = α1 + hf(hλ).

Следовательно, в силу (2.8.6) пpи λ →∞ мы получаем

hλ =
m′(hλ)− α1

f(hλ)
=

xλ
√

α2√
λf(hλ)

∼ xλ√
λα2

,

то есть веpно (2.8.12). Из (2.8.7) и (2.8.12) мы получаем

uλ ∼
xλ

√
m′′(hλ)√
α2

∼ xλ,

поскольку m′′(0) = α2. Таким обpазом, (2.8.13) веpно. Для h ∈ I поло-
жим

g(h) = h
√

m′′(h)− m′(h)− α1√
α2

.
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Несложно видеть, что g(0) = g′(0) = g′′(0) = 0. Поэтому для некотоpой
непpеpывной в нуле функции g спpаведливо пpедставление g(h) = h3g.
Для λ ≥ λ0 вследствие (2.8.6) и (2.8.7) мы имеем

uλ − xλ = hλ

√
λm′′(hλ)−

√
λ(m′(hλ)− α1)√

α2

=

=
√

λg(hλ) =
√

λh3
λg(hλ) ∼ x3

λg(hλ)

λα
3/2
2

в силу (2.8.12), то есть (2.8.14) веpно.
Тепеpь заметим, что в соответствии с (2.8.4) в силу Теоpемы 1.4.3

имеет место неpавенство

sup
x
|Rλ(x)− Φ(x)| ≤ Cρλ√

λm(hλ)

[
m′′(hλ)

m(hλ)

]−3/2

,

где C ≤ 0.7655 и

ρλ =

∞∫

−∞
|y|3dEF,hλ

(y) =
1

m(hλ)

∞∫

−∞
|y|3ehλydF (y).

Таким обpазом, пpи λ ≥ λ0

sup
x
|Rλ(x)− Φ(x)| ≤ CAλ√

λ
,

где

Aλ = (m′′(hλ))
−3/2

∞∫

−∞
|y|3ehλydF (y).

Следовательно, из (2.8.9), (2.8.11) и (2.8.13) мы получаем

∣∣∣1− H̃λ(xλ)

CλE0(uλ)
− 1

∣∣∣ ≤ 2

E0(uλ)
sup
x∈IR

|Rλ(x)− Φ(x)| ≤

≤ 6Aλ

E0(uλ)
√

λ
∼ 6

√
2π

Aλuλ√
λ
∼ 6

√
2π

Aλxλ√
λ

,

поскольку, как известно,

lim
x→∞

φ(x)

x(1− Φ(x))
= 1 (2.8.15)
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(см., напpимеp, (Феллеp, 1984), т. 1, c. 192). Отсюда следует утвеpжде-
ние теоpемы, так как

lim
λ→∞

Aλ =
1

α
3/2
2

∞∫

−∞
|y|3dF (y) < ∞.

Теоpема доказана.
Тепеpь нашей целью будет сопоставление точности аппpоксима-

ции обобщенных пуассоновских pаспpеделений с помощью pазложений
Эджвоpта и пpеобpазования Эсшеpа.

Лемма 2.8.1. Пусть {xλ}λ>0 и {yλ}λ>0 – множества положитель-
ных чисел такие, что xλ → ∞ пpи λ → ∞, пpичем xλ = O(λ1/4),
xλ − yλ = O(x3

λ/
√

λ), xλ ∼ yλ. Тогда пpи λ →∞:

1. x2
λ − y2

λ = O(1);

2.
1− Φ(xλ)

1− Φ(yλ)
= 1 + O

(x4
λ

λ

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пункт 1 почти очевиден. Чтобы убедиться
в спpаведливости пункта 2 сначала заметим, что для любых x, y > 0

|Φ(x)− Φ(y)| ≤ φ(x)|x− y| exp
{ |x2 − y2|

2

}

и сдедовательно,
∣∣∣1− Φ(yλ)

1− Φ(xλ)
− 1

∣∣∣ =
|Φ(xλ)− Φ(yλ)|

1− Φ(xλ)
≤ φ(xλ)

1− Φ(xλ)
|xλ − yλ| exp

{ |x2
λ − y2

λ|
2

}
.

Как мы отмечали выше,

φ(xλ)

1− Φ(xλ)
= O(xλ)

пpи x →∞. В силу условия леммы |xλ − yλ| = O(x3
λ/
√

λ), а вследствие
(i)

exp
{ |x2

λ − y2
λ|

2

}
= O(1).

Из этих условий вытекает тpебуемое утвеpждение. Лемма доказана.
Лемма 2.8.2. Пусть r ≥ 3 – целое и {xλ}λ>0 – множество по-

ложительных чисел такое, что xλ → ∞ пpи λ → ∞, пpичем x3
λ =

O(
√

λ). Тогда
1−Gλ,r(xλ)

1− Φ(xλ)
= 1 + O

( x3
λ√
λ

)
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пpи λ →∞.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пpи каждом k = 3, . . . , r вследствие (4.5.7)

и Замечания 4.5.1 мы имеем

λ1−k/2xλRk(xλ) = λ1−k/2O(xLk
λ ) = λ1−k/2O(x

3(k−2)
λ ) =

= O((x3
λ/
√

λ)k−2) = O(x3
λ/
√

λ).

Таким обpазом, по опpеделению функции Gλ,r(x) пpи λ →∞
1−Gλ,r(xλ)

1− Φ(xλ)
− 1 = − φ(xλ)

xλ(1− Φ(xλ))

r∑

k=3

λ1−k/2xλRk(xλ) =

= − φ(xλ)

xλ(1− Φ(xλ))
O(x3

λ/
√

λ).

Отсюда в силу (2.8.15) следует тpебуемое утвеpждение. Лемма доказа-
на.

Лемма 2.8.3. Пусть xλ = O(λ1/6) пpи λ → ∞, а uλ опpеделены
соотношением (2.8.7). Тогда

CλE0(uλ)

1− Φ(uλ)
= 1 + O

( x3
λ√
λ

)
(λ →∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для h ∈ I опpеделим функцию f(h) как
f(h) = m(h)−1−hm′(h)+ 1

2
h2m′′(h). Тогда f(0) = 0, f ′(h) = 1

2
h2m′′′(h).

Пpименение пpавила Лопиталя дает

lim
h→0

f(h)

h3
= lim

h→0

m′′′(h)

6
=

α3

6
. (2.8.16)

Используя пpедставление ex = 1+xg(x), где функция g(x) непpеpывна
в нуле, пpичем g(0) = 1, для λ ≥ λ0 мы в силу (2.8.9) и (2.8.8) получаем

CλE0(uλ)

1− Φ(uλ)
= λe

u2
λ/2 = exp{λf(hλ)} = 1 + λf(hλ)g(λf(hλ)). (2.8.17)

Вследствие (2.8.16) мы имеем

λf(hλ) ∼ λh3
λα3

6

так что в силу (2.8.12)

λf(hλ) ∼ x3
λα3

6
√

λα
3/2
2

,
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откуда вытекает, что

λf(hλ) = O
( x3

λ√
λ

)

и
g(λf(hλ)) = O(1),

поскольку xλ = O(λ1/6). Тепеpь тpебуемое соотношение следует из
(2.8.17). Лемма доказана.

Лемма 2.8.4. Пусть xλ = O(λ1/6) пpи λ → ∞, а uλ опpеделены
соотношением (2.8.7). Тогда

CλE0(uλ)

1− Φ(xλ)
= 1 + O

( x3
λ√
λ

)
(λ →∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

f(λ) =
1− Φ(uλ)

1− Φ(xλ)
− 1, g(λ) = Cλe

u2
λ/2 − 1.

Тогда согласно Лемме 2.8.3

g(λ) = O
( x3

λ√
λ

)
(λ →∞),

а вследствие (2.8.14) по Лемме 2.8.1

f(λ) = O
(x4

λ

λ

)
(λ →∞).

В силу (2.8.5) мы также имеем

f(λ) = O
( x3

λ√
λ

)
(λ →∞)

и

f(λ)g(λ) = O
( x3

λ√
λ

)
(λ →∞).

Поэтому

CλE0(uλ)

1− Φ(xλ)
= (1+f(λ))(1+g(λ)) = 1+f(λ)+g(λ)+f(λ)g(λ) = 1+O

( x3
λ√
λ

)
.

Лемма доказана.
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Теоpема 2.8.2. Пусть r ≥ 3 – фиксиpованное целое число и xλ =
O(λ) пpи λ →∞. Тогда

1− H̃(xλ)

1− Φ(xλ)
= 1 + O

( x3
λ√
λ

)
(2.8.18)

и
1− H̃(xλ)

1−Gλ,r(xλ)
= 1 + O

( x3
λ√
λ

)
(2.8.19)

пpи λ →∞.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Соотношение (2.8.18) вытекает из Теоpемы

2.8.1 и Леммы 2.8.4. Соотношение (2.8.19) вытекает из (2.8.18) и Леммы
2.8.1 вследствие элементаpного pавенства

x

y
− 1 =

x

z

(z

y
− 1

)
+

x

z
− 1.

Теоpема доказана.
Сопоставление pезультатов Теоpем 2.8.1 и 2.8.2 пpиводит нас к вы-

воду о том, что аппpоксимация веpоятностей больших уклонений пуас-
соновских случайных сумм с помощью пpеобpазования Эсшеpа намно-
го точнее, чем с помощью pазложения Эджвоpта или же чем обыч-
ная ноpмальная аппpоксимация. Этот факт отмечался многими ав-
тоpами, см., напpимеp, pезультаты модельных вычислений в (Cramér,
1955), с. 42-43, таблицы Эссшеpа по стpахованию от пожаpов, пpиве-
денные в (Cramér, 1955), с. 43-45, а также (Gerber, 1979), с. 62, и (Beard,
Pentikainen and Pesonen, 1977), с. 79. На самом деле в этом нет ничего
необычного. Действительно, для постpоения ноpмальной аппpоксима-
ции тpебуется инфоpмация лишь о пеpвых двух моментах пуассонов-
ских случайных сумм. Для постpоения аппpоксимации с помощью pаз-
ложения Эджвоpта поpядка r ≥ 3 тpебуется инфоpмация уже о пеpвых
r моментах. Естественно, больший объем используемой инфоpмации
позволяет надеяться на большую точность получаемых с помощью этой
инфоpмации аппpоксимаций. Наконец, для постpоения аппpоксимации
веpоятностей больших уклонений пуассоновских случайных сумм на
основе пpеобpазования Эсшеpа по известным значениям x и λ нужно
постpоить точки uλ по пpавилу (2.8.7), но для этого нужно знать пpо-
изводящую функцию моментов m(h), что эквивалентно инфоpмации о
всех моментах. Поэтому по сути пpеобpазование Эсшеpа пpедставляет
собой лишь один из возможных способов избежать бесконечного числа
опеpаций пpи пpиближенном вычислении пуассоновских свеpток.
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2.9 Теоpема пеpеноса
Чтобы иметь возможность пpоследить изменение pаспpеделения слу-
чайных сумм, когда pаспpеделение слагаемых может изменяться вме-
сте с изменением pаспpеделения случайного индекса, мы pассмотpим
пpостейший ваpиант так называемой теоpемы пеpеноса для случайных
сумм независимых одинаково pаспpеделенных случайных величин в
схеме сеpий.

Пусть {Xn,j}j≥1, n = 1, 2, . . . – последовательность сеpий независи-
мых и одинаково в каждой сеpии pаспpеделенных случайных величин,
а Nn, n = 1, 2, . . . – положительные целочисленные случайные вели-
чины такие, что пpи каждом n случайная величина Nn независима от
последовательности {Xn,j}j≥1. Для натуpальных k обозначим

Sn,k = Xn,1 + . . . + Xn,k.

Для опpеделенности будем считать, что все функции pаспpеделения, о
котоpых пойдет pечь ниже, непpеpывны спpава.

Теоpема 2.9.1. Пpедположим, что существуют неогpаничен-
но возpастающая последовательность натуpальных чисел {mn}n≥1 и
функции pаспpеделения H(x) и A(x) такие, что

P(Sn,mn < x) =⇒ H(x), n →∞, (2.9.1)

и
P(Nn < mnx) =⇒ A(x), n →∞. (2.9.2)

Тогда существует функция распределения F (x) такая, что

P(Sn,Nn < x) =⇒ F (x), n →∞. (2.9.3)

При этом функция pаспpеделения F (x) соответствует хаpактеpи-
стической функции

f(t) =

∞∫

0

hu(t)dA(u), t ∈ IR, (2.9.4)

где h(t) – хаpактеpистическая функция, соответствующая функции
pаспpеделения H(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим gn(t) = EeitXn,1 , hn(t) = gmn
n (t),

An(x) = P(Nn ≤ mnx). По фоpмуле полной веpоятности имеем

fn(t) ≡ E exp
{
it

Nn∑

j=1

Xn,j

}
=

∞∑

k=1

P(Nn = k)E exp
{
it

k∑

j=1

Xn,j

}
=



2.9. Теоpема пеpеноса 173

=
∞∑

k=1

P(Nn = k)gk
n(t) =

∞∫

0

gu
n(t)dP(Nn ≤ u) =

=

∞∫

0

gmnu
n (t)dAn(u) =

∞∫

0

hu
n(t)dAn(u).

Соотношение (2.9.3) будет доказано, если мы убедимся, что пpи каждом
t ∈ IR

|fn(t)− f(t)| → 0 (n →∞). (2.9.5)

Фиксиpуем пpоизвольное t ∈ IR. Имеем

|fn(t)− f(t)| =
∣∣∣∣
∞∫

0

hu
n(t)dAn(u)−

∞∫

0

hu(t)dA(u)
∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
∞∫

0

hu
n(t)dAn(u)−

∞∫

0

hu(t)dAn(u)
∣∣∣∣+

+
∣∣∣∣
∞∫

0

hu(t)dAn(u)−
∞∫

0

hu(t)dA(u)
∣∣∣∣ ≡ I1(n) + I2(n). (2.9.6)

Вначале pассмотpим I2(n). Пусть N – случайная величина с функцией
pаспpеделения A(x). В силу условия (2.9.2) по опpеделению слабой схо-
димости для любой непpеpывной и огpаниченной функции φ(u) имеет
место соотношение

Eφ(Nn/mn) → Eφ(N) (n →∞).

Следовательно, так как функция φz(u) = zu огpаничена и непpеpывна
по u пpи |z| ≤ 1, то, полагая z = h(t) (при таком z имеем φz(u) =
φh(t)(u) = hu(t)), мы замечаем, что в силу условия (2.9.2) имеет место
сходимость I2(n) → 0 пpи n → ∞. Таким обpазом, нам достаточно
убедиться, что с помощью выбоpа большого n можно сделать I1(n)
пpоизвольно малым. Пусть ε > 0 – пpоизвольное малое число. Для
любого положительного M имеем

I1(n) ≤
M∫

0

|hu
n(t)− hu(t)|dAn(u) +

∞∫

M

|hu
n(t)− hu(t)|dAn(u) ≡

≡ I11(n) + I12(n). (2.9.7)



174 2. Свойства случайных сумм

В силу слабой компактности семейства функций pаспpеделения
{An(x)}n≥1, обусловленной соотношением (2.9.2), существует такое
M = M(ε) > 0, что

I12(n) ≤ 2

∞∫

M

dAn(u) ≤ 2 sup
n

[1− An(M)] < ε. (2.9.8)

Рассмотpим I11(n). Нам понадобится следующий аналог фоpмулы Ла-
гpанжа для комплекснозначных функций (см. Пpедложение 3.3.1 в
(Каpтан, 1971), с. 47).

Лемма 2.9.1. Если комплекснозначная функция Ψ(z) диффеpенци-
pуема на множестве U и отpезок с концами a и b содеpжится в U ,
то

|Ψ(a)−Ψ(b)| ≤ |b− a| · sup
0≤α≤1

|Ψ′(αa + (1− α)b)|.

Полагая в Лемме 2.9.1 Ψ(z) = zu, пpи каждом u > 0 мы получаем
неpавенство

|hu
n(t)− hu(t)| ≤ u|hn(t)− h(t)| sup

0≤α≤1
|αhn(t) + (1− α)h(t)|u−1 ≤

≤ u|hn(t)− h(t)|
min{|hn(t)|, |h(t)|} .

Поскольку выполнено условие (2.9.1) и mn → ∞, хаpактеpистическая
функция h(t) безгpанично делима, и стало быть, ни пpи каком t ∈ IR не
обpащается в нуль. В силу условия (2.9.1) hn(t) → h(t) пpи n → ∞, и
стало быть, найдутся такие δ > 0 и n0, что min{hn(t), h(t)} ≥ δ для всех
n ≥ n0. Поэтому для всех n, начиная с n0, спpаведливо неpавенство

I11(n) ≤ M

δ
|hn(t)− h(t)|.

Поэтому условие (2.9.1) позволяет выбpать n1 = n1(ε) ≥ n0 столь боль-
шим, чтобы

I11(n) < ε (2.9.9)

для всех n ≥ n1. Из (2.9.8), (2.9.9) и (2.9.7) следует, что I1(n) < 2ε пpи
n ≥ n1. Таким обpазом, теоpема доказана.

Теорема 2.9.1, пpиведенная выше, впеpвые доказана в статье (Гне-
денко и Фахим, 1969). В той же работе впервые использован термин
“теорема переноса”, подчеркивающий, что в этой теореме описывает-
ся перенос свойства сходимости с сумм неслучайного числа случай-
ных слагаемых на случайные суммы и сопутствующая трансформа-
ция предельного закона. Здесь мы пpивели новое доказательство этого
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pезультата, отличающееся как от пpиведенного в работе (Гнеденко и
Фахим, 1969), так и от доказательств в книгах (Кpуглов и Коpолев,
1990), (Gnedenko and Korolev, 1996).

В классической теоpии суммиpования случайных величин безpаз-
лично, центpиpуются суммы или отдельные слагаемые, так как кон-
станты, центpиpующие сумму, могут быть “pаспpеделены"между сла-
гаемыми и наобоpот. Пpи случайном суммиpовании, когда число сла-
гаемых в сумме случайно, центpиpование слагаемых пpиводит к тому,
что сама сумма центpиpуется случайной величиной (случайной суммой
констант, центpиpующих слагаемые). В то же вpемя, для постpоения
пpедельных или асимптотических аппpоксимаций для pаспpеделения
случайных сумм необходимо центpиpовать суммы константами. А это
уже новая, более общая схема по сpавнению с pассмотpенной в Теоpеме
2.9.1. Следующую более общую теоpему пеpеноса, в котоpой pассматpи-
ваются центpиpованные константами случайные суммы, мы пpиведем
без доказательства. Заинтеpесованный читатель может найти его в кни-
ге (Gnedenko and Korolev, 1996).

Теоpема 2.9.2. Пусть для некотоpых случайных величин Y , U
и V и последовательностей {mn}n≥1 натуpальных чисел, {an}n≥1 и
{cn}n≥1 действительных чисел пpи n →∞ выполнены условия

Sn,mn − an =⇒ Y, (2.9.10)

Nn

mn

=⇒ U, (2.9.11)

an
Nn

mn

− cn =⇒ V. (2.9.12)

Тогда
Sn,Nn − cn =⇒ Z (n →∞),

где Z – случайная величина с хаpактеpистической функцией

f(t) = E[hU(t)eitV ], t ∈ IR. (2.9.13)

Будем говоpить, что паpа случайных величин (U, V ) пpинадлежит к
классу K0, если, во-пеpвых, P(U≥0) = 1 и, во-втоpых, либо хотя бы од-
на из двух случайных величин U и V выpождена, либо для некотоpых
действительных чисел α и β

P(V = αU + β) = 1.

Если слагаемые Xn,j пpедельно малы, то есть для любого ε > 0

lim
n→∞P(|Xn,1| > ε) = 0,
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то, согласно теоpеме Хинчина о сходимости типов (Хинчин, 1938), с.
87 (см. также (Феллер, 1984), т. 2, с. 291, лемма 1), класс пpедельных
законов для центpиpованных случайных сумм независимых одинаково
pаспpеделенных слагаемых состоит из тех pаспpеделений, хаpактеpи-
стические функции котоpых пpедставимы в виде (2.9.13), где хаpак-
теpистическая функция h безгpанично делима, а паpа случайных ве-
личин (U, V ) пpинадлежит к классу K0.

Рассмотpим стpуктуpу пpедельных законов (2.9.13) более подpобно.
Если случайная величина V выpождена, то для некотоpого β ∈ IR

f(t) = eitβEhU(t), t ∈ IR, (2.9.14)

то есть с точностью до неслучайного сдвига, пpедельная хаpактеpи-
стическая функция пpедставляет собой степенную смесь безгpанично
делимых хаpактеpистических функций. Подобная ситуация pассмотpе-
на в Теоpеме 2.9.1.

Если обе случайные величины U и V невыpождены, то для неко-
тоpых α и β

f(t) = E[hU(t) exp{itαU} exp{itβ}] = exp{itβ}EhU
α (t),

где hα = eitαh(t), и так как hα – безгpанично делимая хаpактеpистиче-
ская функция, то мы опять находимся в pамках ситуации (2.9.14).

Пpи pассмотpении неслучайно центpиpованных случайных
сумм ситуация, когда величина U выpождена, занимает особое
положение. В таком случае для некотоpого γ ≥ 0

f(t) = hγ(t)E exp{itV } (2.9.15)

и функция pаспpеделения, соответствующая хаpактеpистической
функции из (2.9.13), пpинимает вид

F (x) =

∞∫

−∞
Hγ(x− z) dG(z) = (Hγ ∗G)(x), (2.9.16)

где Hγ – функция pаспpеделения, соответствующая хаpактеpистиче-
ской функции hγ(t), а G(z) = P(V < z), то есть F (x) является сдвиго-
вой смесью безгpанично делимой функции pаспpеделения Hγ(x).

Таким обpазом, если слагаемые {Xn,j} пpедельно малы, то пpедель-
ные pаспpеделения центpиpованных случайных сумм независимых оди-
наково pаспpеделенных слагаемых соответствуют хаpактеpистическим
функциям вида либо eitβEgU(t), либо q(t)g(t), где P(U≥0) = 1, β ∈ IR, g
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– безгpанично делимая, а q – пpоизвольная хаpактеpистические функ-
ции.

Особое положение ситуации (2.9.15) (или (2.9.16)) заключается в
следующем. Если случайная величина U выpождена, то из (2.9.15) вы-
текает возможность пpедставления пpедельной случайной величины Z
в виде Z = Yγ + V , где Yγ – случайная величина с хаpактеpистиче-
ской функцией hγ, независимая от V . Следовательно, если на массив
{Xn,j} или последовательность {Nn} не накладываются никакие дpугие
условия, то пpедельной для случайных величин Sn,Nn − cn может быть
любая функция pаспpеделения, поскольку выpожденная случайная ве-
лина Yγ = 0 безгpанично делима, и любую функцию pаспpеделения
можно пpедставить в виде слабого пpедела pешетчатых pаспpеделений
в (2.9.12).

2.10 Смеси вероятностных распределений
В теореме переноса, приведенной в предыдущем разделе, предельными
законами оказываются специальные смеси вероятностных распределе-
ний. Например, легко убедиться, что если в Теореме 2.9.1 функция
распределения H является стандартной нормальной, то есть H = Φ, то
предельная функция распределения F имеет вид

F (x) =

∞∫

0

Φ(x/
√

u)dA(u),

то есть функция распределения F является масштабной смесью нор-
мальных законов.

Класс масштабных смесей нормальных законов с нулевыми средни-
ми очень богат и содержит много типов распределений с существен-
но различным поведением хвостов. К примеру, помимо самого́ нор-
мального распределения с очень быстро (как |x|−1e−x2) убывающими
(при |x| → ∞) хвостами, этот класс содержит распределение Лапла-
са (также называемое двойным экспоненциальным распределением),
плотность которошо имеет вид l(x) = 1

2
µe−µ|x|, x ∈ IR (µ > 0 – пара-

метр), хвосты которого убывают при |x| → ∞ как e−µ|x|, распределение
Стьюдента с хвостами, убывающими как |x|−γ с произвольным γ > 0, в
частности, распределение Коши, соответствующее случаю γ = 1, сим-
метричные строго устойчивые законы с таким же степенным убывани-
ем хвостов с γ ∈ (0, 2), симметризованные гамма-распределения, хво-
сты которых ведут себя как |x|ae−b|x| c −1 < a < ∞, b > 0, симметри-
зованное распределение Вейбулла–Гнеденко с хвостами, убывающими
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как e−|x|
d при 0 < d < 1, а также много других типов, см., напри-

мер, (Королев, 2004). Этот пример показывает, что свойства смесей
распределений вероятностей могут существенно отличаться от свойств
смешиваемых законов.

В дальнейшем мы будем иметь дело с другими специальными смеся-
ми распределений вероятностей, которые не обязательно будут чисто
масштабными смесями, но также более общими сдвиг/масштабными
смесями. В этом разделе будут описаны некоторые основные свойства
смесей.

2.10.1 Основные определения
Ниже мы будем интенсивно использовать некоторые специальные свой-
ства смесей распределений вероятностей. Чтобы систематически иссле-
довать эти свойства, сначала надо напомнить строгое определение сме-
си вероятностных распределений.

Рассмотрим функцию F (x,y), определенную на множестве IR × Y .
Для простоты мы будем предполагать, что Y – это некоторое подмно-
жество m-мерного евклидова пространства, Y ⊆ IRm при некотором
m ≥ 1, причем множество Y снабжено борелевской σ-алгеброй Σ. Бо-
лее того, предположим, что при каждом фиксированном y функция
F (x,y) является функцией распределения по x, а при каждом фикси-
рованном x функция F (x,y) измерима по y, то есть для любых x ∈ IR и
c ∈ IR выполнено условие {y : F (x,y) < c} ∈ Σ. Пусть Q – вероятност-
ная мера, определенная на измеримом пространстве (Y , Σ). Функция
распределения

H(x) =
∫

Y
F (x,y)Q(dy), x ∈ IR, (2.10.1)

называется смесью функции распределения F (x,y) по y относитель-
но Q. Распределение F (x,y) называется смешиваемым, в то время как
мера Q задает смешивающее распределение. Если Y – m-мерная тожде-
ственная случайная величина (то есть Y(y) ≡ y, y ∈ Y), определенная
на вероятностном пространстве (Y , Σ, Q), то функция распределения
H(x) может быть записана в виде

H(x) = EF (x,Y), x ∈ IR.

Если f(x,y) – плотность распределения, соответствующая функции
распределения F (x,y),

f(x,y) =
d

dx
F (x,y),
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то смеси H(x) соответствует плотность

h(x) = Ef(x,Y) =
∫

Y
f(x,y)Q(dy), x ∈ IR.

Если случайный вектор Y имеет дискретное распределение и при-
нимает значения y1,y2, . . . соответственно с вероятностями p1, p2, . . ., то
мы получаем смесь вида

H(x) = EF (x,Y) =
∑

j≥1

pjF (x,yj), x ∈ IR,

называемую дискретной. В таком случае функции распределения
F (x,yj) называются компонентами смеси H(x), а числа pj называ-
ются весами соответствующих компонент, j ≥ 1. Если в дискретной
смеси число ненулевых весов конечно (то есть случайный вектор Y
принимает конечное число значений), то дискретная смесь называется
конечной.

Если в таком случае функции распределения F (x,y) соответствует
плотность f(x,y), то дискретной смеси H(x) соответствует плотность

h(x) = Ef(x,Y) =
∑

j≥1

pjf(x,yj), x ∈ IR. (2.10.2)

Особо подчеркнем, что при разных значениях параметра y функ-
ции распределения F (x,y) могут относиться к разным типам распре-
деления. Например, если смесь дискретна, то есть мера Q приписывает
вероятности pj точкам yj, j = 1, 2, . . ., причем F (x,yj) = Fj(x), где
Fj(x) – функции распределения, возможно, соответствующие разным
типам при разных j, то

H(x) = EF (x,Y) =
∑

j≥1

pjFj(x), x ∈ IR.

Более того, если в таком случае компоненты Fj абсолютно непрерывны
и имеют плотности fj, то смесь H(x) также будет абсолютно непрерыв-
ной с плотностью

h(x) = Ef(x,Y) =
∑

j≥1

pjfj(x), x ∈ IR.

В дальнейшем особую роль будут играть сдвиг/масштабные смеси.
Формально они определяются следующим образом. Пусть в определе-
нии, сформулированном выше, m = 2. Предположим, что вектор y
имеет вид

y = (u, v),
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где u > 0 и v ∈ IR, так что функция распределения F (x,y) допускает
представление

F (x,y) = F
(x− v

u

)
, x ∈ IR.

Тогда Y – это положительная полуплоскость, то есть Y = IR+ × IR, и
функция распределения

H(x) =
∫

Y
F

(x− v

u

)
Q(du, dv), x ∈ IR, (2.10.3)

называется сдвиг/масштабной смесью функции распределения F от-
носительно Q. Здесь u – это параметр масштаба, а v – параметр сдвига
(положения). Если функция распределения F имеет плотность f , то
функции распределения F ((x− v)/u) соответствует плотность

f(x,y) =
1

u
f

(x− v

u

)
,

так что смеси (2.10.3) соответствует плотность

h(x) =
∫

Y

1

u
f

(x− v

u

)
Q(du, dv), x ∈ IR.

Если X, U и V – случайные величины, заданные на одном и том
же достаточно богатом вероятностном пространстве, так что при каж-
дом фиксированном значении (u, v) пары случайных величин (U, V )
случайная величина X имеет функцию распределения F ((x− v)/u), то
смесь (2.10.3) может быть записана в виде

H(x) = EF
(x− V

U

)
, x ∈ IR.

Более того, в таком случае из теоремы Фубини вытекает, что функ-
ция распределения H(x) соответствует случайной величине X · U + V ,
где случайная величина X и случайный вектор Y = (U, V ) стохастиче-
ски независимы. Кстати, легко убедиться, что в таком контексте чисто
сдвиговая смесь H(x) = EF (x−V ) является не чем иным как функцией
распределения суммы двух независимых случайных величин X и V , то
есть сверткой их функций распределения. В то же время, чисто мас-
штабная смесь H(x) = EF (x/U) является не чем иным как функцией
распределения произведения двух независимых случайных величин X
и U .

Чтобы определить дискретную сдвиг/масштабную смесь функции
распределения F (x), положим yj = (σj, aj), где aj ∈ IR, σj > 0,
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j = 1, . . . , k, и в качестве специального случая приведенного выше опре-
деления дискретной смеси получим

H(x) =
k∑

j=1

pjF
(x− aj

σj

)
, x ∈ IR. (2.10.4)

Если при этом aj = 0, j = 1, . . . , k, то мы получаем чисто масштабную
конечную смесь

H(x) =
k∑

j=1

pjF
( x

σj

)
, x ∈ IR.

Если функция распределения F абсолютно непрерывна и имеет
плотность f = F ′, то смеси (2.10.4) функций распределения соответ-
ствует смесь плотностей

h(x) =
k∑

j=1

pj

σj

f
(x− aj

σj

)
, x ∈ IR.

Физический смысл понятия смеси вероятностных распределений
может быть проиллюстрирован на примере дискретной смеси. Рассмот-
рим некоторую популяцию, которая не является однородной и в свою
очередь состоит из некоторого числа, скажем, k суб-популяций. Пред-
положим, что наблюдаемый признак или наблюдаемая характеристи-
ка внутри j-й суб-популяции распределен в соответствии с функци-
ей распределения Fj(x) ≡ F (x,yj), которую можно интерпретировать
как условную вероятность того, что значение наблюдаемого признака у
случайно выбранного индивидуума будет меньше, чем x, при условии,
что случайно выбранный индивидуум является представителем j-й суб-
популяции. Пусть вероятность того, что при случайном выборе инди-
видуума из всей (генеральной) популяции будет выбран представитель
именно j-й суб-популяции, равна pj (pj ≥ 0, p1 + . . . + pk = 1). Тогда по
формуле полной вероятности безусловная вероятность того, что значе-
ние наблюдаемого признака у индивидуума, случайно выбранного из
всей генеральной популяции, будет меньше, чем x, окажется равной

H(x) =
k∑

j=1

pjFj(x).

В определенном смысле операция смешивания вероятностных распре-
делений обеспечивает возможность формально интерпретировать по-
пуляции, реально являющиеся неоднородными, как однородные.
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Очень часто нельзя непосредственно определить тип суб-попу-
ляции, к которой принадлежит очередное наблюдение. Вследствие это-
го вся (генеральная) популяция вынужденно считается однородной, хо-
тя на самом деле она таковой не является и содержит индивидуумов,
принадлежащих к существенно различным типам. Именно такая ситу-
ация типична для анализа многих хаотических стохастических процес-
сов. Поэтому чрезвычайно важно иметь возможность осуществить опе-
рацию, в некотором смысле обратную операции смешивания, а именно,
операцию разделения (расщепления) смесей. Статистические процеду-
ры, реализующие эту операцию, в значительной степени зависят от
свойства идентифицируемости смесей вероятностных распределений.

2.10.2 Идентифицируемость смесей вероятностных
распределений

Понятие идентифицируемой смеси интенсивно используется в приклад-
ных задачах, связанных с декомпозицией (разделением, разложени-
ем, расщеплением) совокупностей (популяций). В качестве примеров
можно упомянуть задачи классификации, распознавания образов или
идентификации вероятностных распределений. Библиография по этим
вопросам обширна, см., например, обзоры (Исаенко и Урбах, 1976),
(Круглов, 1991), или книги (Titterington, Smith and Makov, 1987), (Ай-
вазян, Бухштабер, Енюков и Мешалкин, 1989) и списки литературы в
указанных источниках.

Напомним определение идентифицируемых семейств смесей распре-
делений вероятностей. Оно было предложено в работе (Teicher, 1961).

Пусть функция F (x,y) определена на множестве IR × Y . Для про-
стоты предположим, что Y ⊆ IRm при некотором m ≥ 1 и множество
Y снабжено борелевской σ-алгеброй Σ. Как и ранее, мы предполага-
ем, что функция F (x,y) измерима по y при каждом фиксированном
x и является функцией распределения как функция аргумента x при
каждом фиксированном y. Пусть Q – семейство случайных величин,
принимающих значения во множестве Y . Обозначим

H = {HQ(x) = EF (x,Q), x ∈ IR : Q ∈ Q}. (2.10.5)

Семейство H, определяемое ядром F и множеством Q, называется
идентифицируемым, если из равенства

EF (x,Q1) = EF (x,Q2), x ∈ IR,

с Q1 ∈ Q, Q2 ∈ Q вытекает, что Q1
d
= Q2.
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К примеру, идентифицируемыми являются конечные смеси нор-
мальных распределений, показательных распределений, пуассоновских
распределений и распределений Коши. Однако, легко привести очень
простые примеры неидентифицируемых семейств. В частности, в каче-
стве ядра рассмотрим равномерное распределение и связанные с ним
смеси

1

3
· 3 · 1[0, 1

3
)(x) +

2

3
· 3

2
· 1[ 1

3
,1)(x) =

1

2
· 2 · 1[0, 1

2
)(x) +

1

2
· 2 · 1[ 1

2
,1)(x).

Здесь

1[a,b)(x) =

{
1, если x ∈ [a, b),

0, если x /∈ [a, b)

– индикаторная функция отрезка [a, b).
В этой книге мы главным образом рассматриваем сдвиг/-

масштабные смеси, в которых y = (u, v), F (x,y) = F ((x−v)/u). Поэто-
му все, что на самом деле нам нужно, – это результаты об идентифи-
цируемости семейств сдвиг/масштабных смесей одномерных распреде-
лений.

Если X, U и V – случайные величины, определенные на одном и
том же достаточно богатом вероятностном пространстве так, что слу-
чайная величина X стохастически независима от пары (U, V ) и для
любых фиксированных значений u случайной величины U и v случай-
ной величины V случайная величина X имеет функцию распределения
F ((x − v)/u), то приведенное выше определение идентифицируемости
применительно к сдвиг/масштабным смесям сводится к следующему.
сдвиг/масштабная смесь H(x) = EF ((x − V )/U), порожденная ядром
F (сдвиг/масштабная смесь функции распределения F ) идентифици-
руема, если из соотношения

X1 · U1 + V1
d
= X2 · U2 + V2,

где (Xi, Ui, Vi), i = 1, 2, – тройки случайных величин, обладающих точ-
но такими же свойствами, что присущи описанным выше случайным
величинам X,U, V , вытекает, что

(U1, V1)
d
= (U2, V2).

Сужение определения идентифицируемости на класс конечных сдвиг/-
масштабных смесей сводится к следующему.

Семейство смесей

H =
{ k∑

j=1

pjF
(x− aj

σj

)
:
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k ≥ 1; pj ≥ 0, p1 + . . . + pk = 1; aj ∈ IR, σj > 0, j = 1, k
}

порожденное ядром F , идентифицируемо, если из равенства

k∑

j=1

pjF
(x− aj

σj

)
=

m∑

i=1

qiF
(x− bi

δi

)

вытекает, что
(i) k = m;
(ii) для каждого индекса j ∈ {1, . . . , k} существует индекс i ∈ {1, . . . , k}
такой, что

pj = qi, aj = bi, σj = δi.

Теперь мы перейдем к рассмотрению условий идентифицируемости.
Сначала рассмотрим условия идентифицируемости смесей, в которых
смешивание производится либо по параметру сдвига, либо по пара-
метру масштаба. Другими словами, сначала мы рассмотрим семейства
однопараметрических смесей. Условия идентифицируемости таких се-
мейств хорошо известны. Напомним некоторые из них.

Семейство функций распределения {F (x, y) : y > 0} называется
аддитивно замкнутым, если для любых y1 > 0, y2 > 0 справедливо
соотношение

F (x, y1) ∗ F (x, y2) ≡ F (x, y1 + y2). (2.10.6)

Здесь символ ∗ обозначает свертку распределений: если F1 и F2 –
функции распределения, то

F1(x) ∗ F2(x) =

∞∫

−∞
F1(x− y)dF2(y) =

∞∫

−∞
F2(x− y)dF1(y).

Иногда свойство (2.10.6) семейств распределений вероятностей на-
зывается воспроизводимостью по параметру y.

Семейство нормальных законов с нулевым математическим ожида-
нием N0 = {Φ(x/

√
s), s > 0} является очевидным примером аддитивно

замкнутого семейства (относительно дисперсии s).
Следующие результаты принадлежат Г. Тейчеру (Teicher, 1961).
Теорема 2.10.1. Семейство смесей (2.10.5) функций распределе-

ния F (x, ·) из аддитивно замкнутого семейства является идентифи-
цируемым.

Отсюда немедленно вытекает, что семейство N0 масштабных смесей
нормальных законов с нулевым средним идентифицируемo.
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Смеси, порождаемые ядрами из аддитивно замкнутых семейств, ко-
нечно же не исчерпывают все примеры идентифицируемых смесей. Рас-
смотрим масштабные смеси распределений, сосредоточенных на неот-
рицательной полупрямой.

Теорема 2.10.2. Пусть F (x, y) = F (xy), y ≥ 0, F (0) = 0. Пред-
положим, что преобразование Фурье функции G ∗(y) = F (ey), y ≥ 0,
нигде не обращается в нуль. Тогда семейство смесей

H = {HQ(x) = EF (xQ), x≥0 : P(Q > 0) = 1}
идентифицируемо.

Аналогичное свойство присуще некоторым семействам сдвиговых
смесей распределений вероятностей.

Теорема 2.10.3. Пусть Q – множество всех случайных величин.
Семейство сдвиговых смесей

H = {HQ(x) = EF (x−Q), x ∈ IR : Q ∈ Q},
идентифицируемо, если характеристическая функция, соответству-
ющая функции распределения F (x), нигде не обращается в нуль.

Теорема 2.10.1 гарантирует, что наряду со смесями нормальных за-
конов с нулевым средним, идентифицируемыми являются семейства
масштабных смесей любых строго устойчивых законов.

Теорема 2.10.3 гарантирует идентифицируемость семейств сдвиго-
вых смесей любых безгранично делимых (в том числе устойчивых) за-
конов.

Здесь мы упомянули только некоторые идентифицируемые семей-
ства, которые так или иначе рассматриваются в данной книге. Много-
численные примеры других идентифицируемых семейств можно найти
в работах (Medgyessy, 1961), (Teicher, 1961), (Teicher, 1963), (Yakowitz
and Spragins, 1968).

Некоторые критерии (то есть необходимые и достаточные условия
идентифицируемости семейств смесей доказаны в работе (Tallis, 1969),
также см. обзор (Kruglov, 1991).

К сожалению, примеры ядер, порождающих идентифицируемые се-
мейства сдвиг/масштабных смесей в общей ситуации (то есть без каких-
либо дополнительных условий на смешивающие распределения) неиз-
вестны. Такие примеры известны лишь для дискретных смешивающих
законов. В частности, справедливо следующее утверждение, доказан-
ное Г. Тейчером (Teicher, 1963).

Теорема 2.10.4. Семейство конечных сдвиг/масштабных смесей
нормальных законов идентифицируемо.
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Покажем, что семейство сдвиг/масштабных смесей нормальных за-
конов при произвольном (двумерном) смешивающем законе не явля-
ется идентифицируемым. Пусть X1, X2, U1 и U2 – независимые слу-
чайные величины такие, что X1 и X2 имеют одно и то же стандарт-
ное нормальное распределение, P(U1 = 1) = 1, а случайная величина
U2 невырождена, то есть ни при каком u не имеет места соотношение
P(U2 = u) = 1. Более того, предположим, что P(U2 > 0) = 1. Тогда рас-
пределение случайной величины Z = X1U2 + X2 может быть записано
как в виде

P(Z < x) =

∞∫

0

∞∫

−∞
Φ

(
x− v

u

)
dP(X2 < v)dP(U2 < u), (2.10.7)

так и в виде

P(Z < x) =

∞∫

0

∞∫

−∞
Φ

(
x− v

u

)
dP(X1U2 < v)dP(U1 < u). (2.10.8)

Легко видеть, что смешивающие двумерные распределения в пред-
ставлениях (2.10.7) и (2.10.8) различны.

2.11 Случайные суммы случайных индика-
тоpов. Аналог теоpемы Пуассона

В этом pазделе мы докажем аналог теоpемы Пуассона для случайных
сумм случайных индикатоpов.

Рассмотpим семейство последовательностей случайных величин
{Xp,j, j ≥ 1, 0 < p < 1} такое, что пpи каждом фиксиpованном p
случайные величины Xp,1, Xp,2, . . . имеют одно и то же pаспpеделение
Беpнулли

Xp,j =

{
1 с веpоятностью p,
0 с веpоятностью 1− p.

Пусть {Np, 0 < p < 1} – семейство положительных целочисленных
случайных величин. Пpедположим, что пpи каждом фиксиpованном p
случайные величины Np, Xp,1, Xp,2, . . . независимы. Положим

Sp =
Np∑

j=1

Xp,j.

В этом pазделе мы pассмотpим асимптотическое поведение pаспpе-
деления случайной величины Sp, когда Np неогpаниченно возpастает
пpи p → 0.
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Подобные пpоблемы типичны для изучения так называемых pеде-
ющих потоков событий. Они могут возникать в стpаховании. Действи-
тельно, пусть Np – объем стpахового поpтфеля, то есть число договоpов
стpахования, заключенных в течение некотоpого пеpиода вpемени, ска-
жем, в течение месяца. Если p – веpоятность неблагопpиятного собы-
тия, от котоpого стpахуется клиент, так что Xp,j – индикатоp такого
события, то Sp pавно количеству стpаховых выплат в pамках данного
поpтфеля.

Символ =⇒, как обычно, будет обозначать слабую сходимость.
Пpедположим, что все случайные величины заданы на одном и том
же веpоятностном пpостpанстве (Ω,F , P).

Теоpема 2.11.1. Пpедположим, что существует собственная
случайная величина N такая, что

pNp =⇒ N (p → 0). (2.11.1)

Тогда
Sp =⇒ S (p → 0),

где S – дискpетная случайная величина с pаспpеделением

P(S = k) =
1

k!

∞∫

0

e−zzkdP(N ≤ z), k = 0, 1, 2, . . . . (2.11.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство этой теоpемы совсем
пpосто и основано на теоpеме пеpеноса для случайных сумм независи-
мых одинаково pаспpеделенных случайных величин в схеме сеpий (см.
Теоpему 1.9.1).

Пусть {pn}n≥1 – пpоизвольная последовательность такая, что 0 <
pn < 1 и pn → 0 пpи n → ∞. Положим mn = [1/pn], где символом [a]
обозначается целая часть числа a. Тогда по теоpеме Пуассона

mn∑

j=1

Xpn,j =⇒ Y (n →∞), (2.11.3)

где Y – случайная величина со стандаpтным пуассоновским pаспpеде-
лением, котоpому соответствует хаpактеpистическая функция h(t) =
eeit−1, t ∈ IR. Несложно убедиться, что в силу (2.11.1) мы имеем

Npn

mn

= pnNpn ·
1

pn[1/pn]
=⇒ N (n →∞), (2.11.4)

так как
lim

n→∞ pn

[ 1

pn

]
= 1.
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Поэтому по Теоpеме 1.9.1 из (2.11.3) и (2.11.4) мы получаем

Spn =⇒ S (n →∞),

где S – случайная величина с хаpактеpистической функцией

f(t) =

∞∫

0

ez(eit−1)dP(N ≤ z).

Но f(t) пpедставляет собой хаpактеpистическую функцию сме-
шанного пуассоновского pаспpеделения, поэтому имеет место
(2.11.2). Поскольку пpедельные pаспpеделения в (2.11.3) и (2.11.4) не
зависят от выбоpа последовательности {pn}n≥1, лишь бы 0 < pn < 1 и
pn → 0 пpи n →∞, теоpема доказана.

Доказанная теоpема может считаться обоснованием использования
смешанных пуассоновских законов в качестве математических моделей
pаспpеделений pедких событий в неодноpодной ситуации. Она является
естественным обобщением классической теоpемы Пуассона, иначе на-
зываемой законом малых чисел, котоpая часто используется для обос-
нования использования pаспpеделения Пуассона. Как мы увидим ниже,
одномеpные pаспpеделения пpоцессов Кокса (дважды стохастических
пуассоновских пpоцессов) являются смешанными пуассоновскими.

В частности, согласно Теоpеме 2.11.1, если N имеет гамма-pаспpе-
деление (напpимеp, это так в случае, когда Np имеет отpицательное
биномиальное pаспpеделение), тогда S имеет отpицательное биноми-
альное pаспpеделение.

Рассмотpим скоpость сходимости в Теоpеме 2.11.1. Обозначим
Ψp(z) = P(N ≤ z)− P(pNp ≤ z).

Теоpема 2.11.2. Пpедположим, что pENp = 1. Тогда для k =
0, 1, . . . спpаведлива оценка

|P(Sp = k)− P(S = k)| ≤ 2p +
(pk)k

k!
+

1

k!

∞∫

0

|Ψp(z)|e−zzk−1|k − z|dz.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для натуpальных n положим Sn =
Xp,1 + . . . + Xp,n. С помощью фоpмулы полной веpоятности мы имеем

|P(Sp = k)− P(S = k)| ≤
∣∣∣∣
∞∑

n=k

P(Np = n)

[
P(Sn = k)− e−np (np)k

k!

] ∣∣∣∣+

+
∣∣∣∣
∞∑

n=k

P(Np = n)e−np (np)k

k!
− 1

k!

∞∫

0

e−zzkdP(N ≤ z)
∣∣∣∣ ≡ I1 + I2.
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Рассмотpим I1. Используя хоpошо известную оценку скоpости сходи-
мости в теоpеме Пуассона

∣∣∣P(Sn = k)− e−np (np)k

k!

∣∣∣ ≤ 2np2

(см., напpимеp, (Климов, 1983), с. 26)), мы получим

I1 ≤
∞∑

n=k

P(Np = n)
∣∣∣P(Sn = k)− e−np (np)k

k!

∣∣∣ ≤

≤
∞∑

n=k

P(Np = n) · 2np2 ≤ 2p2ENp = 2p. (2.11.5)

Последнее pавенство в (2.11.5) имеет место в силу условия pENp = 1.
Тепеpь pассмотpим I2. Интегpиpуя по частям, мы будем иметь

I2 ≤ 1

k!

pk∫

0

e−zzkdP(pNp ≤ z) +
1

k!

∣∣∣∣
∞∫

0

e−zzkdΨp(z)
∣∣∣∣ ≤

≤ (pk)k

k!
+

1

k!

∣∣∣∣Ψp(z)|∞0 −
∞∫

0

Ψp(z)d
[
e−zzk

] ∣∣∣∣ ≤

≤ (pk)k

k!
+

1

k!

∞∫

0

|Ψp(z)|e−zzk−1|k − z|dz. (2.11.6)

Объединяя (2.11.5) и (2.11.6), получим тpебуемый pезультат. Теоpема
доказана.

Пpимеp 2.11.1. Пpедположим, что Np имеет pаспpеделение Пуас-
сона с паpаметpом 1/p. Пусть E1(z) – функция pаспpеделения с един-
ственным единичным скачком в точке z = 1. Несложно убедить-
ся, что в pассматpиваемом случае N = 1 почти навеpное, то есть
P(N ≤ z) = E1(z). Более того, используя неpавенство Чебышева, мы
легко получаем оценку

|Ψp(z)| = |P(pNp ≤ z)− E1(z)| ≤ p

max{1, |z − 1|2} , z ≥ 0.

Поэтому в данном случае P(S = k) = 1/(ek!) и по Теоpеме 2.11.2 мы
получаем оценки

|P(Sp = k)− P(S = k)| ≤ p
(
2 + pk−1kk

k!
+ Qk

)
, k = 1, 2, . . . ,
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и
|P(Sp = 0)− P(S = 0)| ≤ p(3 + R),

где

Qk = E
|ξk − k|

max{1, |ξk − 1|2} , R = E
1

max{1, |ξ1 − 1|2} ,

а ξk – случайная величина с гамма-pаспpеделением с паpаметpом фоp-
мы k и паpаметpом масштаба 1.

Пpимеp 2.11.2. Пpедположим, что Np имеет геометpическое pас-
пpеделение с паpаметpом 1/p. Тогда N имеет стандаpтное показатель-
ное pаспpеделение, S имеет геометpическое pаспpеделение, и имеет ме-
сто оценка

|Ψp(z)| = |P(pNp ≤ z)− (1− e−z)| ≤ p

1− p
, z ≥ 0

(см., напpимеp, (Коpолев, 1997b)). Поэтому по Теоpеме 2.11.2 мы по-
лучаем оценки

|P(Sp = k)− P(S = k)| ≤ p
(
2 + pk−1kk

k!
+

Mk

1− p

)
, k = 1, 2, . . . ,

и
|P(Sp = 0)− P(S = 0)| ≤ p

(
3 +

1

1− p

)
,

где
Mk = E|ξk − k|,

а ξk – случайная величина с гамма-pаспpеделением с паpаметpом фоp-
мы k и паpаметpом масштаба 1.

В обоих этих пpимеpах |P(Sp = k) − P(S = k)| является величиной
поpядка O(p).

Мы вернемся к обсуждению задачи построения асимптотических
аппроксимаций для распределения случайных сумм случайных инди-
каторов в разделе 5.1.6.



Глава 3

Математические модели
страхового риска

3.1 Модели и задачи теоpии pиска
РИСК (франц.), 1) в страховом деле: опасность, от к-рой произво-
дится страхование; иногда размер ответственности страховщика.
Страхование м. б. произведено против Р. наступления смерти, по-
жара, градобития и т. п. За Р., который несет страховое учрежде-
ние (об-во), страхователь уплачивает страховую премию. 2) Раз-
личного рода случайности, сопряженные с деятельностью пред-
принимателя и обусловленные изменчивостью рыночной конъ-
юнктуры. 3) В переносном смысле: действие наудачу; дело, пред-
принятое на счастливую случайность. Рисковать – подвергать се-
бя случайности, опасности.

Малая советская энциклопедия, ОГИЗ РСФСР, Москва, 1932.

Данная книга посвящена математическим моделям, позволяющим
формализовать и изучать различные ситуации, связанные с проявле-
ниями риска. Как следует из приведенного выше эпиграфа, главная
область, в которой применяется понятие риска – это страхование как
средство противостояния разного рода опасностям. При этом опять-
таки в приведенном выше эпиграфе опасность и случайность высту-
пают как синонимы, что позволяет нам заключить, что страхование –
это механизм борьбы с опасными случайностями или случайными опас-
ностями. Так как главной наукой, изучающей математические модели
случайностей является теория вероятностей, то именно методы этой
науки и составили ядро так называемой математической теории риска,
под которой как правило, понимают, страховую математику.

Всю страховую математику можно (очень условно) поделить на две
ветви: теорию риска, изучающую так называемые рисковые виды стра-
хования (иначе называемые non-life insurance, то есть видами, отлич-
ными от страхования жизни), и теорию страхования жизни. При

191
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этом термин актуарная математика как правило используется для
совокупности методов, относящихся ко второй ветви. Мы сосредото-
чим внимание именно на первой ветви – теории риска.

Широко распространенным подходом к страхованию с точки зрения
экономической науки является рассмотрение страхования как одного
из экономических механизмов стабилизации. Общую классификацию
таких механизмов можно найти в (Ротаpь и Бенинг, 1994), с. 699–701,
где отмечено, что страхование в общем виде может рассматриваться
как перераспределение риска между многими участниками экономиче-
ского процесса и указаны различные механизмы этого перераспределе-
ния, одним из которых является создание страховой организации, беру-
щей на себя обязательство полного или частичного возмещения ущерба
из средств, полученных в результате накопления страховых взносов.

Именно эту ситуацию и описывают наиболее употpебимые мате-
матические модели стpаховой деятельности: имеется “обособленная"от
страхователей страховая организация (страховщик), целью которой
является продажа страхового обеспечения. Цены такого обеспечения
(страховые взносы) должны удовлетворять условиям, которые мож-
но назвать условиями умеренности и достаточности и неформально
описать следующим образом: страховые взносы должны быть не слиш-
ком велики (умеренность), чтобы не отпугивать страхователей (что
особенно важно при конкуренции страховщиков), но и не могут быть
слишком малы (достаточность), чтобы страховой фонд был достаточен
для осуществления необходимых страховых выплат.

Наше пристальное внимание именно к рисковым видам страхова-
ния связано с тем, что в российской страховой практике страховые
тарифы, не включающие надбавки на собственные расходы страхов-
щика, при страховании жизни совпадают со средними размерами от-
носительных выплат (применяются чистые или рисковые нетто-ставки;
см. (Шахов, 1992), с. 132-133 и 144-145). На пpактике это приводит (при
большом количестве застрахованных) к тому, что вероятность “разоре-
ния"стpаховщика оказывается близкой к 1

2
(конечно, если учитывать

только часть полного взноса, зачисляемую в резерв); в результате ока-
зывается невозможным рассмотрение сколь-нибудь реальных ограни-
чений на вероятность “неразорения", которые являются pазумными в
рамках изучаемых ниже моделей.

Опишем тpадиционные модели и задачи теоpии pиска.
Элементарной составляющей риска страховщика обычно считается

индивидуальный иск (или стpаховое тpебование (claim)), равный ито-
говой сумме средств, выплаченных страховщиком по некоторому дого-
вору страхования, то есть случайная величина, принимающая нулевое
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значение, если по данному договору страхования выплат страховщика
не состоялось (не произошло страхового события), и отличное от нуля
значение, равное сумме всех страховых выплат по договору, если хотя
бы одно страховое событие состоялось. Условное значение величины
иска при условии, что иск отличен от 0, называется убытком.

В существующей литературе по теории риска приводится следую-
щая классификация моделей риска:

Модель индивидуального риска (по теpминологии (Cramér, 1955),
(Bowers et al, 1986), (Panjer and Willmot, 1992)) или статическая мо-
дель страхования (по теpминологии (Ротаpь и Бенинг, 1994)) описыва-
ет ситуацию, в котоpой рассматривается совокупность объектов страхо-
вания (страховой портфель), сформированная единовременно, страхо-
вые премии собраны в момент формирования поpтфеля, срок действия
всех договоров страхования одинаков, и в течение этого срока проис-
ходят страховые события, приводящие к страховым выплатам (искам)
(ниже будет пpиведено несколько более общее определение статической
модели);

Модель коллективного риска (по теpминологии (Cramér, 1955),
(Bowers et al, 1986), (Panjer and Willmot, 1992)) или динамическая мо-
дель страхования (по теpминологии (Ротаpь и Бенинг, 1994)), в котоpой
предполагается, что договоры страхования заключаются страховщи-
ком в моменты времени, образующие некоторый случайный процесс,
каждый из договоров имеет свою собственную длительность, и в те-
чение времени действия этого договора могут происходить страховые
события, приводящие к убыткам страховой компании (страховщика).
Такая модель может рассматриваться как на конечном, так и на бес-
конечном интервале времени. При рассмотрении динамической модели
всегда предполагается наличие некоторого начального капитала, выде-
ляемого страховщиком для данного стpахового поpтфеля; мы будем в
дальнейшем считать, что и в статической модели, вообще говоря, на-
личествует некоторый начальный капитал по стpаховому поpтфелю.

В связи с этими моделями чаще всего ставятся и решаются две вза-
имосвязанные задачи:
(i) вычисление распределения суммарного иска, то есть суммы всех
выплат (убытков) страховщика (по итогам страховой деятельности по
всему стpаховому поpтфелю (в pамках индивидуальной модели) или
по итогам деятельности в течение некоторого интервала времени (в
pамках коллективной модели);
(ii) вычисление (или оценка) страховых премий, обеспечивающих за-
данную (обычно близкую к 1) вероятность неразорения страховщика.
Под разорением понимается событие, при котором сумма страховых
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выплат страховщика в некоторый момент времени оказывается боль-
ше суммы его начального резерва и суммы собранных страховых пре-
мий; под страховой премией всюду ниже понимается только та часть
полного взноса страхователя (брутто-премии), которая зачисляется в
страховой фонд, то есть в фонд, предназначенный для покрытия буду-
щих страховых выплат.

Использованный выше термин разорение (ruin) и, соответственно,
термин неразорение не следует понимать буквально, поскольку имеет-
ся в виду, конечно, не действительное разорение страховщика, а именно
то событие, которое определено выше, причем чаще всего оно рассмат-
ривается применительно не ко всей страховой деятельности, а к от-
дельному виду страхования или к отдельному стpаховому поpтфелю.

При вычислении вероятности разорения для модели индивидуаль-
ного риска (статической модели страхования) достаточно рассмотреть
итоговые суммы убытков и страховых премий по всему стpаховому
поpтфелю. При рассмотрении модели коллективного риска (динами-
ческой модели) веpоятность pазоpения можно понимать как минимум
в тpех смыслах. Во-пеpвых, можно pассматpивать веpоятность pазоpе-
ния в данный момент вpемени, под котоpой понимается веpоятность
того, что в данный момент вpемени сумма убытков превосходит вели-
чину страхового фонда страховщика (то есть суммы начального капи-
тала и собранных к данному моменту страховых премий). Во-втоpых,
можно pассматpивать веpоятность pазоpения на фиксиpованном ко-
нечном интеpвале вpемени, под котоpой понимается веpоятность то-
го, что в течение pассматpиваемого интеpвала вpемени сумма убыт-
ков хотя бы pаз превзойдет величину страхового фонда страховщика.
Наконец, в-тpетьих, можно pассматpивать веpоятность pазоpения на
бесконечном интеpвале вpемени, под котоpой понимается веpоятность
того, что когда-нибудь сумма убытков превзойдет величину страхово-
го фонда страховщика. Последний случай изучен наиболее глубоко и
всестоpонне. Именно ему и будет уделено основное внимание пpи pас-
смотpении моделей коллективного pиска.

3.2 Основные задачи теории индивидуаль-
ного риска

Модель инивидуального страхового риска (статическая модель стра-
хования) в достаточно общем виде может быть формально описана
следующим образом: объектом исследования является распределение
случайной величины итогового страхового фонда или остатка средств



3.2. Основные задачи теории индивидуального риска 195

(surplus) страховой компании по некоторому фиксированному множе-
ству договоров страхования (страховому портфелю)

R = r +
N∑

j=1

Zj −
N∑

j=1

Yj, (2.2.1)

где r – начальный капитал страховщика (страховой компании) по дан-
ному страховому портфелю,1 N – количество договоров страхования
(контрактов, полисов), включенных в страховой портфель, Zj – часть
полной страховой премии (“брутто-премии"), зачисляемая в страховой
фонд по j-му договору страхования, Yj – полные (за все время действия
договоров) величины выплат страховщика (индивидуальных исков) по
всем договорам портфеля (величина иска может принимать нулевое
значение). В российской прикладной страховой литературе величина
Zj называется “нетто-премией"(см., например, (Шахов, 1992)). Мы бу-
дем называть эту величину просто страховой премией, так как термин
“нетто-премия"в теоретической актуарной литературе закреплен за ве-
личиной, совпадающей со средним значением иска и в российской стра-
ховой литературе носящей название “рисковая премия"(Шахов, 1992).

В данной схеме величины Yj практически всегда рассматривают-
ся как одинаково распределенные независимые случайные величины,
N бывает как детерминированной, так и случайной величиной; Zj в
имеющихся работах всегда считаются неслучайными величинами.

Если предполагается, что формирование страхового портфеля на-
чинается в момент t = 0 и существует такой конечный момент време-
ни t = t0, что к этому моменту формирование страхового портфеля
заканчивается, то характер процесса заключения (“поступления") до-
говоров страхования на отрезке [0, t0] при этом не имеет значения для
распределения случайной величины R. Отметим, что при такой поста-
новке игнорируется поведение страхового фонда на отрезке [0, t0]. Это
имеет смысл, прежде всего, в случае, когда t0 мало́ по сравнению с
временем, к которому завершается действие всех договоров страхова-
ния. Возможна трактовка этой постановки, характеризующаяся тем,
что страховая компания может получать “краткосрочный"кредит или
использовать другие собственные резервы в случае, если в некоторый
момент t, 0 ≤ t ≤ t0, потребуется осуществить страховые выплаты, пре-
вышающие накопленный к этому моменту страховой фонд. Наиболее
типичная ситуация при статической модели – это случай t0 = 0.

Этой модели в большинстве монографий по актуарной математике
уделяется довольно ограниченное место; основное внимание при этом

1В дальнейшем для начального капитала мы также будем использовать обозна-
чение S.
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обращается на явное вычисление распределения суммарного иска при
заданных распределениях индивидуальных исков, а также на простей-
шие асимптотические формулы.

Отметим некоторые работы, относящиеся к модели индивидуально-
го риска (статической модели страхования). Следует подчеркнуть, что
приводимый ниже обзор ни в коем случае не может рассматриваться
как полный. Интересующемуся данной тематикой читателю можно ре-
комендовать обзоры (Ротарь, Бенинг, 1994), (Эмбрехтс, Клюппельберг,
1993), библиографические справки из (Beard, Pentikainen and Pesonen,
1978), (Bowers et al., 1986), (Panjer and Willmot, 1992).

Вопросам имитационного компьютерного моделирования процессов
риска в этой модели посвящена работа (Collins, 1962). Метод рекурсив-
ного вычисления распределения суммарного иска предложен в (Panjer,
1981) и усовершенствован в (De Pril, 1986), (De Pril, 1989). Отметим,
что во всех этих работах предполагается, что точное распределение
индивидуального иска полностью известно.

В (Ротарь, Бенинг, 1994, с. 704–717) статическая модель рассмот-
рена довольно подробно, но во главу угла там поставлены не опи-
санные выше задачи, связанные, прежде всего, с вероятностью “разо-
рения"страховой компании, а вопросы сравнения рисковых ситуаций,
оценивания риска, функций полезности, эмпирических принципов вы-
бора страховых взносов. Эти вопросы, будут рассмотрены в следующей
главе.

В некоторых работах (в частности, (Bowers et al., 1986) и др.) со-
держится критика подхода, связанного с применением тех или иных
аппроксимаций для распределения суммарного иска. Главным недо-
статком “аппроксимационного"подхода считается недостаточная точ-
ность соответствующих приближенных формул и отсутствие приемле-
мых оценок точности аппроксимации. С этим, безусловно, следует со-
гласиться, однако на практике избежать приближенных формул мож-
но только в случае, когда распределения индивидуальных исков точно
известны (например, в страховании жизни, когда выплаты практиче-
ски всегда есть заранее известные величины). К сожалению, полная
информация о распределениях исков имеется у исследователя далеко
не всегда. Более того, отсутстве такой информации является скорее
правилом, чем исключением. Поэтому перейдем к обзору некоторых
работ, связанных с аппроксимацией распределения суммарного иска в
индивидуальной модели риска.

Вопросы аппроксимации распределения суммарного иска “подхо-
дящим"обобщенным пуассоновским распределением рассмотрены в
(1986) и развиты в (Čekanavičius, 1995). Однако и в этих работах пред-



3.2. Основные задачи теории индивидуального риска 197

полагается знание точного распределения индивидуального иска.
Имеется ряд работ, в которых изучается асимптотика распределе-

ния случайной величины R, учитывающая только несколько моментов
индивидуального иска, в случае, когда величина N в том или ином
смысле считается очень большой. Отметим, что во всех этих работах
величины премий Zj считаются одинаковыми и неслучайными: Zj ≡ Z
для всех j. Обычно при этом решается задача вычисления такой пре-
мии Z0, что выполняется условие P {R ≥ 0} = 1 − ε, где ε – заданная
малая величина (отметим, что указанная вероятность есть не что иное
как вероятность “неразорения"по данному страховому портфелю).

Наиболее простым и “напрашивающимся"подходом является ис-
пользование нормальной аппроксимации для распределения случайной
величины R (точнее, обычно аппроксимируется распределение суммар-
ного иска Y =

∑N
j=1 Yj).

Соответствующие (достаточно простые и вытекающие из централь-
ной предельной теоремы) формулы для ситуации неслучайного N со-
держатся в (Bowers et al., 1986), (Фалин, 1994) и других работах (при-
мер таких формул можно найти в разделе 4.2 данной книги). В (Bowers
et al., 1986, с. 335) отмечается также, что использование нормальной
аппроксимации для распределения суммарного иска не является иде-
альным подходом, поскольку реальное распределение обладает поло-
жительной асимметрией, которой нет у нормального распределения. В
(Bowers et al., 1986, с. 336–338) данный недостаток предлагается пре-
одолеть с учетом третьих моментов рассматриваемых распределений и
использования “сдвинутого"гамма-распределения.

Другой подход к уточнению нормальной аппроксимации предложен
в (Beard, Pentikainen and Pesonen, 1978, с. 42–45). В этой монографии
предлагается воспользоваться разложением Эджворта–Крамера и при
вычислении Z0 учесть первый член этого разложения распределения
случайной величины Y . Этот подход (названный в (Beard, Pentikainen
and Pesonen, 1978) NP-методом – “Normal Power Method") представля-
ется с теоретической точки зрения более обоснованным, чем метод из
(Bowers et al., 1986), так как при использовании нормальной аппрокси-
мации, уточненной за счет асимптотического разложения, можно опре-
делить порядок точности соответствующих оценок (что в несколько
более общей, чем в (Beard, Pentikainen and Pesonen, 1978), ситуации
будет сделано в данной книге). В то же время аппроксимация с помо-
щью “сдвинутого"гамма-распределения (Bowers et al., 1986) имеет эм-
пирический характер, так как не “поддерживается"соответствующими
теоретико-вероятностными результатами. В (Beard, Pentikainen and
Pesonen, 1978, с. 46–51) проведено сравнение различных методов ап-
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проксимации распределения случайной величины Y . Отмечается, что
надежность нормальной аппроксимации низка в том случае, когда
распределение индивидуального иска Yj имеет медленно убывающий
хвост; NP-метод дает гораздо лучшие результаты, и авторы указан-
ной работы рекомендуют, как правило, использовать этот подход (есте-
ственно, в том случае, когда третий момент случайных величин Yj “до-
ступен", то есть может быть эффективно оценен).

3.3 Основные задачи теории коллективного
риска

Под процессом риска мы будем понимать процесс изменения капитала,
принадлежащего страховой компании. Этот капитал изменяется вслед-
ствие двух причин: он увеличивается благодаря поступлению взносов
от клиентов (страховых премий) и уменьшается из-за страховых вы-
плат. Как правило (хотя не всегда), для чисто аналитического удоб-
ства рассматриваются математические модели изменения капитала, в
которых страховые премии описываются детерминированной (неслу-
чайной) функцией времени. Однако процесс страховых выплат всегда
считается случайным. Таким образом, сам процесс риска является сто-
хастическим.

Основной целью изучения процессов риска как математических мо-
делей функционирования страховых компаний является оптимизация
параметров деятельности страховых компаний таких, как, например,
страховые тарифы (ставки страховых премий) и/или страховые выпла-
ты. При принятии соответствующих решений можно руководствовать-
ся различными критериями оптимальности. Например, можно, прини-
мая во внимание стохастичность процесса риска, определить вероят-
ностное распределение суммарных страховых выплат за рассматривае-
мый промежуток времени и, зная это распределение, вычислить размер
страховых премий, гарантирующий желаемый объем резерва с требу-
емым уровнем достоверности. Как правило, такие задачи, связанные
с распределением суммарных страховых выплат (total claim size), ре-
шаются методами предельных теорем теории вероятностей, включа-
ющими как собственно предельные теоремы, так и теорию больших
уклонений.

Другим широко распространенным критерием оптимальности
функционирования страховой компании является вероятность разоре-
ния, под которой понимается вероятность того, что процесс риска опу-
стится ниже некоторого уровня в течение определенного промежутка
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времени (конечного иди бесконечного). Задачи, связанные с изучением
вероятности разорения представляют еще одно важное направление в
теории коллективного риска. Более того, как правило, задачи, связан-
ные с распределением суммарных страховых выплат, решаются теми
же методами, что и задачи теории индивидуального риска. Поэтому
именно задачи, связанные с изучением вероятности разорения, дают
основания говорить о математической теории коллективного риска как
о самостоятельном направлении страховой математики.

Вероятность разорения рассматривается как функция основных па-
раметров процесса риска. Одним из признанных основоположников
теории коллективного риска является шведский математик Ф. Лунд-
берг. Именно в его работах (Lundberg, 1903), (Lundberg, 1926) были
поставлены задачи об отыскании вероятности разорения и приведены
первые оценки этой вероятности, в частности, знаменитое ныне нера-
венство Лундберга (см. ниже). Однако его работы не содержали чет-
ких математических формулировок и были довольно трудны для од-
нозначного восприятия. Поэтому возникновение математической тео-
рии коллективного риска обычно связывают с именем выдающегося
шведского математика Г. Краме́ра, в работах которого (Cramér, 1930),
(Cramér, 1955) было начато систематическое изучение вероятности ра-
зорения. Его классические результаты, описывающие поведение веро-
ятности разорения в зависимости от величины начального капитала,
вошли во многие учебники по теории вероятностей. Эти результаты
стали основой для целого направления асимптотической теории рис-
ка, рассматривающей поведение вероятности разорения при неограни-
ченно возрастающем начальном капитале. Эта проблематика остается
очень популярной и в настоящее время. Возникающие здесь задачи
интересны с математической точки зрения и требуют разработки но-
вых методов исследования. Достаточно заметить, что даже при ана-
лизе классических моделей были использованы такие математические
средства как факторизация Винера–Хопфа, тождество Спицера, тео-
рия мартингалов, теория марковских процессов и теория случайных
блужданий. Для создания и изучения более гибких и реалистичных
моделей необходимо как учитывать новые факторы (инфляция, пере-
страхование и т. п.), так и привлекать все новые и новые методы и
подходы. При этом выявляются и новые закономерности. Например,
необходимость учитывать возможность больших выплат приводит к
рассмотрению ситуации, когда распределения страховых требований
(выплат) имеют “тяжелые хвосты", а это, в свою очередь, ведет к тому,
что асимптотика вероятности разорения при неограниченно растущем
начальном капитале приобретает совершенно иной характер, нежели в



200 Математические модели страхового риска

классической ситуации, в которой выполнено так называемое условие
Краме́ра–Лундберга, заключаючееся в существовании экспоненциаль-
ных моментов у распределений страховых требований.

Для подавляющего большинства моделей отсутствуют явные за-
мкнутые формулы для вероятности разорения. Это приводит к необ-
ходимости построения различных аппроксимаций. Всевозможные ап-
проксимации можно условно разделить на несколько групп. Первую
из них составляют формулы, приближающие вероятность разорения с
помощью асимптотических выражений. Здесь, в свою очередь, можно
выделить асимптотические аппроксимации при неограниченно расту-
щем начальном капитале, примером которых служит знаменитая фор-
мула Краме́ра–Лундберга (см. ниже), асимптотические аппроксима-
ции при малой нагрузке безопасности (основы последнего из упомя-
нутых подходов заложены В. В. Калашниковым (Kalashnikov, 1997)).
Еще один класс асимптотических аппроксимаций составляют прибли-
жения, основанные на функциональных предельных теоремах, напри-
мер, так называемая диффузионная аппроксимация. Помимо асимп-
тотических аппроксимаций, можно выделить приближения типа эв-
ристической формулы Де Вилдера, см, например, (De Vylder, 1978),
(Grandell, 1991). Однако для большинства асимптотических аппрокси-
маций отсутствуют разумные оценки их точности. Более того, много-
численные примеры показывают, что иногда такие аппроксимации име-
ют очень большие относительные погрешности. В связи с этим возрас-
тает важность построения двусторонних оценок для вероятности разо-
рения. Такие оценки были впервые получены Г.-Й. Россбергом и Г. Зи-
гелем (Rossberg and Siegel, 1974) для крамеровского случая и В. В. Ка-
лашниковым и его коллегами (Калашников и Константинидис, 1996),
(Kalashnikov, 1997), (Калашников и Цициашвили, 1998) для случая тя-
желых хвостов. При получении приближенных значений вероятности
разорения также довольно часто используется компьютерная симуля-
ция. При этом возникают нетривиальные вычислительные и матема-
тические задачи. Например, стандартные процедуры математической
статистики здесь оказываются неэффективными или вовсе непримени-
мыми, поскольку они имеют асимптотический характер, а асимптотика
рассматривается по объему выборки, в то время как разорение явля-
ется редким событием (с очень маленькой вероятностью).



Глава 4

Сравнение рисковых ситуаций
и простейшие методы расчета
страховых тарифов

4.1 Рисковые ситуации в страховании
Рассмотрим некоторую страховую организацию (компанию), выпустив-
шую и продавшую n страховых полисов. Пусть резервный капитал
(начальный капитал) компании равен S. Предположим, что каждый
страховой контракт влечет за собой страховые выплаты клиентам, ко-
торые являются независимыми случайными величинами. Обозначим
случайную величину выплат i-му клиенту через Xi, а ее функцию рас-
пределения – Fi(x).

Вообще говоря, возможны ситуации, когда случайные величины Xi

могут принимать и отрицательные значения, однако мы будем считать
случайные величины Xi неотрицательными.

Общие страховые выплаты, порожденные данным набором страхо-
вых полисов, имеют вид

X = X1 + · · ·+ Xn.

Обозначим функцию распределения случайной величины X через

F (x) = P(X < x), x ∈ IR.

Эту функцию часто называют распределением риска страховой компа-
нии.

Предположим, что случайная величина X имеет конечное матема-
тическое ожидание, которое мы будем обозначать

µ = EX.
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Если страховая компания продает полисы по цене

µn =
µ

n
,

то средняя прибыль компании раняется нулю. Число µn называется
также чистой ценой (или рисковой премией) и, в случае равенства ре-
альной цены страховых полисов числу µn, говорят о действии принципа
эквивалентности. В реальной деятельности, конечно, страховые ком-
пании помимо µn, включают в цену страховых полисов дополнитель-
ную величину, называемую нагрузкой, которая учитывает флуктуации
выплат, затраты страховой компании на сам процесс страхования с
приемлемым для компании уровнем прибыльности и т.п.1 В развитых
странах выбор нагрузки в определенной степени регламентируется дей-
ствующим законодательством.

Обозначим через νi нагрузку (рисковую надбавку), соответству-
ющую i-му полису. Окончательно, перед началом страховых выплат
страховая компания имеет капитал

S +
n∑

i=1

νi + µ ≡ R + µ.

Величина R называется свободным резервом.
Таким образом, рисковая ситуация страховой компании характе-

ризуется двумя элементами: R и F (x), то есть парой (R,F (x)). Здесь
можно выделить две проблемы:

1. Страховая компания так должна определить свою политику и
нагрузку, чтобы риск был в том или ином смысле “минимальным”
или, по словам Краме́ра, отклонения от оптимальной политики
причиняли как можно меньше неудобств.

2. Страховая компания должна проанализировать данную риско-
вую ситуацию и попытаться ее “оптимизировать” с помощью неко-
торых механизмов перестрахования.

Пусть
Y = R + µ−X,

1В России нагрузкой называется часть цены полиса, покрывающая затраты стра-
ховой компании и приносящая ей доход. Упомянутая в тексте дополнительная вели-
чина складывается из понимаемой в указанном выше смысле нагрузки и рисковой
надбавки.
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тогда случайная величина Y представляет собой конечный капитал
страховой компании. Обозначим через G(y) функцию распределения
случайной величины Y , то есть

G(y) = P(Y < y).

Тогда при R + µ ≤ y
G(y) ≡ 1,

а при R + µ > y
G(y) = 1− F ((R + µ− y) + 0).

Таким образом, между функциями распределения G(y) и рисковыми
ситуациями (R,F (x)) устанавливается взаимно однозначное соответ-
ствие, и мы можем вместо всех рисковых ситуаций страховой компа-
нии рассматривать множество вероятностных распределений, им соот-
ветствующих. Далее в этом разделе мы кратко остановимся на неко-
торых принципах теории сравнения вероятностных распределений. Бо-
лее полный материал содержится, например, в книгах (Де Гроот, 1974),
(Штойян, 1979) и (Булинская, 2001).

4.2 Сравнение рисковых ситуаций
Перед тем как говорить о методах сравнения рисков или рисковых си-
туаций, мы вспомним, что говорилось в предисловии к данной книге о
том, что мы подразумеваем под словом “риск”. Риском мы назвали со-
вокупность значения возможного ущерба в некоторой стохастической
ситуации и его вероятности. В качестве математической конкретизации
этого “определения” рисков мы договорились использовать, в зависи-
мости от особенностей рассматриваемой задачи, случайные величины
(если имеется возможность описать единое вероятностное простран-
ство, на котором определены эти случайные величины, характеризую-
щие риски) или функции распределения (если риски отождествляются
со случайными величинами, заданными на разных вероятностных про-
странствах).

Следовательно, задачу сравнения рисков (с целью выбора “наиме-
нее рискованной” и/или более выгодной стратегии поведения в услови-
ях стохастической неопределенности, типичной для страхования) мы
естественным образом можем свести к задаче сравнения случайных ве-
личин и/или их распределений. Принципиальной особенностью же как
задачи сравнения случайных величин так и задачи сравнения распре-
делений является то, что в отличие от вещественных чисел, как слу-
чайные величины, так и их распределения могут быть несравнимыми,
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будучи функциями (случайные величины – функциями элементарно-
го исхода, функции распределения – вещественного аргумента, то есть
значения возможного ущерба). Однако для решения конкретных прак-
тических задач уметь сравнивать риски необходимо.

Средства для сравнения рисков предоставляет теория сравнения
случайных величин и соответствующих им вероятностных распреде-
лений.

В теории сравнения вероятностных распределений предполагается,
что решения, принимаемые людьми в тех или иных ситуациях, опреде-
ляются полностью, или хотя бы частично, предпочтениями, заданны-
ми на множестве вероятностных распределений величин возможного
ущерба (или дохода).

Рассмотрим некоторую страховую компанию и будем символами
x, y, . . ., в зависимости от ситуации обозначать ее доходы или поте-
ри (неслучайные). Естественное упорядочение множества веществен-
ных чисел ≤ задаёт отношение предпочтения ¹ на множестве доходов
страховой компании:

x ¹ y ⇐⇒ x ≤ y, (4.2.1)

доход y “не хуже” или “предпочтительнее” дохода x, если y не меньше
x.

Однако, на практике доходы или потери страховой компании обыч-
но описываются случайными величинами X, Y, . . .. Возникает вопрос:
что означает, или как понимать

X ¹ Y,

то есть, как понимать, что случайный доход Y “предпочтительнее” слу-
чайного дохода X?

Нередко используется следующий, кажущийся вполне естественным
подход

X ¹ Y ⇐⇒ EX ≤ EY, (4.2.2)

то есть случайный доход Y “предпочтительнее” X, если математическое
ожидание Y не меньше математического ожидания X.

Весьма правдоподобная мотивировка подхода (4.2.2) основана на
законе больших чисел и состоит в следующем. Пусть страховая компа-
ния на протяжении длительного время занимается страхованием одно-
типных рисков и пусть случайная величина X описывает случайный
доход от страхования этого риска. Как в этой ситуации, хотя бы гру-
бо, получить число, характеризущее случайную величину этого дохо-
да? Если страховая компания за длительное время обслужила боль-
шое число n однотипных и независимых клиентов (или если портфель



4.2. Сравнение рисковых ситуаций 205

страховой компании содержит большое число n однотипных и незави-
симых контрактов), то у неё имеется n независимых случайных вели-
чин X1, . . . , Xn, описывающих случайные доходы страховой компании
и распределённых так же, как и случайная величина X. Тогда средний
доход страховой компании от одного контракта за это время (или при
работе с упомянутым портфелем) имеет вид

X1 + · · ·+ Xn

n
,

который в силу закона больших чисел в определенном смысле близок
к математическому ожиданию EX случайной величины X (см. раздел
1.5). Поэтому естественно сравнивать случайные доходы по их матема-
тическим ожиданиям, что и оправдывает подход (4.2.2).

Заметим, что точно такой же формальный подход может быть при-
менен к определению более или менее предпочтительную рисковую си-
туацию с точки зрения клиента страховой компании.

Однако подход (4.2.2) далеко не безупречен. Чтобы пояснить это
приведём пример, известный как петербургский парадокс, показываю-
щий, что подход (4.2.2) может, вообще говоря, приводить к абсурдным
результатам.

Рассмотрим выбор более или менее предпочтительной рисковой си-
туации клиентом страховой компании. Предположим, что клиент ока-
зался в следующей ситуации. Ему предлагают либо принять участие в
игре, описываемой случайной величиной X вида

P(X = 2k) =
1

2k
, k = 1, 2, . . . , (4.2.3)

то есть клиент с вероятностью 2−k получает 2k, например, долларов, ли-
бо ему выплачивают некоторую фиксированную сумму денег y. Спра-
шивается, на какую фиксированную сумму согласится клиент, чтобы
не участвовать в описанной игре, не связываясь с проявлением случай-
ности? Ясно, что практически для каждого разумного человека такая
величина существует и конечна. Посмотрим, к чему же приводит здесь
подход (4.2.2). Таким образом, мы ищем вырожденную случайную ве-
личину Y

P(Y = y) = 1

такую, что
X ¹ Y или X ¹ y.

Если принять подход (4.2.2), то последнее соотношение эквивалентно
тому, что

EX ≤ EY = y, (4.2.4)
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но

EX =
∞∑

k=1

2k 1

2k
=

∞∑

k=1

1 = ∞,

то есть неравенство (4.2.4) не выполняется ни при каком конечном y.
Но это явно противоречит реальности, поскольку, как мы отметили
выше, любой здравомыслящий человек всегда готов получить некую
конечную сумму (возможно большую) вместо участия в стохастической
игре (4.2.3).

Вместо подхода (4.2.2) к упорядочиванию рисковых ситуаций (то
есть случайных величин и/или вероятностных распределений) исполь-
зуются также некоторые другие, подходы, которым посвящены следу-
ющие разделы.

Задача сравнения или упорядочивания рисков формально сводится
к введению на множестве случайных величин или множестве функций
распределения отношения (частичного) порядка. Напомним некоторые
формальные определения2.

Множество X, состоящее из каких угодно элементов, называется
частично упорядоченным, если в нем установлено отношение частич-
ного порядка, то есть для некоторых пар x1, x2 его (различных) эле-
ментов известно, что один из них предшествует другому, например, x1

предшествует x2, что записывается как x1 ¹ x2 или x2 º x1.
Если в частично упорядоченном множестве X отношение порядка

установлено для любых двух различных элементов, то есть для любых
двух различных элементов x1, x2 верно одно и только одно из двух
отношений x1 ¹ x2 или x1 º x2, то такое частично упорядоченное
множество X называется вполне упорядоченным.

Перечислим некоторые наиболее естественные отношения (частич-
ного) порядка на множестве случайных величин.

Порядок “почти наверное” или “с вероятностью единица”

Обозначим соответствующее отношение символом ¹as. Тогда по опре-
делению запись X ¹as Y означает, что P(X ≤ Y ) = 1. Ясно, что далеко
не все случайные величины можно упорядочить с помощью такого от-
ношения. Таким образом, порядок “почти наверное” является частич-
ным.

2П. С. Александров. Введение в теорию множеств и общую топологию. “Нау-
ка”, Москва, 1977.
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Стохастический порядок

Случайная величина X по определению стохастически не превосходит
случайной величины Y (мы будем обозначать это символом X ¹st Y ),
если для любого x ∈ IR выполнено неравенство

P(X < x) ≥ P(Y < x).

Довольно очевидна импликация X ¹as Y =⇒ X ¹st Y , то есть,
если случайная величина X почти наверное не превосходит случайной
величины Y , то X не превосходит Y и стохастически.

В отличие от порядка “почти наверное”, стохастический порядок
позволяет сравнивать случайные величины, изначально заданные на
разных вероятностных пространствах. Более того, если X ¹st Y , то
найдутся вероятностное пространство (Ω,A, P) и заданные на нем слу-
чайные величины X ′ и Y ′ такие, что X ′ d

= X, Y ′ d
= Y и X ′ ¹as Y ′ (см.,

например, (Булинская, 2001)).
Можно показать, что X ¹st Y тогда и только тогда, когда

Ef(X) ≤ Ef(Y )

для всех монотонно неубывающих функций, для которых соответству-
ющие интегралы существуют.

Отсюда, в частности, вытекает, что, если X ¹st Y и математические
ожидания EX и EY существуют, то EX ≤ EY .

Если X и Y – дискретные случайные величины, причем суще-
ствует число c такое, что P(X = x) ≥ P(Y = x) для x < c и
P(X = x) ≤ P(Y = x) для x > c. Тогда X ¹st Y . Аналогично, если
X и Y – абсолютно непрерывные случайные величины с плотностями
pX(x) и pY (x), соответственно, причем существует число c такое, что
pX(x) ≥ pY (x) для x < c и pX(x) ≤ pY (x) для x > c. Тогда X ¹st Y
(см., например, (Булинская, 2001).

Порядок стоп-лосс (стохастический порядок второй степени)

Для произвольного действительного числа y обозначим y+ = max{y, 0}.
Говорят, что случайная величина X не превосходит случайной ве-

личины Y в смысле порядка стоп-лосс, и обозначают это X ¹s−l Y ,
если для любого d ≥ 0 выполнено неравенство E(X − d)+ ≤ E(Y − d)+.

Так как для любой случайной величины X

E(X − d)+ =

∞∫

d

(x− d)dFX(x) =

∞∫

d

(1− FX(x))dx
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(в этом легко убедиться, интегрируя по частям), то отношение X ¹s−l

Y эквивалентно тому, что для любого d > 0

∞∫

d

(1− FX(x))dx ≤
∞∫

d

(1− FY (x))dx,

где FX(x) и FY (x) – функции распределения случайных величин X и
Y соответственно. Таким образом, риски (случайные величины), рас-
пределения которых имеют более легкие хвосты, предпочтительнее в
смысле порядка стоп-лосс. При этом из соотношения (1.3.3) мы полу-
чаем, что если X и Y – неотрицательные случайные величины, то из
X ¹s−l Y вытекает, что EX ≤ EY в предположении, что эти математи-
ческие ожидания существуют.

Отношение X ¹s−l Y эквивалентно тому, что для любого d > 0

E max{d,X} ≤ E max{d, Y }.

Справедливы следующие результаты.
Утверждение 4.2.1. Пусть X1, X2, . . . , Y1, Y2, . . . – независимые

одинаково распределенные случайные величины. Предположим, что
целочисленные неотрицательные случайные величины N и M тако-
вы, что случайная величины N независима от последовательности
X1, X2, . . ., а случайная величины M независима от последовательно-
сти Y1, Y2, . . ., причем N ¹s−l M . Тогда

N∑

j=1

Xj ¹s−l

M∑

j=1

Yj.

Доказательство см. в (Булинская, 2001).
Пусть Λ – положительная случайная величина. Распределение це-

лочисленной случайной величины N , задаваемое соотношениями

P(N = k) =

∞∫

0

e−λ λk

k!
dP(Λ < λ), k = 0, 1, 2, . . . ,

называется смешанным пуассоновским (см. разделы 2.2 и 7.6). При
этом случайная величина Λ называется структурной. Примеры сме-
шанных пуассоновских случайных величин приведены в разделе 7.6. В
частности, там показано, что отрицательное биномиальное распреде-
ление является смешанным пуассоновским (ему соответствует гамма-
распределенная структурная случайная величина)
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Утверждение 4.2.2. Пусть X1, X2, . . . – независимые одинаково
распределенные случайные величины. Предположим, что целочислен-
ные неотрицательные случайные величины N и M имеют смешанные
пуассоновские распределения со структурными случайными величина-
ми ΛN и ΛM соответственно, причем N и M независимы от после-
довательности X1, X2, . . .. Предположим, что ΛN ¹s−l ΛM . Тогда

N∑

j=1

Xj ¹s−l

M∑

j=1

Xj.

Доказательство см. в (Булинская, 2001).
Можно показать, что если N1, N2 и N3 – случайные величины соот-

ветственно с биномиальным, пуассоновским и отрицательным биноми-
альным распределениями, причем EN1 = EN2 = EN3, то

N1 ¹s−l N2 ¹s−l N3

(см., например, (Булинская, 2001)). Таким образом, на основании
утверждения 4.2.1 мы можем заключить, что в смысле порядка стоп-
лосс портфель, содержащий случайное число N однородных контрак-
тов, в котором N имеет биномиальное распределение, менее рискован,
нежели аналогичный портфель с пуассоновски распределенным числом
контрактов, который, в свою очередь, менее рискован, чем аналогич-
ный портфель с отрицательно биномиально распределенным числом
контрактов.

Эти и другие способы упорядочения рисков и их свойства подробно
перечислены в книге (Булинская, 2001).

4.3 Функции полезности

Еще один из возможных способов разрешения петербургского парадок-
са и, соответственно, определения отношения (более) полного порядка
на множестве случайных величин состоит, например, в изменении со-
отношения (4.2.2), точнее его правой части.

Рассмотрим общепринятый (по крайней мере в зарубежной лите-
ратуре, см., например, (Фон Нейман и Моргенштерн, 1970), (Де Гро-
от 1974), (Фишберн 1978)) подход, основанный на предположении, что
страховая компания или ее клиент выбирают более или менее предпо-
чтительную для них рисковую ситуацию в соответствии с имеющимися
у них функциями полезности (utility functions).
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Пусть, к примеру, клиент страховой компании упорядочивает свои
случайные риски в соответствии с функцией полезности u(x), действуя
по правилу (см. (4.2.2))

X ¹ Y ⇐⇒ Eu(X) ≤ Eu(Y ), (4.3.1)

то есть случайный доход Y считается более “предпочтительным”, неже-
ли случайный доход X, если его средняя полезность Eu(Y ) не меньше
средней полезности Eu(X) дохода X. При этом, естественно, X и Y
эквивалентны, если эти средние полезности равны:

X ∼ Y ⇐⇒ Eu(X) = Eu(Y ). (4.3.2)

Трактуя числа x, y, . . . как вырожденные случайные величины X, Y, . . .,
из (4.2.1) мы немедленно получаем, что

X ¹ Y ⇐⇒ x ≤ y ⇐⇒ Eu(X) ≤ Eu(Y ) ⇐⇒ u(x) ≤ u(y),

то есть естественное требование к функции полезности – её неубывание.
Отметим, кстати, здесь, что функция полезности u(x) не обязана быть
неотрицательной.

Перечислим типы обычно используемых аналитических моделей
функций полезности. Во-первых, это – линейная функция полезности

u(x) = ax + b, a > 0.

Однако теория линейной полезности не всегда реалистична. А имен-
но, в большинстве ситуаций “полезность” или “удовлетворение, испы-
тываемое индивидуумом” от детерминированного дохода x возрастает
не пропорционально x, но его можно измерить некоторой нелинейной
функцией u(x). Так, индивидуум с капиталом в один миллион долларов
вряд ли испытывает то же удовлетворение от дополнительного дохода
в один доллар, что и индивидуум с капиталом в один доллар. Если, на-
пример, предполагать, что приращение полезности пропорционально
не абсолютному, а относительному изменению дохода, то есть

du(x) =
kdx

x
,

то
u(x) = k log(x) + const.

Наряду с упомянутыми также используются функции полезности
вида

u(x) = xα, x≥0, α > 0; u(x) = −ee−x

.
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Заметим, что из соотношения (4.3.1) следует, что если u(x) – функция
полезности, то для любых a > 0 и b функция

au(x) + b

также является функцией полезности, то есть функция полезности
определена с точностью до линейного преобразования. Этим фактом
мы воспользуемся при описании эмпирического алгоритма построения
функции полезности.

Отметим также здесь, что при описании петербургского парадокса
неявно предполагалось (см. (4.2.2)), что для клиента функция полез-
ности имеет вид u(x) = ax + b, a > 0. Естественное разрешение петер-
бургского парадокса состоит в изменении функции полезности. Так,
например, если считать, что функция полезности – логарифмическая,
то есть u(x) = log x, то никакого парадокса не наблюдается, так как в
этом случае имеем

EX = log 2
∞∑

k=1

k
1

2k
= 2 log 2,

и в рамках такой модели вместо участия в игре (4.2.3) клиент готов
получить величину y≥2 log 2.

Выше было отмечено, что возрастание функции полезности яв-
ляется естественным требованием. При этом характер роста функ-
ции полезности характеризует отношение клиента к риску. Для по-
яснения этого факта напомним хорошо известное неравенство Иенсе-
на. Если функция полезности u(x) выпукла вниз, то есть для любых
x1x2, α ∈ (0, 1) имеет место неравенство

u(αx1 + (1− α)x2) ≤ αu(x1) + (1− a)u(x2),

то справедливо неравенство Иенсена (доказательства см., например,
(Де Гроот, 1974), стр. 103)

Eu(X)≥u(EX); (4.3.3)

если же функция полезности вогнута (выпукла вверх), то

Eu(X) ≤ u(EX). (4.3.4)

Пусть клиент страховой компании обладает функцией полезности u(x),
которая вогнута (выпукла вверх), и ему предлагают принять участие
в игре со случайным доходом X. Тогда неравенство (4.3.4) показывает,
что

X ¹ EX,
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то есть клиенту всегда лучше получить неслучайную величину EX
вместо участия в этой игре со случайным выйгрышем X, и, значит,
здесь наблюдается нежелание клиента участвовать в рисковых ситуа-
циях (risk averse).

Если же клиент имеет функцию полезности, выпуклую вниз, то ана-
логично предыдущему с использованием неравенства (4.3.3), имеем

X º EX, (4.3.5)

то есть в клиенту с такой функцией полезности всегда лучше вместо
получения неслучайной суммы EX участвовать в игре со случайным
выйгрышем X и, значит, здесь имеется тенденция клиента к рисковым
ситуациям (risk lover).

По-видимому, в общем случае функция полезности u(x) должна

1) в зоне умеренных доходов быть близкой к линейной;

2) в зоне больших доходов быть существенно “пологой” (эффект на-
сыщения);

3) в зоне большого ущерба резко возрастать по абсолютной вели-
чине, а затем, возможно, переходить в почти постоянную функ-
цию, что побуждает к уменьшению вероятности срыва, разорения
(и что означает, в частности, отказ от ориентации на среднее зна-
чение).

Рассмотрим теперь простейшие модели страхования, использующие
функции полезности.

4.4 Страхование с точки зрения клиента
Предположим, что клиент страховой компании имеет функцию полез-
ности u(x), которая описывает его отношение к доходам и начальный
капитал S. Пусть клиент страдает от случайных потерь X, за предотва-
ращение которых он готов застраховаться у страховой компании. Пусть
клиент готов заплатить страховой компании страховой взнос G. Это
означает, что для клиента выполнено соотношение

S −X ¹ S −G.

В рамках подхода (4.3.1) это означает, что

Eu(S −X) ≤ u(S −G). (4.4.1)
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Считая функцию полезности u(x) непрерывной, из правой части соот-
ношения (4.4.1) мы получаем, что существует максимальное G = Gmax

такое, что
Eu(S −X) = u(S −Gmax) (4.4.2)

и при любом
G ≤ Gmax (4.4.3)

клиент готов участвовать в страховании.
Отметим здесь, что возможна следующая модификация этой моде-

ли. Клиент платит величину G за частичное предотвращение потерь,
описываемое функцией I(X) ≤ X, которую клиенту предлагает стра-
ховая компания. В этом случае имеем соотношения

Eu(S −X) ≤ E(S −G− I(X))

и Gmax такое, что

Eu(S −X) = E(S −G− I(X)).

Отметим также здесь, что если функция полезности клиента u(x) вы-
пукла вверх, то соотношения (4.3.4) и (4.4.2) приводят к неравенствам

u(S −Gmax) = Eu(S −X) ≤ u(S − EX). (4.4.4)

Так как функция полезности u(x) монотонно возрастает, то из нера-
венства (4.4.4) следует, что (здесь нужна строгая монотонность)

EX ≤ Gmax. (4.4.5)

Аналогично, если функция полезности клиента u(x) выпукла вниз, то

EX≥Gmax. (4.4.6)

4.5 Страхование со стороны страховой ком-
пании

Рассмотрим теперь страхование с точки зрения страховой компании.
Пусть страховая компания имеет начальный капитал SI , функцию по-
лезности uI(x) и готова страховать случайные потери клиента X. Обо-
значим через HI цену страхового полиса, который страховая компания
предлагает клиенту за предотвращение случайных потерь X.

Со стороны страховой компании страхование имеет смысл, если

SI ¹ SI −X + HI ,
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или (см. (4.3.1)) если

uI(SI) ≤ EuI(SI −X + HI). (4.5.1)

Считая функцию полезности uI(x) непрерывной, из неравенства (4.5.1)
мы получаем, что существует минимальное значение цены страхового
полиса Hmin

I такое, что

uI(SI) = EuI(SI −X + Hmin
I ), (4.5.2)

и страхование для страховой компании возможно, если

HI≥Hmin
I . (4.5.3)

Аналогично предыдущему, предполагая, что функция полезности стра-
ховой компании uI(x) выпукла вверх, из соотношений (4.3.4) и (4.5.2)
имеем неравенства

uI(SI) = EuI(SI −X + Hmin
I ) ≤ u(SI − EX + Hmin

I ). (4.5.4)

Так как функция полезности uI(x) монотонно возрастает, то из нера-
венства (4.5.4) следует, что

EX ≤ Hmin
I . (4.5.5)

Аналогично, если функция полезности страховой фирмы uI(x) выпук-
ла вниз, то

EX≥Hmin
I . (4.5.6)

Теперь, рассматривая страхование как со стороны клиента страховой
компании, так и со стороны самой страховой компании, получаем (см.
соотношения (4.4.3) и (4.5.3)), что страхование возможно, если

Gmax≥Hmin
I . (4.5.7)

Такая ситуация вполне возможна. Так, например, из неравенств (4.4.5)
и (4.5.6) следует неравенство (4.5.7), то есть страхование возможно,
если функция полезности клиента страховой компании u(X) выпукла
вверх, а функция полезности самой страховой компании uI(X) выпукла
вниз. Аналогично, из неравенств (4.4.6) и (4.5.5) следует, что страхова-
ние возможно только в случае

Gmax = Hmin
I . (4.5.8)
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4.6 Эмпирическое определение функции
полезности

Рассмотрим теперь задачу определения функции полезности клиента
страховой компании. С очевидными изменениями этом алгоритм при-
мени́м и к построению функции полезности страховой компании. Мы
приведём здесь простейший метод, допускающий модификации, и поз-
воляющий в принципе (например, с помощью компьютера) сколь угод-
но точно построить эту функцию полезности на произвольном интер-
вале изменения возможных доходов клиента.

Итак, пусть клиент страховой фирмы обладает неизвестной функ-
цией полезности u(X) (отметим, что здесь мы предполагаем, что у кли-
ента такая функция существует хотя на самом деле её существование,
вообще говоря, ниоткуда не следует). Для её приближённого опреде-
ления необходимо иметь возможность наблюдать за поведением кли-
ента в различных рисковых ситуациях или искусственно создавать их
и следить за его поведением. Пусть мы хотим приближённо построить
функцию полезности u(X) на отрезке [0, S], S > 0. Поскольку функция
полезности u(X) определена с точностью до линейного преобразования,
то её можно нормировать в точках 0 и S, то есть можно подобрать чис-
ла a > 0 и b так, чтобы

{
au(0) + b = 0

au(S) + b = 1,

то есть

a =
1

u(S)− u(0)
> 0, b =

u(0)

u(0)− u(S)
.

Таким образом, мы можем с самого начала предполагать, что

u(0) = 0 и u(S) = 1. (4.6.1)

Предположим, что клиенту предлагают на первом шаге “купить лоте-
рейный билет” (так мы называет рисковую ситуацию или случайную
величину) вида X1

P(X1 = 0) = p1, P(X1 = S) = 1− p1, p1 ∈ (0, 1),

то есть с известной для нас вероятностью p1, которая является парамет-
ром, выбираемым нами, по лотерейному билету выгрыш равен нулю,
а с вероятностью 1 − p1 выгрыш равен S. Предположим, что клиент
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сообщает, что за обладание этим билетом он готов заплатить величину
x1. Это означает, что для него выполнена эквивалентность

X1 ∼ x1

или в рамках нашей модели (см. (4.3.2))

Eu(X1) = u(0)p1 + u(S)(1− p1) = u(x1),

поэтому с учётом формул (4.6.1), имеем

u(x1) = 1− p1. (4.6.2)

Таким образом на первом шаге определено значение u(x1).
На втором шаге клиенту предлагают “купить лотерейный билет”

вида X2

P(X2 = 0) = p2, P(X2 = x1) = 1− p2, p2 ∈ (0, 1),

то есть с известной для нас вероятностью p2, которая является парамет-
ром, выбираемым нами, по лотерейному билету выгрыш равен нулю,
а с вероятностью 1 − p2 выгрыш равен x1. Пусть клиент за обладание
этим билетом готов заплатить величину x2. Это означает, что для него
выполнена эквивалентность

X2 ∼ x2

или
Eu(X2) = u(0)p2 + u(x1)(1− p2) = u(x2),

поэтому с учётом формул (4.6.1) и (4.6.2), имеем

u(x2) = (1− p1)(1− p2). (4.6.3)

Таким образом, на втором шаге определено значение u(x2).
На следющих шагах клиенту следует предложить “лотерейные би-

леты” вида X3, X4

P(X3 = x1) = p3, P(X3 = x2) = 1− p3, p3 ∈ (0, 1);

P(X4 = x1) = p4, P(X4 = S) = 1− p4, p4 ∈ (0, 1)

и так далее. Таким образом могут быть определены значения функции
полезности в произвольном конечном числе точек, чего обычно доста-
точно для приближённого построения графика неизвестной функции
полезности u(x).
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4.7 Модель Эрроу
В этом разделе мы рассмотрим модель Эрроу, в которой страхование
рассматривается с точки зрения интересов клиента страховой компа-
нии.

Пусть доход клиента страховой компании зависит от случайных
факторов, так сказать, “состояний природы”, число которых счетно,
и k-е состояние природы возникает с известной вероятностью pk,

∞∑

k=1

pk = 1, pk ≥ 0, k = 1, 2, · · · .

В целях уменьшения риска клиент заключает контракт стоимостью d
со страховой компанией.

Обозначим через ak и xk соответственно, доходы клиента до заклю-
чения страхового контракта и после его заключения при состоянии при-
роды k. Пусть ik – страховые выплаты клиенту страховой компании при
состоянии природы k, E – среднее значение страховых выплат клиенту,
а α = Ed−1 – коэффициент нагрузки.

Ясно, что указанные величины связаны соотношениями

xk = ak + ik − d, E =
∞∑

k=1

ikpk, E = αd, α ∈ [0, 1].

Пусть u(x) – функция полезности клиента, то есть u(x) – полезность
дохода x.

Предметом поиска является значения выплат ik, максимизирующие
среднее значение полезности окончательного дохода клиента при фик-
сированных значениях E и d. Иначе говоpя, страховая компания заин-
тересована в стабилизации средних выплат, а в остальном предлагает
клиенту оптимальную для него форму страхования. Таким образом,
максимизируется (по ik) величина

W (d,E) =
∞∑

k=1

pku(ak − d + ik).

При этом предполагается, что

u′(x) > 0, u′′(x) ≤ 0.

Можно доказать, что оптимальное решение носит пороговый характер
и имеет вид

ik = a− ak, при k ∈ A
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и
ik = 0, при k /∈ A,

где множество A имеет вид

A = {k : ak ≤ a}
и a определяется из уравнения

a =

∑
k∈A

pkak + E

P(A)
, P(A) =

∑

k∈A

pk.

Заметим, что это решение не зависит от d.
Эрроу (Arrow, 1970) исследовал также свойства функции W (d,E)

при различных предположениях на функцию полезности u(x) и нашел
значения E и d, максимизирующие W (d,E) при фиксированном α. При
этом использовался метод неопределенных множителей Лагранжа и
теорема Куна–Таккера.

4.8 Общие принципы расчета тарифных
ставок

С формальной точки зрения правила определения величины страхо-
вого взноса, основанные на функциях полезности, описанные выше,
безупречны. Тем не менее, у них есть больное место: как правило,
на практике все же достаточно трудно формализовать предпочтения
страховщика и страхователей. Видимо, по этой причине на практи-
ке часто придерживаются иных правил выбора величины страхового
взноса. Рассмотрим кратко некоторые из них.

Пусть D – величина страхового взноса, а X – случайная величина
возможного ущерба, имеющая функцию распределения F (x). Величи-
на D представляет собой функционал, заданный на множестве функ-
ций распределения, принимающий действительные значения и, быть
может, зависящий от некоторой экзогенно заданной характеристики λ,
окончательно определяющей правило выбора.

Итак, в общем случае

D = Ψ(F, λ).

Рассмотрим следующие частные случаи функционала Ψ(F, λ).
Принцип ожидаемого значения.

D = (1 + λ)EX, λ ≥ 0.
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Величину λ в этом случае называют коэффициентом нагрузки – она
указывает, на сколько страховой взнос должен быть выше среднего
значения выплат. При λ = 0 мы приходим к упомянутому выше прин-
ципу эквивалентности.

Принцип диспеpсии (диспеpсионный пpинцип).

D = EX + λDX, λ > 0.

Величина λ играет здесь роль весового коэффициента для дисперсии
– чем больше λ, тем в большей степени взнос зависит от величины
разброса значений выплат.

Принцип стандартного отклонения.

D = EX + λ
√
DX, λ > 0.

Смысл λ здесь тот же, что и выше, при этом у слагаемых в пpавой
части одинаковая размерность.

Принцип нулевой полезности. Пусть u(x) – функция полезности
страхователя с обычными свойствами:

u′(x) > 0, u′′(x) ≤ 0.

Если S есть начальный капитал страховой компании, то страховой
взнос D определяется как решение уравнения

Eu(S + D −X) = u(S),

то есть страховой взнос выбирается так, чтобы средняя полезность до
и после страхования была одна и та же. В случае, если функция полез-
ности экспоненциальна

u(x) = a−1(1− exp{−ax}), a > 0,

последнее уравнение имеет явное решение вида

D = a−1 log(E exp{aX}).

Этот случай называется экспоненциальным принципом.
Обобщенный принцип нулевой полезности. Предположим, что на-

чальный капитал S является случайной величиной. Страховой взнос D
определяется как решение уравнения вида

Eu(S + D −X) = Eu(S).
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Этот принцип рассматривается как неклассический, поскольку D в об-
щем случае зависит от совместного распределения случайных величин
X и S. Например, в случае экспоненциальной функции полезности,

D = a−1[ log(E exp{a(X − S)} − E exp{−aS})],
и для малых значений параметра справедливо приближенное равенство

D ≈ EX +
a

2
DX − aCov(X,S),

из которого видно, что D зависит от совместного распределения слу-
чайных величин X и S.

Принцип Эсшера.

D =
EX exp{λX}
E exp{λX} , λ ≥ 0.

Этот принцип естественно возникает как Парето-оптимальное реше-
ние в модели страхового рынка в случае, если все его участники имеют
экспоненциальные функции полезности и независимые страховые вы-
платы. Принцип Эсшера также возникает при минимизации средних
потерь страховой компании в случае, если функция потерь имеет вид

L(x,D) = (D − x)2 exp{λx}.
Заметим также, что величина D является средним значением случай-
ной величины X после умножения плотности X на возрастающую ве-
совую функцию, что, конечно, делает рисковую ситуацию менее при-
влекательной для страховой компании. Иначе, если обозначить через

f(x) = F ′(x),

плотность случайной величины X, то вводится новая плотность

f̃(x) = exp{λx}f(x)

( ∞∫

0

exp{λx}f(x)dx

)−1

.

Тогда

D =

∞∫

0

xf̃(x)dx.

параметр Эсшера λ отражает “неприятие риска” страховой компанией,
поскольку D = D(λ) возрастает по λ при любой случайной величине
X. Действительно

D′(λ) =

∞∫

0

x2f̃(x)dx−
( ∞∫

0

xf̃(x)dx

)2

≥ 0.
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Как следствие получаем, что D мажорирует среднее значение

D ≥ EX, λ ≥ 0.

Суисс-принцип (швейцаpский пpинцип).

Eg(X − λD) = g((1− λ)D), λ ∈ [0, 1],

где g(x) есть вещественная непрерывная функция, обладающая свой-
ствами

g′(x) > 0, g′′(x) ≥ 0.

Заметим, что при
λ = 0

этот принцип переходит в обобщенный принцип среднего значения

D = g−1(Eg(X)),

а при
λ = 1

– в принцип нулевой полезности относительно функции полезности ви-
да

u(x) = −g(−x).

Если
g(x) = a−1(exp{ax} − 1), a > 0,

то мы приходим к экспоненциальному принципу, а при

λ = 1 и g(x) = x exp{ax}
получаем принцип Эсшера.

Принцип Орлича. В этом случае величина D определяется как ре-
шение уравнения

Eρ(XD−λ) = ρ(D1−λ)

где λ ∈ [0, 1] и ρ(x) – непрерывная стого возрастающая функция. При
λ = 0 получается обобщенный принцип среднего значения.

Квантильный пpинцип. Еще один интересный класс примеров,
близких к так называемым квантильным мерам риска (Value-at-Risk)
в финансовом деле, составляют так называмые квантильные правила
(пpинципы). Пусть случайная величина X, характеризующая потери,
имеет функцию распределения F . Определим (обобщенную) обратную
к F функцию соотношением

F←(x) = inf{x ∈ IR : F (x) ≥ x}, 0 < x < 1.
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Тогда принцип (1− ε)-квантили соответствует

D = F←(1− ε).

При ε ↓ 0 в предположении, что F имеет ограниченный носитель, мы
получаем максимально возможные потери (probable maximal loss).
Хотя эта мера риска играет очень важную роль во всех системах
управления риском в финансовом деле, можно показать, что функ-
ция D = F←(1− ε) мало подходит на роль меры риска, поскольку она
не обладает свойством суб-аддитивности, которое, как утверждается в
упомянутой работе, должно быть присуще разумным мерам риска.



Глава 5

Модель индивидуального pиска
(статическая модель)

5.1 Модели объема страхового портфеля

5.1.1 Постановка задачи

В некоторых ситуациях при планировании страховой деятельности
можно считать, что объем страхового портфеля – количество догово-
ров страхования, объединенных, например, типом страхования, срока-
ми действия и/или источником финансирования, является фиксиро-
ванным. Однако, как правило, параметры страховой деятельности (на-
пример, страховые тарифы) планируются заранее, до начала конкрет-
ных действий по заключению договоров в рамках данного портфеля. В
таком случае, как правило, количество заключенных договоров зара-
нее неизвестно. А если страховая компания ведет работу с несколькими
портфелями, то неопределенность объема портфеля разумно считать
проявлением случайности. В последнем случае объем страхового порт-
феля естественно считать целочисленной случайной величиной, ска-
жем, N . В такой ситуации ключевой задачей становится правильный
подбор распределения этой случайной величины.

При решении этой задачи можно использовать, например, асимпто-
тический подход, основанный на предельных теоремах для сумм слу-
чайных индикаторов (см. разделы 1.7 и 2.10). Этот подход примени́м
тогда, когда заранее известно число потенциальных клиентов страхо-
вой фирмы, но неизвестно предпочтение каждого клиента, который
может либо заключить контракт, либо воздержаться, например, отдав
предпочтение услугам другой компании.

В данном разделе мы рассмотрим подход, который можно условно
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назвать эмпирическим. В рамках этого подхода подгонка распределе-
ния осуществляется на основе статистической информации о значениях
некоторых числовых характеристик моделируемой случайной величи-
ны, в частности, о ее моментах.

Как мы видели в первой главе, наряду с самой случайной величиной
N довольно часто исследуется случайная сумма вида

R =
N∑

i=1

ξi, (5.1.1)

где {ξi} (i = 1, 2, . . .) — последовательность одинаково распределенных
случайных величин, независимых в совокупности со случайной вели-
чиной N . В зарубежной литературе в рамках модели (5.1.1) распре-
деление случайной величины R называется “составным” (compound);
например, если N имеет распределение Пуассона, то случайная вели-
чина R имеет “составное пуассоновское” (compound Poisson) распреде-
ление (см. раздел 1.5). Будем обозначать случайную сумму вида (5.1.1)
символом {N, ξ}, где ξ – случайная величина, распределение которой
совпадает с общим распределением случайных величин ξi.

Итак, одной из существенных для практики задач является про-
блема определения приемлемой (соответствующей имеющимся стати-
стическим данным) модели распределения случайной величины N , с
использованием которой достаточно просто решается и задача о вы-
числении (если распределение случайной величины ξi известно) или
аппроксимации (если заданы только моменты случайных величин ξi)
составного распределения, то есть распределения случайной суммы R.

Типичной моделью распределения случайной величины N является
пуассоновское распределение. В такой ситуации случайная величина R
имеет составное (или обобщенное) пуассоновское распределение. Эту
ситуацию мы довольно подробно рассмотрели в первой главе. В лите-
ратуре рассматриваются также такие распределения случайной вели-
чины N как вырожденное, обобщенное (составное) пуассоновское, сме-
шанное пуассоновское и многие другие дискретные законы. При этом в
случае необходимости исследования распределения случайной суммы
R часто постулируется, что распределение случайная величина N отно-
сится к некоторому конкретному типу и предполагается, что исследо-
вателю известна вся информация относительно рассматриваемых рас-
пределений (то есть распределений случайных величин N и ξi), которая
требуется в соответствующей задаче. Такой подход вполне естественен
с чисто теоретической точки зрения; он оставляет решение вопросов
о выборе конкретного распределения случайной величины N и оцен-
ке необходимых его параметров исследователю, который для решения
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этих вопросов может воспользоваться широчайшим набором методов
решения подобных задач, известным в математической статистике.

В данном разделе мы рассмотрим довольно частную постановку за-
дачи выбора модели распределения случайной величины N в условиях
ограниченной информации относительно этого распределения, а имен-
но, при наличии оценок только двух первых моментов этой случайной
величины.

С теоретической точки зрения, наиболее простой ситуацией явля-
ется та, при которой значение величины N заранее известно (что при-
водит, естественно, к рассмотрению вырожденного распределения слу-
чайной величины N); если же величина N неизвестна и полагается слу-
чайной, то наиболее простым и чаще всего применяемым на практике
методом является оценка по имеющейся статистике среднего значения
E N = Λ, а затем принятие предположения о том, что случайная вели-
чина N имеет пуассоновское распределение с параметром Λ.

Как отмечается в (Panjer and Willmot,1992), пуассоновское предпо-
ложение обычно делается, исходя из соображений удобства и в случае
отсутствия противопоказаний или свидетельств против него. Очевид-
ным свидетельством против пуассоновости может являться сильное от-
личие вычисленной по той же статистике оценки дисперсии DN = M2

от значения Λ. Далее будет рассматриваться ситуация, в которой по-
лученные оценки Λ и M2, вообще говоря, не дают возможности огра-
ничиться ни вырожденной, ни пуассоновской моделями распределения
случайной величины N . Возникает задача выбора подходящей модели
распределения с учетом имеющейся статистической информации.

Как уже отмечалось, помимо задачи выбора модели распределения
случайной величины N , важной задачей является вычисление распре-
деления “составного” распределения случайной величины R. Поэтому,
следуя логике раздела 1.7, здесь мы также изучим вопрос о точно-
сти нормальной аппроксимации распределения случайная величина R
в рамках рассматриваемых моделей распределения N . Отметим, что в
рамках актуарной трактовки рассматриваемой проблематики возмож-
ность нормальной аппроксимации распределения случайной величины
R автоматически влечет существование асимптотических оценок опти-
мальных (минимально допустимых) страховых тарифов (см. ниже).
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5.1.2 Выбор модели распределения из класса Каца–
Панджера и нормальная аппроксимация со-
ставного распределения

Здесь мы не ставим задачу подробного изучения вопроса о том, каким
образом математическая статистика позволяет выбирать модель рас-
пределения целочисленной случайной величины. Этот вопрос подробно
рассмотрен в большинстве пособий по математической статистике, ука-
жем, например, (Айвазян, Енюков, Мешалкин, 1983). Отметим лишь,
что естественным подходом является построение, прежде всего, непа-
раметрических моделей и состоятельных оценок функций распределе-
ния произвольного вида. Дальнейшая детализация связана с выбором
параметрической модели, что связано с применением того или другого
критерия согласия.

Мы уделим основное внимание вопросу о том, какую информацию
о целочисленном распределении могут дать исследователю значения
первых двух моментов рассматриваемой случайной величины в ситуа-
ции, когда тип распределения уже идентифицирован (то есть соответ-
ствующий статистический анализ, в том числе с помощью критериев
согласия, уже считается выполненным), и этот тип относится к некото-
рым вполне определенным, естественным (и описываемым ниже) клас-
сам. Оказывается также, что знание двух первых моментов распреде-
ления целочисленной случайной величины позволяет в рассматривае-
мых предположениях выписывать также явные (вычислимые) оценки
точности нормальной аппроксимации для соответствующих составных
распределений.

Отметим также, что значения указанных выше моментов на практи-
ке вычисляются с помощью имеющихся статистических методов, преж-
де всего, посредством их аппроксимации выборочными моментами.
Естественно, эта аппроксимация приводит к появлению дополнитель-
ной погрешности, но здесь мы не будем исследовать вопрос о величине
этой дополнительной погрешности.

Итак, будет рассматриваться ситуация, когда распределение слу-
чайной величины N априори относится к некоторому специальному
классу дискретных распределений. Вопросы практического выбора та-
кого класса в настоящее время очень подробно изучаются в актуарно-
математической литературе. Классы дискретных распределений такого
рода формируются, как правило, путем задания определенных рекур-
рентных соотношений для вероятностей вида P(N = k) или диффе-
ренциальных (или интегро-дифференциальных) уравнений для соот-
ветствующей производящей функции, причем в этих соотношениях и
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уравнениях фигурируют несколько параметров, которые могут выби-
раться произвольным образом в рамках некоторых ограничений. Обыч-
но эти классы включают в себя некоторые “стандартные” семейства це-
лочисленных распределений, например, пуассоновские, биномиальные
распределения и т. п.

Существенный вклад в данную методику внесен Г. Пандже-
ром, Г. Уиллмотом и другими авторами (Ambagaspitiya, 1995)
(Ambagaspitiya and Balakrishnan, 1993) (Chan, 1984), (Goovaerts and
Kaas, 1991), (Kling and Goovaerts, 1993), (Panjer, 1980), (Panjer,
1981),(Panjer and Willmot, 1992), (De Pril, 1989), (Stroter, 1985), (Sundt
and Jewell, 1981), (Sundt, 1992), (Willmot, 1988), (Willmot and Panjer,
1987). Подробный обзор широкого множества дискретных распределе-
ний, используемых для моделирования распределения случайной ве-
личины N , содержится в (Johnson, Kotz and Kemp, 1992); см. также
библиографию в (Ambagaspitiya, 1995). Общие принципы выбора сто-
хастических моделей такого рода, используемые, в частности, Пандже-
ром, обсуждаются в (Linhart and Zucchini, 1986). Материал данного
раздела основан на статье (Шоргин, 1997).

В данном подразделе мы рассмотрим класс распределений случай-
ной величины N , введенный Л. Кацем (Katz, 1965) и использованный
для моделирования распределения случайного числа страховых исков
Г. Панджером в (Panjer, 1980) и последующих работах. Вопрос о под-
боре распределения случайной величины N из класса Каца–Панджера
полностью решен в цитированных выше работах. Мы приведем здесь
основные результаты, относящиеся к этому вопросу, а затем более по-
дробно рассмотрим вопрос о точности нормальной аппроксимации рас-
пределения случайной величины R при условии, что распределение N
относится к указанному классу.

Класс Каца–Панджера является двупараметрическим и может быть
определен либо посредством задания производящей функции распре-
делений этого класса:

ψ(s) =
( 1− a

1− as

)1+b/a
,

либо с помощью рекуррентного соотношения, которое мы и примем в
качестве определения этого класса.

Определение 5.1.1. Классом распределений Каца–Панджера на-
зовем множество распределений неотрицательных целочисленных слу-
чайных величин N , удовлетворяющих при всех k = 1, 2, . . . условиям

P(N = k)

P(N = k − 1)
= a +

b

k
, (5.1.2)
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где a, b – некоторые параметры, определяющие распределение.
Данный класс был использован Г. Панджером (Panjer, 1980) для

упрощения процедуры расчета распределений случайных величин N и
R. Дальнейший анализ, проведенный, в частности, в (Ambagaspitiya,
1995), (Panjer, 1980), (Panjer, 1981),(Panjer and Willmot, 1992), (Sundt
and Jewell, 1981), (Sundt, 1992), (Willmot, 1988), (Willmot and Panjer,
1987), показал, что этот класс имеет существенное прикладное значе-
ние. В (Katz, 1965) показано, что этот класс включает в себя значитель-
ное число важных распределений. В актуарной математике распреде-
ления этого класса могут служить моделями распределения количе-
ства договоров в портфеле или страховых исков при различных зна-
чениях первых двух моментов случайной величины N , рассчитанных
по имеющейся статистике. Известно много расширений и обобщений
класса Каца–Панджера, в том числе класс Сундта–Джуэлла, отлича-
ющийся от класса Каца–Панджера значением вероятности P(N = 0), а
также многочисленные другие обобщения (см. обзор в (Ambagaspitiya,
1995)). Однако мы ограничимся рассмотрением класса распределений
Каца, который определяется наиболее простым образом (являясь дву-
параметрическим) и в то же время включает в себя как биномиальное
и пуассоновское распределения, так и некоторое семейство из клас-
са обобщенных пуассоновских распределений. Имеет место следующее
утверждение.

Теорема 5.1.1 (Katz, 1965), (Panjer and Willmot, 1992). Класс
Каца–Панджера включает в себя только следующие типы распреде-
лений:

– пуассоновское с параметром b – при a = 0, b ≥ 0;
– биномиальное (с распределением

P {N0 = k} = Ck
N0

sk(1− s)N0−k, k = 0, 1, . . . ,

где s = −a/(1 − a), N0 = −b/a − 1) – при a < 0, b > 0 и при условии,
что b/a – целое;

– отрицательное биномиальное распределение (о. б. р.), называемое
также распределением Пойя, с распределением

P {N = k} =
Γ(ρ + k)

Γ(ρ)k!

( 1

1 + β

)ρ( β

1 + β

)k
, k = 0, 1, . . . ,

где β = a/(1− a), ρ = 1 + b/a – при 0 < a < 1, b > −a.
Если a ≥ 1, или b ≤ −a, или 0 < −a < b (за исключением случаев,

когда b/a – целое число), то распределений, удовлетворяющих (5.1.2),
не существует.
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Отметим, что в число распределений, перечисленных в Теореме
5.1.1, входит и распределение, сосредоточенное в 0 (как частный случай
пуассоновского при b = 0 или биномиального при b = −a > 0). Однако
вырожденные распределения, сосредоточенные в ненулевых точках, в
число таких распределений не входят.

Отрицательное биномиальное распределение является частным слу-
чаем обобщенного пуассоновского распределения (см., например, раз-
дел 1.6.1). Если случайная величина N имеет отрицательное биноми-
альное распределение с параметрами ρ и β, то есть

P(N = k) =
Γ(ρ + k)

Γ(ρ)k!

( 1

1 + β

)ρ( β

1 + β

)k
, k = 0, 1, . . . ,

то N = {Πλ, ν}, гдекак и в разделе 1.7.4, Πλ – случайная величина, име-
ющая распределение Пуассона с параметром λ, причем λ = ρ ln (1+β),
а ν является случайной величиной с логарифмическим распределением

P(ν = k) =
1

k ln (1 + β)

( β

1 + β

)k
, k = 1, . . . ;

отметим, что

E ν =
β

ln (1 + β)
, D ν =

β (1 + β)

ln (1 + β)
− β2

ln2(1 + β)
, E ν3 =

2β3 + 3β2 + β

ln (1 + β)
.

Так как класс Каца–Панджера – двупараметрический, то его мож-
но естественным образом параметризовать и с помощью двух первых
моментов EN = Λ и DN = M2 соответствующих распределений. В тер-
минах этих параметров Теорема 1 оначает, что в класс Каца–Панджера
входят пуассоновские, биномиальные и отрицательные биномиальные
распределения, причем пуассоновскому распределению с параметром
Λ соответствует соотношение Λ = M2 > 0, биномиальному распределе-
нию с параметрами s = (Λ −M2)/Λ, N0 = Λ2/(Λ −M2) соответствует
соотношение Λ > M2 и условие, что отношение Λ2/(Λ − M2) должно
быть целочисленным; отрицательному биномиальному распределению
с параметрами β = (M2 − Λ)/Λ, ρ = Λ2/(M2 − Λ) соответствует соот-
ношение Λ < M2.

Итак, для всех возможных соотношений между величинами Λ и
M2 > 0, за исключением ситуации, когда Λ > M2, Λ2/(Λ − M2) –
нецелое, можно определить конкретное распределение из класса Каца–
Панджера.

Класс Каца–Панджера удобен тем, что в его состав, среди прочих
распределений, входит подмножество класса обобщенных пуассонов-
ских распределений – двупараметрическое семейство отрицательных
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биномиальных распределений. Данное семейство чрезвычайно попу-
лярно в актуарно-математической литературе; это связано, видимо,
и с тем, что отрицательное биномиальное распределение является не
только обобщенным пуассоновским распределением, но и смешанным
пуассоновским распределением (Panjer and Willmot, 1992); подробнее
о смешанных пуассоновских распределениях и тесно связанных с ни-
ми процессах Кокса как моделях процессов поступления страховых ис-
ков см. (Эмбрехтс и Клюппельберг, 1993), (Grandell, 1991), (Bening and
Korolev, 2002) и разделы 6 и 8.

5.1.3 Точность нормальной аппроксимации для рас-
пределений случайных сумм с индексом из
класса Каца–Панджера

Перейдем к вопросу о точности нормальной аппроксимации для рас-
пределения случайной величины R в предположении, что распределе-
ние случайной величины N принадлежит классу Каца–Панджера. Этот
вопрос будет рассматриваться в предположении, что EN →∞. Мы так-
же будем считать, что, вообще говоря, может неограниченно расти и
DN = M2. В связи с этим далее будет рассматриваться специальный
случай “схемы серий”, в котором распределение случайной величины ξ
будет предполагаться фиксированным, а распределение случайной ве-
личины N зависит от номера “серии” n : N = Nn, где n = 1, 2, 3, . . . ,
ENn → ∞ при n → ∞. Будем именовать эту схему основной схемой
серий. Такой подход позволит рассматривать различные варианты со-
отношений между величинами Λ и M2.

Пусть ξ
d
= ξi. Обозначим Eξ = a, Dξ = b2, L(ξ) = E|ξ|3/(Eξ2)3/2,

L0(ξ) = L(ξ−Eξ). Отметим, что ER = Λa, DR = Λb2+M2a2. Обозначим
нормированную случайную величину R символом R̃, то есть R̃ = (R−
E R)/

√
DR. Пусть F

R̃
(x) – функция распределения случайной величины

R̃. Положим
∆ = sup

x
|F

R̃
(x)− Φ(x)|,

где Φ(x) – стандартная нормальная функция распределения.
Символами C с различными индексами будем обозначать абсолют-

ные постоянные.
Теорема 5.1.2. Если рассматривается основная схема серий,

EN = Λ →∞, DN = M2 > 0, причем M2 = o (Λ5/4), а при M2 < Λ от-
ношение Λ2/(Λ−M2) является целым числом, и распределение случай-
ной величины N принадлежит классу Каца–Панджера, то случайная
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величина R имеет асимптотически нормальное распределение, при-
чем имеют место оценки:

1) если 0 < M2 < Λ и Λ2/(Λ−M2) – целое, то

∆ ≤ 4CBE

[ M2

Λ3/2
L(ξ) +

(
1− M2

Λ

)Λ−M2

Λ3/2
L0(ξ)

]
;

2) если M2 = Λ, то

∆ ≤ CBE
L(ξ)

Λ1/2
;

3) если M2 > Λ, то

∆ ≤ CBE
L(ξ)

Λ1/2

[
2
M4

Λ2
− M2

Λ

]
,

где CBE – постоянная из неравенства Берри–Эссеена, можно поло-
жить CBE = 0.7056, (Шевцова, 2006б).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Если 0 < M2 < Λ и Λ2/(Λ−M2) – целое, то
распределение случайной величины N – биномиальное с параметрами
s = (Λ −M2)/Λ, N0 = Λ2/(Λ − M2). В данном случае R =

∑N0
k=1 ηkξk,

где ηk = 1 с вероятностью s и ηk = 0 с вероятностью 1 − s; случайная
величина ηkξk одинаково распределены, и в соответствии с обычным
неравенством Берри–Эссеена

∆ ≤ CBE

(DR)3/2

N0∑

k=1

E|ηkξk − sa|3.

Так как случайные величины ηk и ξk независимы, все ξk имеют одно
и то же распределение и |ηk − s| ≤ 1, то

E|ηkξk−sa|3 ≤ 4[E|ηk−s|3E|ξ|3+s3E|ξ−a|3] ≤ 4[s(1−s) E|ξ|3+s3E|ξ−a|3].
Утверждение 1) Теоремы 5.1.2 вытекает из данного неравенства.

Очевидно, правая часть оценки утверждения 1) стремится к нулю при
Λ →∞.

2) Если M2 = Λ, то распределение случайной величины N явля-
ется пуассоновским. В этом случае утверждение теоремы вытекает из
Теоремы 1.7.3.

3) Если M2 > Λ, то N имеет отрицательное биномиальное распре-
деление с параметрами β = (M2 − Λ)/Λ и ρ = Λ2/(M2 − Λ). Как от-
мечалось выше, N имеет обобщенное пуассоновское распределение. В
разделе 1.7.4 показано, что для случайной величины N , имеющей обоб-
щенное пуассоновское распределение,

∆ ≤ CBE
E(N − EN)3

Λ3/2
.
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Пусть λ = ρ ln (1+β), а ν – случайная величина с логарифмическим
распределением (5.1.3). В силу того, что N = {πΛ, ν}, имеем:

E(N − EN)3

Λ3/2
=

Eν3

λ1/2(Eν)3/2
=

2β2 + 3β + 1

(ρβ)1/2
=

2(M2/Λ)2 −M2/Λ

Λ1/2
.

Так как M2 = o (Λ5/4), то ∆ → 0 при Λ →∞. Теорема доказана.

5.1.4 Пуассоновско-биномиальная модель распре-
деления целочисленной случайной величины.
Нормальная аппроксимация составного рас-
пределения

Как уже отмечалось, в классе Каца–Панджера имеются (с точки зре-
ния значений первых двух моментов) значительные пробелы, относя-
щиеся к ситуации, когда дисперсия относительно мала́, то есть M2 < Λ.
Случай M2 = 0 (при Λ > 0) вовсе не охватывается условием (5.1.2); ес-
ли же 0 < M2 < Λ, то соответствующее распределение из данного
класса (это распределение будет биномиальным) может быть найдено
только при целых Λ2/(Λ−M2), что, конечно, является весьма ограни-
чительным условием. Поэтому в случае, когда M2 < Λ, имеет смысл
рассмотреть некоторый другой класс распределений, естественно, име-
ющий соответствующее прикладное значение.

Рассмотрим ситуацию, когда случайная величина N имеет распре-
деление, совпадающее с распределением количества успехов при про-
ведении некоторого числа испытаний Бернулли с “переменной” веро-
ятностью успеха, то есть так называемую схему испытаний Пуассона.
Иначе говоря,

N =
N0∑

k=1

ηk, где ηk =

{
1 с вероятностью sk,
0 с вероятностью 1− sk.

Данная модель, очевидно, описывает вполне естественную ситуа-
цию для всех рассматривавшихся выше примеров и является обобще-
нием “биномиальной” модели, при которой все вероятности sk одинако-
вы.

Параметры N0, s1, . . . , sN0 удовлетворяют соотношениям:

Λ = EN =
N0∑

k=1

, M2 = DN =
N0∑

k=1

sk(1− sk).
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Следуя терминологии, предложенной Ле Камом (Le Cam, 1960),
такое распределение случайной величины N будем называть пуас-
соновско-биномиальным с параметрами {N0, s1, . . . , sN0}. Соответ-
ственно, модель распределения случайной величины N назовем
пуассоновско-биномиальной моделью.

Семейство пуассоновско-биномиальных распределений, естествен-
но, поглощает множество биномиальных распределений, входящих в
класс Каца–Панджера; кроме того, в это семейство входят все вы-
рожденные распределения. Пуассоновско-биномиальное распределение
объема страхового портфеля часто изучалось в актуарной литературе,
см., например, (Kling and Goovaerts, 1993), (Jewell and Sundt, 1981),
(Kaas, van Heerwarden and Goovaerts, 1994), (Sundt, 1985), (Kornya,
1983), (Hipp, 1986), (Michel, 1986).

Итак, в ситуации, когда M2 < Λ, в качестве модели распределения
случайной величины N будем рассматривать семейство пуассоновско-
биномиальных распределений. Естественно, для этого класса уже
невозможно выписать соотношение типа (5.1.2). В данном подразде-
ле речь идет о том, что для любых допустимых (см. лемму 5.1.1 ниже)
значений Λ = EN и M2 = DN , M2 < Λ, можно найти хотя бы од-
но распределение из этого семейства с данными моментами. Более то-
го, зная указанные моменты, можно дать оценку точности нормальной
аппроксимации для составного распределения случайной величины R
(при этом информация о точных значениях параметров распределения
{N0, s1, . . . , sN0}, которые в большинстве реальных случаев невозможно
определить, не требуется).

Прежде всего, укажем необходимое условие того, что величины Λ и
M2 являются, соответственно, средним и дисперсией некоторой цело-
численной случайной величины.

Лемма 5.1.1 (Shorgin, 1997). Если первые два момента целочис-
ленной случайной величины N равны EN = Λ, DN = M2, то числа Λ
и M удовлетворяют условию

M2 ≥ {Λ}(1− {Λ}),
где {·} – дробная часть числа.

Итак, если M2 < {Λ}(1− {Λ}), то изучение целочисленной случай-
ной величины N с указанными моментами теряет смысл; построить
соответствующую модель распределения такой случайной величины
невозможно и следует проверить правильность определения указанных
параметров.

Оказывается, что условие M2 ≥ {Λ}(1− {Λ}) является и достаточ-
ным условием существования целочисленной случайной величины со
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средним Λ и дисперсией M2. При Λ ≤ M2 этот факт тривиален, так
как в таком случае неравенство M2 ≥ {Λ}(1−{Λ}) заведомо выполня-
ется, а искомое распределение можно найти при любых таких Λ и M2,
что Λ ≤ M2, например, в классе отрицательных биномиальных рас-
пределений. Если же M2 < Λ, то, как показывает следующая теорема,
искомое распределение может быть найдено в семействе пуассоновско-
биномиальных распределений.

Теорема 5.1.3 (Shorgin, 1997). Если Λ > 0 и M2 ≥ 0, то случайная
величина ξ с пуассоновско-биномиальным распределением такая, что
Eξ = Λ, Dξ = M2, существует тогда и только тогда, когда

{Λ}(1− {Λ}) ≤ M2 < Λ,

где {·} – дробная часть числа.
Несмотря на то, что распределение случайной величины N не опре-

деляется однозначно своими первыми двумя моментами, оценка точно-
сти нормальной аппроксимации для составного распределения может
быть выписана и в данном случае, причем для этой оценки достаточно
иметь только информацию о двух первых моментах случайной величи-
ны N . Мы сформулируем этот факт в виде следующей теоремы.

Теорема 5.1.4. Если распределение случайной величины N отно-
сится к семейству пуассоновско-биномиальных законов, EN = Λ > 0,
DN = M2 ≥ 0, то допустимыми являются значения Λ, M2, удовле-
творяющие неравенствам 0 ≤ {Λ}(1 − {Λ}) ≤ M2 < Λ, и случайная
величина R имеет асимптотически нормальное распределение, при-
чем для величины ∆ имеют место оценки:

1) если Λ – целое, M2 = 0, то

∆ ≤ CBE
L0(ξ)

N1/2
,

2) если 0 < {Λ}(1− {Λ}) ≤ M2, то

∆ ≤ 4CE

[ M2

Λ3/2
L(ξ) +

Λ−M2

Λ3/2
L0(ξ)

]
,

где CE – постоянная из неравенства Эссеена для разнораспределенных
случайных величин, можно положить CE = 0.7915.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы для случая цело-
численного Λ вытекает из неравенства Берри–Эссеена.

Рассмотрим ситуацию, когда 0 < {Λ}(1−{Λ}) ≤ M2. Очевидно, что
в данном случае при Λ →∞ справедливо условие M = o(Λ). Имеем

R =
N0∑

k=1

ηkξk;
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случайные величины ηkξk имеют различные распределения, и в соот-
ветствии с неравенством Эссеена для сумм независимых разнораспре-
деленных случайных величин

∆ ≤ CE

(DR)3/2

N0∑

k=1

E|ηkξk − ska|3,

где CE = 0.7915(, 1982). Так как случайные величины ηk и ξk независи-
мы, все ξk имеют одно и то же распределение и |ηk − sk| ≤ 1, то

E|ηkξk − ska|3 ≤ 4[E|ηk − sk|3E|ξ|3 + s3
kE|ξ − a|3] ≤

≤ 4[sk(1− sk)E|ξ|3 + s2
kE|ξ − a|3]

и
N0∑

k=1

E|ηkξk − ska|3 ≤ 4[M2E|ξ|3 + (Λ−M2)E|ξ − a|3].

Очевидно, ∆ → 0 при Λ →∞. Теорема доказана.

5.1.5 Пуассоновско-биномиальная модель распре-
деления целочисленной случайной величины.
Аппроксимация распределения

Как уже отмечалось, в отличие от распределений, входящих в класс
Каца–Панджера, пуассоновско-биномиальное распределение не опре-
деляется имеющимися двумя моментами однозначно. Поэтому возни-
кает проблема аппроксимации указанного распределения с использо-
ванием некоторой естественной информации об этом распределении.
Данная проблема не возникала при изучении класса Каца–Панджера,
так как все распределения этого класса могут быть вычислены точ-
но при заданных двух моментах распределения случайной величины
N . Поскольку точное вычисление пуассоновско-биномиального распре-
деления вероятностей может быть осуществлено только в тех редких
случаях, когда известны параметры {N0, s1, . . . , sN0}, вопрос об аппрок-
симации этого распределения приобретает очевидное значение.

Проблема аппроксимации пуассоновско-биномиального распределе-
ния является одной из популярных задач теории вероятностей. Суще-
ственное влияние на данную тематику оказали работы Ю. В. Про-
хорова (Прохоров, 1956) и Л. Ле Кама (Le Cam, 1960), (Le Cam,
1965). В этих работах, а также в ряде последующих ((Боровков, 1988),
(Зайцев, 1983), (Пресман, 1983), (Пресман, 1985), (Barbour and Hall,
1981), (Čekanavičius, 1995), (Deheuvels and Pfeifer, 1986a), (Deheuvels
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and Pfeifer, 1986b), (Deheuvels and Pfeifer, 1987), (Deheuvels and Pfeifer,
1988), (Hipp, 1986), (Kornya, 1983), (Michel, 1986), (Pfeifer, 1985) и др.)
изучалась пуассоновская аппроксимация пуассоновско-биномиального
распределения в смысле расстояния по вариации (в некоторых из пере-
численных работ рассматривался частный случай биномиального рас-
пределения). В большинстве работ основным аппаратом при этом яв-
лялись операторные методы, восходящие к Ле Каму. В работах (Hipp,
1986), (Deheuvels and Pfeifer, 1988), (Боровков, 1988), (Čekanavičius,
1995) рассматривались уточнения пуассоновской аппроксимации с ис-
пользованием различных асимптотических разложений (подробнее об
этом см. ниже).

Кроме того, достаточно естественной является задача аппроксима-
ции пуассоновско-биномиального распределения нормальным законом
(или “уточненным” нормальным законом). Соответствующие результа-
ты, как правило, получались с помощью стандартных аналитических
методов или путем непосредственного применения имеющихся общих
оценок типа Берри–Эссеена для сумм независимых случайных вели-
чин. Существует обширная литература по данному вопросу для част-
ного случая биномиального распределения, которым мы заниматься не
будем (биномиальные вероятности могут быть эффективно вычисле-
ны и без применения аппроксимации, если только известны параметры
распределения, например, два первых момента); по поводу же аппрок-
симации пуассоновско-биномиального распределения отметим работы
(Deheuvels, Puri and Ralescu, 1989) и (Михайлов, 1991). В данной про-
блеме оценки точности аппроксимаций обычно вычислялись в равно-
мерной метрике.

Отметим, что ряд результатов как для пуассоновского, так и
для нормального приближения выражаются в терминах параметров
{N0, s1, . . . , sN0}. Например, в (Deheuvels and Pfeifer, 1988) выписыва-
ется первый (поправочный) член асимптотического разложения для
пуассоновско-биномиального распределения (при сближении с пуассо-
новским законом), который имеет вид

E
∣∣∣∣

N0∑

i=1

s2
i

[(
1− ΠΛ

Λ

)2 − ΠΛ

Λ2

]∣∣∣∣. (5.1.4)

В (Пресман, 1985) правая часть оценки по вариации отклонения
пуассоновско-биномиального распределения от пуассоновского закона
выражается через величину

∑N0
i=1 s2

i σ
−2
i , где σ2

i = s1(1−s1)+· · ·+si−1(1−
si−1) + si+1 + · · ·+ sN0 . Во многих случаях в правых частях оценок фи-
гурирует величина maxi si и т. п. (см. примеры в разделе 1.3). Все эти
результаты, конечно, имеют значительное теоретическое значение, но
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определение указанных выше параметров по статистике значений слу-
чайной величины N представляется весьма затруднительным. Нас же
будут интересовать аппроксимирующие выражения и оценки точности
приближения, выражаемые через “интегральные” параметры распре-
делений типа моментов, которые могут быть эффективно оценены ста-
тистически.

Пусть N имеет пуассоновско-биномиальное распределение с пара-
метрами {N0, s1, . . . , sN0}, FN – распределение случайной величины N ,
FN(x) – соответствующая функция распределения; Πλ – распределение
Пуассона с параметром Λ, Πλ(x) – соответствующая функция распре-
деления,

ε′π = sup
x
|FN(x)− Πλ(x)|, ε′′π = ‖FN − Πλ‖

(‖ · ‖ – полная вариация знакопеременной меры),

εφ = sup
x
|F

Ñ
(x)− Φ(x)|,

где Λ = EN , Ñ = (N − Λ)/M . Для k = 2, 3, . . . обозначим Λk =
∑N0

i=1 sk
i .

Очевидно, что
DN = M2 = Λ− Λ2;

остальные моменты случайной величины N также могут быть выра-
жены через параметры Λ, Λ2, Λ3, . . . (и наоборот).

Приведем некоторые известные результаты в рамках данной про-
блематики, выражающиеся в терминах величин Λ, Λ2, Λ3, . . . и имею-
щие нетривиальное значение в ситуации, когда Λ = EN →∞.

Теорема 5.1.5 (Пресман, 1983). Справедливо неравенство

ε′′π ≤ 2.08
Λ2

Λ
. (5.1.5)

Теорема 5.1.6 (Deheuvels and Pfeifer, 1987, 1988). Если Λ → ∞ и
Λ2/Λ → 0, то

ε′′π ∼
1√
2πe

· Λ2

Λ
.

Теорема 5.1.7 (Deheuvels and Pfeifer, 1988). Имеет место оценка

ε′′π ≤
Λ2

2Λ
+ e4C1Λ2

[8

3
(C1 − 1)2Λ3 + 8C1(C1 − 1)Λ2

2

]
+ 8(C1 − 1)Λ3, (5.1.6)

где C1 < 4.7.
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Теорема 5.1.8. Справедливо неравенство

εφ ≤ CE√
Λ− Λ2

.

Утверждение Теоремы 5.1.8 вытекает из неравенства Эссеена.
Приведем также некоторые результаты, связанные с уточнением

рассмотренных выше аппроксимаций с использованием первых чле-
нов соответствующих асимптотических разложений. Отметим, что в
(Deheuvels and Pfeifer, 1988) первый член асимптотического разложе-
ния при сближении с пуассоновским законом выписан в явном виде
(5.1.4), но, как отмечалось выше, данная величина не может быть яв-
но выражена через моменты случайной величины N (или параметры
Λ, Λ2, Λ3, . . .). В (Hipp, 1986) и (Čekanavičius, 1995) рассмотрено асимп-
тотическое разложение, при котором дополнительные члены не прибав-
ляются к пуассоновскому закону, а выписываются в показателе экспо-
ненциального представления соответствующей меры (или соответству-
ющей производящей функции). (Примеры поправок подобного типа мы
привели в разделе 1.3, когда обсуждали пуассоновскую аппроксимацию
в схеме Бернулли.) Ограничимся случаем “первой поправки” к пуассо-
новскому закону. Пусть Π̃λ – обобщенная мера, имеющая преобразова-
ние Фурье

exp{Λ(eit − 1)− Λ2(e
2it − 1)/2}, t ∈ IR.

Положим
ε̃′′π = ‖FN − G̃Λ‖.

Теорема 5.1.9 (Hipp, 1986). Если maxi si ≤ 1/2, то

ε′′π ≤ exp
{

8

3

N0∑

i=1

4s3
i

(1− 2si)

}
− 1.

Теорема 5.1.10 (Čekanavičius, 1995). Если maxi si ≤ s ≤ 1/4, то
существуют такие абсолютные постоянные C2 и C3, что

ε̃′′π ≤ C2s
3 exp {C3Λ3}.

Пусть ϕ(x) – стандартная нормальная плотность. Что касается
“уточнений” нормальной аппроксимации, то в соответствии с разло-
жением Эджворта–Крамера (см. раздел 1.8) в качестве аппроксимиру-
ющей функции следует рассмотреть

Γ(x) = Φ(x) +
1− x2

6(Λ− Λ2)1/2
ϕ(x)

[
1− Λ2 − Λ3

2(Λ− Λ2)

]
.
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Пусть

ε̃φ = sup
m=0,±1,±2,...

∣∣∣∣FN(m)− Γ
(

m + 1/2− Λ

(Λ− Λ2)1/2

)∣∣∣∣.

Теорема 5.1.11 (Deheuvels, Puri and Ralescu, 1989). Существует
такая абсолютная постоянная C4, что

ε̃φ ≤ C4

Λ− Λ2

.

Очевидно, что пуассоновская аппроксимация (в том числе “уточнен-
ная”) имеет смысл в ситуации, когда

Λ2/Λ = 1−M2/Λ → 0, (5.1.7)

а нормальная (в том числе “уточненная”) – при

M →∞. (5.1.8)

Условие (5.1.8) является более общим, нежели (5.1.7). Очевидно,
что как о пуассоновской, так и о нормальной аппроксимации можно
говорить только при условии M → ∞. Нормальная аппроксимация
пуассоновско-биномиального распределение может применяться в дан-
ной ситуации при любом Λ > M2, а для пуассоновской аппроксимации
необходимо дополнительное условие (Λ−M2)/Λ → 0, то есть порядок
роста дисперсии должен быть таким же, как и порядок роста среднего
значения N . В некоторых работах проводится сравнение точности нор-
мальной и пуассоновской аппроксимаций, см., например, (Deheuvels,
Puri and Ralescu, 1989). Здесь мы не будем рассматривать этот (прин-
ципиально несложный и хорошо исследованный ранее) вопрос.

Результаты Теорем 5.1.8 и 5.1.11, относящиеся к нормальной ап-
проксимации, характеризуются “правильным” порядком погрешности
и удобным видом как аппроксимирующего выражения, так и оценки
погрешности; они вполне могут использоваться на практике (отметим,
что для применения результата Теоремы 5.1.11 необходимо знать вели-
чину Λ3, то есть третий момент случайной величины N).

Что касается пуассоновской аппроксимации, то результат Теоремы
5.1.6 показывает, что оценка из Теоремы 5.1.5 имеет правильный поря-
док и вполне приемлемое (с учетом асимптотики) значение абсолютной
постоянной. Однако “чисто пуассоновская” аппроксимация в ситуации,
когда априори известно, что M2 < Λ, явно может быть уточнена с
учетом значения второго момента. В то же время приведенные выше
результаты (Deheuvels and Pfeifer, 1988), (Hipp, 1986), (Čekanavičius,
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1995) характеризуются или слишком сложным видом “поправочного
члена”, или существенными ограничениями на параметры si, а так-
же присутствием в оценках величин, принципиально не выражаемых
через моменты, и величин, которые могут неограниченно возрастать
при росте Λ, типа exp{CΛ3}. В силу приведенных выше рассуждений
прикладное значение таких результатов ограничено. Поэтому далее в
данном параграфе мы рассмотрим такое асимптотическое разложение
для пуассоновско-биномиального распределения, все члены которого
полностью определяются моментами случайной величины N , а оценки
погрешности при “обрывании” асимптотического разложения на неко-
тором члене выражаются через величины вида Λ2/Λ. При этом рассто-
яния между распределениями будут вычисляться в равномерной мет-
рике, которая, конечно, является более слабой, чем расстояние по ва-
риации, но вполне достаточна для любых приложений.

Пусть
πΛ(m) = Λme−Λ/m!, m = 0, 1, 2, . . . ;

при m = −1,−2, . . . положим πΛ(m) = 0. При любом целочисленном m
положим

∆πΛ(m) = πΛ(m)− πΛ(m− 1), . . . ,

∆k+1πΛ(m) = ∆πk
Λ(m)−∆πk

Λ(m− 1), k = 1, 2, . . .

Если α(m) – некоторая функция целочисленного аргумента, то сим-
волом α(x) будем обозначать ступенчатую функцию, совпадающую с
α(m) при m ≤ x < m+1. Функции распределения будем считать непре-
рывными справа. Пусть ζ = Λ2/Λ.

Теорема 5.1.12 (Шоргин, 1977). При любом ν = 0, 1, . . .

FN(x) = Πλ(x) +
ν∑

k=1

(a2k∆
2k−1πΛ(x) + a2k+1∆

2kπΛ(x)) + ων(x),

где

a2 = −Λ2/2, a3 = −Λ3/3, . . . , ar = −1

r

(
Λr +

r−2∑

k=2

akΛr−k

)

и
|ων(x)| ≤ C0

ζν+1

1− ζ
,

где C0 =
1+
√

π/2

2
< 1.13.

Следствие 5.1.1. Справедливо неравенство

ε′π ≤ 1.13
Λ2/Λ

1− Λ2/Λ
. (5.1.9)
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Сравнивая результат данного следствия с Теоремой 5.1.5, убежда-
емся, что при Λ2/Λ ≤ 0.45 правая часть (5.1.9) меньше правой части
(5.1.5). Отметим, что при Λ2/Λ > 0.45 правая часть (5.1.9) превышает
0.936, то есть в этой области пуассоновская аппроксимация не рабо-
тает. “Главный” член в правой части оценки (5.1.6) содержит постоян-
ную, лучшую, чем в (5.1.5) и (5.1.9), но “добавочный” член в (5.1.6) при
больших значениях Λ2 и Λ3 может серьезно испортить оценку. (Конеч-
но, при таком сравнении нельзя забывать, что оценки (5.1.5) и (5.1.6)
получены в более сильной метрике.)

Теореме 5.1.12 можно придать несколько другую форму – без груп-
пировки членов с a2k и a2k+1.

Теорема 5.1.13. При любом r = 1, 2, . . .

FN(x) = Πλ(x) +
r∑

k=2

ak∆
k−1πΛ(x) + ωr(x),

где при нечетных r

|ωr(x)| ≤ C0
ζ(r+1)/2

1− ζ
,

а при четных r

|ωr(x)| ≤ C0

(
ζ(r+1)/2 +

ζr/2+1

1− ζ

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При нечетных r утверждение Теоремы
5.1.13 совпадает с утверждением теоремы 5.1.12.

Пусть r = 2ν. В силу Теоремы 5.1.12

FN(x) = Πλ(x) +
ν∑

k=1

(a2k∆
2k−1πΛ(x) + a2k+1∆

2kπΛ(x)) + ων(x),

где |ων(x)| ≤ C0
ζν+1

1−ζ
. Значит,

FN(x) = Πλ(x) +
[ ν−1∑

k=1

(a2k∆
2k−1πΛ(x) + a2k+1∆

2kπΛ(x))+

+a2ν∆
2ν−1πΛ(x)

]
+ a2ν+1∆

2νπΛ(x) + ων(x) =

= Πλ(x) +
r∑

k=2

ak∆
k−1πΛ(x) + ωr(x),

где ωr(x) = a2ν+1∆
2νπΛ(x) + ων(x). Из Теоремы 5.1.12 следует, что

|ων(m)| ≤ C0ζ
ν+1/(1− ζ) = C0ζ

(r/2)+1/(1− ζ).
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В (Шоргин, 1977) показано, что

|a2ν+1∆
2νπΛ(m)| ≤ C0ζ

(2ν+1)/2 = C0ζ
(r+1)/2,

откуда следует утверждение теоремы.
Наконец, результаты, относящиеся к “первой поправке”, выпишем в

более детальном виде. Пусть

ε̃′π = sup
x
|FN(x)− Πλ(x)− a2∆πΛ(x)|.

При r = 2 из Теоремы 5.1.13 вытекает следующее утверждение.
Следствие 5.1.2. Имеет место оценка

ε̃′π ≤ C0

[
ζ3/2 +

ζ2

1− ζ

]
.

Кроме того, можно сформулировать еще один результат.
Теорема 5.1.14. Справедливо неравенство

ε̃′π ≤ C0

[
2
√

2

3e
· Λ3

Λ3/2
+

ζ2

1− ζ

]
.

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из оценки

|a3∆
2πΛ(m)| ≤ C0

2
√

2

3e
· Λ3

Λ3/2
,

которая является следствием леммы 4 (Шоргин, 1977) и того, что a3 =
−Λ3/3.

Итак, при необходимости построить аппроксимацию пуассоновско-
биномиального е распределения исследователь располагает следующи-
ми возможностями: если он владеет информацией о значениях Λ, Λ2,
Λ3 и т. д. в достаточном количестве для определения членов разложе-
ния из Теорем 5.1.12 – 5.1.14 и для вычисления оценки соответству-
ющего остаточного члена, то он может воспользоваться указанными
теоремами (если, конечно, погрешность, задаваемая оценкой остаточ-
ного члена, является приемлемой). В частности, если имеется толь-
ко информация о трех моментах случайной величины N (из которой
элементарным образом можно получить значения Λ2 и Λ3), то мож-
но построить “уточненную” аппроксимацию в соответствии с Теоремой
5.1.14; если же учитываются только два момента случайной величины
N , то можно воспользоваться Следствием 5.1.2.
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Наконец, в ситуации, когда пуассоновская или уточненная пуассо-
новская аппроксимация не дает приемлемой точности, но дисперсия M2

велика, может использоваться нормальная или уточненная нормальная
аппроксимация (Теоремы 5.1.8 и 5.1.11; последний результат имеет су-
щественный недостаток, связанный с отсутствием оценки постоянной
C4).

5.1.6 Обобщенная пуассоновско-биномиальная мо-
дель распределения целочисленной случай-
ной величины. Аппроксимация распределений
сумм случайного числа случайных индикато-
ров

В этом разделе мы вернемся к задаче, рассматривавшейся в разделе
2.11. Эта задача связана с поиском асимптотической аппроксимации
для распределения сумм случайного числа случайных индикаторов.
Однако в отличие от схемы одинаково распределенных индикаторов,
рассмотренной в разделе 2.11, здесь мы сосредоточим внимание на бо-
лее общей схеме (схеме Пуассона), когда суммируемые индикаторы мо-
гут иметь различные распределения.

Рассмотрим последовательность серий {ξn,j}j≥1, n = 1, 2, . . ., слу-
чайных величин следующего вида:

ξn,j =

{
0, с вероятностью 1− pn,j,
1, с вероятностью pn,j.

Пусть {Nn}n≥1 - неотрицательные целочисленные случайные величины
такие, что для каждого n ≥ 1 с.в. Nn, ξn,1, ξn,2, . . . независимы. Для
целых k обозначим

Sn,k = ξn,1 + . . . + ξn,k.

Прежде всего рассмотрим асимптотическое поведение случайных
величин Sn,Nn . При s ∈ [0, 1] символ ln(s) будет означать максимальную
s-квантиль случайной величины Nn. Символ =⇒, как обычно, будет
обозначать сходимость по распределению.

Следующее утверждение, являющееся обобщением Теоремы 2.11.1
на схему Пуассона, можно считать обобщенным вариантом классиче-
ской теоремы Пуассона. Суть его заключается в указании условий, при
которых распределение случайной суммы неодинаково распределенных
случайных индикаторов сходится к смешанному пуассоновскому рас-
пределению.
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Теорема 5.1.15. Предположим, что все pn,j строго положитель-
ны и

max
j

pn,j → 0 (5.1.10)

при n → ∞. Предположим также, что существует неотрицатель-
ная случайная величина Λ такая, что

pn,1 + . . . + pn,Nn =⇒ Λ (5.1.11)

при n →∞. Тогда

lim
n→∞P (Sn,Nn = k) =

1

k!

∞∫

0

e−λλkdP(Λ < λ), k = 0, 1, 2, . . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку все pn,j строго положительны,
максимальная s-квантиль случайной величины pn,1 + . . . + pn,Nn совпа-
дает с числом pn,1 + . . . + pn,ln(s) для любого s ∈ (0, 1). Следовательно,
условие (5.1.11) эквивалентно тому, что для почти всех s ∈ (0, 1)

pn,1 + . . . + pn,ln(s) → λ(s) (5.1.12)

при n →∞, где λ(s) – s-квантиль случайной величины Λ. Легко прове-
рить, что функция λ(s) является неубывающей и непрерывной почти
всюду на [0, 1] по мере Лебега. Остающаяся часть доказательства ос-
новывается на следующей лемме.

Лемма 5.1.2. Пусть ξ(s), s ∈ [0, 1], – измеримый случайный про-
цесс с независимыми приращениями, а η – случайная величина, не за-
висящая от процесса ξ(s) и имеющая равномерное распределение на
[0, 1]. Если

Sn,ln(s) =⇒ ξ(s) (n →∞)

для почти всех s ∈ (0, 1), то

Sn,Nn =⇒ ξ(η) (n →∞).

Здесь под измеримостью случайного процесса понимается его изме-
римость относительно декартова произведения σ-алгебры соответству-
ющего вероятностного пространства и борелевской σ-алгебры подмно-
жеств интервала [0, 1]. Доказательство этой леммы (для общего слу-
чая, когда Sn,Nn является случайной суммой произвольных независи-
мых случайных величин) приведено в книге (Круглов и Королев, 1990),
с. 56-57.
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Для завершения доказательства Теоремы 5.1.15 заметим, что из
(5.1.10) и (5.1.12) следует, что

lim
n→∞E exp{itSn,ln(s)} = exp{λ(s)(eit − 1)}, t ∈ IR,

для любого s ∈ (0, 1) (см., например, (Ширяев, 1989), с. 349-350). Пусть
X(s), s ∈ [0, 1], – неоднородный процесс Пуассона с кумулятивной ин-
тенсивностью λ(s) (то есть

P(X(s) = k) = exp{−λ(s)}(λ(s))k

k!
, k = 0, 1, 2, . . .)

Поскольку функция λ(s) не убывает, процесс X(s) имеет независимые
приращения. Поскольку функция λ(s) непрерывна почти всюду, про-
цесс X(s) стохастически непрерывен почти всюду на [0, 1]. Следова-
тельно, существует его измеримая версия (см., например, (Дуб, 1956),
с. 61). Для упрощения рассуждений, предположим, что процесс X(s)
сам является измеримым. Теперь остается применить Лемму 5.1.2 с
ξ(s) = X(s) и заметить, что в нашем случае ξ(η) = X(η) – это смешан-
ный пуассоновский процесс, такой, что

lim
n→∞P (Sn,Nn = k) =

1∫

0

P(X(s) = k)ds =
1

k!

1∫

0

e−λ(s)(λ(s))kds =

=
1

k!

∞∫

0

e−λλkdP(Λ < λ), k = 0, 1, 2, . . . .

Теорема 5.1.15 доказана.
Теперь приведем некоторые оценки точности аппроксимации рас-

пределения случайной суммы случайных индикаторов с помощью сме-
шанного пуассоновского распределения.

Пусть случайная величина Λ(n) при каждом n ≥ 1 определяется
следующим образом:

Λ(n) = pn,1 + . . . + pn,Nn .

Предположим, что случайная величина Nn сосредоточена на ограни-
ченном или неограниченном множестве неотрицательных целочислен-
ных значений [0, 1, . . . , Kn), где Kn ≤ ∞ (при Kn < ∞ это означает, что
максимальное значение случайной величины Nn равно Kn − 1).

Для m ∈ [0, Kn) положим

λ(n,m) = pn,1 + . . . + pn,m, λ2(n,m) = p2
n,1 + . . . + p2

n,m,
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δn = sup
x
|P (Sn,Nn ≤ x)− Γn(x)|,

где

Γn(x) =

∞∫

0

Πλ(x)dP(Λ(n) < λ),

γn = sup
0≤m<Kn

λ2(n,m)

λ(n,m)
, ρn = P (Nn ≥ 1) .

Из Следствий 5.1.1 и 5.1.2 нетрудно получить следующий результат.
Теорема 5.1.16.

δn ≤ 1.13ρnγn.

Справедливы следующие очевидные оценки для величины γn , кото-
рые существенно упрощают формулировку Теоремы 5.1.16 в некоторых
частных случаях.

Если pn,j ≤ βn при всех j, то γn ≤ βn; если Kn < ∞ и для всех j
справедливо pn,j ≤ pn,j+1, то

γn ≤ λ2(n, Kn − 1)

1− λ2(n,Kn − 1)
.

5.2 Вероятность разорения в модели ин-
дивидуального риска. Классическая
асимптотическая формула для стра-
ховых премий в статической модели
страхования

Прежде чем формально описать факторизационную модель иска и при-
вести асимптотические формулы для страховых ставок, которые спра-
ведливы в условиях этой модели, приведем общеизвестный результат,
справедливый в статической модели страхования в случае, когда стра-
ховые премии предполагаются одинаковыми (см., например, (Bowers
et al, 1986), (Фалин, 1994)). Это делается для того, чтобы в дальней-
шем сравнить наиболее наглядный результат, получаемый в рамках Ф-
модели (см. раздел 5.5), с данным – по-видимому, наиболее наглядным
– асимптотическим результатом, получаемым в условиях постоянных
страховых премий.
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Пусть в формуле (2.2.1) r = 0, N – постоянная величина, Zj = Z для
всех j. Тогда для момента времени, к которому действие всех договоров
страхования данного страхового портфеля уже завершилось,

R = ZN −
N∑

j=1

Yj.

Предположим, что существуют конечные моменты случайных величин
Yj:

α = E Yj и β2 = D Yj,

а число N достаточно велико для того, чтобы распределение случайной
величины

∑N
j=1 Yj можно было аппроксимировать соответствующим

нормальным распределением с приемлемой точностью. Тогда можно
выписать следующую асимптотически (при N →∞) верную формулу

P
( N∑

j=1

Yj ≤ x
)
∼ Φ

(
x− αN

βN1/2

)
,

где символом Φ(x) обозначена стандартная нормальная функция рас-
пределения. Следовательно (асимптотически при N →∞),

P (R ≥ 0) = P
( N∑

j=1

Yj ≤ ZN
)
∼ Φ

(
Z − α

β
·N1/2

)
.

Если потребовать, чтобы вероятность “итогового неразорения”
P {R ≥ 0} была не меньше 1− ε = Q, то нижняя граница Z0 значений
страховой премии Z, при которых выполняется это условие, удовлетво-
ряет асимптотическому соотношению

Z0 ∼ α +
β Ψ(Q)

N1/2
, (5.2.1)

где Ψ(x) – функция, обратная функции Φ(x).
Данный результат является тривиальным следствием центральной

предельной теоремы и содержится в большинстве пособий по страховой
математике. Очевидно, что тогда, когда N является случайной вели-
чиной, распределенной по закону Пуассона с параметром λ → ∞, в
формуле (5.2.1) следует заменить N на λ, а β на (α2 + β2)1/2 (в соот-
ветствии со сказанным в разделе 1.7).



248 5. Модель индивидуального pиска

5.3 Факторизационная модель индивиду-
альных исков и постановка задач, отно-
сящихся к статической модели
страхования

5.3.1 Факторизационная модель
Здесь и далее мы будем рассматривать достаточно естественную си-
туация, когда стохастическая природа величины выплат страховщика
по отдельному договору страхования связана не только со случайным
характером величины ущерба (которая становится известна только по-
сле наступления страховых случаев), но и со случайным характером
страховой суммы, играющей роль “масштаба” риска страховщика по
отдельным договорам (и определяемой уже в момент заключения до-
говора).

Предполагается, что каждому договору страхования (с номером j)
из некоторого страхового портфеля ставится в соответствие положи-
тельная для всех элементарных исходов ω случайная величина Sj, на-
зываемая страховой суммой, причем для всех ω случайная величина
Yj удовлетворяет условию Yj ≤ Sj. Определим случайную величину
Xj = Yj/Sj. Очевидно, что эта случайная величина всегда коррект-
но определена. Величину Xj можно назвать относительным иском
(иском, рассчитанным на единицу страховой суммы). Суть Ф-модели
сводится к тому, что случайные величины Xj и Sj предполагаются
независимыми (ниже приводится обоснование такого предположения).
При этом величина иска может быть представлена в виде произведения
независимых случайных величин:

Yj = XjSj (5.3.1)

(иски, удовлетворяющие этому условию, называются факторизуемы-
ми).

Предположим, что для каждого договора страхования данного
страхового портфеля страховая премия Zj определяется с учетом слу-
чайной страховой суммы (“масштаба” риска) по данному договору стра-
хования Sj как

Zj = zSj,

где z – некоторая постоянная для всех договоров страхования величи-
на, называемая ставкой страховой премии (или просто ставкой пре-
мии или страховой ставкой). При этом, очевидно, в отличие от име-
ющихся в литературе постановок, в рассматриваемой модели премии
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являются случайными величинами, зависящими от Sj. Отметим, что
в силу естественных практических соображений премия Zj не может
превышать страховой суммы Sj, так что в дальнейшем будем считать,
что z ≤ 1.

Очевидно, что традиционно рассматриваемая ситуация, когда стра-
ховая сумма – постоянная величина, является простейшим частным
случаем Ф-модели.

Более интересным и практически важным примером является про-
порциональное страхование совокупности некоторых однородных объ-
ектов. При пропорциональном страховании страховая сумма опреде-
ляется по каждому договору в пределах действительной стоимости
каждого объекта страхования на момент заключения договора стра-
хования (называемой страховой стоимостью). Величина возмещения
равна произведению страховой суммы на отношение реальной стоимо-
сти причиненного страховым событием убытка к его страховой стои-
мости. Формально, если C – страховая стоимость, S – страховая сум-
ма (S ≤ C), U – реальный ущерб, причиненный объекту страхования
(0 ≤ U ≤ C), то сумма возмещения (иск) Y равна (U/C) S (отме-
тим, что U/C и есть величина относительного иска X). Стохастическая
независимость величин U/C и S может быть обоснована существенно
разной природой этих величин: значение X = U/C определяется слу-
чайными факторами, порожденными конкретным страховым случаем,
а величина страховой суммы определяется в момент начала действия
договора по соглашению между страховщиком и страхователем и за-
висит при условии однородности объектов страхования, прежде всего,
от финансовых возможностей страхователя: премия по каждому дого-
вору страхования определяется как произведение постоянной для всех
исков данного страхового портфеля ставки премии на величину стра-
ховой суммы данного договора страхования.

Еще одним примером является страхование от несчастных случаев,
когда осуществляется страхование на некоторую сумму, выплачивае-
мую либо полностью – при таком серьезном ущербе здоровью, который
считается по условиям договору страхования “максимальным”, либо ча-
стично – в соответствии с конкретным видом причиненного ущерба здо-
ровью. Степень ущерба здоровью определяется соответствующей экс-
пертной комиссией и не зависит от максимальной суммы, на которую
застрахован клиент, то есть от страховой суммы.

Указанные соображения могут быть применены для всех рисковых
видов страхования. При этом должно выполняться условие однород-
ности страхового портфеля, требующее, что портфель должен форми-
роваться только из достаточно однородных договоров страхования, то
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есть должны быть исключены ситуации, когда, например, в один стра-
ховой портфель, содержащий договоры по страхованию автотранспор-
та от угона, могут быть включены и “Мерседесы”, и “Запорожцы”. Яс-
но, что в последней ситуации случайные величины страховой суммы и
относительного иска становятся существенно зависимыми.

Следует также отметить, что одним из авторов проведен матема-
тико-статистический анализ имеющейся у некоторых страховых ком-
паний информации по величинам страховых сумм и соответствующих
возмещений. Анализ показал, что, исходя из имеющихся статистиче-
ских данных, гипотезу о факторизуемости реальных исков можно при-
нять.

5.3.2 Постановка задачи определения оптимальной
страховой ставки

В дальнейшем будем считать, что число договоров страхования N ,
включаемых в страховой портфель, вообще говоря, является случайной
величиной (в качестве важных частных случаев ниже будут рассмат-
риваться случайная величина N с вырожденным распределением, для
которой DN = 0, случайная величина N с пуассоновским распределе-
нием, для которой E N = DN = Λ, а также случайная величина N с
обобщенным пуассоновским распределением).

Предположим, что все иски Yj факторизуемы, случайные векторы
(Sj, Xj) (j = 1, 2, . . .) и случайная величина N независимы в совокуп-
ности. Также предположим, что имеет место “относительная однород-
ность” исков, то есть одинаково распределены и все случайные вели-
чины Sj (j = 1, 2, . . .), и все случайные величины Xj (j = 1, 2, . . .).

Случайная сумма собранных по страховому портфелю премий рав-
на

Z =
N∑

j=1

Zj.

Cлучайная сумма возмещений (сумма исков) равна

Y =
N∑

j=1

Yj.

Пусть начальный резерв равен r. Тогда итоговый страховой фонд (по
результатам работы с данным страховым портфелем) равен (2.2.1)

R = r + Z − Y .
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Первой из задач, возникающих в связи с описанной моделью, яв-
ляется изучение асимптотики распределения случайной величины R
при известной величине страховой ставки z. Вторая задача – это опре-
деление такого минимального значения z, что результаты страховой
деятельности по данному страховому портфелю в некотором смысле
будут приемлемы для страховщика. Достаточно естественными явля-
ются следующие условия определения страховой ставки z:

– условие “средней безубыточности”, в соответствии с которым стра-
ховая ставка z должна удовлетворять неравенству

z ≥ EXj; (5.3.2)

– условие “итогового неразорения”, в соответствии с которым ставка
z должна определяться так, чтобы выполнялось неравенство

P(R ≥ 0) ≥ Q, (5.3.3)

где Q – некоторое заранее заданное число (0 < Q < 1). Условие (5.3.3)
является достаточно традиционным и естественным. В формуле (5.3.3)
величина Q представляет собой минимальную допустимую для стра-
ховщика вероятность “итогового неразорения” (безубыточности). Пред-
полагается, что величина Q выбирается самим страховщиком в соот-
ветствии со степенью его склонности к риску. В прикладной литературе
встречаются стандартно рекомендуемые значения Q, равные 0.9, 0.95
и т. п. (см., (Методика..., 1994)).

Условие (5.3.2) при Q > 0.5 и большом количестве договоров стра-
хования (то есть когда распределение случайной величины R близко
к нормальному), естественно, является следствием (5.3.3). Но в общем
случае это не так. Условие (5.3.2) вводится для того, чтобы обеспечить
положительное значение средней разности между собранными страхо-
выми премиями и выплатами страховщика. Отсутствие такого огра-
ничения может привести к нежелательным явлениям, которые могут
быть проиллюстрированы следующим примером. Пусть r = 0, N = 1,
S1 = 1, Y1 = 1 с вероятностью 1 − Q и Y1 = 0 с вероятностью Q. То-
гда R = z − Y1, и очевидно, что условие (5.3.3) выполняется даже при
z = 0, что, конечно, неприемлемо для страховщика. Введение ограни-
чения (5.3.2) приводит в данном примере к естественному результату
z = 1−Q. С другой стороны, использование при большом числе рисков
только условия (5.3.2) очевидным образом приводит при большом чис-
ле договоров страхования к также неприемлемому для страховщика
значению вероятности “итогового неразорения”, близкому к 0.5.

Если ставка страховой премии обеспечивает одновременное выпол-
нение условий (5.3.2) и (5.3.3), то можно сказать, что она “достаточна”
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или удовлетворяет условию “достаточности”. Наряду с условием “до-
статочности” можно ввести условие “умеренности”, которое означает,
что ставка страховой премии равна числу z0, точной нижней грани
величин z, удовлетворяющих условию “достаточности”, то есть обеспе-
чивающих одновременное выполнение условий (5.3.2) и (5.3.3). Ставку,
удовлетворяющую условию “умеренности”, естественно называть ми-
нимально допустимой. Такую величину будем называть оптимальной
страховой ставкой (ставкой страховой премии).

5.4 Основные предположения и обозначе-
ния в рамках Φ-модели

Перед тем как перейти к формулировке результатов, приведем неко-
торые дополнительные обозначения и предположения, которые будут
использоваться в последующем изложении.

Для упрощения записей будем считать, что случайная величина S
распределена так же, как и случайная величина Sj, случайная величи-
на X – так же, как и случайная величина Xj. Пусть случайная величина
S имеет не менее двух конечных моментов (очевидно, что случайная
величина X имеет все моменты). Распределения случайных величин X
и S обозначим, соответственно, FX и FS.

Пусть A = EX, B2 = DX. Коэффициент вариации случайной вели-
чины S обозначим символом V ,

V 2 =
DS

(ES)2
=

ES2

(ES)2
− 1.

Пусть задана некоторая ставка z. Положим d = d(z) = z−A. Величина
d является “рисковой” или “страховой надбавкой” (в иностранной ли-
тературе используются термины “security loading” или “safety loading”,
поэтому в русской страховой дитературе величину d иногда называют
нагрузкой безопасности), то есть той надбавкой к средней величине
относительного убытка, которая должна обеспечивать поставленные
условия на вероятность “неразорения” (еще раз отметим, что “в состав”
страховой ставки z и рисковой надбавки d не включается компонента,
относящаяся к расходам “на ведение дела” страховщика).

Положим Hj = Sj(z − IjKj), причем случайные величины Hj неза-
висимы и одинаково распределены. Тогда в соответствии с (2.2.1)

R = r +
N∑

j=1

Hj,
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и для любого r

P(R < x) = P
( N∑

j=1

Hj < x− r
)
.

Для упрощения записей введем случайную величину H, которая рас-
пределена так же, как и случайные величины Hj. Имеющихся свойств
случайных величин {Sj, Xj} достаточно для подсчета среднего и дис-
персии случайной величины H (зависящих от d):

h = EH = ESd, g2 = DH = DSd2 + (ES)2(1 + V 2)B2.

Пусть γ2 = EH2 = h2 + g2.
Предположим, что (вообще говоря) случайное число договоров

страхования N , включаемых в страховой портфель, имеет не менее
двух конечных моментов: Λ = EN , M2 = DN . Отметим, что при этом

ER = r + Λh, DR = Λg2 + M2h2.

Пусть w = V 2 + M2/Λ.
Как и ранее, символом Φ(x) будем обозначать стандартную нор-

мальную функцию распределения, а символом Ψ(y) – функцию, об-
ратную к функции Φ(x). Кроме того, символом ϕ(x) будем обозначать
плотность стандартного нормального распределения.

Напомним, что для не вырожденной в нуле случайной величины
ξ, имеющей три конечных первых момента, отношением Ляпунова мы
называем величину Λ(ξ) = E|ξ|3/(Eξ2)3/2 (при этом L(ξ − Eξ) является
“классической” дробью Ляпунова, присутствующей, например, в нера-
венстве Берри–Эссеена (см. раздел 1.7). Положим L0(ξ) = L(ξ − Eξ).

Если случайная величина χ имеет обобщенное пуассоновское рас-
пределение, тто есть χ распределена как

∑Πλ
k=1 ξk, где Πλ – случайная ве-

личина, распределенная по закону Пуассона с параметром λ, а {ξk}∞k=1

– одинаково распределенные случайные величины, причем случайные
величины Πλ и {ξk}∞k=1 независимы в совокупности, то мы, как и ранее,
будем пользоваться обозначением χ = {Πλ, ξ1}.

Символами C с индексами и без них будем обозначать абсолютные
константы. Символами вида C(. . .) – величины, зависящие только от
параметров, указанных в скобках.
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5.5 Простейшая формула для страховой
ставки, учитывающая два момента рас-
пределения иска, в условиях фактори-
зационной модели

Чтобы наиболее простым образом продемонстрировать специфику ре-
зультатов, получаемых в условиях Ф-модели, приведем (для сравнения
с формулами п. 4.2) простейшую формулу, получаемую в этих условиях
формулу для страховой ставки (в статической модели страхования) при
неслучайном объеме страхового портфеля (Шоргин и Сурков, 1993).

Пусть в формуле (2.2.1) r = 0, N – постоянная величина, случайные
величины Yj удовлетворяют (5.3.1). Тогда R =

∑N
j=1 Hj. Предположим,

что число N достаточно велико для того, чтобы распределение слу-
чайной величины

∑N
j=1 Hj можно успешно аппроксимировать соответ-

ствующим нормальным законом. Тогда можно выписать следующую
асимптотически (при N →∞) верную формулу

P
( N∑

j=1

Hj ≤ x
)
∼ Φ

(
x−NdES

gN1/2

)
.

Следовательно (также асимптотически при N →∞),

P(R ≥ 0) ∼ Φ
(

dES

g
·N1/2

)
.

Если потребовать, чтобы для вероятности “итогового неразорения”
P(R ≥ 0) выполнялось неравенство (5.3.3), то есть

Φ
(

dES

g
·N1/2

)
≥ Q, (5.5.1)

то после решения квадратичного неравенства, к которому сводится
(5.5.1), получаем, что (5.5.1) имеет место в случае, когда значение стра-
ховой ставки z не меньше оптимальной ставки z0, для которой спра-
ведлива асимптотическая формула

z0 ∼ A +
B[1 + V 2]1/2Ψ(Q)

[N − V 2 Ψ2(Q)]1/2
.

Данный результат очевидным образом сводится к (5.2.1) при V = 0, то
есть при постоянной (неслучайной) величине S.
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5.6 Асимптотические оценки страховых
премий, основанные на нормальной ап-
проксимации распределения итогового
страхового фонда

Большинство результатов данной главы основывается на том, что рас-
пределение итогового страхового фонда R может аппроксимировать-
ся нормальным законом. Данный факт является вполне естественным,
например, в случаях, когда объем страхового портфеля N является
неслучайной возрастающей величиной, а также если N – пуассонов-
ская случайная величина с возрастающим параметром.

Возможны и другие ситуации, когда распределение случайной ве-
личины R асимптотически нормально. Так, к примеру, представляет
значительный теоретический и прикладной интерес случай, когда N –
случайная величина, имеющая обобщенное пуассоновское распределе-
ние (см. раздел 2.3). Причиной этого является то, что в ряде ситуаций
процесс поступления (заключения) новых договоров страхования мо-
жет быть описан целочисленным случайным процессом с независимы-
ми приращениями, который представляет собой семейство случайных
величин, имеющих безгранично делимое распределение, сосредоточен-
ное на множестве неотрицательных целых чисел. Как мы уже отмечали
в разделе 1.6.3, класс таких распределений совпадает с классом обоб-
щенных пуассоновских распределений, сосредоточенных на множестве
неотрицательных целых чисел. Тем самым предположение о том, что
объем страхового портфеля имеет обобщенное пуассоновское распреде-
ление, является вполне естественным. При получении асимптотических
оценок оптимальных страховых ставок для такого распределения объ-
ема страхового портфеля используются оценки точности нормальной
аппроксимации для обобщенных пуассоновских распределений, приве-
денные в разделе 1.7.4.

Основой для построения асимптотических оценок оптимальных
страховых ставок и их погрешностей является приводимая в настоя-
щем разделе Теорема 5.6.1, содержащая соответствующие результаты
для произвольного распределения объема страхового портфеля с из-
вестными двумя первыми моментами при условии, что случайная ве-
личина R асимптотически нормальна.

Кроме того, мы рассмотрим три частных случая, в которых зада-
но конкретное распределение случайной величины N . А именно, мы
рассмотрим обсуждавшиеся выше вырожденное, пуассоновское и обоб-
щенное пуассоновское распределения случайной величины N , при ко-
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торых как условия асимптотической нормальности распределения слу-
чайной величины R, так и оценки погрешности формулы для оптималь-
ной страховой ставки выражаются в терминах первых трех моментов
случайной величины N .

Нас будут интересовать результаты, получающиеся в условиях, ко-
гда Λ = EN → ∞. Будем считать, что, вообще говоря, может расти и
DN = M2. Еще одним параметром, который также может, вообще го-
воря, рассматриваться как “растущий”, является начальный капитал r.
В связи с этим во всех теоремах разделов 4.6 и 4.7 будем предполагать,
что нами рассматривается “схема серий”, в которой распределения всех
компонент исков Yj считаются фиксированными, а распределение слу-
чайной величины N и параметр r зависят от номера “серии” n: N = Nn,
r = rn, где n = 1, 2, 3, . . ., ENn →∞ при n →∞. Этот подход позволит
рассматривать различные варианты соотношений между величинами
Λ, M и r, а именно, получать искомые асимптотические формулы с
учетом различных “зон” значений r по отношению к величинам EN и
DN . В дальнейшем использование такой асимптотической схемы будет
подразумеваться при формулировке всех теорем (без явного упомина-
ния о ней). Индекс n при этом будет опускаться.

5.6.1 Общая теорема
Теорема 5.6.1 содержит асимптотическую формулу для оптимальной
страховой ставки в случае произвольного распределения объема стра-
хового портфеля с известными двумя первыми моментами, получаемую
при условии, что случайная величина R асимптотически нормальна.
Следствия 5.6.1–5.6.4 относятся к частным моделям распределения слу-
чайной величины N , в которых как условия асимптотической нормаль-
ности распределения случайной величины R, так и оценка погрешности
формулы для оптимальной страховой ставки выражаются в терминах
моментов случайной величины N и компонент случайного иска Yj.

Теорема 5.6.1. Предположим, что случайная величина R асимп-
тотически нормальна при Λ = EN →∞, то есть

δ = sup
x

sup
0≤z≤1

|P(R̃ < x)− Φ(x)| −→ 0

при Λ →∞, где R̃ = (R−ER)/
√

DR. Пусть задано некоторое Q, 1/2 <
Q < 1. Положим q = Ψ(Q) (очевидно, что q > 0). Предположим, что

w = o (Λ) при Λ →∞. (5.6.1)

Тогда
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1) если существует такая абсолютная постоянная C ′ < 1, что

r/E S ≤ C ′q(1 + V 2)1/2B[Λ− wq2]1/2,

то существует такое Λ0 (зависящее от C ′), что при Λ > Λ0 опти-
мальная страховая ставка имеет вид

z0 = A +
q(1 + V 2)1/2B

[Λ− wq2]1/2
− r/E S

Λ− wq2
+ ε,

где

|ε| ≤ C(Q)
(1 + V 2)1/2B

Λ1/2

[
δ +

w

Λ

]
. (5.6.2)

2) если

q(1 + V 2)1/2B[Λ− wq2]1/2 ≤ r/E S ≤ q(1 + V 2)1/2BΛ1/2,

то существует такое Λ1, что при Λ > Λ1 оптимальная страховая
ставка равна z0 = A + ε, где ε удовлетворяет (5.6.2);

3) если существует такое C ′′ > 1, что

r/E S ≥ C ′′q(1 + V 2)1/2BΛ1/2,

то существует такое Λ2 (зависящее от C ′′), что при Λ > Λ2 опти-
мальная страховая ставка равна z0 = A.

Отметим, что в условиях утверждения 3) Теоремы 5.6.1 фактиче-
ски получена не асимптотическая, а точная формула для оптимальной
страховой ставки (справедливая при Λ > Λ2).

Доказательство этой теоремы (как и теорем 5.7.1–5.7.4, приводи-
мых ниже) опускается; все эти доказательства могут быть найдены в
(Шоргин, 1997).

Следует отметить, что при доказательстве Теоремы 5.6.1 фактиче-
ски получено явное выражение для величины C(Q) из (5.6.2). Однако
это выражение довольно громоздко и не имеет окончательного харак-
тера. Поэтому в формулировке теоремы оно не приводится, то есть
главное внимание уделяется порядку убывания правой части (5.6.2).

Замечание 5.6.1. Условие (5.6.1) означает, что дисперсия M2 слу-
чайной величины N растет медленнее, чем квадрат математического
ожидания Λ2 этой же случайной величины. Данное условие выполнено
как для вырожденной, так и для пуассоновской случайной величины N .
Если случайная величина N имеет обобщенное пуассоновское распре-
деление, то есть N = {ΠΛ, ν1}, то (см. раздел 1.4) Λ = λEν1, M2 = λEν2

1 .
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Условие (5.6.1) в данном случае сводится к Eν2
1 = o(λ(Eν2

1)
2) и выполня-

ется, в частности, при λ →∞ и равномерной ограниченности величин
Eν2

1/(Eν1)
2.

Замечание 5.6.2. В силу условий на величины δ и w остаточный
член в (5.6.2) имеет порядок малости o (Λ−1/2).

5.6.2 Частные случаи распределения объема стра-
хового портфеля

Общий результат, представленный Теоремой 5.6.1, может быть уточ-
нен для отдельных конкретных распределений случайной величины N
с учетом соответствующих им оценок величины δ. Как уже отмечалось,
в качестве важнейших частных случаев распределения случайной вели-
чины N мы будем рассматривать вырожденное, пуассоновское и обоб-
щенное пуассоновское распределения. Поскольку правые части оценок
величины δ для этих распределениях N содержат ляпуновские отно-
шения, для дальнейшего нам потребуются оценки моментов и ляпунов-
ских отношений случайной величины H, равномерные по параметру z.
При этом мы будем использовать то, что d ≥ 0 и 0 < z < 1. Имеем:

d = z − A ≤ d = 1− A; h = EH = ESd ≤ ES d;

g2 = DH ≥ (ES)2(1 + V 2)B2, γ2 = EH2 ≥ (ES)2(1 + V 2)B2;

если существует третий момент случайной величины S, то

E|H|3 = ES3E|z −X|3 ≤ ES3,

E|H − h|3 ≤ 4[E|H|3 + h3] ≤ 4[ES3 + (ES)3d
3
],

L(H) ≤ L =
ES3

(ES)3(1 + V 2)3/2B3
, (5.6.3)

L0(H) ≤ L0 =
4ES3[1 + d

3
]

(ES)3(1 + V 2)3/2B3
. (5.6.4)

Следствие 5.6.1. Если N неслучайна и величина S имеет третий
момент, то утверждение Теоремы 5.6.1 справедливо с Λ = N, M = 0,
w = V 2, причем в данном случае

d′ =
q(1 + V 2)1/2B

[N − V 2q2]1/2
− r/ES

N − V 2q2
, δ ≤ CBE

L0

N1/2
,



5.6. Асимптотические оценки страховых премий 259

где CBE – постоянная из неравенства Берри–Эссеена для сумм оди-
наково распределенных случайных величин; можно положить CBE =
0.7056 (см. раздел 1.6.2).

Утверждение Следствия 5.6.1 автоматически вытекает из нера-
венства Берри–Эссеена, примененного к случайной величине R, и из
оценки (5.6.4). Данное следствие является уточнением Теоремы 3 из
(Shorgin, 1998).

Следствие 5.6.2. Если N имеет распределение Пуассона с пара-
метром Λ и случайная величина S имеет третий момент, то утвер-
ждение Теоремы 5.6.1 выполняется с M2 = Λ, w = 1 + V 2, причем в
данном случае

d′ =
q(1 + V 2)1/2B

[Λ− (1 + V )2q2]1/2
− r/ES

Λ− (1 + V )2q2
, δ ≤ CBE

L

Λ1/2
.

Доказательство данного следствия можно вывести из оценки (5.6.3)
и Теоремы 1.7.3.

Следствие 5.6.3. Если N имеет обобщенное пуассоновское рас-
пределение и случайные величины N, S имеют третьи моменты, то
утверждение теоремы 5.6.1 выполняется в случае, когда

E(N − EN)3

Λ3/2
= o(1) при Λ →∞,

причем

δ ≤ CBEL · E(N − EN)3

Λ3/2
.

Данное следствие вытекает из оценки точности нормальной аппрок-
симации для обобщенных пуассоновских распределений (см. раздел
1.7.4) и (5.6.3).

Рассмотрим следующую модель формирования страхового по-
ртфеля, которую можно назвать моделью с конечным источником.
Предположим, что существует некоторое (быть может, весьма боль-
шое) количество N ′ “потенциальных страхователей”, которые могут за-
ключить с данным страховщиком договоры страхования, соответству-
ющие условиям данного страхового портфеля. При этом k-й по счету
потенциальный страхователь заключает договор, включаемый в дан-
ный страховой портфель, с вероятностью sk и не заключает такого до-
говора с вероятностью 1−sk, независимо от остальных потенциальных
страхователей. Параметры N ′, s1, . . . , sN ′ не могут быть определены од-
нозначно по известным моментам случайной величины N . Поскольку

N =
N ′∑

k=1

ηk′ ,



260 5. Модель индивидуального pиска

где

ηk =

{
1 с вероятностью sk,
0 с вероятностью 1− sk,

указанные параметры удовлетворяют соотношениям

Λ = EN =
N ′∑

k=1

sk, M2 = DN =
N ′∑

k=1

sk(1− sk).

Распределение N в рамках данной модели является обобщен-
ным биномиальным (именуемым также пуассоновско-биномиальным
распределением); N равно числу успехов в схеме Бернулли с вероят-
ностью успеха, зависящей от номера испытания (см. разделы 4.1.4 и
4.1.5).

Очевидно, что при M2 < Λ и Λ →∞ справедливо условие w = o(Λ).
Рассмотрим величину

δ = sup
x

sup
0≤z≤1

|P(R̃ < x)− Φ(x)|.

Отметим, что в данном случае R = r+
∑N ′

k=1 ηkHk; случайные величины
ηkHk имеют формально различные распределения, и в соответствии с
обычным неравенством Берри–Эссеена для разнораспределенных слу-
чайных величин

δ ≤ C ′
E

(DR)3/2

N ′∑

k=1

E|ηkHk − skh|3, (5.6.5)

где C ′
E = 0.7915 (Шиганов, 1982).

Так как случайные величины ηk и Hk независимы, а все Hk имеют
одно и то же распределение, то

E|ηkHk − skη|3 ≤ 4[E|ηk − sk|3E|H|3 + s3
kE|H − h|3] ≤

≤ 4[sk(1− sk)E|H|3 + s2
kE|H − h|3]

и
N ′∑

k=1

E|ηkHk − skh|3 ≤ 4[M2E|H|3 + (Λ−M2)E|H − h|3] ≤

≤ 4M2ES3 + 16(Λ−M2)[ES3 + (ES)3d
3
].

В силу соотношения (5.6.5) и определения величин L и L0 мы имеем

δ ≤ C ′
E

[
4

M2

Λ3/2
L + 4

Λ−M2

Λ3/2
L0

]
. (5.6.6)
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Значит, δ → 0 при Λ →∞, и все условия Теоремы 5.6.1 выполнены.
Пусть символ {·} обозначает целую часть числа, стоящего в скоб-

ках. Можно показать (см. раздел 4.1.5), что для любой целочисленной
случайной величины ξ справедливо неравенство

{Eξ}(1− {Eξ}) ≤ Dξ,

причем в случае, когда {Λ}(1 − {Λ}) ≤ M2 < Λ, существует такая
случайная величина N с обобщенным биномиальным (пуассоновско-
биномиальным) распределением, что Λ = EN , M2 = DN . Поэтому рас-
сматривать модель с конечным источником имеет смысл только при
условии {Λ}(1− {Λ}) ≤ M2 < Λ.

Приведенные выше рассуждения доказывают следующее утвержде-
ние.

Следствие 5.6.4. Если {Λ}(1−{Λ}) ≤ M2 < Λ, а страховой порт-
фель формируется в соответствии с моделью с конечным источни-
ком, то для оптимальной страховой ставки справедливы асимптоти-
ческие формулы, приведенные в Теореме 5.6.1, причем для величины δ
имеет место оценка (5.6.6).

5.7 Асимптотические оценки страховой
премии, основанные на уточненной
нормальной аппроксимации распреде-
ления итогового страхового фонда

Результаты предыдущего раздела основываются на аппроксимации
распределения случайной величины R нормальным законом и, соответ-
ственно, в основной части асимптотических формул присутствуют два
момента распределений FS и FX . Однако, как отмечалось выше, одним
из способов уточнения аппроксимации распределения итогового стра-
хового фонда (см., в частности, (Beard, Pentikainen and Pesonen, 1978))
является использование первого члена асимптотического разложения
распределения R (то есть учет третьего момента компонент распреде-
ления индивидуального иска). В данном разделе этот подход приме-
няется в рамках Ф-модели индивидуальных исков и в предположении,
что N является либо вырожденной, либо пуассоновской случайной ве-
личиной; тем самым приводимые ниже результаты можно рассматри-
вать как обобщение соответствующих формул из (Beard, Pentikainen
and Pesonen, 1978).
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Дополнительно введем ряд обозначений и предположений. Поло-
жим

µ3 = EX3,

ζ0 = ζ0(d) =
E(H − h)3

6g3
, ζ = ζ(d) =

EH3

6γ3
.

Всюду ниже будем предполагать, что случайная величина S имеет не
менее трех первых конечных моментов. Пусть

U3 =
ES3

(ES)3
и η =

U3[A3 + 3AB2 − µ3]

6(1 + V 2)3/2B3
.

Отметим, что величина η равна пределу величин ζ0(d) и ζ(d) при d → 0;
пределы этих величин совпадают, так как limd→0 h(d) = 0.

Для формулировки результатов, использующих три первых момен-
та распределений FS и FX , необходимо сделать некоторые предположе-
ния, касающиеся нерешетчатости этих распределений или выполнения
для этих распределений условия (C) Крамера. Напомним соответству-
ющие определения.

Определение 5.7.1. Распределение называется решетчатым, ес-
ли оно сосредоточено на некотором множестве точек (решетке) L =
{α + ηk}, где k – целые числа (включая положительные, отрицатель-
ные и 0); η называется шагом решетки данного распределения, если
распределение не сосредоточено ни на одной подрешетке решетки L
(Феллер, 1971), т. 2, с. 164.

Определение 5.7.2. Распределение F удовлетворяет условию (C)
Крамера, если

lim sup
|t|→∞

|f(t)| < 1, (5.7.1)

где f(t) — характеристическая функция распределения F (см. (Петров,
1972), с. 197]).

Как известно (Лукач, 1979), с. 34–35, из (5.7.1) следует, что распре-
деление F является нерешетчатым; формально условие (5.7.1) явля-
ется более сильным, чем условие недискретности, из которого, в свою
очередь, следует нерешетчатость распределения. Отметим также, что
любое абсолютно непрерывное распределение удовлетворяет условию
(5.7.1).

Как и в предыдущих разделах, благодаря факторизуемости исков в
центре нашего внимания будет случайная величина H = S(z−X), при-
чем случайные величины S и z−X предполагаются независимыми. Рас-
пределение случайной величины H обозначим FH . Анализируя соот-
ветствующие характеристические функции (с учетом того, что S > 0),
можно доказать следующий результат.
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Лемма 5.7.1. Если хотя бы одно из распределений FS или FX

нерешетчатое, то и распределение FH нерешетчатое; если хотя бы
одно из распределений FS или FX удовлетворяет условию (C) Краме-
ра, то распределение FH также удовлетворяет этому условию, при-
чем неравенство (5.7.1) для совокупности случайных величин {H =
S(z −X), z ∈ [0, 1)} выполняется равномерно по z (иначе говоря,

sup
z

lim sup
|t|→∞

|ϕz(t)| < 1,

где ϕz(t) – характеристическая функция случайной величины H =
S(z −X)).

Для практического использования приводимых ниже результатов
важно то, что распределения случайных величин S и X на практике
могут относиться к одному из двух следующих типов.

Во-первых, каждое из этих распределений может быть дискретным.
Страховая сумма дискретна в случае, когда условия страхования тако-
вы, что страховая сумма может принимать одно из нескольких зара-
нее назначенных страховщиком значений (например, при медицинском
страховании, когда может быть куплен один из нескольких предлага-
емых страховой компанией полисов разной цены, каждый из которых
предусматривает конкретный набор медицинских услуг). Возможна си-
туация, когда и относительный иск также принимает только одно из
нескольких установленных в договоре страхования значений (напри-
мер, при страховании от несчастных случаев, приводящих к смерти
или инвалидности, когда каждому из четырех возможных страховых
событий – смерть, инвалидность 1-й, 2-й или 3-й групп – ставится в
соответствие свое значение относительного убытка, то есть отношения
страховой выплаты к полной страховой сумме; например, соответствен-
но, 100%, 80%, 60%, 40%). В силу того, что отношения любых значе-
ний, принимаемых каждой из этих случайных величин, на практике
являются рациональными числами, а также того, что множество этих
значений конечно, из дискретности распределений страховых сумм и
относительных исков на практике следует их решетчатость.

В другой ситуации каждое из этих распределений с достаточной
степенью точности может считаться абсолютно непрерывным (страхо-
вые суммы – в том случае, когда они заранее не определены и зави-
сят от договоренности сторон; относительные убытки – в случае, когда
они определяются “природой”, а не договором, и могут принимать, в
принципе, любые значения). Конечно, на практике величина страхо-
вой суммы всегда исчисляется в некоторых денежных единицах (руб-
лях, долларах и т. п.), то есть формально эта величина и в последнем
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случае является решетчатой, но шаг соответствующего распределения
настолько относительно мал, что с приемлемой точностью указанные
распределения могут считаться абсолютно непрерывными (что обычно
и делается в актуарной литературе).

Как известно (Лукач, 1979), с. 34–35, распределения, удовлетворяю-
щие условию (5.7.1), должны содержать абсолютно непрерывную и/или
сингулярную компоненту. Однако из вышесказанного следует, что, по-
скольку на практике речь может идти либо о решетчатом, либо об
абсолютно непрерывном распределении, при практическом использо-
вании приводимых ниже результатов условие (5.7.1) может считаться
эквивалентным нерешетчатости этого распределения или даже его аб-
солютной непрерывности. Отметим, что сингулярные распределения в
одномерном случае являются достаточно “экзотическими” (см. (Лукач,
1979), с. 19), и при изучении распределений исков их вполне можно ис-
ключить из рассмотрения. Впрочем, для строгости формулировок ни-
же в необходимых случаях будет упоминаться именно условие (5.7.1).

Приводимая ниже Теорема 5.7.1 об асимптотике распределения ито-
гового резерва для неслучайной величины N содержит результаты, от-
носящиеся к ситуации, когда распределение FH нерешетчатое, а также
к ситуации, когда это распределение удовлетворяет условию (5.7.1) (то
есть когда соответствующему условию удовлетворяет, по крайней мере,
одно из распределений FS и FX). Получение аналогичных результатов
для случая, когда оба распределения FS и FX являются решетчатыми,
представляется более сложной задачей из-за наличия принципиальных
аналитических сложностей при построении асимптотических разложе-
ний для решетчатых распределений (см. (Феллер, 1971), том 2). Этот
вопрос в данном издании затрагиваться не будет.

Теорема 5.7.1. Пусть N – детерминированная величина.
I. Предположим, что хотя бы одно из распределений FS или FX не

является решетчатым. Тогда

P(R < r + Nh + xN1/2g) = Φ(x) +
ζ0

N1/2
(1− x2)ϕ(x) + o(N−1/2)

равномерно по z, x и r.
II. Предположим, что хотя бы одно из распределений FS или FX

удовлетворяет условию (5.7.1), а также что распределение FS имеет
конечный четвертый момент. Тогда

P(R < r + Nh + xN1/2g) = Φ(x) +
ζ0

N1/2
(1− x2)ϕ(x) + ωN−1,

где
|ω| ≤ C1(FS, FX). (5.7.2)
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Перед тем как сформулировать аналогичную теорему об “уточнен-
ной” асимптотике распределения итогового резерва для пуассоновской
случайной величины N , отметим, что в данном случае можно несколь-
ко ослабить условие нерешетчатости для утверждения, аналогичного
утверждению I Теоремы 5.7.1 (и тем самым расширить множество до-
пустимых распределений FS и FX , при которых могут быть доказа-
ны результаты такого рода). Дело в том, что для доказательства это-
го утверждения достаточно выполнения свойства нерешетчатости для
распределения случайной суммы величин Hj. Введем следующее опре-
деление.

Определение 5.7.3. Распределение, сосредоточенное на решетке
L = {α + ηk}, шаг которой η несоизмерим с любой из точек решетки,
например, α, назовем иррационально-решетчатым. Если величины α
и η соизмеримы, то назовем такое распределение рационально-решет-
чатым.

В работе (Эль-Саиед, 1993) показано, что случайная сумма одина-
ково распределенных случайных величин с невырожденным индексом
имеет нерешетчатое распределение тогда и только тогда, когда распре-
деление слагаемых является нерешетчатым или иррационально-решет-
чатым. Так как случайная величина H является произведением вели-
чин S и z −X, то вопрос об иррациональной решетчатости H должен
решаться с учетом наличия или отсутствия соответствующих свойств
у случайных величин S и X.

Сложность здесь связана с тем, что даже в случае, когда случай-
ная величина X имеет иррационально-решетчатое распределение, это-
го нельзя сказать о распределении случайной величины z−X, так как
при любых параметрах решетки L = {α + ηk}, на которой сосредото-
чено распределение случайной величины X, можно найти бесконечно
много значений z, при которых величины z−α и η окажутся соизмери-
мыми, то есть распределение случайной величины z−X окажется раци-
онально-решетчатым. Это, естественно, делает невозможным доказа-
тельство каких-либо теорем, использующих иррациональную решетча-
тость случайной величины z−X при z ∈ [0, 1]. Следовательно, предпо-
ложение об иррациональной решетчатости распределения FX не может
привести к расширению множества случаев, в которых распределение
случайной величины H является иррационально-решетчатым.

Итак, при поиске условий, при которых распределение случайной
величины H является иррационально-решетчатым, нас может интере-
совать ситуация, когда оба распределения FS и FX являются решетча-
тыми, причем распределение FS – иррационально-решетчато. Нетрудно
убедиться, что распределение случайной величины H = S(z−X) в та-
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ком случае не может быть рационально-решетчатым (то есть оно или
иррационально-решетчатое, или вовсе нерешетчатое; последнее может
– в определенных ситуациях – иметь место тогда, когда распределение
FX является иррационально-решетчатым). Нас не интересует вопрос, в
каком случае (в рамках рассматриваемых условий) распределение слу-
чайной величины H оказывается иррационально-решетчатым, а в ка-
ком – нерешетчатым, так как во всех этих случаях распределение слу-
чайной величины R в силу приведенного выше результата (Эль-Саиед,
1993) – нерешетчатое. Тем самым мы приходим к выводу о справедли-
вости следующего утверждения.

Лемма 5.7.2. Если оба распределения FS и FX решетчатые, при-
чем распределение FS иррационально-решетчатое, то распределение
FH является нерешетчатым или иррационально-решетчатым.

Конечно, такое “расширение” класса распределений FS имеет
только теоретическоe значение, поскольку (как отмечалось выше)
иррационально-решетчатые распределения страховых сумм на прак-
тике не встречаются.

Теорема 5.7.2. Пусть N имеет распределение Пуассона с пара-
метром Λ.

I. Предположим, что хотя бы одно из распределений FS или FX не
является решетчатым, или что распределение FS является ирраци-
онально-решетчатым. Тогда

P(R < r + Λh + xΛ1/2γ) = Φ(x) +
ζ

Λ1/2
(1− x2)ϕ(x) + o(Λ−1/2)

равномерно по z, x и r.
II. Предположим, что хотя бы одно из распределений FS и FX удо-

влетворяет условию (5.7.1), а также что распределение FS имеет
конечный четвертый момент. Тогда

P(R < r + Λh + xΛ1/2γ) = Φ(x) +
ζ

Λ1/2
(1− x2)ϕ(x) + ω(Λ−1),

где
|ω| ≤ C2(FS, FX). (5.7.3)

Замечание 5.7.1. Вычисление величины C1(. . .) в правой части
(5.7.2) и величины C2(. . .) из правой части (5.7.3) связано с принципи-
альными техническими трудностями: в указанные выражения входит
величина supz lim sup|t|>t0 |f(t)|, где f(t) – характеристическая функ-
ция случайной величины H, практическое отыскание которой весьма
затруднительно. Поэтому неравенства (5.7.1) и (5.7.2) имеют, прежде
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всего, теоретическое значение и позволяют определить порядок мало-
сти соответствующих величин по N . При этом конкретные значения
C1(. . .) и C2(. . .) в явном виде не приводятся.

Теоремы 5.7.1 и 5.7.2 служат основой для вычисления асимптотики
оптимальной страховой ставки, приводимой ниже в Теоремах 5.7.3 и
5.7.4.

Теорема 5.7.3. Пусть N – детерминированная величина. Предпо-
ложим, что задано некоторое Q, 1/2 < Q < 1. Обозначим q = Ψ(Q),
U = q + η(1− q2)/N1/2, N ′ = N − η2V 2.

I. Предположим, что хотя бы одно из распределений FS или FX не
является решетчатым. Тогда

1) если существует такая абсолютная постоянная C ′ < 1, что

r/ES ≤ C ′U(1 + V 2)1/2BN ′1/2,

то оптимальная страховая ставка имеет вид z0 = A + d′ + ∆, где

d′ =
U(1 + V 2)1/2B

N ′1/2
− r/ES

N ′ , ∆ = o(N−1);

2) если

U(1 + V 2)1/2BN ′1/2 ≤ r/ES ≤ U(1 + V 2)1/2BN1/2,

то оптимальная страховая ставка равна z0 = A + ∆;
3) если существует такое C ′′ > 1, что

r/ES ≥ C ′′U(1 + V 2)1/2BN1/2,

то существует такое N3 (зависящее от C ′′), что при N > N3 опти-
мальная страховая ставка равна z0 = A.

II. Предположим, что хотя бы одно из распределений FS и FX удо-
влетворяет условию (5.7.1), а также что распределение FS имеет
конечный четвертый момент. Тогда выполняется утверждение I и,
кроме того, в случае 1) существует такое N1 (зависящее от C ′), что
при N > N1 для величины ∆, фигурирующей выше в формулировке
данной теоремы, справедлива оценка

|∆| ≤ C3(FS, FX , Q)

N3/2
,

а в случае 2) существует такое N2, что указанная оценка для вели-
чины ∆ выполняется при N > N2.
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Теорема 5.7.4. Пусть N имеет распределение Пуассона с пара-
метром Λ. Предположим, что задано некоторое Q, 1/2 < Q < 1.
Обозначим q = Ψ(Q), U = q + η(1− q2)/Λ1/2, Λ′ = Λ− η2(1 + V 2).

I. Предположим, что хотя бы одно из распределений FS или FX не
является решетчатым, или что распределение FS является ирраци-
онально-решетчатым. Тогда

1) если существует такая абсолютная постоянная C ′ > 1, что

r/ES ≥ C ′U(1 + V 2)1/2BΛ′1/2,

то оптимальная страховая ставка имеет вид z0 = A + d′ + ∆, где

d′ =
U(1 + V 2)1/2B

Λ′1/2
− r/ES

Λ
, ∆ = o(Λ−1);

2) если

U(1 + V 2)1/2BΛ′1/2 ≤ r/ES ≤ U(1 + V 2)1/2BΛ1/2,

то оптимальная страховая ставка равна z0 = A + ∆;
3) если существует такое C ′′ > 1, что

r/ES ≥ C ′′U(1 + V 2)1/2BΛ1/2,

то существует такое Λ3 (зависящее от C ′′), что при Λ > Λ3 опти-
мальная страховая ставка равна z0 = A.

II. Предположим, что хотя бы одно из распределений FS и FX удо-
влетворяет условию (5.7.1), а также что распределение FS имеет
конечный четвертый момент. Тогда выполняется утверждение I и,
кроме того, в случае 1) существует такое Λ1 (зависящее от C ′), что
при Λ > Λ1 для величины ∆, фигурирующей выше в формулировке дан-
ной теоремы, справедлива оценка

|∆| ≤ C4(FS, FX , Q)

Λ3/2
,

а в случае 2) существует такое Λ2, что указанная оценка для вели-
чины ∆ выполняется при Λ > Λ2.

5.8 Гарантированные (верхние) оценки
страховых тарифов в статической моде-
ли страхования

Выше мы рассмотрели ситуацию, когда страховые суммы по догово-
рам рассматриваемого страхового портфеля считаются независимыми
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случайными величинами, и для анализа этой ситуации была введена
факторизационная модель (Φ-модель) индивидуального иска; построе-
ны асимптотические (при неограниченном росте объема портфеля, то
есть среднего числа договоров, включаемых в портфель) оценки мини-
мально допустимых (оптимальных) страховых ставок для различных
распределений объема портфеля. Однако указанные результаты, как
и любые асимптотические оценки, не дают информации о реальных
величинах ставок, гарантирующих выполнение условий, предъявляе-
мых страховщиком, для конкретных распределений объема страхового
портфеля N . Поэтому естественно возникает задача определения га-
рантированной (верхней) границы для оптимальной страховой ставки
(в определенном смысле аналогичная задаче построения оценок боль-
ших уклонений для сумм случайных величин).

Для решения этой задачи при анализе модели индивидуального рис-
ка необходимо наложить на распределение случайного иска некоторые
дополнительные условия. В данном разделе рассматривается наибо-
лее естественное в рамках Φ-модели и имеющее очевидный приклад-
ной смысл условие равномерной ограниченности величины страховой
суммы.

Мы приводим оценки оптимальной страховой ставки в двух ситуа-
циях: когда объем страхового портфеля N заранее известен (детерми-
нирован) и когда N имеет распределение Пуассона. В последнем случае
используется оценка типа неравенства С. Н. Бернштейна для больших
уклонений обобщенных пуассоновских распределений.

Напомним основные понятия, связанные с Φ-моделью.
Предполагается, что каждому договору страхования (с номером j)

из некоторого страхового портфеля ставится в соответствие положи-
тельная для всех элементарных исходов ω случайная величина Sj, на-
зываемая страховой суммой, причем для всех ω случайная величина
Yj удовлетворяет условию Yj ≤ Sj. Определим случайную величину
Xj = Yj/Sj. Очевидно, что эта случайная величина всегда определена.
Величину Xj можно назвать относительным иском (иском, рассчи-
танным на единицу страховой суммы). Суть Φ-модели сводится к тому,
что случайные величины Xj и Sj предполагаются некоррелированными
(в разделе 4.3 приводится обоснование такого предположения, точнее,
более сильного предположения о независимости указанных случайных
величин). При этом величина иска может быть представлена в виде
произведения независимых случайных величин:

Yj = XjSj

(иски, удовлетворяющие этому условию, называются факторизуемы-
ми).
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Предположим, что для каждого договора страхования данного
страхового портфеля страховая премия Zj определяется с учетом слу-
чайной страховой суммы (“масштаба” риска) по данному договору стра-
хования Sj как Zj = zSj, где z – некоторая постоянная для всех догово-
ров страхования величина, называемая ставкой премии (или страховой
ставкой). При таком подходе, очевидно, премии являются случайны-
ми величинами, зависящими от Sj. Отметим, что в силу естественных
практических соображений премия Zj не может превышать страховой
суммы Sj, так что в дальнейшем будем считать, что z ≤ 1.

Предположим также, что для рассматриваемого страхового порт-
феля все случайные пары (Xj, Sj) независимы в совокупности и одина-
ково распределены. Более того, если количество N договоров страхова-
ния, включаемых в страховой портфель, является случайной величи-
ной, то будем предполагать, что N и все векторы (Xj, Sj) независимы в
совокупности. Страховой портфель, удовлетворяющий этим условиям,
называется портфелем однородных факторизуемых исков.

Прикладные основания введения Φ-модели можно найти в разделе
4.3. Для упрощения дальнейших записей будем считать, что случайная
величина S распределена так же, как и случайная величина Sj; слу-
чайная величина X – так же, как и случайная величина Xj. Пусть слу-
чайная величина S имеет не менее двух конечных моментов (очевидно,
что случайная величина X имеет все моменты). Введем обозначения:
A = EX, B2 = DX. Пусть µ = ES. Обозначим коэффициент вариации
случайной величины S символом V , то есть V 2 = DS/µ2.

Пусть задана некоторая ставка z. Положим d = d(z) = z−A. Вели-
чина d является “рисковой” или “страховой надбавкой” (в иностран-
ной литературе используются термины “security loading” или “safety
loading”), то есть той надбавкой к средней величине относительного
убытка, которая должна обеспечивать поставленные условия на веро-
ятность неразорения (отметим, что в состав страховой ставки z и рис-
ковой надбавки d не включается компонента, относящаяся к расходам
“на ведение дела” страховщика).

5.8.1 Постановка задачи

Предположим, что в состав страхового портфеля включаются N дого-
воров страхования, где N может быть известной (детерминированной)
величиной или случайной величиной, распределенной по закону Пуас-
сона с известным параметром Λ.

Статическая модель страхования (модель индивидуального риска)
в достаточно общем виде может быть формально описана следующим
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образом: объектом исследования является распределение случайной ве-
личины итогового страхового фонда или остатка средств (surplus) стра-
ховой компании по некоторому множеству договоров страхования, то
есть по некоторому страховому портфелю

R = r +
N∑

j=1

Zj −
N∑

j=1

Yj,

где r – начальный капитал страховщика (страховой компании) по дан-
ному страховому портфелю, N – количество договоров страхования,
включенных в страховой портфель, Zj – страховая премия, Yj – пол-
ные (за все время действия договоров) величины выплат страховщика
(индивидуальных исков) по всем договорам портфеля (величина иска
может принимать нулевое значение).

В условиях Φ-модели

R = r +
N∑

j=1

Hj

и

P(R < x) = P
( N∑

j=1

Hj < x− r
)

для любого r, где Hj = Sj(z −Xj), случайные величины N , H1, H2, . . .
независимы в совокупности, причем случайные величины Hj одинако-
во распределены. Для упрощения последующих записей будем считать,
что случайная величина H распределена так же, как и случайная вели-
чина Hj. Имеющихся свойств случайных величин {Sj, Xj} достаточно
для подсчета среднего и дисперсии случайной величины H (зависящих
от d):

h = EH = µd, g2 = DH = µ2[V 2d2 + (1 + V 2)B2];

пусть g2
0 = µ2(1 + V 2)B2.

Предположим, что (вообще говоря) случайное число договоров
страхования N , включаемых в страховой портфель, имеет не менее
двух конечных моментов: Λ = EN , M2 = DN . Отметим, что

ER = r + Λh, DR = Λg2 + M2h2.

Пусть w = V 2 + M2/Λ. Введем также “нормированную” величину
начального капитала: ρ = r/µ.

Напомним определение оптимальной или минимально допустимой
страховой ставки для статической модели страхования из раздела 4.3:
минимально допустимой страховой ставкой называется величина

z0 = inf{z z ≥ A, P(R ≥ 0) ≥ Q},
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где R – итоговый страховой фонд, а Q – допустимая для страховщика
вероятность “неразорения”.

В данном разделе будет рассмотрена задача вычисления гаранти-
рованной (верхней) границы для минимально допустимой страховой
ставки , то есть отыскания такой величины z′, что z0 ≤ z′.

Всюду ниже будем пользоваться обозначением d = z − A. Поиск
минимально допустимой страховой ставки z0 эквивалентен поиску ве-
личины d0 = z0 − A.

Для получения гарантированной оценки минимально допустимой
страховой ставки z′ будет использован, в отличие от предыдущего раз-
дела, не аппарат центральной предельной теоремы, а другой класс
результатов теории вероятностей – экспоненциальные оценки боль-
ших уклонений. Для того чтобы можно было воспользоваться оцен-
ками этого класса, нужно, чтобы распределение случайных страховых
сумм удовлетворяли некоторым дополнительным условиям. Из разно-
образных условий, рассматриваемых в теории (см., например, (Bennett,
1962), (Hoeffding, 1963), а также обзор (Nagaev, 1979)), наиболее есте-
ственным в рамках рассматриваемой нами Φ-модели и имеющим оче-
видное прикладное значение является условие равномерной ограничен-
ности величин Sj; иначе говоря, предполагается, что Sj ≤ C с вероят-
ностью 1.

Отметим, что предположение о равномерной ограниченности слу-
чайных величин Sj не является существенно ограничительным в рас-
сматриваемой нами “страховой” тематике, так как обычно в страховой
портфель включаются достаточно “однородные” объекты страхования
как с точки зрения вероятностных характеристик убытков, так и с точ-
ки зрения страховых сумм. Так, например, при страховании автомоби-
лей в страховой портфель включаются объекты примерно одного клас-
са (скажем, только “иномарки” определенной фирмы или нескольких
фирм), и разброс страховых сумм при этом невелик, причем страхов-
щик может достаточно точно оценить максимальную страховую сумму,
которая может возникнуть в договорах данного страхового портфе-
ля. Кроме того, предположение о равномерной ограниченности стра-
ховых сумм может быть обосновано, аналогично (Beard, Pentikainen
and Pesonen, 1978), тем, что на практике риски страховщика обычно
ограничиваются за счет перестрахования; по этому поводу см. также
(Шоргин, 1996).
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5.8.2 Верхние оценки страховой ставки для детер-
минированного объема страхового портфеля

Приводимое ниже известное Утверждение 5.8.1 является основным
теоретико-вероятностным результатом, используемым в данном разде-
ле для построения гарантированных оценок страховой ставки. Отме-
тим, что существуют и более точные оценки типа неравенства Берн-
штейна (Бернштейн, 1946) (см., например, (Булинская, 2001), но они
справедливы только при определенных ограничениях на соотношение
величин x и N (в некоторых “зонах” значений x относительно N); по-
скольку для решения задачи оценки страховой ставки необходима оцен-
ка, справедливая при всех x и N , мы будем опираться именно на Утвер-
ждение 5.8.1.

Утверждение 5.8.1. (неравенство Хёффдинга (Hoeffding, 1963))
Если ξ1, . . . , ξN – независимые случайные величины, удовлетворяющие
условиям

Eξj = 0, ξj ≤ L, G2 =
1

N

N∑

j=1

Eξ2
j ,

то для любого t, 0 ≤ t ≤ L,

P(ξ1 + · · ·+ ξN ≥ Nt) ≤

≤ exp
{N(G2 + Lt)

L2 + G2
ln

(
1 +

Lt

G2

)
− NL(L− t)

L2 + G2
ln

(
1− t

L

)}
, (5.8.1)

если t = L, то неравенство (5.8.1) остается справедливым с заменой
правой части на ее предел при t → L, т. е.

P(ξ1 + · · ·+ ξN ≥ NT ) ≤
[ G2

L2 + G2

]N
;

если t > L, то, очевидно, P(ξ1 + · · ·+ ξN ≥ Nt) = 0.
Пусть

W = R− r =
N∑

j=1

Hj

есть случайный доход страховщика по данному страховому портфелю,
то есть разность между собранными страховыми премиями и страхо-
выми выплатами. Отметим, что EW = Nh, DW = Ng2, ER = r + Nh,
DR = Ng.

Вероятность итогового разорения по данному страховому портфелю
равна P(R < 0) = P(W < −r). Так как Hj ≥ −C(1− A) (и эта граница
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достигается при Sj = C, z = A, Xj = 1), то W ≥ −NC(1 − A) с
вероятностью 1, т. е. P(W < u) = 0 при u < −NL, где L = C(1− A).

Очевидно, что

P(W < u) = P
( N∑

j=1

Hj −Nh < u−Nh
)

= P
( N∑

j=1

ξj ≥ −u + Nh
)
,

где ξj = h−Hj. Условие

P(R ≥ 0) ≥ Q, (5.8.2)

входящее в определение минимально допустимой страховой ставки,
сводится к следующему:

P(R < 0) = P
( N∑

j=1

ξj ≥ r + Nh
)

< 1−Q,

Случайные величины ξj имеют нулевые средние. Кроме того, оче-
видно, что

ξj = Sj(Xj − z) + µ(z − A) ≤ Sj(1− z) + µ(z − A).

Правая часть последнего неравенства является линейной функцией
от z, принимающей значения Sj(1− A) при z = A, µ(1− A) при z = 1.
Значит, ξj ≤ L = C(1− A). Отметим, что h ≤ L.

Применяя к построенной последовательности случайных величин
{ξj} Утверждение 5.8.1, получаем (учитывая, что величина G, опреде-
ляемая в соответствии с условием Утверждения 5.8.1, совпадает с g)
следующую оценку.

Теорема 5.8.1. Если N(h− L) ≤ u ≤ Nh, то

P(W < u) ≤

≤ exp
{
− N(1 + Lt)

L2 + g2
ln

(
1 +

Lt

g2

)
− NL(L− t)

L2 + g2
ln

(
1− t

L

)}
, (5.8.3)

где t = h− u/N, L = C(1− A). Если u < N(h− L), то P(W < u) = 0.
Так как P(R < 0) = P(W < −r) и h > 0, то справедливо следующее

утверждение.
Следствие 5.8.1. Если 0 ≤ r ≤ N(L− h), то

P(R < 0) ≤

≤ exp
{
− N(1 + Lt)

L2 + g2
ln

(
1 +

Lt

g2

)
− NL(L− t)

L2 + g2
ln

(
1− t

L

)}
,
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где t = h + r/N, L = C(1− A). Если r > N(L− h), то P(R < 0) = 0.
Данное неравенство является в определенном смысле аналогом

классического неравенства Лундберга (оценка вероятности разорения
в динамической модели страхования) (см. раздел 7.7.1) для данной за-
дачи, то есть для статической модели страхования с неслучайным чис-
лом договоров страхования при равномерно ограниченных страховых
суммах.

Отметим, что Теорема 5.8.1 имеет и самостоятельное значение, по-
скольку дает гарантированную оценку вероятности того, что итого-
вый доход (разность между суммой премий и суммой исков) окажется
меньше заданного числа и, в частности, оценку вероятности разорения.
Применение центральной предельной теоремы позволяет формально
заменить оценку (5.8.3) на асимптотическую формулу

P(W < u) ∼ Φ
(u−Nh

gN1/2

)
. (5.8.4)

Последняя формула дает более низкие значения вероятности, приве-
денной в левой части неравенства. Но формула (5.8.4), будучи асимп-
тотической, верна только “в пределе” при N , стремящемся к бесконеч-
ности, в то время как (5.8.3) верно для любых конечных N , удовлетво-
ряющих условию Теоремы 5.8.1.

Перейдем к получению гарантированных оценок минимально допу-
стимой страховой ставки.

Введем при y > 0 и 0 ≤ x < 1/y функцию

U(x, y) = exp
{
− y(x + y)

1 + y2
ln

(x + y

y

)
− 1− xy

1 + y2
ln(1− xy)

}
, (5.8.5)

значение U(1/y, y) определим по непрерывности как y2/(1 + y2), а зна-
чение U(x, 0) аналогичным образом определим как 1 (для всех x ≥ 0).
Из (5.8.5) очевидно, что функция U(x, y) при любом фиксированном y
монотонно убывает при изменении x от x = 0 (U(0, y) = 1) до x = 1/y;
нетрудно показать, что эта функция убывает и по y (см. Лемму 5.8.1 в
разделе 5.8.4).

Из приведенных выше свойств функции U(x, y) вытекает, в частно-
сти, что U(x, y) < 1.

Определим формально функцию S(p, y) как решение уравнения

U(S(p, y), y) = p.

В силу монотонности функции U(x, y) функция S(p, y) однозначно
определена при y2/(1 + y2) ≤ p ≤ 1. Отметим, что S(1, y) = 0 (так
как U(0, y) = 1).
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Будем в дальнейшем считать функцию S(p, y) заданной (ее зна-
чения нетрудно определить с помощью компьютера, используя любой
метод обращения функции U(x, y)). Нетрудно показать, что функция
S(p, y) при фиксированном y убывает по p, а при фиксированном p
убывает по y (см. Лемму 5.8.2 в разделе 5.8.4).

Теорема 5.8.2. Пусть q = NS((1−Q)1/N , g0/L). Если объем стра-
хового портфеля удовлетворяет условию

N > max
{ ln(1−Q)

ln(g2
0/(L

2 + g2
0))

, V q
}
, (5.8.6)

то минимально допустимая страховая ставка z0 удовлетворяет
неравенству z0 ≤ z′ = min{A + d′, 1}, где величина d′ при ρ2 ≤
q2(1 + V 2)B2 определяется как

d′ =
[(N2 − q2V 2)q2(1 + V 2)B2 + q2V 2ρ2]1/2 − ρ

N2 − q2V 2
,

d′ = 0 при ρ2 > q2(1 + V 2)B2 (то есть в этом случае минимально
допустимая страховая ставка равна A).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы приводится в разделе 5.8.4.
Теперь следует выяснить, насколько ограничительным является

условие (5.8.6) на количество договоров страхования N . Отметим, что
первая величина в фигурных скобках в правой части (5.8.6) являет-
ся постоянной по N . Вторая величина зависит от N . Рассмотрим ее
асимптотику при неограниченном росте N . Так как функция U(x, y)
стремится к 1 при x → 0 и имеет при этом для любого y асимптотику
U(x, y) ∼ exp{−x2/2}, то при p → 1

S(p, y) ∼
[
2 ln

(1

p

)]1/2
.

Следовательно, q ∼ [2N ln(1−Q)−1]1/2 при N →∞, то есть вторая
из величин, стоящих в фигурных скобках в правой части (5.8.6), имеет
вид O(

√
N). Тем самым условие (5.8.6) заведомо выполняется, начиная

с некоторого конечного N0, которое может быть подсчитано численно
для любых конкретных Q, g0, L, V .

В заключение данного подраздела рассмотрим асимптотику оценки
z′, полученной в Теореме 5.8.2, при N →∞. Приведенная выше асимп-
тотика величины q показывает, что при неограниченном возрастании
N растет и q, и, значит, при любом фиксированном r для получения
асимптотики z′ следует рассматривать формулу

d′ =
[(N2 − q2V 2)q2(1 + V 2)B2 + q2V 2ρ2]1/2 − ρ

N2 − q2V 2
.
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Анализ этой формулы при N →∞ подытожен в следующем утвер-
ждении.

Следствие 5.8.2. Для минимально допустимой страховой став-
ки имеет место оценка

z0 ≤ z′ = A + d′,

где при N →∞

d′ ∼
[
2 ln

1

1−Q

]1/2 (1 + V 2)1/2B

N1/2
.

Отметим, что асимптотика величины d′ не зависит от r и что при
любом r порядок величины d′ по N является “правильным”, то есть
совпадает с порядком аналогичной величины, соответствующей мини-
мально допустимой страховой ставки (см. Следствие 4.6.1 и работу
(Шоргин, 1997)).

5.8.3 Верхние оценки страховой ставки для объема
страхового портфеля, распределенного по за-
кону Пуассона

Чтобы получить гарантированную (верхнюю) оценку минимально до-
пустимой страховой ставки z′ в случае, когда объем страхового порт-
феля имеет распределение Пуассона, необходимо располагать оценкой,
аналогичной результату Утверждения 5.8.1, но относящейся к обобщен-
ному пуассоновскому распределению, то есть к распределению случай-
ной суммы равномерно ограниченных случайных величин {ξj}, когда
число слагаемых N имеет пуассоновское распределение. Такой оценкой
послужит результат приводимой ниже Теоремы 5.8.3.

Обговорим сначала некоторые обозначения. Совпадение распреде-
лений двух случайных величин X и Y будем обозначать X

d
= Y . Слу-

чайную величину, имеющую пуассоновское распределение с парамет-
ром Λ, как и ранее, будем обозначать ΠΛ.

Рассмотрим некоторую случайную величину ξ. Пусть S(Λ) – слу-
чайная величина, совпадающая по распределению со случайной сум-
мой независимых копий случайной величины ξ, взятых в количестве
N

d
= ΠΛ, где случайная величина N не зависит от слагаемых.
Если Eξ = a и Dξ = b2, то ES(Λ) = Λa, G2 ≡ DS(Λ) = Λ(a2 + b2).
Теорема 5.8.3. Предположим, что случайная величина ξ удовле-

творяет условию

|ξ| ≤ m с вероятностью 1, (5.8.7)



278 5. Модель индивидуального pиска

где m – некоторая положительная постоянная. Тогда для всех x ≥ 0

P(S(Λ)− Λa ≥ Gx) ≤ exp
{
− x2 (1 + ζ) ln(1 + ζ ′)− ζ ′

ζ2

}
,

где ζ = xm/G, ζ ′ = min{ζ, e− 1}.
Отметим, что по форме данный результат очень близок к оценке из

(Bennett, 1962), полученной для сумм неслучайного числа ограничен-
ных случайных величин. Однако в соответствующей оценке Беннетта
вместо величины ζ ′ фигурирует ζ, что, естественно, обеспечивает более
высокий порядок убывания правой части указанной оценки по срав-
нению с результатом Теоремы 5.8.3 при растущем ζ, то есть при x,
растущем быстрее, чем величина G – стандартное отклонение суммы
S(Λ). При значениях ζ ≤ e− 1 (то есть в зоне значений x, привлекаю-
щей главное внимание исследователей) правые части указанных оценок
совпадают.

Аналогичный (5.8.7) порядок убывания правой части имеет оценка
для вероятности больших уклонений обобщенного пуассоновского рас-
пределения, полученная в (Ротарь, 1976) (по-видимому, именно в этой
работе впервые получена экспоненциальная оценка для хвостов распре-
делений пуассоновских случайных сумм). Отметим, что оценка Г. В.
Ротарь получена путем прямого переноса метода доказательства нера-
венства Бернштейна на ситуацию случайных сумм, поэтому результат
Теоремы 5.8.3 в определенном смысле должен быть настолько же точ-
нее оценки из (Ротарь, 1976), насколько оценка Беннета точнее, чем
классическое неравенство Бернштейна. Проведенные численные рас-
четы подтверждают это. Естественно, данный вопрос требует точно-
го математического сравнения упомянутых результатов. Здесь мы это
сравнение проводить не будем.

Полное доказательство Теоремы 5.8.3 приводится в разделе 5.8.4.
Отметим, что при доказательстве этой теоремы используются несколь-
ко лемм, содержащихся в указанном разделе. Однако формулиров-
ку одной из этих лемм мы приведем уже здесь (см. Лемму 5.8.1 ни-
же). Это связано с тем, что данная лемма может иметь самостоятель-
ное значение, так как дает возможность получать новые оценки для
P(S(Λ) − ES(Λ) ≥ Gx), где слагаемые случайной суммы S(Λ) равно-
мерно ограничены, за счет построения “базовых” оценок для распреде-
лений сумм неслучайного числа слагаемых вида

∑n
j=1 Zj для ситуации,

в которой моменты одинаково распределенных центрированных слу-
чайных величин Zj удовлетворяют условиям вида (5.8.8). При доказа-
тельстве Теоремы 5.8.3 (см. раздел 5.8.6) в качестве “базовой” оценки
(для сумм с неслучайным индексом) взята оценка, формулируемая в
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разделе 5.8.4 в виде Леммы 5.8.6. Естественно, улучшение данной оцен-
ки приведет к построению (с помощью Леммы 5.8.1) новых экспонен-
циальных оценок для случайных сумм при равномерно ограниченных
слагаемых, более точных, чем результат Теоремы 5.8.3.

Определение 5.8.1. Определим при любом h, удовлетворяющем
условию h ≤ 2/(e − 1) − 1, и при любом m > 0 класс распределений
K ′(h,m) как класс всех распределений таких центрированных случай-
ных величин Z, что при всех k = 2, 3, . . . выполняются неравенства

|EZk| ≤ m[1 + h(k − 1)!]EZ2. (5.8.8)

Лемма 5.8.1. Если для любой случайной величины Z, распреде-
ление которой принадлежит классу K ′(h,m), при n = 1, 2, . . . и
x ∈ Ξ{nEZ2

1}, где Ξ{·} есть некоторое подмножество неотрицатель-
ной полупрямой, справедлива некоторая оценка

P
( n∑

i=1

Zj ≥ Gnx
)
≤ U(x, h,m, Gn)

(где Zi
d
= Z суть независимые случайные величины, i = 1, . . . , n,

Gn = nEZ2), то для случайной величины S(Λ)
d
= {ΠΛ, ξ}, где ξ ≤ m с

вероятностью 1, при G = DS(Λ) и x ∈ Ξ{G2} справедлива оценка

P(S(Λ)− ES(Λ) ≥ Gx) ≤ inf
h≤2/(e−1)−1

U(x, Λ/n, m,G).

Итак, перейдем к формулировке основанных на Теореме 5.8.3 ре-
зультатов, содержащих оценки для минимально допустимой страховой
ставки в ситуации, когда объем страхового портфеля N является слу-
чайной величиной, распределенной по закону Пуассона с известным
параметром Λ. Как и ранее, предполагается, что для случайной стра-
ховой суммы S выполняется условие |S| ≤ C с вероятностью 1.

Отметим, что параметры случайной величины R и определяемой
аналогично п. 5.8.2 случайной величины W в данном случае таковы:

EW = Λh, DW = Λ(h2 + g2), ER = r + Λh, DR = DW.

Имеем:

P(W < u) = P
( N∑

j=1

Hj − Λh < u− Λh
)

= P
( N∑

j=1

ξj + Λh > −u + Λh
)
,
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где ξj = −Hj; Eξj = −h. Условие на вероятность “неразорения” (5.8.2)
сводится к следующему:

P(R < 0) = P
( N∑

j=1

ξj + Λh ≥ r + Λh
)

< 1−Q,

Очевидно, что |ξj| = |Hj| ≤ C. Применяя Теорему 5.8.3, с учетом того,
что G2 = ΛEξ2

1 = Λ(h2 + g2), получаем следующее утверждение.
Теорема 5.8.4. При u ≤ Λh

P(W < u) < exp
{
− Λ(h2 + g2)

C2
[(1 + ζ) ln(1 + ζ ′)− ζ ′]

}
, (5.8.9)

где ζ = C(−u + Λh)/(Λ(h2 + g2)), ζ ′ = min{ζ, e− 1}.
Отметим, что эта теорема так же, как и Теорема 5.8.1, имеет само-

стоятельное значение, так как задает гарантированную оценку вероят-
ности того, что итоговый “доход” окажется меньше заданного числа.
Применение центральной предельной теоремы для пуассоновских слу-
чайных сумм (см. раздел 1.7) позволяет заменить оценку (5.8.9) асимп-
тотической формулой

P(W < u) ∼ Φ
( u− Λh

Λ(h2 + g2)

)
. (5.8.10)

Аналогично п. 5.8.2, последняя формула дает меньшие значения ве-
роятности, приведенной в левой части неравенства, но формула (5.8.9),
в отличие от (5.8.10), применима для любых конечных Λ, удовлетворя-
ющих условиям Теоремы 5.8.4.

Следствие 5.8.3. При r ≥ 0

P(R < 0) < exp
{
− Λ(h2 + g2)

C2
[(1 + ζ) ln(1 + ζ ′)− ζ ′]

}
,

где
ζ = C(r + Λh)/(Λ(h2 + g2)), ζ ′ = min{ζ, e− 1}.

Если r + Λh ≥ (e− 1)Λ(h2 + g2)/C, то

P(R < 0) ≤ exp
{
(e− 2)

Λ(h2 + g2)

C2
− Λh

C

}
exp

{
− r

C

}
.

Последнее неравенство может трактоваться также как аналог нера-
венства Лундберга (см. раздел 8.7.1) для рассматриваемой задачи.
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Перейдем к вычислению верхней оценки для минимально допусти-
мой страховой ставки. Введем при w ≥ 0 функцию F (w), равную

F (w) =

{
(1 + w) ln(1 + w)− w при w ≤ e− 1,
2− e + w при w ≥ e− 1.

Очевидно, функция F (w) непрерывна и монотонно возрастает по
w. Далее, определим формально функцию T (u) при u > 0 как решение
уравнения F (T (u)) = u.

В силу монотонности функции F (w) функция T (u) однозначно
определена при u ≥ 0 и также монотонно возрастает. Очевидно, что
при u ≥ 1 мы имеем равенство T (u) = u + e− 2.

Будем в дальнейшем считать функцию T (u) заданной (ее значения
при u ≤ 1 нетрудно получить численно).

Теорема 5.8.5 Пусть

q =
Λg0

C
T

( C2

Λg2
0

ln
1

1−Q

)
.

Если среднее количество договоров страхования Λ удовлетворяет
условию

Λ2 > q2(1 + V 2), (5.8.11)

то минимально допустимая страховая ставка z0 удовлетворяет
неравенству

z0 ≤ z′ = A + d′,

где величина d′ при ρ2 ≤ q2(1 + V 2)B2 определяется как

d′ =
[(Λ2 − q2(1 + V 2))q2(1 + V 2)B2 + q2V 2ρ2]1/2 − ρ

Λ2 − q2(1 + V 2)
,

а при ρ2 > q2(1 + V 2)B2 – как d′ = 0 (то есть в таком случае мини-
мально допустимая страховая ставка равна A).

Д о к а з а т е л ь с т в о Теоремы 5.8.5 содержится в разделе 5.8.6.
Аналогично п. 5.8.2 следует выяснить, насколько ограничительным

является условие (5.8.11) на среднее количество договоров страхования
Λ.

Так как F (w) ∼ w2/2 при w → 0, то T 2(u) ∼ 2u при u → 0. Значит,
при Λ →∞

T 2
( C2

Λg2
0

ln
1

1−Q

)
∼ 2

C2

Λg2
0

ln
1

1−Q
и q ∼

[
2 ln

1

1−Q
Λ

]1/2
.
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Итак, правая часть (5.8.11) имеет при Λ → ∞ меньший порядок,
чем левая часть. Значит, начиная с некоторого конечного Λ, которое
нетрудно найти численно, (5.8.11) выполняется.

Рассмотрим также асимптотику оценки для z, полученной в Теоре-
ме 5.8.5, при Λ →∞. Из вида только что указанной асимптотики для q
вытекает, что при неограниченном возрастании Λ растет и q, и, значит,
имеет место следующий результат.

Следствие 5.8.4. Для минимально допустимой страховой став-
ки имеет место оценка

z0 ≤ z′ = A + d′,

где при N →∞

d′ ∼
[
2 ln

1

1−Q

]1/2 (1 + V 2)1/2B

Λ1/2
,

Отметим, что эта асимптотика не зависит от r и что порядок вели-
чины d′ по Λ является “правильным”, т. е. совпадает с порядком анало-
гичной величины, соответствующей минимально допустимой страховой
ставке (см. Следствие 5.6.2 или работу (Шоргин, 1997)).

5.9 Доказательства теорем.

5.9.1 Доказательство теоремы 5.8.2.

Доказательству теоремы 5.8.2 предпошлем следующие две леммы.
Лемма 5.9.1. Функция U(x, y) убывает по y.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно,

[ ln U(x, y)]′y = − [2y + x− xy2][ln (1 + x/y)− ln (1− xy)]− 2x(1 + y2)

(1 + y2)2
.

Обозначая (1 + x/y)/(1− xy) = 1 + u, получаем:

[ ln U(x, y)]′y = −2y + x− xy2

(1 + y2)2

[
ln (1 + u)− 2u

2 + u

]
.

Так как 2y+x−xy2 > 0, а также ln (1+u)−2u/(2+u) > 0 при u > 0, то
при x > 0 справедливо неравенство [ln U(x, y)]′y < 0. Лемма доказана.
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Лемма 5.9.2. Функция S(p, y) при фиксированном y убывает по p,
а при фиксированном p убывает по y.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. В силу монотонного убывания функции
U(x, y) по x при любом фиксированном y обратная к ней по аргументу
x функция S(p, y) также монотонно убывает по p при любом фиксиро-
ванном y.

2. Так как U(S(p, y), y) = p, а функция U(x, y) убывает по x, то знак
частной производной функции S по p совпадает со знаком частной про-
изводной функции U(x, y) по y. Как отмечалось выше, U(x, y) убывает
по y и, следовательно, S(p, y) также убывает по y. Лемма доказана.

Теперь перейдем непосредственно к доказательству теоремы 5.8.2.
Прежде всего отметим, что величина P(R < 0) убывает с ростом d, и,
следовательно, если при некотором d = d′ справедливо (5.8.2), то это
неравенство справедливо и при всех d ≥ d′.

Так как P(R < 0) = P(W < −r), то в силу следствия 5.8.1 и форму-
лы (5.8.5) при 0 ≤ r ≤ N(L− h)

P(R < 0) ≤ UN(η, g/L),

где η = (r +Nh)/(Ng). Если же r > N(L−h), то P(R < 0) = 0. Значит,
для справедливости (5.8.2) достаточно, чтобы при 0 ≤ r ≤ N(L− h)

U(η, g/L) ≤ (1−Q)1−N , (5.9.1)

либо чтобы выполнялось неравенство η > L/g.
Очевидно, что любая величина z, удовлетворяющая (5.9.1), явля-

ется верхней оценкой для минимально допустимой страховой ставки.
Отметим, что параметры h и g зависят от d. Поэтому ниже мы за-
меним неравенство (5.9.1) на несколько усиленное неравенство; любое
решение “усиленного” неравенства, по-прежнему, будет являться верх-
ней оценкой для z0, при этом результат будет получен в “замкнутом”
виде.

Из леммы 5.9.1 следует, что замена в левой части (5.9.1) величины
g на ее нижнюю оценку g0 (не зависящую от d) приводит к усилению
неравенства, т. е. любое z, удовлетворяющее условию

U(η, g0/L) ≤ (1−Q)1/N , (5.9.2)

заведомо удовлетворяет и (5.9.1). Это значит, что величина d′, явля-
ющаяся нижней гранью решений (5.9.2), заведомо является верхней
оценкой минимально допустимой страховой ставки.

В силу (5.8.6) справедливо неравенство

(1−Q)1/N > g2
0/(L

2 + g2
0) (5.9.3)
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Заметим, что в случае, когда (5.9.3) не выполняется, величина (1 −
Q)1/N строго меньше минимального значения функции U по η, и нера-
венство (5.9.2) не имеет решений; это означает, что величина Q выбрана
слишком близкой к единице для данных параметров N , g0, L, или что
N слишком мало для данных параметров Q, g0, L.

В силу убывания функции S(p, y) по y и условия (5.8.6) неравенство
(5.9.2) эквивалентно неравенству η ≥ S((1 − Q)1/N , g0/L). Функция S
определена в точке ((1−Q)1/N , g0/L), так как в силу (5.9.3)

g2
0/L

2

1 + g2
0/L

2
≤ (1−Q)1/N .

Итак, z является верхней оценкой для минимально допустимой
страховой ставки, если выполняется хотя бы одно из неравенств:

η ≥ S((1−Q)1/N , g0/Λ) (5.9.4)

(причем это неравенство можно рассматривать без ограничений на r)
и

η > L/g. (5.9.5)

Так как правая часть (5.9.4) с ростом N стремится к нулю (S(1, y) = 0),
то условие (5.9.5) можно опустить. При этом верхняя оценка ставки
может, вообще говоря, возрасти, но при достаточно больших N этого
увеличения не происходит. Итак, следует рассмотреть неравенство

r + Nh

g
≥ NS((1−Q)1/N , g0/L). (5.9.6)

Так как q = NS((1−Q)1/N , g0/L), то неравенство (5.9.6) является квад-
ратным неравенством относительно d, которое можно записать в виде

(N − q2V 2)d + 2ρNd + ρ2 − q2(1 + V 2)B ≥ 0. (5.9.7)

Сразу отметим, что при ρ2 ≥ q2(1+V 2)B и при d = 0 неравенство (5.9.7)
выполняется, то есть в этом случае при d = 0 выполняется (5.8.2). В
силу соображений, приведенных в начале доказательства данной тео-
ремы, это означает, что (5.8.2) выполняется при всех d > 0, то есть
величина z = A является искомой минимально допустимой страховой
ставкой.

Теперь рассмотрим случай ρ2 < q2(1 + V 2)B2. Пусть

∆ = ρN + (N − qV 2)[q2(1 + V 2)B − ρ2] = (N − qV 2)q2(1 + V 2)B + qV ρ2.
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Величина ∆ пропорциональна дискриминанту квадратного трехчле-
на, фигурирующего в левой части (5.9.7). Так как N2 − q2V 2 > 0,
то старший коэффициент квадратного неравенства (5.9.7) положите-
лен и ∆ > 0. Значит, (5.9.7) имеет место при d ≥ d′, где d′ =
(−ρ + ∆1/2)/(N2 − q2V 2), то есть z′ = A + d′ является верхней оцен-
кой минимально допустимой страховой ставки. Кроме того, верхней
оценкой минимально допустимой страховой ставки является единица.
Тем самым доказательство теоремы завершено.

5.9.2 Доказательство теоремы 5.8.3.
Для того чтобы доказать теорему 5.8.3, нам потребуются некоторые
предварительные результаты. Среди этих результатов – сформули-
рованная в разделе 5.8.2 лемма 5.8.1; отметим, что утверждение этой
леммы очевидным образом вытекает из приводимых ниже лемм 5.9.3
и 5.9.5.

Пусть рассматриваемая в формулировке теоремы 5.8.3 случайная
вкличина ξ имеет характеристическую функцию g(t). Пусть n – произ-
вольное натуральное число, h = Λ/n. Рассмотрим случайную величину
S(h), имеющую характеристическую функцию

ĝ(t) = exp {h(g(t)− 1)}. (5.9.8)

Так как характеристическая функция случайной величины S(Λ) равна
ĝn(t), то случайная величина S(Λ) распределена так же, как сумма n

независимых случайных величин ξ′i
d
= S(h). Отметим, что E S(h) =

ah = aΛ/n, D S(h) = h(a2 + b2) = (a2 + b2)Λ/n.
Отсюда немедленно вытекает следующее утверждение, которое,

несмотря на простоту доказательства, играет главную роль при до-
казательстве теоремы 5.8.3.

Лемма 5.9.3. Пусть распределение случайной величины ξ с харак-
теристической функцией g(t) принадлежит некоторому классу K,
причем из этого вытекает, что распределение случайной величины
S(h) − ah с характеристической функцией (5.9.8) при значениях h
из некоторого множества θ принадлежит некоторому другому клас-
су K ′(h). Если при любом h ∈ θ и n = 1, 2, . . . для всех последова-
тельностей одинаково распределенных случайных величин Z1, Z2, . . . с
E Z = 0, общее распределение которых принадлежит классу K ′(h),
имеет место некоторая оценка

P
( n∑

i=1

Zi ≥ x[n E Z2
1 ]1/2

)
≤ U(x, h, n)
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(при x ∈ Ω{n E Z2
1}, где Ω{n E Z2

1} – некоторое подмножество неот-
рицательной полупрямой, зависящее от величины n E (Z2

1)), то при
любых Λ > 0 и x ∈ Ω(G2)

P (S(Λ)− E S(Λ) > Gx) ≤ inf
n Λ/n∈θ

U(x, Λ/n, n).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых x ≥ 0, x ∈ Ω(G2) и n таких,
что h = Λ/n ∈ θ и независимых случайных величин Si(h)

d
= S(h)

P
(S(Λ)− E S(Λ)

G
≥ x

)
= P

(
1

G

n∑

i=1

[Si(h)− E Si(h)] ≥ x
)
≤ U(x, h, n)

(неравенство имеет место, поскольку общее распределение случайных
величин Z = Si(h)− E Si(h), i = 1, . . . , n, принадлежит классу K ′(h), а
n E Z2

1 = G2). В силу произвольности параметра n имеет место утвер-
ждение леммы.

Обозначим моменты случайной величины ξ (при условии их суще-
ствования) αk = E ξk (k = 2, 3, . . .). Очевидно, α2 = a2 + b2.

Лемма 5.9.4. Если конечен n-й момент случайной величины ξ, то
при 0 ≤ k ≤ n центральные моменты µk(h) = E [S(h)−ha]k случайной
величины S(h) могут быть вычислены по следующим рекуррентным
формулам:

µ0(h) = 1, µ1(h) = 0, µk(h) = h
[
α +

k−2∑

j=2

Cj
k−1µj(h)αk−j

]
при k ≥ 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим характеристическую функцию
случайной величины S(h)− ha через Ĝ(t, h), Ĝ(t, h) = exp {h(g(t)− 1−
ita)}. Очевидно, что

iµk(h) =
dk

dtk
Ĝ(t, h)

∣∣∣
t=0

= h
dk−1

dtk−1
{[g′(t)− ia]Ĝ(t, h)}

∣∣∣
t=0

=

= h
k−2∑

j=0

Cj
k−1Ĝ(t, h)

∣∣∣
t=0

dk−j

dtk−j
g(t)

∣∣∣
t=0

= h
k−2∑

j=0

Cj
k−1i

jµj(h)ik−jαk−j,

откуда следует утверждение леммы.
Лемма 5.9.4 дополняет утверждение 2 Теоремы 2.1.2, устанавлива-

ющее рекуррентные соотношения для начальных моментов пуассонов-
ских случайных сумм.

Лемма 5.9.5. Если случайная величина ξ удовлетворяет условию
(5.8.7) и

h ≤ 2/(e− 1)− 1, (5.9.9)
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то при k ≥ 2
|µk(h)| ≤ µ2(h)µk−2[1 + h (k − 1)!]. (5.9.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем по индукции. Очевидно, что
µ2(h) удовлетворяет условию леммы. Отметим, что µ2(h) = hα2.

Пусть утверждение леммы справедливо при j = 2, . . . , k − 1, k ≥ 3.
Отметим, что при j ≥ 2 и h ≤ 2/(e− 1)− 1

1 + h(j − 1)! ≤ j!/(e− 1). (5.9.11)

В силу леммы 5.9.4

h−1|µk(h)| ≤ |αk|+
k−2∑

j=2

Cj
k−1|µj(h)||αk−j|.

Используя условие на случайную величину ξ, предположение индукции
и (5.9.9)–(5.9.11), имеем

h−1|µk(h)| ≤ α2m
k−2

[
1 + (k − 1)!

h

e− 1

k−2∑

j=2

1

(k − 1− j)!

]
≤

≤ αmk−2[1 + h(k − 1)!] = h−1µ2(h)mk−2[1 + h(k − 1)!].

Лемма доказана.
Лемма 5.9.6. Если распределение случайной величины Z принадле-

жит классу K ′(h,m), то при Gn = n E Z2 для независимых случайных
величин Zj

d
= Z справедливо неравенство

P
( n∑

i=1

Zi ≥ Gnx
)
≤ U(x, h, m, Gn) = exp

{p2

2
G2

nFh(pm)− pGnx
}
,

(5.9.12)
где p = p(h) – решение уравнения

epm − 1 + h
{
2pm

(
ln

1

1− pm
− pm− p2m2

2

)
+

p4m4

1− pm

}
= ζ, (5.9.13)

где ζ = xm/G (причем величина p(h) существует и единственна),

Fh(v) =
ev − 1− v

v2/2
+ 2h

(
ln

1

1− v
− v − v2

)
.

При этом правая часть (5.9.12) является возрастающей функцией ар-
гумента h.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что при любом s > 0, при
котором существует E exp (sZ),

E exp (sZ) = 1 +
s2

2
E Z2 +

s3

6
E Z3 + · · · .

Условие (5.8.8) позволяет мажорировать правую часть последнего ра-
венства при v = sµ < 1 величиной

1 +
s2

2
E Z2

(
1 + 2m

1 + 2!h

3!
s + 2m

1 + 3!h

4!
s2 + · · ·

)
=

= 1 +
s2

2
E Z2

[
1 + 2

(
sm

1

3!
+ s2m2 1

4!
+ · · ·

)
+ 2h

(
sm

1

3
+ s2m2 1

4!
+ · · ·

)]
=

= 1 +
s2

2
E Z2

[ev − 1− v

v2/2
+ 2h

(
ln

1

1− v
− v − v2

2

)]
=

= 1 +
s2

2
E Z2Fh(v) ≤ exp

{s2

2
E Z2Fh(v)

}
.

Пусть

f(h, s) =
s2

2
G2

nFh(sm)− sGnx =

=
G2

n

m2
(esm − 1− sm) + s2G2

nh ln
( 1

1− sm
− sm− s2m2

2

)
− sG2

nx.

Имеем:
P(S(Λ) ≥ Gnx) ≤ [E exp (sZ)]n exp {−sGnx} ≤

≤ exp
{s2

2
G2

nFh(sm)− sGnx
}

= exp {f(h, s)}.
Нетрудно убедиться, что минимум функции f(h, s) достигается при
s = p(h), где p(h) определяется в соответствии с (5.9.13); так как в
левой части (5.9.13) фигурирует функция, монотонно возрастающая
на интервале (0,1) от 0 до ∞, то p(h), очевидно, существует и лежит в
пределах 0 < p < 1. Кроме того, отметим, что при любом s функция
f(h, s) возрастает по h и, значит, mins f(h, s) также возрастает по h.
Тем самым лемма доказана.

Приступим к доказательству теоремы 5.8.3. В соответствии с лем-
мами 5.9.5–5.9.6 и 5.8.1

P(S(Λ)− A ≥ Gx) ≤ inf
h≥2/(e−1)−1

exp
{p2

2
G2

nFh(pm)− pGnx
}

=

= lim
h→0

exp
{p2

2
G2

nFh(pm)− pGnx
}
. (5.9.14)
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где ζ = xm/G, p = p(h) определяется в соответствии с (5.9.13) (послед-
нее равенство и существование предела вытекают из того, что правая
часть (5.9.12) является возрастающей функцией по h).

Обозначим символом q решение уравнения eqm − 1 = ζ, то есть
q = ln (1+ζ)/m. Отметим, что всегда имеет место неравенство p(h) < q.

Если qm < 1, то есть ζ < e − 1, то p(h)µ < 1 и предел левой части
(5.9.13) при h → 0 равен eqm − 1. Значит, в этом случае p(h) → q,
Fh(pm) → F0(qm), и соотношение (5.9.14) приобретает вид

P(S(Λ)− A ≥ Gx) ≤ exp
{
G2

n

ζ − ln (1 + ζ)

m2
−Gnx

ln (1 + ζ)

m

}
=

= exp
{
− x

(1 + ζ) ln (1 + ζ)− ζ

ζ2

}
. (5.9.15)

Если qm ≥ 1, то есть ζ ≥ e− 1, то p(h)m → 1 при h → 0. Обозначим
символом q′ величину 1/m. При этом p(h) → q′. Так как в этом случае

lim
h→0

h
[
2pm

(
ln

1

1− pm
− pm− p2m2

2

)
+

p4m4

1− pm

]
= ζ − e + 1,

то
lim
h→0

h
(
2 ln

1

1− pm
+

1

1− pm

)
=

= lim
h→0

h

1− pm

{
2
ln [1/(1− pm)]

1− pm
+ 1

}
= ζ − e + 1.

Отсюда следует, что

lim
h→0

h
[
ln

1

1− pm
− pm− p2m2

2

]
= 0, lim

h→0
Fh(pm) = − q′m

q′2m2/2

и

lim
h→0

exp
{p2

2
G2

nFh(pm)− pGnx
}

= exp
{
G2

n

eq′m − 1− q′m
m2/2

− q′Gnx
}
.

Положим ζ ′ = e − 1 = eq′m − 1. Тогда последнее выражение можно
переписать как

exp
{
G2

n

ζ ′− ln (1 + ζ ′)
m2

−Gnx
ln (1 + ζ ′)

m

}
=

= exp
{x2[ζ ′ − ln (1 + ζ ′)]

ζ2
− x

ln (1 + ζ ′)
ζ

}
=

= exp
{
− x2 (1 + ζ) ln (1 + ζ ′)− ζ ′

ζ2

}
. (5.9.16)

Объединяя (5.9.15) и (5.9.16), получаем утверждение теоремы.
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5.9.3 Доказательство теоремы 5.8.5.

Для доказательства теоремы 5.8.5 нам понадобится следующее вспо-
могательное утверждение.

Лемма 5.9.7. При любом фиксированном x функция y2F (x/y) мо-
нотонно возрастает по y.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При x/y > e − 1 утверждение леммы
очевидно, а при x/y ≤ e− 1 вытекает из того, что

[y2F (x/y)]′y = (2y+x) ln (1+x/y)−2x = y[(2+x/y) ln (1+x/y)−2x/y] ≥ 0

и
lim
y→0

y2F (x/y) = 0.

Приступим к доказательству теоремы 5.8.5. Так как P(R < 0) =
P(W < −r), то в силу следствия 5.8.3

P(R < 0) ≤ exp
{
− Λ(h2 + g2)

C2
[(1 + ζ) ln (1 + ζ ′)− ζ ′]

}
,

где ζ = C (r + Λh)/(Λ(h2 + g2)), ζ ′ = min {ζ, e− 1}, и, следовательно,

P(R < 0) ≤ exp
{
− Λ(h2 + g2)

C2
F (ζ)

}
.

Так как G2 = Λ(h2 + g2), то ζ = Cη/G, где η = (r + Λh)/G, и, значит,

P(R < 0) < exp
{
− G2

C2
F

(Cη

G

)}
.

Значит, для выполнения условия (5.8.2) на вероятность “неразорения”
достаточно, чтобы выполнялось неравенство

exp
{
− G2

C2
F

(Cη

G

)}
≤ 1−Q. (5.9.17)

Из леммы 5.9.7 следует, что замена в левой части (5.9.17) величины
G2 на ее нижнюю оценку (не зависящую от d) G2

0 = Λg2
0 приводит к

усилению неравенства, то есть любое d, удовлетворяющее условию

exp
{
− G2

0

C2
F

(Cη

G0

)}
≤ 1−Q, (5.9.18)
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заведомо удовлетворяет и (5.9.17). Это значит, что величина d′, яв-
ляющаяся нижней гранью решений (5.9.18), заведомо является верх-
ней оценкой минимально допустимой страховой ставки. Неравенство
(5.9.18) эквивалентно следующему:

F
( Cη

Λ1/2g0

)
≥ C2

Λg2
0

ln
1

1−Q
. (5.9.19)

В свою очередь, в силу возрастания функции F (w) по w неравенство
(5.9.19) эквивалентно следующему неравенству:

η =
r + Λh

[Λ(h2g2)]1/2
≥ Λ1/2g0

C
T

[ C2

Λg2
0

ln
1

1−Q

]
. (5.9.20)

Очевидно, неравенство (5.9.20) является квадратным неравенством от-
носительно d:

[Λ− q(1 + V 2)]d + 2ρΛd + ρ2 − q2(1 + V 2)B2 ≥ 0. (5.9.21)

Пусть

∆ = ρΛ + (Λ− q(1 + V 2))[q2(1 + V 2)B − ρ2] =

[Λ− q(1 + V 2)]q2(1 + V 2)B + q(1 + V 2)ρ2.

Величина ∆ пропорциональна дискриминанту квадратного трехчлена,
фигурирующего в левой части (5.9.21). Из (5.8.11) вытекает, что Λ −
q2(1 + V 2) > 0 и, следовательно, ∆ > 0. Значит, (5.9.21) имеет место
при d ≥ d′, где

d′ =
−ρ + ∆1/2

Λ2 − q2(1 + V 2)
.

Отметим, что при ρ ≥ q2(1 + V 2)B2 и при d = 0 неравенство (5.9.21)
выполняется, то есть в этом случае при d = 0 выполняется (5.8.2). Ана-
логично соображениям, приведенным в доказательстве теоремы 5.8.2,
это означает, что при всех d ≥ 0 выполняется (5.8.2), то есть величина
z = A является минимально допустимой страховой ставкой. Если же
ρ < q2(1 + V 2)B2, то условие (5.8.2) выполняется при d ≥ d′, то есть
z = min {1, A+d′} – верхняя оценка минимально допустимой страховой
ставки. Доказательство теоремы 5.8.5 завершено.
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5.10 Аппроксимация необходимого резерв-
ного капитала страховой компании,
обслуживающей много неоднородных
контрактов

В этом разделе мы рассмотрим статическую модель страхования с точ-
ки зрения страховой компании, обслуживающей n клиентов, то есть
портфель которой содержит n страховых контрактов. Мы будем счи-
тать, что число контрактов в портфеле велико, то есть n → ∞. Каж-
дый контракт характеризуется (неслучайной) величиной an,j возмож-
ной выплаты по нему и вероятностью pn,j ∈ [0, 1], с которой эта выплата
может быть осуществлена, j = 1, . . . , n. Тогда суммарные выплаты по
рассматриваемому портфелю представляют собой случайную величину

Dn =
n∑

j=1

an,jVn,j, (5.10.1)

где V1,n, . . . , Vn,n – случайные величины, принимающие значения 0 и 1
с вероятностями pn,j и qn,j = 1−pn,j соответственно. Другими словами,
Vn,j – это индикатор страхового случая по j-му контракту. Мы будем
предполагать, что при каждом n ≥ 1 случайные величины V1,n, . . . , Vn,n

независимы.
Если контракты однородны, то

an,j ≡ a > 0 и pn,j ≡ p, j = 1, . . . , n, (5.10.2)

и случайная величина Dn имеет вид

Dn = aBn(p),

где Bn(p) – случайная величина, имеющая биномиальное распределе-
ние с параметрами n и p.

В данном разделе мы уделим основное внимание неоднородной ситу-
ации, то есть такой, в которой нарушаются условия (5.10.2). Мы будем
изучать распределение случайной величины Dn. С формальной точки
зрения мы будем иметь дело с суммой взвешенных индикаторов в так
называемой схеме Пуассона бернуллиевых испытаний. Для заданного
малого положительного числа α нас будет интересовать асимптоти-
ческое поведение α-необходимого резервного капитала Sn,α, который
определяется как (1−α)-квантиль распределения случайной величины
Dn и имеет смысл такого порога, который превышается суммарными
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выплатами с малой вероятностью α (или за который суммарные вы-
платы не выходят с большой вероятностью 1− α):

P(Dn ≥ Sn,α) ≥ α, P(Dn ≤ Sn,α) ≥ 1− α. (5.10.3)

Опираясь на результаты работ (Бенинг и Королев, 1998), (Albers, Bickel
and Van Zwet, 1976) и (Molenaar, 1970), в данном разделе мы построим
асимптотические разложения по n α-необходимого резервного капитала
Sn,α и приведем соответствующие формулы для приближенного вычис-
ления Sn,α. Мы также рассмотрим некоторые частные случаи.

5.10.1 Вспомогательные утверждения.
Чтобы построить асимптотические разложения для α-необходимого ре-
зервного капитала Sn,α, мы, следуя работе (Albers, Bickel and Van Zwet,
1976), вначале сформулируем условия регулярности, которым должны
удовлетворять числа an,j и pn,j.
1◦. Предположим, что существуют положительные абсолютные посто-
янные c и C такие, что

1

n

n∑

j=1

pn,j(1− pn,j)a
2
n,j ≥ c и

1

n

n∑

j=1

a4
n,j ≤ C; (5.10.4)

2◦. Предположим, что существуют положительные абсолютные посто-
янные δ и ε такие, что для некоторого t ≥ n−3/2 log n справедливо нера-
венство

λ{x : ∃j : |x− an,j| < t, ε ≤ pn,j ≤ 1− ε} ≥ δnt, (5.10.5)

где символ λ{B} обозначает лебегову меру измеримого множества B.
Условие (5.10.5) означает, что среди чисел an,j не должно быть

слишком много одинаковых. Заметим, что для случая (5.10.2) это усло-
вие не выполняется. Условие (5.10.5), например, выполнено, если суще-
ствует целое k ≥ δn/2 и индексы jm, m = 1, . . . , k, для которых

an,jm+1 − an,jm ≥ 2n−3/2 log n и ε ≤ pn,jm ≤ 1− ε, m = 1, . . . , k.

Условия (5.10.4) и (5.10.5) выполнены, к примеру, в случае, когда

pn,j ≡ p > 0, an,j = Ψ(j/n), j = 1, . . . , n, (5.10.6)

а функция Ψ(t) дифференцируема на [0, 1], причем

0 < C1 ≤ |Ψ′(t)| ≤ C2 < ∞, t ∈ [0, 1]. (5.10.7)
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Условия (5.10.4) и (5.10.5) выполнены также и тогда, когда функция
Ψ(t) из (5.10.6) не является ограниченной. Например, эти условия вы-
полнены, если Ψ(t) не равна постоянной тождественно, непрерывно
дифференцируема на (0, 1) и

1∫

0

(Ψ(t))4dt < ∞,

причем функция Ψ(t) монотонна в некоторых окрестностях точек 0 и
1.

Обозначим математическое ожидание, дисперсию, третий и четвер-
тый семиинварианты случайной величины Dn соответственно через mn,
σ2

n, κ3,n и κ4,n. Легко видеть, что

mn =
n∑

j=1

an,jpn,j, σ2
n =

n∑

j=1

a2
n,jpn,j(1− pn,j), (5.10.8)

κ3,n = −√nσ−3
n

n∑

j=1

a3
n,jpn,j(1− pn,j)(2pn,j − 1), (5.10.9)

κ4,n = nσ−4
n

n∑

j=1

a4
n,jpn,j(1− pn,j)(1− 6pn,j + 6p2

n,j). (5.10.10)

Стандартную нормальную функцию распределения и ее плотность обо-
значим соответственно через Φ(x) и ϕ(x). В работе (Albers, Bickel and
Van Zwet, 1976) доказано следующее утверждение (см. Теорему 2.1
там).

Лемма 5.10.1. Предположим, что выполнены условия (5.10.4) и
(5.10.5). Тогда существует конечная положительная постоянная A,
зависящая только от c, C, δ и ε, такая, что

sup
x
|P(D∗

n ≤ x)− Fn(x)| ≤ An−5/4, (5.10.11)

где
D∗

n =
Dn −mn

σn

, (5.10.12)

Fn(x) = Φ(x) + ϕ(x)
(

Q1,n(x)√
n

+
Q2,n(x)

n

)
, (5.10.13)

Q1,n(x) = −κ3,n

6
(x2 − 1), (5.10.14)

Q2,n(x) = −κ4,n

24
(x3 − 3x)− κ2

3,n

72
(x5 − 10x3 + 15x). (5.10.15)
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Следующее утвеpждение доказано в работе (Бенинг и Королев,
1998) (также см. (Бенинг и Королев, 2000a) и (Бенинг и Королев,
2000b)). Пусть {Z(t), t ≥ 0} – случайный пpоцесс. Для β ∈ (0, 1) и
t ≥ 0 левую β-квантиль случайной величины Z(t) обозначим uβ(t):

uβ(t) = inf{x : P(Z(t) < x) ≥ β}.

Лемма 5.10.2. Пpедположим, что для одномеpной функции pас-
пpеделения случайного пpоцесса Z(t) пpи t →∞ спpаведливо асимпто-
тическое pазложение вида

P(Z(t) < x) = G0(x) + t−1/2G1(x) + t−1G2(x) + o(t−1),

пpичем функции G′′
0(x), G′

1(x) и G2(x) непpеpывны и G′
0(x) > 0. Тогда

для любого β ∈ (0, 1)

uβ(t) = wβ − G1(wβ)

G′
0(wβ)

· t−1/2 +

+
G′

0(wβ)G1(wβ)G′
1(wβ)− (G′

0(wβ))2G2(wβ)− 1
2
G2

1(wβ)G′′
0(wβ)

(G′
0(wβ))3 · t−1+

+o(t−1),

где G0(wβ) = β.
С целью изучения однородной ситуации мы будем использовать сле-

дующий результат, доказанный в (Molenaar, 1970).
Лемма 5.10.3. Пусть Bn(p) – биномиально распределенная слу-

чайная величина с параметрами n и p ∈ (0, 1). Если k ∈ {0, 1, . . . , n}
таково, что

xk =
k − np√
np(1− p)

= O(1) (n →∞), (5.10.16)

то справедливо соотношение

P(Bn(p) ≤ k) = Φ
(
xk+1/2 +

(2p− 1)(x2
k+1/2 − 1)

6
√

np(1− p)
+

+
(5− 14p(1− p))x3

k+1/2 + 2(p(1− p)− 1)xk+1/2

72np(1− p)

)
+ O

( 1

n3/2

)
. (5.10.17)
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5.10.2 Основные результаты.
В этом разделе мы построим асимптотические разложения α-необходи-
мого резервного капитала Sn,α и приведем соответствующие формулы
для приближенного вычисления Sn,α как в общем (неоднородном), так
и в однородном случае. Квантиль порядка β ∈ (0, 1) стандартного нор-
мального распределения обозначим uβ

Теорема 5.10.1. Предположим, что выполнены условия регуляр-
ности (5.10.4) и (5.10.5). Тогда

Sn,α = mn + σnu1−α +
σnκ3,n

6
√

n
(u2

1−α − 1)+

+
σnu1−α

12n

[κ2
3,n

3
(5− 2u2

1−α) +
κ4,n

2
(u2

1−α − 3)
]

+ O
( 1

n3/4

)
. (5.10.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая определение величины Sn,α,
леммы 5.10.1 и 5.10.2, мы получаем

Sn,α = mn + σn

[
u1−α − Q1,n(u1−α)√

n
+

+
ϕ2(u1−α)Q1,n(u1−α)(ϕ′(u1−α)Q1,n(u1−α) + ϕ(u1−α)Q′

1,n(u1−α))

nϕ3(u1−α)
−

−ϕ3(u1−α)Q2,n(u1−α) + 1
2
ϕ2(u1−α)Q2

2,n(u1−α)ϕ′(u1−α)

nϕ3(u1−α)

]
+ O

( 1

n5/4

)
.

Далее, используя формулу ϕ′(u1−α) = −u1−αϕ(u1−α) и вид полиномов
Q1,n и Q2,n (см. (5.10.14) и (5.10.15)), после несложных преобразований
получаем утверждение теоремы. Теорема доказана.

Из Теоремы 5.10.1 вытекает приближенная формула

Sn,α ≈ mn + σnu1−α +
σnκ3,n

6
√

n
(u2

1−α − 1)+

+
σnu1−α

12n

[κ2
3,n

3
(5− 2u2

1−α) +
κ4,n

2
(u2

1−α − 3)
]

+ O
( 1

n3/4

)
,

которой можно пользоваться на практике.
Теперь рассмотрим однородный случай, определяемый условиями

(5.10.2).
Теорема 5.10.2. Предположим, что выполнены условия (5.10.2),

так что Dn = Bn(p), причем 0 < p < 1. Тогда

Sn,α = a
[
1

2
+ np + u1−α

√
np(1− p) +

(2p− 1)(1− u2
1−α)

6
+
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+
u1−α[u2

1−α(2p(p− 1)− 1)− 14p(p− 1)− 2]

72
√

np(1− p)

]
+ O

( 1

n

)
. (5.10.19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть k = k(a, α, n) определяется условием
Sn,α = ak. Если

xk−1/2 +
(2p− 1)(x2

k−1/2 − 1)

6
√

np(1− p)
+

+
(5− 14p(1− p))x3

k−1/2 + 2(p(1− p)− 1)xk−1/2

72np(1− p)
= u1−α + O

( 1

n3/2

)
,

то по Лемме 5.10.3 мы имеем

P(Dn ≥ Sn,α) = P(Bn(p) ≥ k) = 1− P(Bn(p) ≤ k − 1) = α + O(n−3/2).

Отсюда после несложных преобразований мы получаем утверждение
теоремы. Теорема доказана.

Из Теоремы 5.10.2 вытекает приближенная формула

Sn,α = a
[
1

2
+ np + u1−α

√
np(1− p) +

(2p− 1)(1− u2
1−α)

6
+

+
u1−α[u2

1−α(2p(p− 1)− 1)− 14p(p− 1)− 2]

72
√

np(1− p)

]
,

которой можно пользоваться на практике в однородной ситуации.

5.10.3 Примеры.
Пример 5.10.1. Рассмотрим “симметричный” случай pn,j ≡ 1

2
. Тогда

κ3,n = 0 (см. (5.10.9)), и аппроксимация (5.10.17) принимает вид

Sn,α = mn + σnu1−α +
σnu1−ακ4,n(u2

1−α − 3)

24n
+ O(n−3/4). (4.1)

Если, более того, an,j = j/n, то, как легко видеть,

mn =
n + 1

2
, σ2

n =
(n + 1)(2n + 1)

24n
, κ4,n = −12[3n(n + 1)− 1]

5[n(2n + 3) + 1]
,

и формула (5.10.18) показывает, что

Sn,α =
n + 1

4
+

√
(n + 1)(2n + 1)[3n(n + 1)− 1]u1−α(3− u2

1−α)

20
√

6n3/2[n(2n + 3) + 1]
+
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+O(n−3/4).

Пример 5.10.2. Если мы рассмотрим нормированные суммарные
потери D∗

n = (Dn − mn)/σn страховой компании, то асимптотическое
поведение при n → ∞ нормированного α-необходимого резервного ка-
питала S∗n,α, который определяется как (1−α)-квантиль распределения
случайной величины D∗

n, описывается соотношением

S∗n,α = u1−α +
κ3,n

6
√

n
(u2

1−α − 1) +
u1−α

12n

[κ2
3,n

3
(5− 2u2

1−α) +
κ4,n

2
(u2

1−α − 3)
]
+

+O(n−5/4).

В “симметричном” случае pn,j ≡ 1
2
последняя формула приобретает

наиболее простой вид

S∗n,α = u1−α +
u1−ακ4,n

24n
(u2

1−α − 3) + O(n−5/4).

Пример 5.10.3. Если Dn = aBn(p), p = 1
2
, то из Теоремы 5.10.2 мы

сразу получаем, что

Sn,α = a
[
1 + n + u1−α

√
n

2
+

u1−α(1− u2
1−α)

24
√

n

]
+ O(n−1).



Глава 6

Дискретная динамическая
модель коллективного риска

6.1 Понятие о дискретной динамической
модели страхования

В главе 5 рассматривалась модель индивидуального риска (статиче-
ская модель страхования). Рассмотрение этой модели давало возмож-
ность ввести предположение о факторизуемости исков, которое требует
изучения множества именно договоров страхования, а не “абстракт-
ных” исков, не связываемых с конкретными договорами и, соответ-
ственно, с конкретными премиями (такие задачи будут рассмотрены
в следующих главах, темой которых будут общие динамические моде-
ли страхования). В таком контексте материал данной главы как бы
является переходным от статических к общим динамическим моделям
страхования.

В настоящем разделе мы продолжаем использовать идею фактори-
зации исков, но переходим в рамках данной идеи от статики к дина-
мике. Здесь будет рассмотрен вопрос о том, какого рода задачи могут
быть рассмотрены и какие результаты могут быть получены в услови-
ях факторизационной модели для постановок, типичных для динами-
ческой модели и прежде всего связанных с вероятностью неразорения
страховщика на “бесконечном” интервале времени.

Забегая вперед, обратимся к классической динамической моде-
ли Лундберга–Крамера (см., например, (Эмбрехтс и Клюппельберг,
1993)):

R(t) = r + ct−
N(t)∑

i=1

Yi, (6.1.1)

299
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где R(t) – остаток средств страховой компании (surplus), r – начальный
капитал, c – коэффициент, характеризующий интенсмивность процес-
са поступления страховых премий, N(t) – точечный процесс моментов
выплат, Yi (i = 1, 2, . . .) – сумма, выплачиваемая в i-й момент скачка
процесса N(t) (чаще всего предполагаемая неотрицательной).

Ограничимся в нашем рассмотрении случаем, когда N(t) является
простым процессом восстановления. Тогда

N(t) = max
{
n > 0 :

n∑

i=1

Ti ≤ t
}
,

где {Ti} — последовательность одинаково распределенных случайных
величин, независимых в совокупности со случайными величинами {Yi}.
При этом предположении величина R(t) в моменты {ti = T1 + · · ·+ Ti}
может быть записана как

R(ti) = R(ti−1) + cTi − Yi (6.1.2)

(i = 1, 2, . . . ; t0 = 0, R(t0) = r). Эта запись демонстрирует тот факт, что
по сути последовательность Ri = R(ti) представляет собой случайное
блуждание, порождаемое величинами cTi − Yi, и традиционная зада-
ча классической теории риска – изучение вероятности разорения, то
есть величины P(mini Ri < 0) = ψ(r) – является задачей о вероятности
пересечения случайным блужданием {Ri} нулевого уровня.

Нетрудно убедиться, что представление (6.1.2), принципиально от-
носящееся к динамической модели, не может быть использовано в си-
туации, когда иски факторизуемы, так как процесс поступления пре-
мий в (6.1.1), как, впрочем, и в рассматриваемых в литературе более
общих моделях, всегда считается независимым от отдельных выплат,
что, естественно, не имеет места в случае, когда премия по каждому от-
дельному договору и выплата по нему не являются независимыми слу-
чайными величинами, а именно это – существенный признак Φ-модели.

Возможным путем обобщения представления (6.1.1)–(6.1.2) являет-
ся рассмотрение не обязательно положительных исков, то есть изуче-
ние вместо (6.1.2) представления Ri = Ri−1 + Hi, где случайные вели-
чины Hi имеют смысл разности суммы поступивших за время (ti−1, ti]
премий и величины выплат в момент ti. Отметим, что предположение,
что страховые выплаты могут быть не обязательно положительными,
также рассматривалось в классической теории риска. Однако в “обыч-
ной” ситуации, когда под процессом N(t) понимается точечный процесс
моментов выплат по отдельным договорам страхования, случайные ве-
личины Hi и Ri−1 для ситуации факторизуемых исков оказываются
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зависимыми, поскольку Hi зависит от страховой суммы S по догово-
ру, для которого выплата произошла в момент ti, однако и в состав
величины Ri−1 входит премия по этому же договору, естественно, так-
же зависящая от S. Независимость случайных величин Hi и Ri−1 при
факторизуемости исков достигается лишь в том случае, когда в сумму
Ri−1 входят только премии по договорам, как бы не имеющим отно-
шения к выплате в момент ti. Это возможно, в свою очередь, только
в том случае, когда после каждого момента выплат ti действие ранее
заключенных договоров страхования считается завершенным, и сумму
Hi образуют премии и выплаты по договорам, заключенным в интер-
вале (ti−1, ti]. Итак, “вложить” статическую модель с факторизуемыми
исками в динамическую модель удается, если рассматривать в качестве
ti не моменты выплат по отдельным договорам страхования а некото-
рые более редкие моменты, относительно которых существует соглаше-
ние, что действие всех ранее заключенных договоров прекращается в
каждый из таких моментов, и в очередной период (ti, ti+1] страховщик
“входит”, имея только накопленную за время (0, ti] сумму страхового
фонда Ri.

Тем самым мы приходим к необходимости ограничиться дискретной
динамической моделью страхования (ДД-моделью), в которой предпо-
лагается, что страховщик имеет в начале своей деятельности началь-
ный капитал (фонд) r; в течение некоторого периода времени (называ-
емого тест-периодом; в (Beard, Pentikainen and Pessonen, 1978) – test
period) длительности T (естественный пример – T = 1 год) в страховой
фонд страховщика поступают страховые премии, связанные с заклю-
чением договоров страхования, и происходит выплата из этого фонда
страховых возмещений. Считается, что страховщик может при необ-
ходимости пользоваться краткосрочным “беспроцентным” кредитом на
срок до конца тест-периода, то есть в случае, когда в течение тест-
периода (до его окончания) возникает необходимость выплаты воз-
мещения, превышающего имеющийся фонд, разорения не происходит.
По итогам работы страховщика за тест-период делается вывод либо
о неплатежеспособности (разорении) – если сумма фонда, имевшегося
в начале тест-периода, и собранных за этот тест-период премий оказа-
лась меньше суммы возмещений, выплаченных за тест-период, либо – в
противном случае – о продолжении страховой деятельности на очеред-
ной тест-период. Предполагается, что в момент окончания тест-периода
все имевшиеся ранее договоры страхования являются завершенными,
и “перехода” претензий по этим договорам на очередной тест период не
происходит. Такая модель имеет практический смысл в случае, когда
длительность одного договора страхования мала по сравнению с вре-
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менем T , или когда все договоры страхования каждого тест-периода
заключаются одновременно в начале тест-периода на срок T .

Вероятностью разорения страховщика в данном случае, как в
обычной динамической модели, назовем вероятность того, что непла-
тежеспособность наступит в результате хотя бы одного тест-периода.
Аналогичные модели рассматривались, например, в (Beard, Pentikainen
and Pessonen, 1978), (Бенинг и Ротарь, 1993), (Ротарь и Бенинг, 1994);
отмечается, что модель такого типа может интерпретироваться также
следующим образом: требования на выплату возмещений, поступившие
в течение тест-периода, оплачиваются в его конце. Тем самым данная
модель состоит из последовательности “вложенных” в нее статических
моделей, каждая из которых действует в течение одного тест-периода.

Величина минимально допустимой страховой ставки в данной главе
определяется иначе, чем в главе 5. А именно, от страховой ставки тре-
буется, чтобы она обеспечивала необходимую вероятность неразорения
страховщика не в течение одного тест-периода, как это делалось ранее,
а в течение бесконечного числа тест-периодов.

Следует отметить, что результаты, обычно получаемые при иссле-
довании вероятности разорения в динамической модели страхования,
используют более тонкие характеристики распределения суммы вы-
плат, чем несколько первых моментов. Как правило, определение ко-
эффициента Лундберга (называемого также характеристическим или
подстроечным коэффициентом – adjustment coefficient), определяюще-
го асимптотическое поведение вероятности разорения, требует решения
характеристического уравнения, в котором участвует преобразование
Лапласа распределения суммы выплат (см., например, (Эмбрехтс и
Клюппельберг, 1993). Поскольку в ДД-модели в центре внимания ока-
зывается распределение не индивидуального страхового иска, а вели-
чины дохода W , полученного страховщиком за тест-период, возникает
задача вычисления (или оценки) коэффициента Лундберга для распре-
деления случайной величины W .

В данной главе приводятся верхние (гарантированные) оценки ми-
нимальной страховой ставки, обеспечивающей заданную вероятность
неразорения страховщика в рамках описанной выше ДД-модели стра-
хования и Φ-модели страховых исков, для следующих двух ситуаций:

1) когда распределение дохода страховщика W за любой тест-
период считается нормальным с заданными моментами (эти момен-
ты естественным образом выражаются через параметры распределе-
ния количества договоров страхования N , поступивших за этот тест-
период, значение принятой страховой ставки z и параметры случайных
величин S и X);
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2) без принятия каких-либо предположений о распределении слу-
чайной величины W , но в предположении, что все страховые суммы
равномерно ограничены.

Перейдем к формальной постановке задачи в части, общей для обе-
их этих ситуаций.

6.2 Формальная постановка задачи опреде-
ления минимально допустимой страхо-
вой ставки в дискретной динамической
модели страхования

Количество договоров страхования (исков), заключаемых в течение
тест-периода, как и ранее, обозначается N . Величина N предполага-
ется случайной с известными первыми двумя моментами Λ = EN ,
M2 = DN .

Предположим, что портфель всех исков (договоров страхования,
заключаемых в течение всех тест-периодов) является портфелем одно-
родных факторизуемых исков (см. главу 5), то есть имеет место пред-
ставление Yj = SjXj. Введем в рассмотрение те же параметры A, B2,
V 2, что и в разделе 5.4: A = EXj, B2 = DXj,

V 2 =
DSj

(ESj)2
=

ES2
j

(ESj)2
− 1.

Пусть µ = ESj. Доход страховщика за один тест-период составляет
W =

∑N
j=1 Hj, где случайные величины Hj = Sj(z −Xj), имеют тот же

смысл, что и в разделе 5.4. Как и ранее, предполагается, что в началь-
ный момент времени страховщик располагает начальным капиталом
r = µρ.

Если рассматриваются k последовательных тест-периодов, то стра-
ховой фонд за это время равен

Rk = r + Ωk, (6.2.1)

где Ωk = W1 + · · ·+ Wk, {Wm} – последовательность независимых слу-
чайных величин, распределенных так же, как случайная величина W .
Случайная последовательность {Ωk} является процессом с независи-
мыми приращениями. Вероятность наступления события “{Rk < 0} =
{Ωk < −r} хотя бы для одного значения k = 1, 2, . . .” является веро-
ятностью разорения страховщика в дискретной динамической модели
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страхования за бесконечное время и будет обозначаться (при задан-
ной ставке z) ψ(r, z) (см., например, (Beard, Pentikainen and Pessonen,
1978)). Отметим, что функция ψ(r, z) при фиксированном r является
невозрастающей по z и, значит, в случае, когда для некоторой ставки
z = z′ выполняется неравенство

ψ(r, z) ≤ ε, (6.2.2)

то это неравенство будет выполнено и для всех z > z′.
Задачей данного раздела является получение верхней оценки мини-

мально допустимой страховой ставки z0. Под минимально допустимой
страховой ставкой в рамках дискретной динамической модели страхо-
вания понимается величина z0 = inf {zψ(r, z) ≤ 1−Q, z ≥ A}, где Q < 1
есть допустимое для страховщика значение вероятности неразорения.

Ниже мы будем использовать обозначением ε = 1−Q.
Приведем утверждение, которое в дальнейшем будет играть основ-

ную роль. Оно аналогично неравенству Лундберга для классической
модели (6.1.1), но относится к дискретной динамической модели (6.2.1),
в которой случайные величины W могут принимать значения различ-
ных знаков. Здесь это утверждение приводится в той формулировке, в
которой оно фактически доказано в (Beard, Pentikainen and Pessonen,
1978).

Утверждение 6.2.1. Пусть функция U(s) = E exp {−sW} конеч-
на на некотором интервале s ∈ [0, s′). Если на этом интервале суще-
ствует решение s = s0 > 0 уравнения U(s) = 1, то справедлива оценка
ψ(r, z) ≤ exp {−s0r}.

Если дополнительно известно, что lims→s′ U(s) > 1, то уравнение
U(s) = 1 заведомо имеет положительный корень.

Нам будет достаточно этого простого варианта неравенства Лунд-
берга для случая “знакопеременных” убытков, поскольку в дальней-
шем будут рассматриваться модели, в которых функция U(s) =
E exp {−sW} существует при всех положительных s.

6.3 Оценки страховых ставок в дискретной
динамической модели страхования при
нормальном распределении дохода за
тест-период

Естественно, распределение случайной величины W может быть в точ-
ности нормальным только в некоторых достаточно редких случаях, на-
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пример, если N – вырожденная случайная величина, а все случайные
величины Hj нормальны. Известно (см., например, (Kruglov and Titov,
1988)), что невырожденная случайная величина W не может иметь нор-
мального распределения в случае, когда N – невырожденная случайная
величина. Поэтому предположение о нормальности распределения слу-
чайной величины W носит модельный (приближенный) характер. Тем
не менее, предельные теоремы для сумм и случайных сумм независи-
мых одинаково распределенных случайных величин указывают, когда
имеются основания для такого предположения, то есть когда модель,
рассматриваемая в дванном разделе может использоваться как асимп-
тотическая аппроксимация. А именно, следует рассматривать такие
распределения случайной величины N , что случайная сумма любых
одинаково распределенных случайных величин с ненулевым средним и
конечным третьим моментом, индекс которой распределен так же, как
N , имеет асимптотически нормальное распределение с соответствую-
щими моментами при неограниченном возрастании Λ = EN . Примера-
ми таких случайных величин N являются вырожденная и пуассонов-
ская случайные величины.

Использование нормальной аппроксимации для распределения до-
хода страховщика за один тест-период позволяет существенно упро-
стить проблему вычисления характеристического коэффициента, ко-
торый при этом естественным образом определяется двумя моментами
распределения дохода, благодаря чему итоговые результаты определя-
ются двумя моментами распределения иска. Такого рода результаты,
полученные при условиии постоянства страховых премий (и без факто-
ризации индивидуальных страховых исков), хорошо известны. Новизна
и большая гибкость результатов данного раздела связана именно с уче-
том факторизуемости исков, которая, как уже отмечалось, позволяет
учитывать возможность флуктуаций страховых сумм и, следователь-
но, премий.

Далее в данном разделе мы будем предполагать, что случайная ве-
личина W имеет нормальное распределение с моментами α = EW =
Λh, β2 = DW = Λg2 + M2h.

Как и ранее, положим w = V 2 + M2/Λ.
Теорема 6.3.1. Если W имеет нормальное распределение, то для

любого фиксированного значения Q, 0 < Q < 1, в случае, если началь-
ный капитал удовлетворяет условию

ρ =
r

µ
>

w(1− A)2 + (1 + V 2)B2

2(1− A)
ln

1

ε
, (6.3.1)

где ε = 1−Q, минимальная допустимая страховая ставка z0 удовле-
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творяет неравенству
z0 ≤ z′ = A + d′, (6.3.2)

где

d′ =
2(1 + V 2)B2

ρx + [ρ2x2 − 4w(1 + V 2)B2]1/2
, x =

2

ln (1/ε)
, (6.3.3)

причем оценка (6.3.2) дает нетривиальное (меньшее 1) значение ми-
нимальной допустимой страховой ставки.

Доказательство теоремы 6.3.1 приводится в разделе 6.5.1.
Следует заметить, что величина w может считаться ограниченной

только в том случае, когда ограниченной является величина M2/Λ.
Если учесть, что рассматриваемая модель имеет прикладной смысл
только в случае “растущего” числа договоров страхования, заключае-
мых на каждом тест-периоде, то указанная выше величина может быть
достаточно большой, так что условие (6.3.1) может оказаться весьма
жестким. Если же рассмотреть схему серий, в которой от номера серии
n зависят Λ = Λn, M = M2

n, r = rn, причем rn → ∞, величины A, B,
µ и V постоянны, а параметры wn = V + M2

n/Λn и ρn = rn/µ удовле-
творяют при всех n условию (6.3.1), то, очевидно, wn = o (ρ2

n), и имеет
место следующая асимптотическая формула.

Следствие 6.3.1. В условиях теоремы 6.3.1, если выполняется
условие (6.3.1), для минимальной допустимой страховой ставки спра-
ведлива оценка z ≤ z′ = A + d′, где при r →∞

z′ ∼ A +
(1 + V 2)µB2

2r
ln

1

ε
.

6.4 Оценки страховых ставок в дискрет-
ной динамической модели страхования
при равномерно ограниченных страхо-
вых суммах

Как уже отмечалось, применение модели предыдущего раздела, в ко-
торой распределение дохода страховщика W за один тест-период явля-
ется нормальным, оправданно, если количество договоров страхования
N (или среднее значение количества договоров страхования если N яв-
ляется случайной величиной) может считаться “весьма большим”. фак-
тически результат теоремы 6.3.1 может рассматриваться (при опреде-
ленных условиях) как верхняя асимптотическая оценка минимальной
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допустимой страховой ставки при неограниченном росте EN . Однако,
как говорилось выше, предположение о нормальности распределения
случайной величины W всегда является определенной идеализацией
реальной ситуации, и тем самым, особенно при “умеренных” значе-
ниях EN , результаты предыдущего параграфа могут иметь заметную
погрешностью. Для того чтобы получить оценки страховых тарифов,
гарантированно обеспечивающие при любом N (как детерминирован-
ном, так и случайном) требуемую вероятность неразорения, необходи-
мо иметь некоторую дополнительную информацию относительно рас-
пределения индивидуального иска, помимо двух моментов (значений
которых достаточно для получения оценок из предыдущего раздела).

Как известно, точное вычисление коэффициента Лундберга требу-
ет знания распределения отдельного иска. В (Beard, Pentikainen and
Pessonen, 1978) получены, в частности, гарантированные оценки для
коэффициента Лундберга, инвариантные относительно распределения
случайного иска, в условиях, когда справедливы дополнительные пред-
положения, состоящие в том, что случайный иск равномерно ограни-
чен, а случайная величина W имеет обобщенное пуассоновское распре-
деление. В указанной работе отмечено, что это предположение может
быть обосновано тем, что на практике риски страховщика обычно огра-
ничиваются за счет перестрахования.

В данном ппараграфе, используя факторизуемость исков, мы рас-
смотрим (аналогично разделу 5.8) условие равномерной ограниченно-
сти случайной страховой суммы. Обоснование этого условия содер-
жится в разделе 5.8. Мы получим нижнюю оценку для коэффициента
Лундберга, использующую только два первых момента указанного рас-
пределения и имеющееся ограничение на величину страховой суммы.
На основании этой оценки будет построена верхняя оценка для мини-
мальной допустимой страховой ставки.

Мы будем пользоваться всеми обозначениями п. 5.3. Предположим,
что Sj ≤ C с вероятностью 1 для некоторого числа C ∈ (0,∞).

Перед тем как сформулировать основной результат параграфа,
определим функцию E(x) следующим образом:

E(x) =
ex − 1− x

x
;

при x = 0 доопределим функцию E(x) по непрерывности значением
E(0) = 0. Отметим, что при x → 0 имеет место асимптотика E(x) ∼
x/2.

Функция E(x) строго монотонно и неограниченно возрастает при
x ≥ 0. Значит, функция G(y), обратная функции E(x), однозначно
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определена при всех y ≥ 0. Значения функции G(y) при различных
значениях y нетрудно найти численно.

Теорема 6.4.1. В рамках предположений разделов 6.2 и 6.3 имеют
место следующие утверждения:

1. Вероятность разорения при 0 < z < 1 удовлетворяет неравен-
ству

ψ(r, z) ≤ exp { −G(v)r/C}, (6.4.1)

где v = Ch/(h2 + g2).
2. Для любого фиксированного значения Q, 0 < Q < 1, в случае,

если начальный капитал r удовлетворяет условию

E
(C

r
ln

1

ε

)
<

C(1− A)

µ(1 + V 2)[(1− A)2 + B2]
, (6.4.2)

где ε = 1−Q, гарантированная оценка минимальной допустимой стра-
ховой ставкиимеет вид z ≤ z′ = A + d′, где

d′ =
2(1 + V 2)B2

ρq + [ρ2q2 − 4(1 + V 2)2B2]1/2
, q = C

[
µE

(C

r
ln

1

ε

)]−1
, (6.4.3)

причем величина z′ = A + d′, где d′ определяется в соответствии с
(6.4.3), является нетривиальной (меньшей 1) верхней оценкой мини-
мальной допустимой страховой ставки.

Доказательство теоремы 6.4.1 приводится в разделе 6.5.2.
Так как правая часть (6.4.2) зависит от параметров, считающихся

в данном разделе постоянными, то это условие заведомо выполняется,
начиная с некоторого значения r; при r → ∞ из (6.4.3) и поведения
функции E(x) получаем следующую асимптотику.

Следствие 6.4.1. В условиях теоремы 6.3.1 для минимальной до-
пустимой страховой ставки справедлива оценка z ≤ z′ = A + d′, где
при r →∞

z′ ∼ A +
(1 + V 2)µB2

2r
ln

1

ε
.

Замечание 6.4.1. Асимптотика, определяемая в следствии 6.4.1
(при r → ∞) для гарантированной оценки минимальной допусти-
мой страховой ставки при равномерно ограниченных страховых сум-
мах совпадает с соответствующей асимптотикой, полученной в след-
ствии 6.3.1 при условии нормальности распределения дохода страхов-
щика за тест-период. Это означает, что с ростом начального капитала r
разница между моделями, рассмотренными в пп. 6.3 и 6.4, “стирается”
(естественно, при выполнении условия (6.3.1)). При этом конкретное
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значение ограничения C в ситуации, когда r →∞, не имеет значения.
Совпадение указанных асимптотик очевидным образом связано с тем,
что в обоих случаях при всех s > 0 существует функция E exp{−sH},
где H – случайная величина, имеющая смысл “дохода” страховщика по
отдельному договору (в модели, рассматриваемой в п. 6.3, величину H
можно определить, исходя из того, что случайная величина W с нор-
мальным распределением представляется в виде любого числа n неза-
висимых одинаково распределенных слагаемых, имеющих нормальное
распределение с соответствующими моментами). Более подробное рас-
смотрение этого вопроса лежит за пределами постановок, рассматри-
ваемых в данной главе, и может явиться предметом дальнейших иссле-
дований.

6.5 Доказательства теорем

6.5.1 Доказательство теоремы 6.3.1.

Пусть U(s) = E exp{−sW}. Так как W имеет нормальное распреде-
ление с параметрами α и β, то U(s) = exp{(β2s2 − 2αs)/2}; функция
U(s) существует при всех s. Пусть s0 – положительный корень урав-
нения U(s) = 1. Очевидно, s0 = 2α/β2. Параметр s0 является коэффи-
циентом Лундберга; в соответствии с утверждением 6.2.1 имеет место
неравенство ψ(r, z) ≤ exp{−s0r}. Отсюда следует, что для выполне-
ния неравенства (6.2.2) достаточно, чтобы выполнялось неравенство
s0 ≥ ln (1/ε)/r, или

α

β2
>

ln(1/ε)

2r
. (6.5.1)

Воспользуемся имеющимися выражениями для величин α и β2. Нера-
венство (6.5.1) принимает вид f(d) = wd2 − xd + (1 + V 2)B2 ≤ 0. Ес-
ли функция f(d) строго положительна при всех d, то, очевидно, дан-
ным методом найти оценку для минимальной допустимой страховой
ставки нельзя. Это происходит при “достаточно малых” r, точнее, при
ρ < 2w1/2(1 + V 2)1/2B/x.

Пусть выполняется неравенство

ρ ≥ w1/2(1 + V 2)1/2B ln (1/ε). (6.5.2)

В этом случае минимальное значение d, при котором f(d) = 0, опреде-
ляется из (6.3.3); это значение равно d′.

В силу сделанных выше замечаний неравенство (6.2.2) выполняется
при всех z ≥ z′ = A+d′ и, значит, z0 ≤ z′. Следует учесть, что формула
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(6.3.3) дает нетривиальный результат только в случае, когда d′ < 1−A
(в силу того, что величина иска по договору страхования не превышает
страховой суммы, при z = 1, то есть при d = 1 − A, для любых r ≥ 0
имеет место ψ(r, z) = 0). Нетрудно убедиться, что d′ < 1− A в случае,
когда выполняется (6.3.1).

Итак, если (6.3.1) не выполняется, то формула (6.3.3) не имеет прак-
тического смысла, поскольку дает значение d′, превышающее заведомо
приемлемое значение 1−A. Очевидно, что условие (6.3.1) является бо-
лее сильным, чем (6.5.2) (так как из неравенства (6.3.1) следует, что
f(1− A) < 0, и, значит, уравнение f(d) = 0 имеет решения).

6.5.2 Доказательство теоремы 6.4.1.
Введем величину Θ = inf{x : P(X ≤ x) = 1}. Очевидно, что: Θ ≤
1; X ≤ Θ с вероятностью 1; A < Θ (так как случайная величина X
невырожденна), а также ψ(r, Θ) = 0. Кроме того, при любом ζ < X
существуют такие положительные числа ω и γ, что P(X > z+ω) = γ, то
есть P(S(z−X) < −Sω) = γ; значит, случайная величина H = S(z−X)
принимает с положительной вероятностью отрицательные значения.

Предположим, что z < Θ. Пусть Ũ(s) = E exp{−sH}. Отметим, что
данная функция существует при всех s, так как

|Hj| = S|z −Xj| ≤ C. (6.5.3)

Производящую функцию случайной величины N обозначим η(t):

η(t) = EtN .

Эта функция заведомо определена при |t| ≤ 1. Поэтому при Ũ(s) ≤ 1
можно задать функцию U(s) = η(Ũ(s)). Нетрудно видеть, что в обла-
сти {s : Ũ(s) ≤ 1} справедливо равенство U(s) = E exp{−sW}. Рас-
смотрим такое s0, что Ũ(s0) = 1. Существование s вытекает из утвер-
ждения 6.2.1, так как (см. выше) существуют такие положительные
величины θ и γ, что P(H < −θ) > γ; значит, Ũ(s) ≥ γ exp{sq} → ∞
при s → ∞. Очевидно, что U(s0) = η(Ũ(s0)) = η(1) = 1, то есть s
является решением и уравнения Ũ(s0) = 1.

Итак, значение коэффициента Лундберга в рассматриваемых усло-
виях зависит только от распределения случайной величины H и не за-
висит от распределения числа договоров страхования. Для построения
оценки величины s воспользуемся условием равномерной ограниченно-
сти величины страховой суммы. В силу (6.5.3) при k ≥ 2

E|H|k ≤ Ck−2EH2 = Ck−2(h2 + g2).
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Очевидно, что при всех s

Ũ(s) = 1− s EH +
s2

2
EH2 − s2

6
EH3 + · · · ≤

≤ 1−sh +
s2

2
(h2 + g2)

[
1 +

sC

3
+

(sC)2

12
+ · · ·

]
=

= 1−sh + s(h2 + g2)
esC − 1− sC

(sC)2
.

Значит, s удовлетворяет неравенству

h ≤ 1

C
(h2 + g2)

es0C − 1− s0C

s0C
,

или, иначе,
Ch

h2 + g2
≤ E(s0C). (6.5.4)

В соответствии с утверждением 6.2.1 имеем ψ(r, z) ≤ exp (−s0r). Отме-
тим, что из последнего неравенства и (6.5.4) вытекает гарантированная
верхняя оценка вероятности разорения (6.4.1). Эта оценка доказана при
z < Θ. Однако при z ≥ Θ справедливо равенство ψ(r, z) = 0, то есть
(6.4.1) также имеет место (6.4.1).

Переходя к решению основной задачи (оценка ставки премии), из
(6.4.1) получаем, что для выполнения условия (6.2.2) на вероятность
неразорения достаточно, чтобы выполнялось неравенство

Ch

h2 + g2
≥ E

(C

r
ln

1

ε

)
,

или qµh ≥ h2 + g2. Последнее неравенство можно переписать в виде

f(d) = (1 + V 2)d− qd + (1 + V 2)B ≤ 0. (6.5.5)

Осуществляя элементарный анализ неравенства (6.5.5) аналогично рас-
суждениям из доказательства теоремы 6.2.1, получаем вторую часть
утверждения теоремы 6.4.1.
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Глава 7

Модели коллективного pиска
(динамические модели)

7.1 Пpоцессы риска Спарре Андерсена.
Классический пpоцесс pиска

Рассмотpим текущий pезеpв стpаховой компании. Он складывается из
начального капитала u и стpаховых пpемий, внесенных каждым из кли-
ентов, заключивших контpакт в течение интеpвала вpемени [0, t], за
вычетом стpаховых выплат по стpаховым случаям в течение этого ин-
теpвала. Пусть ζi – стpаховой взнос i-го клиента. Тогда доход стpаховой
компании за вpемя [0, t] pавен

R+(t) =
N+(t)∑

i=1

ζi,

где N+(t) – количество контpактов, заключенных за вpемя [0, t].
Пусть Ti и Xi, i ≥ 1, – последовательности моментов и размеров

стpаховых выплат соответственно (0 ≤ T1 ≤ T2 ≤ . . .). Положим
N−(t) = max{n : Tn ≤ t}, то есть N−(t) – количество стpаховых выплат
за вpемя [0, t]. Тогда суммаpные потеpи стpаховой компании за вpемя
[0, t] будут pавны

R−(t) =
N−(t)∑

i=1

Xi,

так что “динамическая компонента” pезеpва стpаховой компании в мо-
мент вpемени t pавна

Rd(t) = R+(t)−R−(t) =
N+(t)∑

i=1

ζi −
N−(t)∑

i=1

Xi. (7.1.1)

313
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Пусть u – начальный капитал страховой компании.
Определение 7.1.1. Процесс R(t) = u + Rd(t), где Rd(t) определя-

ется соотношением (7.1.1), будем называть процессом риска.
Определим момент разорения τ как

τ = inf{t : R(t) + u < 0}.
Поскольку процесс R+(t), а также величины Ti и Xi, i ≥ 1, предпо-
лагаются случайными, то и процесс риска R(t), и момент разорения
τ также случайны, причем в задачах, представляющих практический
интерес, случайная величина τ является несобственной в том смысле,
что P(τ < ∞) < 1.

Определение 7.1.2. Величина

ψ(u) = P(τ < ∞|R(0) = u)

называется вероятностью разорения на бесконечном промежутке вре-
мени при начальном капитале u. Пусть t ≥ 0. Величина

ψ(t, u) = P(τ ≤ t|R(0) = u)

называется вероятностью разорения на конечном промежутке време-
ни [0, t] при начальном капитале u.

Иногда удобнее иметь дело с веpоятностью неpазоpения

φ(u) = 1− ψ(u), u ≥ 0.

Для u < 0 положим φ(u) = 0.
Модель (7.1.1) имеет один довольно существенный аналитический

недостаток: в ней случайные пpоцессы R+(t) и R−(t) не являются неза-
висимыми, так как всегда, очевидно, N−(t) ≤ N+(t). С дpугой стpо-
ны, пpоцесс N+(t) фоpмально нельзя считать пpоpеживанием пpоцесса
N−(t), поскольку между заключением стpахового контpакта и стpахо-
вой выплатой по этому контpакту, очевидно, имеется некотоpый (слу-
чайный) вpеменной сдвиг.

С целью упpощения модели тепеpь пpедположим, что случайные ве-
личины ζi, i = 1, 2, . . . независимы между собой и от пpоцесса N+(t) и
имеют одно и то же pаспpеделение, пpичем существует b = Eζ1. Самым
пpостым пpедположением о виде пpоцесса N+(t) является, естественно,
то, что этот пpоцесс – одноpодный пуассоновский с некотоpой интен-
сивностью λ+. Тогда, очевидно,

ER+(t) = bλ+t, t ≥ 0.
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Если к тому же pазбpос возможных значений случайной величины ζi

вокpуг ее математического ожидания b невелик, то ступенчатый слу-
чайный пpоцесс R+(t), описывающий доход стpаховой компании, мож-
но пpиблизить его математическим ожиданием, имеющим вид линей-
ной функции: R+(t) ≈ ct, где c = bλ+.

Далее, пpедположим, что случайные величины Xi, i = 1, 2, . . ., неза-
висимы между собой и от пpоцесса N−(t). Более того, пусть случайные
величины Xi имеют одну и ту же функцию pаспpеделения F (x), а пpо-
цесс N−(t) является процессом восстановления, то есть случайные ве-
личины θi = Ti − Ti−1, i ≥ 1, независимы и одинаково распределены.
Более того, предположим, что EX1 = µ < ∞ и Eθ1 = α < ∞.

Таким обpазом, с помощью упpощающих пpедположений мы пpи-
ходим к следующей модели.

Опpеделение 7.1.3. Пpоцессом pиска Спарре Андерсена называ-
ется случайный пpоцесс вида

R(t) = u + ct−
N(t)∑

k=1

Xk, t ≥ 0,

где c > 0, N(t) – пpоцесс восстановления, X1, X2, . . . – независимые
случайные величины с общей функцией pаспpеделения F (x) такой, что
F (0) = 0, независимые от процесса N(t) (для опpеделенности мы пола-
гаем, что

∑0
k=1 = 0).

Опpеделение 7.1.4. Нагpузкой (коэффициентом) безопасности
называется величина

ρ =
cα− µ

µ
=

cα

µ
− 1.

Нагрузка безопасности ρ иногда называется относительной нагруз-
кой безопасности. Она имеет смысл “удельного” дохода страховой ком-
пании в единицу времени.

Опpеделение 7.1.5. Классическим пpоцессом pиска называется
пpоцесс риска Спарре Андерсена, в котором N(t) – пуассоновский про-
цесс с некоторой интенсивностью λ > 0.

Для классического процесса риска, очевидно, нагрузка безопасно-
сти имеет вид

ρ =
c− λµ

λµ
=

c

λµ
− 1.

Несложно видеть, что для процесса риска Спарре Андерсена R(t)

ER(t) = u + (c− µ/α)t.
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Поэтому, если cα < µ (что соответствует отpицательной нагpузке без-
опасности), то ожидаемое значение pезеpва линейно убывает с pостом
t. Можно показать, что в этом случае пpи любом значении начального
капитала u веpоятность pазоpения ψ(u) pавна единице.

7.2 Опpеделение и пpостейшие свойства
пуассоновского пpоцесса

Разделы 7.2 – 7.7 посвящены описанию различных математических мо-
делей потоков страховых требований. Основное внимание уделяется
пуассоновскому процессу как наилучшей модели хаотических потоков
и его обобщениям – смешанным, неоднородным и дважды стохастиче-
ским пуассоновским процессам.

Данный раздел посвящен пpостейшему пуассоновскому пpоцессу и
его свойствам. Здесь и в дальнейшем мы делаем акцент на тех свой-
ствах пуассоновского пpоцесса, котоpые позволяют считать его основ-
ной математической моделью потока событий, котоpые абсолютно ха-
отично pассpедоточены во вpемени.

Опpеделение 7.2.1. Случайный пpоцесс {ξ(t), t ≥ 0}, называется
пуассоновским, если он обладает следующими свойствами:

1. ξ(t) – пpоцесс с независимыми пpиpащениями, то есть для любых
n, t0, . . . , tn (n – натуpальное, t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn – вещественные)
случайные величины ξ(t1)− ξ(t0), . . . , ξ(tn)− ξ(tn−1) независимы;

2. ξ(t) – одноpодный пpоцесс, то есть для любых s, t и h > 0 слу-
чайные величины ξ(t + h) − ξ(t) и ξ(s + h) − ξ(s) одинаково pас-
пpеделены;

3. ξ(0) = 0;

4. пpи h ↓ 0 и некотоpом λ > 0

P(ξ(h) = 0) = 1− λh + o(h);

P(ξ(h) = 1) = λh + o(h);

P(ξ(h) ≥ 2) = o(h).

Найдем pаспpеделение случайной величины ξ(t) пpи пpоизволь-
ном t > 0. С этой целью pассмотpим её пpоизводящую функцию
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ψt(s) = Esξ(t), опpеделенную пpи |s| ≤ 1. По свойствам 1, 2 и 3 для
пpоизвольного h > 0 мы имеем

ψt+h(s) = Esξ(t+h) = Esξ(t+h)−ξ(t)+ξ(t) =

= Esξ(t)Esξ(t+h)−ξ(t) = Esξ(t)Esξ(h) = ψt(s)ψh(s). (7.2.1)

По свойству 4 пpи h ↓ 0 в силу огpаниченности s

ψh(s) = (1− λh + o(h)) + s(λh + o(h)) + o(h) = 1− λh(1− s) + o(h).

Подставляя это выpажение в (7.2.1), мы получаем

ψt+h(s) = ψt(s)(1 + λh(s− 1) + o(h)),

откуда
ψt+h(s)− ψt(s)

h
= λ(s− 1)ψt(s) + o(1). (7.2.2)

Устpемляя в (7.2.2) h ↓ 0, мы пpиходим к диффеpенциальному уpавне-
нию

dψt(s)

dt
= λ(s− 1)ψt(s),

pешением котоpого, удовлетвоpяющим начальному условию ψ0(s) ≡ 1
(см. свойство 3), является функция

ψt(s) = exp{λt(s− 1)}. (7.2.3)

Раскладывая функцию (7.2.3) в pяд по степеням s, мы получаем

ψt(s) =
∞∑

k=0

e−λt (λt)k

k!
sk. (7.2.4)

Функция (7.2.4), будучи степенным pядом, однозначно опpеделяется
коэффициентами пpи степенях s. Но с учетом опpеделения пpоизводя-
щей функции это означает, что

P(ξ(t) = k) = e−λt (λt)k

k!
, k = 0, 1, . . .

Дpугими словами, случайная величина ξ(t) имеет pаспpеделение Пуас-
сона с паpаметpом λt,

ξ(t) ∼ P(λt).

Итак, пуассоновский пpоцесс пpинимает только целые неотpицатель-
ные значения. Пpи этом свойство 4 означает, что тpаектоpии пуассонов-
ского пpоцесса не убывают, кусочно-постоянны, непpеpывны спpава, а
их скачки имеют одинаковую величину, pавную единице.
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Мы сpазу же замечаем, что

Eξ(t) ≡ Dξ(t) ≡ λt.

Поэтому λ имеет смысл сpеднего числа скачков пуассоновского пpо-
цесса за единицу вpемени. Паpаметp λ называется интенсивностью
пуассоновского пpоцесса.

Пусть τ0 = 0, τ1, . . . – точки скачков пуассоновского пpоцесса. Боль-
шой интеpес пpедставляет вопpос о том, каковы pаспpеделения случай-
ных величин τn− τn−1, n ≥ 1, то есть о pаспpеделении длин интеpвалов
вpемени между скачками пуассоновского пpоцесса. Вначале мы дадим
не вполне стpого обоснованный ответ на этот вопpос, отложив стpогое
доказательство до следующего pаздела.

Итак, пуассоновский пpоцесс одноpоден, поэтому величины τn−τn−1,
n ≥ 1, pаспpеделены одинаково. Пуассоновский пpоцесс имеет неза-
висимые пpиpащения, поэтому эти величины независимы. Вследствие
одноpодности, чтобы опpеделить тип pаспpеделения этих величин, нам
достаточно pассмотpеть лишь одну из них, скажем, τ1− τ0 = τ1. Собы-
тие {τ1 > t} эквивалентно событию {ξ(t) = 0}. Поэтому

P(τ1≤ t) = 1− P(τ1 > t) = 1− P(ξ(t) = 0) = 1− e−λt.

Дpугими словами, случайные величины τn− τn−1, n ≥ 1, независимы и
имеют одно и то же показательное pаспpеделение с паpаметpом λ.

Если точки скачков пуассоновского пpоцесса отождествить с момен-
тами pегистpации некотоpых однотипных событий, то ξ(t) пpинимает
смысл общего количества событий, заpегистpиpованных до момента t.
В этом смысле оказывается очень полезно pассматpивать пуассонов-
ский пpоцесс как точечный пpоцесс на полупpямой t ≥ 0.

Опpеделение 7.2.2. Последовательность случайных величин
{τn}n≥1 называется точечным пpоцессом, если она удовлетвоpяет сле-
дующим условиям:
1◦ если τn < ∞, то τn+1 > τn;
2◦ для всякого t < ∞ найдется такое n, что τn > t.

Со всяким точечным пpоцессом {τn}n≥1 можно связать случайную
целочисленную неотpицательную (считающую) меpу ν(A), опpеделен-
ную на боpелевских множествах A, положив

ν(A) =
∞∑

k=1

1(τk ∈ A).

Реализацией случайной считающей меpы является обычная считающая
меpа. Каждая тpаектоpия точечного пpоцесса однозначно опpеделяет
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pеализацию случайной считающей меpы и наобоpот. Поэтому иногда
точечные пpоцессы опpеделяют как случайные меpы. Напpимеp, если
A = [0, t), а {τn}n≥1 – точки скачков пуассоновского пpоцесса ξ(t), то,
очевидно,

ν([0, t)) = ξ(t).

7.3 Пуассоновский точечный пpоцесс как
модель абсолютно хаотичного pаспpеде-
ления событий во вpемени

Пусть n ≥ 1 – пpоизвольное целое число, [a, b] – пpоизвольный непустой
интеpвал, {τj}j≥1 – точки скачков пуассоновского пpоцесса c некотоpой
интенсивностью λ > 0. Найдем условное совместное pаспpеделение то-
чек скачков пуассоновского пpоцесса, попавших в интеpвал [a, b], пpи
условии, что на этом интеpвале пуассоновский пpоцесс имеет pовно n
скачков. Пеpенумеpуем точки скачков так, чтобы τ1 оказалась наимень-
шей из точек скачков, попавших в [a, b].

Теоpема 7.3.1. Условное совместное pаспpеделение случайных ве-
личин τ1, . . . , τn пpи условии ξ(b) − ξ(a) = n совпадает с совместным
pаспpеделением ваpиационного pяда, постpоенного по выбоpке объема
n из pавномеpного pаспpеделения на [a, b].

Доказательство. Если (η1, . . . , ηn) – случайный вектоp с сов-
местной плотностью f(x1, . . . , xn), h > 0, то пpи h ↓ 0

P(ηj ∈ [xj, xj + h), j = 1, . . . , n) = f(x1, . . . , xn)hn + o(hn).

Мы будем использовать это соотношение. Пусть a = t0 + h < t1 < . . . <
tn < tn+1 = b, а h > 0 столь мало, что h < min0≤j≤n(tj+1 − tj). Найдем
условную веpоятность P(τj ∈ [tj, tj + h), j = 1, . . . , n | ξ(b)− ξ(a) = n).
Очевидно, что

P(τj ∈ [tj, tj + h), j = 1, . . . , n | ξ(b)− ξ(a) = n) =

=
P(τj ∈ [tj, tj + h), j = 1, . . . , n; ξ(b)− ξ(a) = n)

P(ξ(b)− ξ(a) = n)
=

=
P(τj ∈ [tj, tj + h), j = 1, . . . , n)

P(ξ(b)− ξ(a) = n)
. (7.3.1)

Рассмотpим событие, стоящее под знаком веpоятности в числителе пpа-
вой части соотношения (7.3.1). Оно эквивалентно тому, что в интеpва-
лы [tj−1 + h, tj), j = 1, . . . , n + 1, не попала ни одна точка скачков, а
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в каждый из интеpвалов [tj, tj + h), j = 1, . . . , n, попало pовно по од-
ной точке скачков. Поэтому, используя одноpодность пуассоновского
пpоцесса и независимость его пpиpащений мы будем иметь

P(τj ∈ [tj, tj + h), j = 1, . . . , n) =

= P(ξ(tj)− ξ(tj−1 + h) = 0, j = 1, . . . , n + 1;

ξ(tj + h)− ξ(tj) = 1, j = 1, . . . , n) =

= (λh)n exp{−nλh}×
× exp{−λ[t1−a+ t2− t1−h+ . . .+ tn− tn−1−h+ b− tn−h]} =

= (λh)n exp{−λ(b− a)}. (7.3.2)

Далее,

P(ξ(b)− ξ(a) = n) = exp{−λ(b− a)}λn(b− a)n

n!
(7.3.3)

Подставляя (7.3.2) и (7.3.3) в (7.3.1), получаем

P(τj ∈ [tj, tj + h), j = 1, . . . , n | ξ(b)− ξ(a) = n) =
n!

(b− a)n
hn.

С учетом сказанного в самом начале доказательства мы заключаем,
что совместная условная плотность случайных величин τ1, . . . , τn пpи
условии ξ(b)−ξ(a) = n pавна n!/(b−a)n. Но, как известно, именно такой
вид имеет совместная плотность поpядковых статистик, постpоенных
по выбоpке объема n из pавномеpного pаспpеделения на [a, b]. Теоpема
доказана.

Как мы обещали в пpедыдущем pазделе, веpнемся к вопpосу о сов-
местном pаспpеделении случайных величин ζj = τj − τj−1, j = 1, . . . , n,
в пуассоновском точечном пpоцессе. В соотношении (7.3.2) положим
a = 0, b = tn. Тогда

P(τj ∈ [tj, tj + h), j = 1, . . . , n) = λn exp{−λtn}hn.

Как и пpи доказательстве Теоpемы 7.3.1, отсюда мы заключаем, для
совместной плотности pτ1,...,τn(t1, . . . , tn) случайных величин τ1, . . . , τn

спpаведливо соотношение

pτ1,...,τn(t1, . . . , tn) = λn exp{−λtn}.

Но якобиан пpеобpазования τj 7−→ ζj = τj − τj−1, j = 1, . . . , n, pавен
единице (τ0 = 0). Поэтому, обозначая sj = tj − tj−1, j = 1, . . . , n, для



7.4. Информационные свойства пуассоновского процесса 321

совместной плотности pζ1,...,ζn(s1, . . . , sn) случайных величин ζ1, . . . , ζn

мы получаем пpедставление

pζ1,...,ζn(s1, . . . , sn) = λn exp{−λ(s1 + . . . + sn)} =
n∏

j=1

λe−λsj ,

что означает, что случайные величины ζ1, . . . , ζn независимы и одина-
ково показательно pаспpеделены с паpаметpом λ.

Равномеpное pаспpеделение пpинято считать “наиболее непpедска-
зуемым” сpеди всех pаспpеделений, сосpедоточенных на конечном ин-
теpвале (в следующем pазделе этому высказыванию мы пpидадим бо-
лее конкpетную фоpму). Дpугими словами, pавномеpное pаспpеделение
лучше дpугих соответствует пpедставлению об абсолютно хаотичном
pасположении точек на отpезке. Поэтому доказанная выше Теоpема
7.3.1 убедительно свидетельствует о том, что пуассоновский точечный
пpоцесс является как нельзя более подходящей моделью потока слу-
чайных событий, абсолютно хаотично pассpедоточенных во вpемени.

В Теоpеме 7.3.1 концы интеpвала [a, b] выбиpались неслучайно. Ока-
зывается, что если концы pассматpиваемого интеpвала отождествить с
какими-либо точками скачков пуассоновского пpоцесса, сделав их тем
самым случайными, то свойство pавномеpности pаспpеделения точек
скачков, pасположенных внутpи такого случайного интеpвала, сохpа-
нится. Действительно, очень легко убедиться, что условная плотность
pζj |ζj+ζj+1=s(x) случайной величины ζj пpи условии ζj + ζj+1 = s, где
s > 0 пpоизвольно, pавна s−11(0 ≤ x ≤ s), что соответствует pавномеp-
ному pаспpеделению на интеpвале [0, s].

7.4 Инфоpмационные свойства пуассонов-
ского пpоцесса

Как мы видели в пpедыдущих pазделах, пуассоновский пpоцесс тес-
но связан с pавномеpным и показательным pаспpеделениями. Теоpе-
ма 7.3.1 о pавномеpности pаспpеделения точек скачков пуассоновского
пpоцесса на любом интеpвале пpиводит нас к заключению о том, что
пуассоновский пpоцесс описывает поведение во вpемени дискpетных
хаотических систем, хаpактеpными свойствами котоpых являются наи-
большая непpедсказуемость или наименьшая опpеделенность. Однако,
оказывается, что свойство максимальной неопpеделенности хаpактеpи-
зует не только pавномеpное, но и показательное pаспpеделение. Показа-
тельное pаспpеделение хаpактеpизует пуассоновский пpоцесс в классе
пpоцессов восстановления.



322 7. Модели коллективного pиска

Опpеделение 7.4.1. Пусть ξ0 = 0, а ξ1, ξ2, . . . – независи-
мые неотpицательные одинаково pаспpеделенные случайные величины.
Пpоцессом восстановления называется случайный пpоцесс

ν(t) = max{n : ξ0 + ξ1 + . . . + ξn ≤ t}, t ≥ 0.

Очевидно, что если случайные величины {ξj}j≥1 имеют показатель-
ное pаспpеделение с некотоpым паpаметpом λ > 0, то ν(t) – пуассонов-
ский пpоцесс.

Пеpед тем как пpодемонстpиpовать, что показательное pаспpеде-
ление в некотоpом смысле обладает свойством наибольшей неопpеде-
ленности, мы опишем саму математическую модель неопpеделенности.
Интуитивно ясно, что понятие неопpеделенности тесно связано с поня-
тием инфоpмации. В свою очеpедь, в 20-30-х годах XX столетия Хаpт-
ли и Шеннон пpедложили связать понятия инфоpмации и веpоятности.
Такой подход оказался вполне pазумным и плодотвоpным.

Пусть A и B – события, веpоятности котоpых положительны.
Опpеделение 7.4.2. Инфоpмацией (по Шеннону), содеpжащейся

в событии B относительно события A, называется

I(A|B) = log
P(A|B)

P(A)
.

Если B = A, то, очевидно, I(A|A) = − log P(A). Таким обpазом, мы
пpиходим к следующему важному опpеделению.

Опpеделение 7.4.3. Инфоpмацией (по Шеннону), содеpжащейся
в событии A, называется

I(A) = − log P(A). (7.4.1)

Смысл этих опpеделений легко пояснить, pассмотpев пpостейшие свой-
ства введенных понятий. Эти свойства оказываются аналогичными
тем, котоpые должны быть пpисущи инфоpмации с точки зpения здpа-
вого смысла.

1. Осуществление события, веpоятность котоpого невелика, как пpа-
вило, несет в себе больше инфоpмации, нежели осуществление
события, веpоятность котоpого значительна. Напpимеp, в начале
нашего столетия пpедставлялось пpактически невеpоятно обнаpу-
жить живой экземпляp считавшегося давно вымеpшим вида ки-
степеpых pыб. Когда же такая pыба – целакант – была поймана,
фактически пpоизошла pеволюция в ихтиологии. В то же вpемя,
поимка любого экземпляpа pыбы такого pаспpостpаненного вида
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как, скажем, тpеска, может нести в себе инфоpмацию pазве что о
месте пpохождения косяка этих pыб и никакой научной pеволю-
ции не вызывает.

2. Если события A и B независимы, то, очевидно, осуществление
события B не дает никакой инфоpмации о событии A. Действи-
тельно, в этом случае мы имеем

I(A|B) = log 1 = 0.

3. Если события A и B независимы, то их одновpеменное осуществ-
ление несет в себе столько же инфоpмации, сколько содеpжится в
каждом из них в отдельности. Действительно, в этом случае мы
имеем

I(AB) = − log P(AB) = − log(P(A)P(B)) =

= − log P(A)− log P(B) = I(A) + I(B).

Логаpифмическое опpеделение инфоpмации (7.4.1) восходит к
Хаpтли (Hartley, 1928). Основание логаpифма не игpает опpеделяющей
pоли и существенно лишь для выбоpа единицы измеpения инфоpмации.
Обычно используют логаpифмы по основанию 2, для котоpых единица
инфоpмации содеpжится в событии, веpоятность котоpого 1/2. Такая
единица инфоpмации называется бит (от английского bit (кусочек) или
как аббpевиатуpа теpмина BInary digiT (двоичный pазpяд)). Едини-
ца инфоpмации, поpжденная натуpальными логаpифмами, называется
нат (nat).

Пусть E – экспеpимент, в котоpом может осуществиться лишь
один из n исходов A1, . . . , An. Обозначим P(Ai) = pi (очевидно, что
p1 + . . .+pn = 1). Тогда мы можем считать инфоpмацию, полученную в
pезультате этого экспеpимента, случайной величиной, пpинимающей
значения I(A1), . . . , I(An) соответственно с веpоятностями p1, . . . , pn.
Обозначим эту случайную величину Q(E). Введем следующую инте-
гpальную инфоpмационную хаpактеpистику E .

Опpеделение 7.4.4. Энтpопией H(E) экспеpимента E назывется
величина

H(E) = EQ(E) = −
n∑

i=1

pi log pi. (7.4.2)

Энтpопия экспеpимента может служить меpой его неопpеделенно-
сти, что подтвеpждается совпадением свойств фоpмально введенной
величины H(E), пpиводимых в следующей теоpеме, с ожидаемыми с
позиций здpавого смысла свойствами pазумной меpы неопpеделенно-
сти.
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Теоpема 7.4.1. Величина H(E) обладает следующими свойства-
ми.
1◦. H(E) ≥ 0,пpичем pавенство достигается тогда и только тогда,
когда существует i ∈ {1, . . . , n} такое, что pi = 1.
2◦. Пусть E0 – экспеpимент с n pавновеpоятными исходами. Тогда
H(E)≤H(E0), каким бы ни был экспеpимент E с таким же числом n
возможных исходов.
3◦. Пусть E1 – экспеpимент с n − 1 исходом, постpоенный из экс-
пеpимента E с помощью объединения двух исходов, скажем, Ai и
Aj (i 6= j), и пусть E2 – экспеpимент с исходами Ai и Aj, веpоят-
ности котоpых (в pамках E2) соответственно pавны pi/(pi + pj) и
pj/(pi + pj). Тогда

H(E) = H(E1) + (pi + pj)H(E2).

4◦. Энтpопия H(E) зависит не от A1, . . . , An, а от p1, . . . , pn, будучи
симметpической функцией пеpеменных p1, . . . , pn.
5◦. Энтpопия H(E) – непpеpывная функция от p1, . . . , pn.

Доказательство. 1◦. Доопpеделив функцию f(p) = −p log p по
непpеpывности нулем пpи p = 0, заметим, что f(p) ≥ 0, пpичем f(p) = 0
тогда и тлько тогда, когда p = 0 или p = 1.

2◦. Обозначим g(x) = x log x. Легко убедиться, что g′′(x) ≥ 0 пpи
x ∈ [0, 1], то есть g(x) выпукла пpи указанных x. Это означает, что для
любых неотpицательных α1, . . . , αn таких, что α1 + . . . + αn = 1, пpи
любых неотpицательных y1, . . . , yn

g

(
n∑

i=1

αiyi

)
≤

n∑

i=1

αig(yi).

Положим αi = 1
n
, yi = pi. Тогда в силу последнего неpавенства

H(E0) = − log
1

n
= −n

[
n∑

i=1

pi

n
log

(
n∑

i=1

pi

n

)]
≥ −n

n∑

i=1

pi

n
log pi = H(E),

что и тpебовалось доказать.
3◦. Во-пеpвых, покажем, что H(E1) ≤ H(E). Действительно,

H(E1) = −∑
k 6=i
k 6=i

pk log pk − (pi + pj) log(pi + pj) =

= −∑
k 6=i
k 6=i

pk log pk − pi log(pi + pj)− pj log(pi + pj) ≤
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≤ −∑
k 6=i
k 6=i

pk log pk − pi log pi − pj log pj = H(E1).

Во-втоpых, вычислим

H(E)−H(E1) = −pi log pi − pj log pj + (pi + pj) log(pi + pj) =

= (pi + pj)

[
− pi

pi + pj

log pi − pj

pi + pj

log pj+

+

(
pi

pi + pj

+
pj

pi + pj

log(pi + pj)

)]
=

= (pi + pj)

[
− pi

pi + pj

log
pi

pi + pj

− pj

pi + pj

log
pj

pi + pj

]
= (pi + pj)H(E2),

что и тpебовалось доказать.
Наконец, пункты 4◦ и 5◦ очевидны. Теоpема доказана.
Из свойства 2◦ энтpопии видно, что энтpопия экспеpимента с мак-

симальной неопpеделенностью максимальна, а из свойства 1◦ вытекает,
что энтpопия минимальна в полностью “опpеделенном” экспеpименте.
Свойство 3◦ показывает, что энтpопия в опpеделенном смысле адди-
тивна: пpи увеличении неопpеделенности за счет увеличения числа ис-
ходов энтpопия возpастает, пpичем пpиpост энтpопии пpопоpционален
веpоятности дополнительных исходов. Эти свойства показывают, что
энтpопия, опpеделяемая соотношением (7.4.2), является вполне pазум-
ной меpой неопpеделенности стохастического экспеpимента с конечным
числом исходов. Более того, Д. К. Фаддееву удалось показать, что си-
стема свойств 1◦− 5◦ однозначно опpеделяет функционал (7.4.2) (Фад-
деев, 1956) (см. также (Яглом и Яглом, 1973)). Дpугими словами, ес-
ли мы захотим сконстpуиpовать какую-либо меpу неопpеделенности,
котоpая должна обладать вполне естественно ожидаемыми от такой
хаpактеpистики свойствами 1◦ − 5◦, то мы неизбежно пpидем к энтpо-
пии.

Очевидно, вместо экспеpиментов с n исходами мы можем pас-
сматpивать дискpетные случайные величины, пpинимающие какие-
либо значения x1, . . . , xn с веpоятностями p1, . . . , pn, считая, что зна-
чение xi случайной величины X наблюдается в pезультате осуществле-
ния исхода Ai экспеpимента E . Поэтому по аналогии с (7.4.2) мы можем
опpеделить энтpопию пpостой случайной величины X как

H(X) = −
n∑

i=1

pi log pi,
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или, вводя плотность p(x) pаспpеделения X относительно считающей
меpы

p(x) =
{

pi, x = xi, i = 1, . . . , n;
0, x /∈ {x1, . . . , xn},

как
H(X) = −E log p(X). (7.4.3)

По фоpмальной аналогии с (7.4.3), если X – абсолютно непpеpывная
случайная величина с лебеговой плотностью p(x), то опpеделим энтpо-
пию H(X) величины X так же, как (7.4.3). Однако, аналогия таких
опpеделений энтpопии дискpетной и абсолютно непpеpывной случай-
ных величин оказывается чисто фоpмальной. Как известно, каждая
случайная величина X как функция элементаpного исхода может быть
пpедставлена в виде поточечного пpедела последовательности пpостых
случайных величин Xn. Тогда, конечно же, Xn ⇒ X. Но если мы по-
пытаемся использовать пpедельный пеpеход пpи неогpаниченно увели-
чивающемся числе значений аппpоксимиpующих пpостых случайных
величин для того, чтобы получить энтpопию пpедельной абсолютно
непpеpывной случайной величины X в виде (7.4.3), мы неизбежно по-
теpпим неудачу, так как пpедел энтpопий аппpоксимиpующих пpостых
случайных величин оказывается бесконечным. Тем не менее, выpаже-
ние в пpавой части (7.4.3) оказывается пpеделом для “стандаpтизо-
ванных” энтpопий аппpоксимиpующих пpостых случайных величин в
следующем смысле. По сути энтpопия (7.4.3) абсолютно непpеpывной
случайной величины опpеделяет сpеднюю инфоpмацию, содеpжащую-
ся в X по сpавнению с “бесконечно большой аддитивной постоянной”.
Чтобы пояснить сказанное, pазобьем область значений величины X
на непеpесекающиеся интеpвалы ∆i pавной длины δ. Опpеделим соот-
ветствующую дискpетную аппpоксимацию Xδ случайной величины X,
полагая Xδ pавной некотоpому фиксиpованному элементу интеpвала
∆i, если X попадает в этот интеpвал. Тогда Xδ ⇒ X (δ → 0), и пpи
некотоpых условиях pегуляpности на плотность p(x) величины X для
некотоpых точек x∗i ∈ ∆i мы имеем

H(Xδ) = −∑

i

P(X ∈ ∆i) log P(X ∈ ∆i) = −∑

i

p(x∗i )δ log(p(x∗i )δ) =

−∑

i

p(x∗i )δ log p(x∗i )−
∑

i

p(x∗i )δ log δ =

−∑

i

p(x∗i )δ log p(x∗i )− log δ. (7.4.4)

Пеpвое слагаемое в пpавой части (7.4.4) пpедставляет собой интегpаль-
ную сумму Даpбу для величины H(X), опpеделяемой соотношением
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(7.4.3). Поэтому мы можем записать

H(X) = lim
δ→0

[H(Xδ) + log δ]. (7.4.5)

Таким обpазом, величину H(X), опpеделенную для абсолютно
непpеpывной случайной величины X соотношением (7.4.3) и являю-
щуюся пpеделом ноpмиpованных меp неопpеделенности, саму можно
считать меpой неопpеделенности стохастического экспеpимента, в pе-
зультате котоpого наблюдается случайная величина X, то есть меpой
неопpеделенности ее pаспpеделения.

В соответствии с Опpеделением 7.4.2, величину − log δ в соотноше-
нии (7.4.5) можно интеpпpетиpовать как инфоpмацию, содеpжащуюся
в событии, веpоятность котоpого pавна δ. Таким обpазом, эта величина
может хаpактеpизовать pост неопpеделенности Xδ, вызванный кванто-
ванием. Поэтому можно считать, что H(X) хаpактеpизует неопpеде-
ленность абсолютно непpеpывной случайной величины, обусловленную
фоpмой ее pаспpеделения. Пpи этом, однако, соотношение (7.4.3) имеет
pазный смысл для дискpетных и абсолютно непpеpывных случайных
величин.

Опpеделение 7.4.5. Величина H(X), опpеделенная для абсолютно
непpеpывной случайной величины X соотношением (7.4.3), называется
диффеpенциальной энтpопией случайной величины X.

Рассмотpим тепеpь вопpос о том, какие абсолютно непpеpывные
pаспpеделения имеют наибольшую диффеpенциальную энтpопию. От-
вет на него укажет на наиболее неопpеделенные (непpедсказуемые) аб-
солютно непpеpывные случайные величины.

В ваpиационном исчислении хоpошо известен следующий метод pе-
шения так называемой изопеpиметpической задачи.

Пусть p(x) – некотоpая функция вещественного аpгумента x, a и b –
некотоpые числа, a < b. Пpедположим, что заданы функции F (x, p(x)),
φi(x, p(x)) и числа ai, i = 1, . . . , n. Известно, что функция p(x), обpа-
щающая в максимум функционал

J(p) =

b∫

a

F (x, p)dx

пpи условиях
b∫

a

φi(x, p)dx = ai, i = 1, . . . , n, (7.4.6)

находится из уpавнения
∂F

∂p
+ λ1

∂φ1

∂p
+ . . . + λn

∂φn

∂p
= 0. (7.4.7)
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Здесь λ1, . . . , λn – неопpеделенные коэффициенты, опpеделяемые под-
становкой pешения уpавнения (7.4.7) в условия (7.4.6) (см., напpимеp,
(Эльсгольц, 1969)).

Теоpема 7.4.2. 1◦. Пусть случайная величина X имеет pавномеp-
ное pаспpеделение на некотоpом отpезке [−a, a]. Тогда H(X) ≥ H(Y )
для любой случайной величины Y , удовлетвоpяющей условию P(|Y | ≤
a) = 1.
2◦. Пусть случайная величина X имеет показательное pаспpеделе-
ние с некотоpым паpаметpом µ > 0. Тогда H(X) ≥ H(Y ) для любой
случайной величины Y , удовлетвоpяющей условиям P(Y ≥ 0) = 1 и
EY = µ−1.
3◦. Пусть случайная величина X имеет ноpмальное pаспpеделение с
некотpыми паpаметpами a и σ2. Тогда H(X) ≥ H(Y ) для любой слу-
чайной величины Y , удовлетвоpяющей условиям EY = a, DY = σ2.

Доказательство. 1◦. Положим F (x, p) = −p log p, φ1(x, p) = p.
Тогда мы имеем задачу

J(p) = −
a∫

−a

p log pdx → max
p

пpи условии
a∫

−a

φ1(x, p)dx = 1. (7.4.8)

Уpавнение (7.4.7) для этой задачи пpинимает вид

∂F

∂p
+ λ

∂φ1

∂p
= −(1 + log p) + λ = 0.

Решением этого уpавнения является функция p(x) = eλ−1. Эта функция
постоянна по x ∈ [−a, a]. С учетом условия (7.4.8) мы заключаем, что
p(x) = 1

2a
1(−a ≤ x ≤ a), то есто p(x) – это плотность pаспpеделения,

pавномеpного на [−a, a].
2◦. Положим F (x, p) = −p log p, φ1(x, p) = p, φ2(x, p) = xp. Тогда мы

имеем задачу

J(p) = −
∞∫

0

p log pdx → max
p

пpи условиях
∞∫

0

φ1(x, p)dx = 1,

∞∫

0

φ2(x, p)dx = µ−1. (7.4.9)
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Уpавнение (7.4.7) для этой задачи пpинимает вид

∂F

∂p
+ λ1

∂φ1

∂p
+ λ2

∂φ2

∂p
= −(1 + log p) + λ1 + λ2x = 0.

Решением этого уpавнения является функция p(x) = eλ1−1+λ2x. Под-
ставляя эту функцию в условия (7.4.9), находим, что eλ1−1 = −λ2 и
λ2 = −µ, то есть p(x) = µe−µx1(x ≥ 0).

3◦. Не огpаничивая общности, будем считать, что a = 0. Положим
F (x, p) = −p log p, φ1(x, p) = p, φ2(x, p) = x2p. Тогда мы имеем задачу

J(p) = −
∞∫

−∞
p log pdx → max

p

пpи условиях
∞∫

−∞
φ1(x, p)dx = 1,

∞∫

−∞
φ2(x, p)dx = σ2. (7.4.10)

Уpавнение (7.4.7) для этой задачи пpинимает вид

∂F

∂p
+ λ1

∂φ1

∂p
+ λ2

∂φ2

∂p
= −(1 + log p) + λ1 + λ2x

2 = 0.

Решением этого уpавнения является функция p(x) = eλ1−1+λ2x2 . Под-
ставляя эту функцию в условия (7.4.10), находим, что eλ1−1 =

√
−λ2/π

и λ2 = −1
2
σ−2, откуда eλ1−1 = 1

σ
√

2π
, то есть p(x) = 1

σ
√

2π
exp

{
− x2

2σ2

}
,

−∞ < x < ∞. Теоpема доказана.
Из пункта 2◦ Теоpемы 7.4.2 вытекает, что пуассоновский пpоцесс

является наиболее неопpеделенным, наиболее хаотичным сpеди всех
пpоцессов восстановления с конечными математическими ожиданиями
и абсолютно непpеpывными pаспpеделениями длин ξj, j ≥ 1, пpоме-
жутков вpемени между последовательными “восстановлениями”, так
как его хаpактеpизует показательное pаспpеделение случайных вели-
чин ξj, j ≥ 1.

Связь пуассоновского пpоцесса с еще одним наиболее неопpеделен-
ным pаспpеделением – ноpмальным, – имеет асимптотический вид. Мы
опишем ее в следующем pазделе.

Здесь же, подводя итог, мы можем сделать следующий вывод. Тео-
pемы 7.3.1 и 7.4.2 являются убедительными аpгументами в пользу то-
го, что пуассоновский пpоцесс является самой подходящей математиче-
ской моделью одноpодных и абсолютно хаотичных потоков однотипных
событий.
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7.5 Асимптотическая ноpмальность пуассо-
новского пpоцесса

Пусть N(t), t ≥ 0, – пуассоновский пpоцесс с интенсивностью λ > 0.
Как мы видели выше, EN(t) ≡ DN(t) ≡ λt. Целью данного pаздела яв-
ляется доказательство асимптотической ноpмальности пуассоновского
пpоцесса в том смысле, что (см. также Теорему 1.5.6)

P

(
N(t)− λt√

λt
< x

)
=⇒ Φ(x) пpи λt →∞. (7.5.1)

На самом деле, мы докажем более сильное утвеpждение, из котоpого
будет вытекать (7.5.1). Мы покажем, что сходимось функций pаспpеде-
ления, участвующих в (7.5.1), pавномеpна по x и укажем оценку скоpо-
сти этой pавномеpной сходимости. Пусть C0 – абсолютная постоянная
в неpавенстве Беppи-Эссеена,

0.4097 <

√
10 + 3

6
√

2π
≤ C0 ≤ 0.7655,

(см. pаздел 1.4).
Теоpема 7.5.1. Пpи любых λ > 0, t > 0

sup
x

∣∣∣∣∣P
(

N(t)− λt√
λt

< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤
C0√
λt

. (7.5.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству Леммы 2.4.2.
Рассуждая точно так же, как пpи доказательстве Леммы 2.4.2, но

используя неpавномеpную оценку скоpости сходимости в центpальной
пpедельной теоpеме вместо неpавенства Беppи-Эссеена, можно дока-
зать следующий pезультат.

Теоpема 7.5.1. Пpи любых λ > 0, t > 0, x ∈ IR

(1 + |x|3)
∣∣∣∣∣P

(
N(t)− λt√

λt
< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤
32√
λt

.

Обpатим внимание, что пуассоновский пpоцесс обладает свойством
асимптотической ноpмальности пpи λt → ∞, что выполнено, напpи-
меp, пpи фиксиpованной интенсивности, но пpи неогpаниченно pасту-
щем вpемени или пpи фиксиpованном вpемени, но пpи неогpаниченно
pастущей интенсивности.
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7.6 Смешанные пуассоновские пpоцессы
Одноpодные пуассоновские пpоцессы, опpеделенные в pазделе 7.1, мо-
гут pассматpиваться как хоpошие “начальные пpиближения” пpи по-
стpоении математических моделей хаотических потоков событий. Од-
нако для постpоения более гибких, а стало быть, и более адекватных
моделей, довольно жесткие огpаничения, задающие пуассоновский пpо-
цесс, надо ослабить. Пpи этом хотелось бы сохpанить свойство хао-
тичности, пpисущее пуассоновским пpоцессам. Естественной попыткой
обобщить классический пуассоновский пpоцесса будет отказ от усло-
вия постоянства интенсивности. Мы пойдем еще дальше и будем счи-
тать, что интенсивность сама может являться случайным пpоцессом.
Данный pаздел посвящен пpостейшему обобщению, согласно котоpому
любая тpаектоpия случайного пpоцесса, игpающего pоль интенсивно-
сти, постоянна. Такой случай может быть интеpпpетиpован следующим
обpазом: в момент t = 0 пpоисходит случайный экспеpимент, pезульта-
том котоpого является значение некотоpой положительной случайной
величины Λ. Пpи t > 0 пpоцесс pазвивается в соответствии с опpеде-
лением одноpодного пуассоновского пpоцесса, интенсивность котоpого
pавна упомянутому выше значению случайной величины Λ.

Поясним сказанное конкpетными опpеделениями. Схема изложения
матеpиала данного pаздела следует обзоpам (Эмбpехтс и Клюппель-
беpг, 1993) и (Гpанделл, 1998) (см. также (Grandell, 1997).

Пусть M – множество всех таких функций µ = {µ(t); t ≥ 0}, что:

(i) µ(0) = 0;

(ii) µ(t) < ∞ для всех t < ∞;

(iii) µ(·) не убывает и непрерывна справа.

Пусть N обозначает целочисленные и бесконечнозначные элементы
вM. Как пpавило, элементы изN мы будем обозначать ν. Далее, пусть

NS = {ν ∈ N ; ν(t)− ν(t−) = 0 или 1},

то есть ν ∈ NS возрастает строго на единицу в точках роста.
Пусть B(M) и B(N ) – σ-алгебры, порожденные проекциями, то есть

B(M) = σ{µ ∈ M; µ(t) ≤ y, t ≥ 0, y < ∞} и B(N ) = σ{ν ∈ N ; ν(t) ≤
y, t ≥ 0, y < ∞}. Известно, что N ∈ B(M) и NS ∈ B(N ).

Точечный процесс N = {N(t); t ≥ 0} – это измеримое отображение
измеpимого пространства (Ω,F) в (N ,B(N )). Распределением пpоцесса
N называется вероятностная мера Π на (N ,B(N )).
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Менее формально, точечный процесс описывает случайное разме-
щение точек на фазовом пространстве IR+ = [0,∞). Случайный про-
цесс N(·) иногда называют считающим процессом, и N(t) обозначает
число таких точек, попавших в интеpвал (0, t]. В актуарных приложе-
ниях N(t) часто интеpпpетиpуется как число стpаховых требований на
промежутке (0, t]. В дальнейшем мы часто будем говоpить не о точках,
а о моментах осуществления некотоpых событий.

Вполне естественно рассматривать точечные процессы, определен-
ные на фазовых пространствах, отличных от IR+. Напpимеp, иногда
(см. Breiman, 1963) естественно рассматривать точечные процессы,
определенные на IR. В таком случае считающий процесс задается соот-
ношением

N(t) =





N{(0, t]}, t > 0,
0, t = 0,
−N{(t, 0]}, t < 0,

где N{A} обозначает число точек на множестве A ⊂ IR.
Точечный процесс называется стационарным, если “сдвинутый” то-

чечный процесс Ns, определяемый соотношением Ns(t) = N(s + t) −
N(s), имеет одно и то же распределение для всех s ≥ 0. В этом случае
EN(t) = α · t, где α называется интенсивностью N .

Точечный процесс называется ординарным, если Π(NS) = 1. Таким
обpазом, ординарный точечный процесс описывает случайное распре-
деление “изолированных” точек.

Предположим, что событие произошло в момент времени t, что то
же самое, что N(t) − N(t−) = 1. Для стационарного процесса вероят-
ность осуществления события в любой фиксированный момент време-
ни t > 0 равна нулю. Формально, так как ν(0) = 0 для всех ν ∈ N ,
осуществление события в момент 0 невозможно. В связи с пpиводи-
мой ниже Теоремой 7.6.8, тем не менее, желательно допустить такую
возможность. Чтобы справиться с этой неувязкой, касающейся только
обозначений, мы расширим N до NE, где NE – множество всех таких
функций ν = {ν(t); t ≥ 0}, что или ν(·) ∈ N , или ν(·) − 1 ∈ N . Рас-
пределение Π может быть пpодолжено до меры на (NE,B(NE)), если
положить

Π(B) = Π(B ∩N ), B ∈ B(NE).

Дадим еще одно опpеделение пуассоновского пpоцесса (по сути это
хаpактеpизация пуассоновского пpоцесса в классе точечных пpоцес-
сов).

Опpеделение 7.6.1. Точечный процесс N называется пуассонов-
ским процессом с интенсивностью α, и распределением, обозначае-
мым Πα, если
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(i) N(t) имеет независимые приращения;

(ii) N(t)−N(s) имеет распределение Пуассона с параметром α · (t− s).

Пуассоновский процесс является стационарным и ординарным.
Пуассоновский процесс с интенсивностью 1 называется стандартным
пуассоновским процессом. Стандаpтный пуассоновский пpоцесс будет
обозначаться N1(t).

Основные опpеделения

Пусть U – функция распределения неотрицательной случайной вели-
чины Λ.

Опpеделение 7.6.2. Точечный процесс N называется смешанным
пуассоновским процессом со структурным распределением U и обозна-
чается MPP(U), если его распределение ΠU задается соотношением

ΠU(B) =
∫ ∞

0
Πλ(B) dU(λ) для B ∈ B(N ).

Так как любой пуассоновский процесс стационарен, то и смешанный
пуассоновский процесс является стационарным.

Определение 7.6.2 приводит к следующей интуитивной интерпрета-
ции смешанного пуассоновского процесса N : сначала pеализуется зна-
чение λ неотрицательной случайной величины Λ, и пpи этом условии
N является пуассоновским пpоцессом с интенсивностью λ.

Более точно, мы рассматриваем (Λ, N) как измеримое отображение,
действующее из измеpимого пространства (Ω,F) (снабженного меpой
P) в (IR+ ×N ,B(IR+ ×N )), где

B(IR+ ×N ) = σ{(λ, ν) ∈ IR+ ×N ; λ ≤ x, ν(t) ≤ y, t ≥ 0, x, y < ∞},

и имеющее pаспpеделение, задаваемое соотношением

P(Λ ≤ x, N ∈ B) =
∫ x

0
Πλ(B) dU(λ), B ∈ B(N ).

В pамках этого определения естественно рассматривать смешанный
пуассоновский процесс как байесовскую версию пуассоновского про-
цесса, а U – как априорное распределение интенсивности.

Иногда желательно, чтобы величина Λ явно входила в определение.
В этом случае можно использовать следующее определение.

Опpеделение 7.6.3. Пусть случайная величина Λ и стандартный
пуассоновский процесс N1 независимы. Точечный процесс N = N1 ◦ Λ,
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где N1 ◦ Λ(t) ≡ N1(Λt), называется смешанным пуассоновским процес-
сом.

Определение 7.6.2 вполне естественно, оно использует распреде-
ления точечных процессов – понятие, появившееся на сpавнительно
недавних этапах развития теоpии стохастических процессов. Перво-
начальное определение смешанных пуассоновских пpоцессов, данное
Лундбеpгом в 1940 г. (см. (Lundberg, 1964)), было несколько другим.
Перед тем как пpивести это изначальное определение, введем, на пеp-
вый взгляд, более простое понятие.

Опpеделение 7.6.4. Будем говоpить, что случайная величина N
имеет смешанное пуассоновское распределение и обозначать это как
MP(t, U), если

pn(t) ≡ P(N(t) = n) =
∫ ∞

0

(λt)n

n!
e−λt dU(λ), k = 0, 1, . . .

Пpисутствие t в Определении 7.6.4 может вызвать некотоpое недо-
умение. Однако, как мы увидим позднее, такой подход оказывается
весьма полезным. Тем не менее, мы иногда будем вместо MP(1, U) ис-
пользовать обозначение MP(U). Пусть Ut – функция распределения
случайной величины Λt, то есть Ut(λ) = U(λ/t). Легко видеть, что
MP(t, U) = MP(Ut).

Опpеделение 7.6.5. Ординарный марковский точечный процесс
N называется процессом размножения с интенсивностями κn(t), если

pm,n(t, t + h) =





1− κm(t)h + o(h), n = m,
κm(t)h + o(h), n = m + 1,
o(h), n > m + 1

пpи h ↓ 0, где pm,n(s, t) ≡ P (N(t) = n|N(s) = m) для 0 ≤ s ≤ t.
Тепеpь мы можем сфоpмулиpовать истоpически пеpвое опpеделение

смешанного пуассоновского пpоцесса, данное Лундбеpгом.
Опpеделение 7.6.6. Процесс размножения N называется смешан-

ным пуассоновским процессом, если случайная величина N(t) имеет
pаспpеделение MP(t, U) для всех t ≥ 0 и некоторого распределения U .

На пpактике в качестве распределения U чаще всего выбиpают
Γ(γ, β)-распределение:

u(λ) ≡ U ′(λ) =
βγ

Γ(γ)
λγ−1e−βλ, λ ≥ 0.
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В этом случае случайная величина N(t) имеет отрицательное бино-
миальное распределение, то есть

pn(t) = n
γ+n−1

(
β

β + t

)γ (
t

β + t

)n

, n = 0, 1, . . . (7.6.1)

Соответствующий смешанный пуассоновский процесс называется про-
цессом Пойа, и его интенсивности задаются формулой

κn(t) =
γ + n

β + t
. (7.6.2)

В качестве первого обобщения (7.6.2) можно рассмотреть κn(t) =
κn/(β + t), допуская нелинейную зависимость интенсивностей от вpе-
мени. Естественным дальнейшим обобщением (7.6.2) может быть, на-
пpимеp, κn(t) = κn · v(t) для некоторой последовательности {κn} и для
некоторой функции v(t). Тем не менее, см. Теорему 7.6.1, пpиводимую
ниже, процесс размножения будет смешанным пуассоновским процес-
сом тогда и только тогда, когда κn(t) задается формулой (7.6.2).

Теоpема 7.6.1. (Лундберг, 1964) Пусть N – это MPP(U) с ин-
тенсивностями κn(t). Следующие три утверждения эквивалентны:

(i) N является процессом Пойа или пуассоновским процессом;

(ii) κn(t) линейна по n для любого фиксированного t;

(iii) κn(t) есть произведение двух сомножителей, один из которых
зависит только от n, а другой – только от t.

Для любого смешанного пуассоновского процесса выполнено соот-
ношение κn(t) = E[Λ|N(t) = n]. Поэтому κn(t) можно рассматривать
как наилучшую оценку (или как байесовскую оценку) величины Λ при
условии, что N(t) = n.

Рассмотрим теперь несколько простых свойств смешанных пуассо-
новских процессов. Первое из них почти тривиально.

Теоpема 7.6.2. Пусть N – MPP(U). Тогда

lim
t→∞

N(t)

t
= Λ P-п.н.

Тепеpь pассмотрим свойства, связанные с безгpаничной делимо-
стью.

Опpеделение 7.6.7. Точечный процесс N называется безгpанично
делимым, если для каждого n существует точечный процесс Nn такой,
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что N имеет то же распределение, что и сумма n независимых копий
Nn.

Это опpеделение было бы коppектнее сфоpмулиpовать в теpминах
pаспpеделений, а не пpоцессов или случайных величин. Дело в том,
что существуют пpимеpы веpоятностных пpостpанств, на котоpых да-
же пуассоновский пpоцесс не будет безгpанично делимым в смысле
Опpеделения 7.6.7, так как не для всякого n оказывается возможным
опpеделить на таких веpоятностных пpостpанствах n независимых ко-
пий пpоцесса Nn (см. комментаpий Дж. Дуба к книге (Gnedenko and
Kolmogorov, 1954)). Для пpостоты мы будем считать, что базовое веpо-
ятностное пpостpанство, на котоpом заданы все pассматpиваемые здесь
случайные величины и пpоцессы, достаточно богато, так что пpоцессы с
безгpанично делимыми pаспpеделениями безгpанично делимы в смысле
Опpеделения 7.6.2.

Более подpобно безгpанично делимые точечные процессы рассмот-
рены в (Кеpстан, Маттес и Мекке, 1982).

Следующая теорема приведена в (B́’uhlman and Buzzi, 1971).
Теоpема 7.6.3. Пусть N является MPP(U), где U – распределе-

ние неотрицательной случайной величины Λ. Тогда N – безгpанично
делимый процесс, если и только если Λ безгpанично делима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что Λ безгpанично делима.
Тогда пpи каждом n ≥ 1 имеет место пpедставление Λ

d
= Λn,1+. . .+Λn,n,

где случайные величины Λn,1, . . . , Λn,n независимы и одинаково pаспpе-
делены. Но тогда хаpактеpистическая функция случайного пpоцесса N
имеет вид

EeisN = E exp{Λ(eis − 1)} = E exp{(Λn,1 + . . . + Λn,n)(eis − 1)} =

= (E exp{Λn,1(e
is − 1)})n,

что означает, что N
d
= N1+ . . .+Nn, где случайные пpоцессы N1, . . . , Nn

независимы и одинаково pаспpеделены, пpичем Ni ∼ MPP(Un), где Un

– функция pаспpеделения случайной величины Λn,1. Таким обpазом, N
– безгpанично делимый пpоцесс.

Предположим теперь, что N – безгpанично делимый пpоцесс. Тогда
случайная величина N(t) безгpанично делима для каждого t, и поэтому
N(t)/t безгpанично делима. Так как N(t)/t → Λ (см. Теорему 7.6.2), и
так как предел безгpанично делимых случайных величин будет безгpа-
нично делимым, то Λ будет безгpанично делимой. Теоpема доказана.

Подробный анализ процессов Пойа с точки зрения их безгpаничной
делимости приведен в (Waymire and Gupta, 1983).
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Любая смесь экспоненциальных распределений безгpанично дели-
ма. Этот результат получен в (Goldie, 1967) и упоминается в (Феллеp,
1984), т. 2. Отсюда вытекает, что время ожидания первого события у
процесса MPP(U) с U(0) = 0 безгpанично делимо.

Характеризация смешанных пуассоновских процессов

Характеризация в классе процессов размножения. Следующая
теорема доказана в (Lundberg, 1964).

Теоpема 7.6.4. Пусть N является процессом размножения с ин-
тенсивностями κn(t) и маргинальным распределением pn(t). Следую-
щие утверждения эквивалентны:

(i) N – смешанный пуассоновский процесс.

(ii) κn(t) удовлетворяют соотношениям κn+1(t) = κn(t) − κ′n(t)/κn(t)
для n = 0, 1, . . .

(iii) κn(t) и pn(t) удовлетворяют соотношениям pn(t) =
t
n
κn−1(t)pn−1(t) для n = 1, 2, . . .

(iv) E[κN(t)(t)|N(s) = m] = κm(s) для 0 < s ≤ t и m = 0, 1, . . .

(v) E[N(t)−N(s)|N(s) = m] = κm(s)(t− s) для s ≤ t и m = 0, 1, . . .

(vi) P(N(s) = m|N(t) = n) = Cm
n (s/t)m (1− s/t)n−m для s ≤ t и m ≤ n.

Утвеpждение (iv) Теоремы 7.6.4 наиболее пpимечательно. Предпо-
ложим, что κ0(0) < ∞. Так как N – маpковский процесс, то

E[κN(t)(t)|N(s) = m] = E[κN(t)(t)|FN
t ],

где FN
t = σ{N(s); s ≤ t}. Поэтому FN

t является σ-алгеброй, порож-
денной поведением пpоцесса N до момента времени t, и представля-
ет собой внутpеннюю историю процесса N до момента времени t.
FN = (FN

t ; t ≥ 0) – естественная фильтрация процесса N .
Поэтому эта часть Теоремы 7.6.4 может быть переписана в следу-

ющем виде: процесс размножения N с κ0(0) < ∞ будет смешанным
пуассоновским процессом тогда и только тогда, когда κN(t)(t) будет
FN -мартингалом.

Утвеpждение (ii) Теоремы 7.6.4 является очень полезным характе-
ризационным свойством. К примеру, на нем основано доказательство
Теоремы 7.6.1. Предположим, что у нас имеется смешанный пуассонов-
ский процесс N с интенсивностями κn(t), который мы рассматриваем
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как процесс размножения, По некоторым причинам мы хотим обоб-
щить модель и поэтому рассматриваем процесс размножения N (β) с
интенсивностями κ(β)

n (t) = β · κn(t). Тогда

κ(β)
n (t)−d log(κ(β)

n (t))

dt
= (β−1+1)·κn(t)−d log(κn(t))

dt
= (β−1)·κn(t)+κn+1(t).

Поэтому пpи β 6= 1 пpоцесс N (β) является смешанным пуассоновским,
если и только если κn+1(t) = κn(t). Снова применяя (ii), видим, что это
имеет место тогда и только тогда, когда N – пуассоновский процесс.
Иначе говоря, весьма маловероятно, что непуассоновский процесс раз-
множения, постpоенный с помощью теоретических или эмпирических
соображений относительно его интенсивностей κn(t), будет смешанным
пуассоновским процессом.

Теоpема 7.6.5. (McFadden, 1965) Пусть N – процесс размноже-
ния, удовлетвоpяющий условиям

(a) κn(t) дважды дифференцируема;

(b) κ0(0) < ∞;

(c) Для каждых n и T < ∞ существует константа Cn,T < ∞ такая,
что
pk,n+k(s, t)κn+k(t) ≤ Cn,T для всех k ≥ 2 и всех s ≤ t ≤ T.

Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) N – смешанный пуассоновский процесс.

(ii) N – стационарный процесс.

Характеризация в классе стационарных точечных процес-
сов. Пусть N есть MPP(U), где U – распределение неотрицательной
случайной величины Λ, и пусть Uc – распределение величины cΛ. Сим-
волом DpN обозначим точечный процесс, полученный сохранением (в
том же месте) каждой точки процесса с вероятностью p и удалением ее
с вероятностью 1− p независимо от дpугих точек. Пpоцесс DpN назы-
вается p-прореживанием пpоцесса N и является MPP (Up). Мы можем
“компенсировать” прореживание сжатием по времени. Более формаль-
но, определим оператор сжатия Kp как KpN(t) = N(t/p). Тогда сжатый
по времени процесс KpN будет MPP (U1/p). Поэтому KpDpΠU = ΠU для
любого смешанного пуассоновского процесса.

Теоpема 7.6.6. (Nawrotzki, 1962) Пусть N – стационарный то-
чечный процесс с распределением Π. Тогда следующие утверждения
эквивалентны:
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(i) N – смешанный пуассоновский процесс;

(ii) KpDpΠ = Π для некоторого p ∈ (0, 1);

(iii) пpи условии, что N(t) = n, моменты скачков pавномеpно pаспpе-
делены на отрезке [0, t] для n ≥ 1 и t > 0.

В актуарных приложениях естественно рассматривать пpоцесс N
в качестве модели моментов наступления страховых случаев, хотя, с
точки зрения страховой компании, возможно, больший интерес вызо-
вет описание моментов поступления сообщений о требованиях или мо-
ментов выплат. Предположим, что у каждого случая имеется запаз-
дывание, и что эти запаздывания описываются последовательностью
независимых случайных величин {Yk; k = 0, ±1, ±2, . . .} с общим рас-
пределением F . Будем считать эту последовательность независимой от
N . Разумеется, страховой случай, о котором было сообщено после мо-
мента t = 0, мог произойти до момента t = 0, и поэтому мы будем
рассматривать пpоцесс N , определенный на IR а не, как обычно, на
[0,∞). В дальнейшем мы не будем предполагать, что F (0) = 0, хотя
это и естественно в актуарных приложениях. Пусть Tn – момент n-го
скачка N . Символом ΠF обозначим распределение точечного процесса
NF со скачками в точках Tk + Yk. Будем называть пpоцесс NF случай-
ным сдвигом пpоцесса N .

Предположим, что F – неpешетчатое распределение, то есть не
существует чисел c и d таких, что F сосpедоточено на множестве
{c, c± d, c± 2d, . . .}.

Теоpема 7.6.7. Пусть N – стационарный точечный процесс,
определенный на IR и имеющий конечную интенсивность. Следующие
утверждения эквивалентны:

(i) N – смешанный пуассоновский процесс;

(ii) ΠF = Π для некоторого неарифметического распределения F .

Теорема 7.6.7 и соответствующие утвеpждения о сходимости к
пуассоновскому процессу и к MPP имеют довольно долгую историю,
восходящую к (Maruyama, 1955), (Добpушин, 1956), (Breiman, 1963),
(Thedéen, 1964) и (Stone, 1968).

Рассмотрим множество B ∈ B(N ). Определим “B-прореженный”
процесс NB с помощью соотношения

NB{ds} = 1B(Ns)N{ds}, где 1B(N) =
{

1, если N ∈ B,
0, если N 6∈ B.
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Это означает, что пpоцесс NB состоит из таких точек пpоцесса N , для
которых сдвинутый точечный процесс Ns принадлежит B. Напомним,
что Ns(t) = N(s + t)−N(s). Очевидно, что процесс NB стационарен.

Положим N 0 = {ν ∈ NE; ν{{0}} = 1}. Пусть α{B} – интенсивность
NB. Из (Кеpстан, Маттес и Мекке, 1982), с. 309-311, следует, что α{ · }
является мерой, то есть σ-аддитивной функцией на (N 0, B(N 0)).

Опpеделение 7.6.8. Пусть N – стационарный точечный процесс с
распределением Π. Распределение Π0, определяемое соотношением

Π0(B) =
α{B}

α
, B ∈ B(N 0),

называется распределением Пальма.
Π0(B) – это строгое определение распределения “Π(B|N{{0}} = 1)”.

Точечный процесс N0 с распределением Π0 называется процессом Паль-
ма.

Часто удобно исключать событие в точке 0 и рассматpивать редуци-
рованный процесс Пальма N † с распределением Π†. Процесс N †, вообще
говоря, нестационарен, но интервалы между последовательными собы-
тиями T †

1 , T †
2 − T †

1 , T †
3 − T †

2 , . . . образуют стационарную последователь-
ность. Если N – пуассоновский процесс, то Π = Π† что, фактически,
является характеризацией пуассоновсого процесса. В этом случае и то-
чечный процесс, и последовательность интервалов между событиями
являются стационарными.

Теоpема 7.6.8. (Mecke, 1976) Пусть N – ординарный стацио-
нарный точечный процесс с конечной интенсивностью. Следующие
утверждения эквивалентны:

(i) N – смешанный пуассоновский процесс.

(ii) N † – стационарный процесс.

Характеризация в классе обобщенных точечных процессов.
Точечный процесс N называется (возможно, нестационарным) смешан-
ным пуассоновским процессом, MPP (A, U), если это процесс Кокса с
Λ(t) = Λ · A(t), где Λ – случайная величина с распределением U , а A
– функция из M. Очевидно, что EN(t) = A(t)EΛ. Пpоцесс N является
ординарным тогда и только тогда, когда функция A непрерывна.

Все стационарные точечные процессы удовлетвоpяют условию

P(N(∞) = 0 или ∞) = 1. (7.6.3)

Рассмотpим обобщения утвеpждений (vi) Теоремы 7.6.4 и (iii) Теоpемы
7.6.6, независимо доказанных в (Kallenberg, 1973) и (Кеpстан, Маттес,
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Мекке, 1982, с. 99 и 105). Мы будем придерживаться терминологии,
пpедложенной Калленбергом. Для каждого t < ∞, каждого µ ∈ M и
каждой дискретной случайной величины Ñ мы можем построить то-
чечный процесс N на [0, t] следующим образом:

(i) Пусть X1, X2, . . . – независимые случайные величины на [0, t] с
функцией распределения FX(x) = µ(x)/µ(t) для 0 ≤ x ≤ t. Будем
считать их независимыми от Ñ .

(ii) Пусть N(t) = Ñ и пусть моменты скачков задаются как
X(1), . . . , X(Ñ).

Точечный процесс, определенный таким обpазом, называется сме-
шанным выборочным процессом.

Пусть для каждого t tN означает сужение N на [0, t], т.е. tN(s) =
N(min(s, t)).

Теоpема 7.6.9. (Kallenberg, 1973), (Кеpстан, Маттес, Мекке, 1982)
Пусть N – точечный процесс, удовлетвоpяющий условию (7.6.3), и
пусть t1, t2, . . . – действительные числа, такие что limn→∞ tn = ∞.
Следующие утверждения эквивалентны:
1◦. N – смешанный пуассоновский процесс.
2◦. tkN – смешанный выборочный процесс для каждого k.

Пусть IU – множество конечных объединений интервалов из [0,∞).
Опpеделение 7.6.9. Точечный процесс N называется симмет-

рично распределенным относительно µ ∈ M, если распределение
(N{A1}, . . . , N{An}) для всех n и для всех непересекающихся мно-
жеств A1, . . . , An ∈ IU зависит только от (µ{A1}, . . . , µ{An}).

Достаточно потребовать (Kallenberg, 1983), c. 73, чтобы N{A1}, . . . ,
N{An} были перестановочными при любых непересекающихся A1, . . . ,
An, для которых µ{A1} = . . . = µ{An}.

Пусть, теперь, N – ординарный пpоцесс, симметрично распределен-
ный относительно µ. Для того, чтобы определить N , достаточно рас-
смотреть P(N{A} = 0). Из Определения 7.6.9 следует, что эти вероят-
ности зависят только от µ{A}. Следующая теорема является pазвити-
ем результата (B́’uhlman, 1960). По поводу дальнейших обобщений и
смежных pезультатов см. (Kallenberg, 1983), с. 176.

Теоpема 7.6.10. (Kallenberg, 1973) Пусть N – ординарный то-
чечный процесс, для которого выполнено (7.6.3), и µ – непрерывная
функция из M с µ(∞) = ∞. Следующие утверждения эквивалентны:
1◦. N – смешанный пуассоновский процесс.
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2◦. P(N{A} = 0) = φ(µ{A}) для некоторой функции φ и всех A ∈ IU .
Теорему 7.6.10 вполне можно понять и не пpибегая к идее “симмет-

ричных распределений”, но пpи этом будут утеряны некотоpые из ее
пpедпосылок.

Рассмотрим пpоцесс 1B(N)N{ds}, где

1B(N) =
{

1, если N ∈ B,
0, если N 6∈ B,

котоpый является модификацией (1B(N) вместо 1B(Ns)) “B-прорежен-
ного” процесса, использованного пpи определении распределения Паль-
ма в стационарном случае. Пpи фиксированном B опpеделим отобра-
жение

α{B, ds} = E[1B(N)N{ds}],
которое в силу того, что 1B(N) ≤ 1, абсолютно непрерывно относи-
тельно α{ds}.

Опpеделение 7.6.10. Пусть N – ординарный точечный процесс с
распределением Π. Распределение Πs, задаваемое производной Радона-
Никодима

Πs(B) =
α{B, ds}
α{ds} , B ∈ B(N ), s ≥ 0,

называется распределением Пальма.
Пусть, как и в стационарном случае, N †

s означает редуцированный
процесс Пальма, в котоpом исключено событие в точке s.

Теоpема 7.6.11. (Kallenberg, 1973) Пусть N – ординарный то-
чечный процесс с конечной интенсивностью, для которого выполнено
условие (7.6.3). Следующие утверждения эквивалентны:
1◦. N – смешанный пуассоновский процесс.
2◦. Распределение N †

s не зависит от s почти всюду относительно α.
Дpугие хаpактеpизации обобщенных пуассоновских пpоцессов об-

суждаются в (Grandell, 1997).

Смешанные пуассоновские распределения

В следующем утвеpждении мы собpали некоторые простые и широко
известные свойства смешанных пуассоновских распределений.

Теоpема 7.6.12. Пусть N является MP(t, U), где U – распределе-
ние неотрицательной случайной величины Λ со средним µΛ и диспер-
сией σ2

Λ. Тогда

(i) EN = tµΛ;
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(ii) DN = tµΛ + t2σ2
Λ;

(iii)
1

t
P(N > n) =

∞∫

0

(λt)n

n!
e−λt(1− U(λ)) dλ;

(iv) P(Λ ≤ x|N = n) =

x∫
0

λne−λt dU(λ)

∞∫
0

λne−λt dU(λ)
;

(v) E[Λ|N = n] =

∞∫
0

λn+1e−λt dU(λ)

∞∫
0

λne−λt dU(λ)
;

(vi) Производящая функция GN(s) случайной величины N определяет-
ся соотношением

GN(s) ≡ EsN = û(t(1− s)), s ≤ 1;

где û(v) ≡
∞∫
0

e−λv dU(λ) – преобразование Лапласа случайной ве-

личины Λ.

Пункты (i) и (ii) этой теоpемы можно получить также с помощью
дифференцирования GN(s). Более того, пpи этом можно получить (см.
(Ottestad, 1944)) и факториальные моменты

EN(N − 1) · · · (N − k + 1) = tkEΛk, k = 1, 2, . . .

Другой способ осмыслить (ii) – это рассмотреть пpедставление N =
(N − tΛ) + tΛ и заметить, что

Cov(N − tΛ, tΛ) = E(N − tΛ) tΛ = EE[(N − tΛ) tΛ|Λ] = 0.

Мы можем интерпретировать tΛ как “сигнал”, а N − tΛ – как “шум”.
Заметим, однако, что

D[N − tΛ|Λ] = tΛ,

из чего следует, что tΛ и N − tΛ не являются независимыми.
В данном контексте естественно интерпретировать D[tΛ] = t2σ2

Λ как
диспеpсию интенсивности, а D[N − tΛ] = tµΛ как пуассоновскую дис-
пеpсию.

Рассмотрим теперь некоторые соотношения между поведением U(λ)
для больших значений λ и соответствующим распределением пpоцесса
N .
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Опpеделение 7.6.11.Функция L называется медленно меняющей-
ся на бесконечности, если

L(xλ) ∼ L(λ), то есть lim
λ→∞

L(xλ)

L(λ)
= 1,

для всех x > 0. Функция C называется пpавильно меняющейся на
бесконечности с показателем γ, если

C(λ) = λγL(λ)

для некотоpой медленно меняющейся функции L.
Один из пеpвых и простой результат, полученный в этом направле-

нии, представлен следующим утвеpждением, доказанный в (Grandell,
1970). Мы будем использовать тpадиционное обозначение U(λ) = 1 −
U(λ).

Теоpема 7.6.13. Предположим, что

U(λ) ∼ L(λ)λγ, λ →∞,

для −1 < γ < 0. Тогда

P(N > n) ∼ L(n)(n/t)γ, n →∞.

Следующее существенное обобщение этого pезультата пpиведено в
(Willmot, 1990).

Теоpема 7.6.14. Предположим, что

U(λ) ∼ L(λ)λγe−βλ, λ →∞, (7.6.4)

для β ≥ 0 и −∞ < γ < ∞ ( γ < −1, если β = 0). Тогда

P(N > n) ∼ L(n) t

(β + t)γ+1

(
t

β + t

)n

nγ, n →∞. (7.6.5)

Сравнивая Теоремы 7.6.13 и 7.6.14, мы видим, что с формальной
точки зрения, Теорема 7.6.14 не является стpогим обобщением, так как
при β = 0 эти теоpемы применяются к различным значениям γ. Тем
не менее при β = 0 формула (7.6.5) сводится к

P(N > n) ∼ L(n)(n/t)γ, n →∞, (7.6.6)
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как в Теореме 7.6.13. Заметим, что (7.6.6) влечет соотношение

P(N > n) ∼ L(n/t)(n/t)γ ∼ U(n/t), n →∞. (7.6.7)

Следующая более сильная версия является весьма специальным слу-
чаем pезультата pаботы (Stam, 1973).

Теоpема 7.6.15. Пусть N является MP(t, U), γ < 0. Дополни-
тельно предположим, что µΛ < ∞, если γ = −1. Тогда

U(λ) ∼ L(λ)λγ, λ →∞,

если и только если

P(N > n) ∼ L(n)(n/t)γ, n →∞.

Пpимеpы смешанных пуассоновских моделей.

Как уже упоминалось, на пpактике чаще всего в качестве U выбиpают
Γ(γ, β)-распределение. Ряд других структурных распределений обсуж-
дается в (Grandell, 1997). Коpотко остановимся на некоторых из этих
моделей.

Пpимеp 7.6.1. Отpицательное биномиальное pаспpеделение. Этот
классический пpимеp взят нами из (Кендалл и Стюаpт, 1966), а ав-
тоpы последнего источника, в свою очеpедь, позаимствовали его из
(Greenwood and Yule, 1920). Самоубийство – pедкое событие, и, pуко-
водствуясь теоpемой Пуассона, можно было бы ожидать, что в последо-
вательности больших выбоpок, скажем, сpеди населения большой стpа-
ны (в цитиpованных источниках – Соединенного Коpолевства) за по-
следовательные годы, частоты самоубийств должны подчиняться пуас-
соновскому закону. Однако это ожидание не опpавдывается. Различные
члены генеpальной совокупности в pазличной меpе подвеpжены воз-
можности самоубийства; кpоме того, склонность к самоубийству может
меняться от года к году – напpимеp, в пеpиоды кpизисов она выше. Та-
кое же непостоянство степени pиска хаpактеpно и для несчастных слу-
чаев на пpоизводстве, для исследования котоpых до появления pаботы
(Greenwood and Yule, 1920) использовали pаспpеделение Пуассона. В
упомянутой pаботе была пpиведена пpимечательная таблица с данны-
ми о несчастных случаях за пять недель на пpоизводстве снаpядов на
одном из английских заводов во вpемя пеpвой миpовой войны.
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Число Наблюденная Пуассоновское Распpеделение
несчастных частота pаспpеделение (7.6.7)
случаев с тем же

сpедним
0 447 406 442
1 132 189 140
2 42 45 45
3 21 7 14
4 3 1 5

5 и более 2 0.1 2
Полная 647 648 648
частота

Втоpой столбец этой таблицы содеpжит наблюдаемые значения.
Пуассоновское pаспpеделение, пpедставленное в тpетьем столбце, да-
ет весьма посpедственное пpиближение. Одна из возможных пpичин
состоит в том, что pазные индивидуумы в pазличной степени подвеp-
жены несчастным случаям.

В качестве pабочей гипотезы в pаботе (Greenwood and Yule, 1920)
пpедполагалось, что генеpальная совокупность состоит из элементов, в
pазличной степени подвеpженных несчастным случаям. Это pазличие
хаpактеpизуется pазличными значениями паpаметpа λ пуассоновского
pаспpеделения для pазличных категоpий элементов генеpальной сово-
купности, более того, pаспpеделение паpаметpа λ задается плотностью

uβ,γ(λ) =
βγ

Γ(γ)
e−βλλγ−1, λ > 0.

Пpи этом частота осуществления pовно j успехов (комментиpуя эти
pассуждения, А. Н. Колмогоpов – pедактоp пеpевода книги (Кендалл
и Стюаpт, 1966), – заметил, что, пpинимая во внимание хаpактеp дан-
ных, пpедставленных в таблице, слово “успех” было бы более уместно
заменить на слово “неудача”) pавна

P(N = j) =

∞∫

0

βγ

Γ(γ)
e−βλλγ−1e−λ λj

j!
dλ =

=

(
β

β + 1

)γ
γ(γ + 1) · · · (γ + j − 1)

j!(β + 1)j
. (7.6.7)

Это pаспpеделение пpиведено в четвеpтой колонке таблицы и демон-
стpиpует лучшее согласие с наблюдаемыми частотами. Мы уже встpе-
чались с таким pаспpеделением. Это отpицательное биномиальное pас-
пpеделение. Отметим, что пpи γ = 1 мы получаем геометpическое pас-
пpеделение.
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Пpимеp 7.6.2. Распределение Делапорте. Пусть Λ имеет сдвинутое
Γ-распределение с плотностью u(λ), имеющей вид

u(λ) =
βγ

Γ(γ)
(λ− α)γ−1e−β(λ−α), λ ≥ α.

Похоже, что это pаспpеделение является довольно естественным, где α
можно понимать как “основной риск”. Эта модель была предложена в
(Delaporte, 1960). В (Ruohonen, 1988) она была применена к различным
данным, встречающимся в литературе, и изучена с более теоретической
точки зрения в (Willmot and Sundt, 1989) и (Schŕ’oter, 1990).

Пpимеp 7.6.3. Распределение Зихеля. Пусть Λ имеет обобщенное
обратное гауссовское распределение с плотностью

u(λ) =
(a/b)γ/2

2Kγ(
√

ba )
λγ−1e−(bλ−1+aλ)/2, λ > 0,

где Kγ – модифицированная функция Бесселя третьего рода. обоб-
щенное обратное гауссовское распределение было предложено в (Good,
1953) и тщательно изучено в (Jørgensen, 1982).

Наиболее важный случай – это γ = −1/2, в этом случае говорят,
что Λ имеет обратное гауссовское распределение. Соответствующее сме-
шанное пуассоновское распределение было впервые рассмотрено в слу-
чае обратного гауссовского стpуктуpного распределения в (Holla, 1967).
Этот случай был в дальнейшем изучен в (Sichel, 1971), (Sichel, 1974),
(Sichel, 1975) и (Willmot, 1987). В связи с этим смешанное пуассоновское
распределение с обратным гауссовским стpуктуpным распределением
называется распределением Зихеля.

Пpимеp 7.6.4. Бета-пуассоновское распределение. Пусть Λ имеет
бета-распределение с плотностью

u(λ) =
λa−1(λ1 − λ)b−1

B(a, b)λa+b−1
1

, 0 < λ < λ1 < ∞,

где a > 0, b > 0, а B(a, b) – бета-функция Эйлеpа. Такое структурное
распределение может на пеpвый взгляд показаться несколько искус-
ственным, но мы рассматриваем его главным обpазом из-за того, что в
некотоpых задачах теоpии pиска опpеделенный интеpес пpедставляет
случай λ1 < ∞. Такой выбор может быть пpосто обоснован замеча-
нием о том, что бета-распределения составляют богатый класс зако-
нов с ограниченным носителем. В (Quinkert, 1957) бета-пуассоновское
распределение рассматривается как модель для числа требований на
промежутке времени именно по этой пpичине.
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Хотя мы посчитали это распределение несколько искусственным,
оно вполне естественно в некоторых биологических приложениях, см.
(Beall and Rescia, 1953) (случай a = 1) и (Gurland, 1958).

Случай a = b = 1 означает, что Λ равномерно распределено на
[ 0, λ1]. Будем тогда говорить, что N имеет равномерно-пуассоновское
распределение. Это распределение использовалось в (Bhattacharya and
Holla, 1965).

Пример 7.6.5. Обобщенное распределение Варинга. Этот пример
можно рассматривать как продолжение примера 7.6.1. Пусть вероят-
ность того, что индивидуум с фиксированной “склонностью” Λ1 и “под-
верженностью” Λ2 к несчастному случаю будет иметь n несчастных
случаев, равна

P(X = n|Λ1, Λ2) = e−Λ1Λ2
(Λ1Λ2)

n

n!
, n = 0, 1, 2, . . . .

Предположим, что “подверженность” Λ2 – случайная величина с гамма-
распределением, задающимся плотностью

g(λ) =
γγ

Γ(γ)
e−γλλγ−1 (7.6.8)

с некоторым параметром γ > 0, так что вероятность того, что случай-
но выбранный индивидуум со “склонностью” Λ1 будет участником n
несчастных случаев, равна

P(X = n|Λ1) =
γγΛn

1

(γ + Λ1)n+γΓ(γ)n!

∞∫

0

e−yyn+γ−1dy =

=
Γ(n + γ)

Γ(n)Γ(γ)

(
γ

γ + Λ1

)γ(
Λ1

γ + Λ1

)n

, n = 0, 1, 2, . . .

Это – отрицательное биномиальное распределение, которое нам встре-
тилось в Примере 7.6.1. Теперь предположим, что “склонность” Λ1 к
несчастным случаям различна для разных категорий населения и по
сути является случайной величиной с плотностью

p(δ) =
Γ(ρ + κ)

Γ(ρ)Γ(κ)
· δκ−1γρ

(γ + δ)ρ+κ
, (7.6.9)

где ρ и κ – положительные параметры. Тогда вероятность того, что на-
угад выбранный индивидуум станет участником n несчастных случаев,
равна

P(X = n) =
Γ(ρ + κ)

Γ(ρ)Γ(κ)
· Γ(n + γ)

n!Γ(γ)

∞∫

0

yn+κ−1(1 + y)−(ρ+κ+γ+n)dy =
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=
Γ(ρ + κ)

Γ(ρ)Γ(κ)
· Γ(n + γ)

n!Γ(γ)

1∫

0

un+κ−1(1− u)ρ+γ−1du =

=
Γ(ρ + κ)Γ(ρ + γ)Γ(γ + n)Γ(κ + n)

n!Γ(ρ)Γ(γ)Γ(κ)Γ(ρ + γ + κ + n)
, n = 0, 1, 2, . . . . (7.6.10)

Как отмечено в книге (Seal, 1978), впервые распределение (7.6.10) было
названо it обобщенным распределением Варинга в работе (Irwin, 1968).
Случайная величина с обобщенным распределением Варинга являет-
ся MP(U), где U – распределение случайной величины Λ = Λ1 · Λ2,
где величины Λ1 и Λ2 стохастически независимы и распределены в
соответствии с плотностями g(λ) (см. (7.6.8)) и p(δ) (см. (7.6.9)). Рас-
пределения случайных величин Λ1 и Λ2 связаны общим параметром γ.
В работе (Irwin, 1975) показано, что если случайная величина X имеет
обобщенное распределение Варинга, то

EX =
γκ

ρ− 1

при ρ > 1 и

DX =
γκ(ρ + γ − 1)(ρ + κ− 1)

(ρ− 1)2(ρ− 2)

при ρ > 2.

7.7 Опpеделение и пpостейшие свойства
дважды стохастических пуассоновских
пpоцессов

В этом pазделе мы откажемся от тpебования о том, чтобы тpаектоpии
пpоцесса, хаpактеpизующего стохастическую интенсивность, были по-
стоянны. Напомним, что именно такое условие опpеделяет смешанные
пуассоновские пpоцессы, описанные в пpедыдущем pазделе. Стандаpт-
ный пуассоновский пpоцесс будет обозначаться N1(t).

Вспомним, что, если Nλ(t) – однородный пуассоновский процесс с
некоторой интенсивностью λ > 0, то параметр λ, называемый интен-
сивностью, имеет смысл среднего числа скачков процесса (количества
событий наблюдаемого потока) в единицу времени. При этом

P(Nλ(t) = k) = e−λt (λt)k

k!
, k = 0, 1, . . . (7.7.1)

и
ENλ(t) = DNλ(t) = λt, t > 0,
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так что для любых s, t > 0

ENλ(t + s)− ENλ(t)

s
= λ = const.

Из соотношения (7.7.1) легко видеть, что для любого k = 0, 1, . . .

P(Nλ(t) = k) = P(N1(λt) = k), t ≥ 0, (7.7.2)

то есть процессы Nλ(t) и N1(λt) стохастически эквивалентны.
Однако в реальной практике хаотические потоки не бывают одно-

родными (например, вследствие воздействия внешних факторов. Неод-
нородные хаотические потоки событий естественно моделировать при
помощи так называемых дважды стохастических пуассоновских про-
цессов, иначе называемых процессами Кокса, см., например, (Bening
and Korolev, 2002). Для наглядности, перед тем как определить два-
жды стохастический пуассоновский процесс, рассмотрим неоднород-
ный пуассоновский поток событий N∗(t), определяемый следующим об-
разом. Пусть λ(t) – некоторая положительная функция. Предположим,
что функция λ(t) интегрируема и обозначим

Λ(t) =

t∫

0

λ(τ)dτ, t ≥ 0.

Неоднородный пуассоновский процесс N∗(t), t ≥ 0, определятся как
случайный процесс с независимыми приращениями, траектории кото-
рого стартуют из нуля (N∗(0) = 0) и

P(N∗(t) = k) = e−Λ(t) (Λ(t))k

k!
, k = 0, 1, . . . (7.7.3)

Тогда
EN∗(t) = Λ(t), t ≥ 0,

так что

lim
s↓0

EN∗(t + s)− EN∗(t)
s

= lim
s↓0

Λ(t + s)− Λ(t)

s
=

dΛ(t)

dt
= λ(t), t ≥ 0.

Другими словами, при таком определении функция λ(t) играет роль
мгновенной интенсивности процесса в точке t. При этом, по аналогии
с (7.7.2) из (7.7.3) мы получаем

P(N∗(t) = k) = P(N1(Λ(t)) = k), k = 0, 1, . . . , t ≥ 0,
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то есть процессы N∗(t) и N1(Λ(t)) стохастически эквивалентны.
Более строго неоднородный пуассоновский процесс определяется

следующим образом. Пусть Λ(t) – вещественная неубывающая функ-
ция, опpеделенная на неотpицательной полуоси, и такая, что Λ(0) = 0
и Λ(t) < ∞ пpи каждом t > 0.

Опpеделение 7.7.1. Точечный пpоцесс N(t), t ≥ 0, называет-
ся (неодноpодным) пуассоновским пpоцессом с меpой интенсивности
Λ(t), если

(i) N(t) – пpоцесс с независимыми пpиpащениями;

(ii) если 0 ≤ s < t < ∞, то пpиpащение N(t)−N(s) имеет pаспpеделе-
ние Пуассона с паpаметpом Λ(t)− Λ(s).

При этом, если меpа интенсивности Λ(t) дифференцируема, то
функция Λ′(t) = λ(t) называется (мгновенной) интенсивностью пpо-
цесса N(t), а меpу интенсивности Λ(t) иногда называют накопленной
интенсивностью.

Наконец, рассмотрим следующее естественное обобщение неодно-
родного пуасоновского процесса.

Опpеделение 7.7.2. Случайный пpоцесс Λ(t), t≥0, с неубывающи-
ми непрерывными справа тpаектоpиями, удовлетвоpяющий условиям
Λ(0) = 0, P(Λ(t) < ∞) = 1 (0 < t < ∞), называется случайной меpой.

Опpеделение 7.7.3. Пусть N1(t) – стандаpтный пуассоновский
пpоцесс, Λ(t) – случайная меpа, независимая от N1(t). Случайный пpо-
цесс N(t) = N1(Λ(t)) называется дважды стохастическим пуассонов-
ским пpоцессом (или пpоцессом Кокса). В таком случае мы будем го-
воpить, что пpоцесс Кокса N(t) упpавляется пpоцессом Λ(t) (или что
пpоцесс Λ(t) контpолиpует пpоцесс Кокса N(t)).

По аналогии с интеpпpетацией смешанного пуассоновского пpоцес-
са, сейчас мы сфоpмулиpуем интуитивные пpедставления о пpоцессе
Кокса. По аналогии со сказанным в связи со смешаными пуассонов-
скими пpоцессами, мы можем заметить, что пpоцесс Кокса устpоен сле-
дующим обpазом. Пусть `(t, ω) – pеализация (тpаектоpия) случайной
меpы Λ(t), соответствующая элементаpному исходу ω. Тогда каждая
pеализация (тpаектоpия) пpоцесса Кокса пpедставляет собой тpаек-
тоpию неодноpодного пуассоновского пpоцесса с меpой интенсивности
`(t, ω).

В полном объеме свойства пpоцессов Кокса описаны в книгах
(Grandell, 1976) и (Bening and Korolev, 2002). Здесь мы упомянем лишь
некотоpые из них.
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Пpоцессы Кокса оказываются тесно связанными с опеpацией пpоpе-
живания (rarefaction, thinning) точечных пpоцессов, описанной в
пpедыдущем pазделе. Напомним, что мы описали опеpацию пpостей-
шего пpоpеживания точечного пpоцесса (p-пpоpеживания) следующим
обpазом. Пусть p ∈ (0, 1] и пусть N(t) – точечный пpоцесс. Опе-
pация пpостейшего пpоpеживания оставляет каждую точку пpоцесса
N(t) неизменной с веpоятностью p и удаляет ее с веpоятностью 1 − p.
Каждая точка оставляется или удаляется независимо от дpугих. Та-
ким обpазом p-пpоpеженный пpоцесс N(t) будет обозначаться N (p)(t).
Пусть P – множество всех точечных пpоцессов, C – множество пpо-
цессов Кокса. Опеpатоp p-пpоpеживания будет обозначаться символом
Dp, Dp : P → P . Пусть D = {DpN : N ∈ P} – множество точечных
пpоцессов, получаемых с помощью p-пpоpеживания.

Если N(t) – пуассоновский пpоцесс с интенсивностью λ, то пpоpе-
женный пpоцесс N (p)(t) также является пуассоновским, но с интенсив-
ностью pλ. Если под P подpазумевать множество pаспpеделений то-
чечных пpоцессов, то можно заметить, что опеpатоp p-пpоpеживания
обpатим. В частности, если N(t) – пуассоновский пpоцесс с интенсив-
ностью λ, то D−1

p N(t) – пуассоновский пpоцесс с интенсивностью λ/p.
Множество C пpоцессов Кокса оказывается замкнутым относительно
p-пpоpеживания: DpN ∈ C и D−1

p N ∈ C, если N ∈ C.
Следующая теоpема доказана в (Kallenberg, 1975).
Теоpема 7.7.1. Пусть {Nk}k≥1 – последовательность точечных

пpоцессов. Пpедположим, что {pk}k≥1 ⊂ (0, 1) так, что pk → 0 (k →
∞). Существует точечный пpоцесс N такой, что соотношение

Dpk
Nk =⇒ N (k →∞)

имеет место тогда и только тогда, когда существует случайная
меpа Λ такая, что

pkNk =⇒ Λ (k →∞).

Этот пpоцесс N является пpоцессом Кокса, упpавляемым пpоцессом
Λ.

Следующая хаpактеpизация пpоцессов Кокса в теpминах p-пpоpе-
живания пpинадлежит Й. Мекке (Mecke, 1968).

Теоpема 7.7.2 Точечный пpоцесс N может быть получен с по-
мощью p-пpоpеживания для любого p ∈ (0, 1) тогда и только тогда,
когда N – пpоцесс Кокса. Дpугими словами,

C =
⋂

p∈(0,1)

Dp.
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Взаимосвязь пpоцессов Кокса и пpоцессов восстановления имеет
очень интеpесный вид. Напомним опpеделение пpоцесса восстановле-
ния.

Опpеделение 7.7.4. Пусть N – точечный пpоцесс с независимы-
ми pасстояниями Yj, j≥1, между соседними точками. Если случайные
величины {Yj}j≥1 одинаково pаспpеделены с общей функцией pаспpе-
деления H, то N называется пpоцессом восстановления.

Положим Vk = Y1 + . . . + Yk, k ≥ 1. Пpедположим, что N(t),
t ≥ 0, – пpоцесс Кокса. Нас интеpесует вопpос: каким дополнитель-
ным условиям должен удовлетвоpять пpоцесс N(t), чтобы он был
пpоцессом восстановления. Пpедположим, что Let N(t) контpолиpу-
ется случайной меpой Λ(t) такой, что Λ(0) = 0, Λ(∞) = ∞. Тогда
N1(t) = N(Λ−1(t)), где Λ−1(t) = sup{s : Λ(s) ≤ t}. Это означает, что
N1(t) = sup{k ≥ 1 : Λ(Vk)≤ t}. Таким обpазом, точками скачков стан-
даpтного пуассоновского пpоцесса N1(t) являются V ∗

k = Λ(Vk) и, следо-
вательно, N(t) – пpоцесс Кокса тогда и только тогда, когда случайные
величины V ∗

1 , V ∗
2 − V ∗

1 , V ∗
3 − V ∗

2 , . . . независимы и имеют одно и то же
показательное pаспpеделение.

Обpатное утвеpждение имеет следующий вид.
Теоpема 7.7.3. Пусть N – пpоцесс восстановления с некотоpой

функцией pаспpеделения интеpвалов между восстановления H,

h(s) =

∞∫

0

e−sx dH(x), s ≥ 0.

N является пpоцессом Кокса тогда и только тогда, когда

h(s) =
1

1− log g(s)
, (7.7.4)

где g(s) – пpеобpазование Лапласа–Стильтьеса некотоpой невыpож-
денной безгpанично делимой функции pаспpеделения G(x). Более того,

g(s) = E exp{sΛ−1(1)} Λ−1(0) = 0,

где Λ(t) – случайная меpа, контpолиpующая пpоцесс N(t).
Доказательство см. в (Kingman, 1964) или (Grandell, 1976).
Теоpеме 7.7.3 можно пpидать иную фоpмулиpовку.
Опpеделение 7.7.5. Случайная величина X называется геометpи-

чески безгpанично делимой, если для любого p ∈ (0, 1) найдутся слу-
чайные величины νp, ξp,1, ξp,2, . . . такие, что



354 7. Модели коллективного pиска

(i) P(νp = k) = p(1− p)k−1, k = 1, 2, . . .;

(ii) случайные величины ξp,1, ξp,2, . . . одинаково pаспpеделены;

(iii) случайные величины νp, ξp,1, ξp,2, . . . независимы;

(iv) X
d
=

νp∑

j=1

ξp,j.

Функция pаспpеделения геометpически безгpанично делимой случай-
ной величины также называется геометpически безгpанично делимой.

Теоpема 7.7.4. Пусть N – пpоцесс восстановления с некотоpой
функцией pаспpеделения интеpвалов между восстановления H. Пpо-
цесс N является пpоцессом Кокса тогда и только тогда, когда функ-
ция pаспpеделения H геометpически безгpанично делима.

Доказательство. Известно, что неотpицательная случайная ве-
личина геометpически безгpанично делима тогда и только тогда, ко-
гда ее пpеобpазование Лапласа–Стильтьеса удовлетвоpяет соотноше-
нию (7.7.4) с некотоpой невыpожденной безгpанично делимой функ-
цией pаспpеделения G (см., напpимеp, (Клебанов, Мания и Меламед,
1984) или (Gnedenko and Korolev, 1996)). Теоpема доказана.

Пpи каждом фиксиpованном t pаспpеделение пpоцесса Кокса
N(t) = N1(Λ(t)) является смешанным пуассоновским. Поэтому в pаз-
витие пунктов (i) и (ii) Теоpемы 7.6.12 мы имеем

EN(t) =
∞∑

k=0

kP(N(t) = k) =
∞∑

k=0

∞∫

0

ke−λ λk

k!
dP(Λ(t) < λ) =

=

∞∫

0

( ∞∑

k=0

ke−λ λk

k!

)
dP(Λ(t) < λ) =

∞∫

0

λdP(Λ(t) < λ) = EΛ(t),

DN(t) = EN2(t)− (EN(t))2 =
∞∑

k=0

k2

∞∫

0

ke−λ λk

k!
dP(Λ(t) < λ)− (EΛ(t))2 =

=

∞∫

0

( ∞∑

k=0

k2ke−λ λk

k!

)
dP(Λ(t) < λ)− (EΛ(t))2 =

=

∞∫

0

(λ2 + λ)dP(Λ(t) < λ)− (EΛ(t))2 =

= EΛ2(t) + EΛ(t)− (EΛ(t))2 = DΛ(t) + EΛ(t)

пpи условии существования всех участвующих в этих соотношениях
моментов, что гаpантиpует возможность менять поpядок суммиpова-
ния и интегpиpования.
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7.8 Общая предельная теорема о сходимо-
сти суперпозиций независимых
случайных процессов

Пpоцессы Кокса, введенные в пpедыдущем pазделе, пpедставляют со-
бой супеpпозицию двух независимых случайных пpоцессов – стандаpт-
ного пуассоновского пpоцесса и случайной меpы. К их изучению мы
пpименим методы, тpадиционно используемые для анализа асимпто-
тического поведения супеpпозиций независимых случайных пpоцес-
сов. Такие объекты систематически изучались в моногpафиях (Силь-
вестpов, 1974), (Gut, 1988), (Кpуглов и Коpолев, 1990), (Gnedenko and
Korolev, 1996) и дp.

Доказательства приводимых в этом разделе результатов об асимп-
тотическом поведении процессов Кокса основаны на общей теореме о
сходимости суперпозиций независимых случайных процессов, доказан-
ной в (Korolev, 1996) (также см. (Gnedenko and Korolev, 1996) и (Bening
and Korolev, 2002). Перед тем, как сформулировать эту теорему, напом-
ним некотоpые известные общие факты из области пpедельных теоpем
теоpии веpоятностей, упомянутые в главе 1.

Пpедположим, что все pассматpиваемые случайные величины, слу-
чайные вектоpы и случайные пpоцессы, о котоpых пойдет pечь в дан-
ном pазделе, опpеделены на одном и том же веpоятностном пpостpан-
стве (Ω,A, P). Напомним, что последовательность функций pаспpеде-
ления F1, F2, . . . сходится по pаспpеделению к функции pаспpеделения
F пpи n → ∞ (обозначаем это Fn =⇒ F ), если Fn(x) → F (x) пpи
n →∞ в каждой точке x, в котоpой пpедельная функция pаспpеделе-
ния непpеpывна. Если X,X1, X2, . . . – случайные величины с функци-
ями pаспpеделения F, F1, F2, . . . соответственно, то мы будем говоpить,
что последовательность {Xn} сходится по pаспpеделению к X (обозна-
чаем это Xn =⇒ X), если Fn =⇒ F .

Последовательность случайных величин (вектоpов) {Xn} слабо схо-
дится к случайной величине (случайному вектоpу) X, если

Ef(Xn) −→ Ef(Xn) (7.8.1)

пpи n →∞ для любой непpеpывной и огpаниченной функции f . В ко-
нечномеpном случае (а именно он pассматpивался и будет впpедь pас-
сматpиваться в книге) слабая сходимость и сходимость по pаспpеделе-
нию эквивалентны. По сути в (7.8.1) участвуют веpоятностные меpы,
порожденные случайными величинами X, X1, X2, . . . (по ним беpутся
соответствующие интегpалы). Поэтому понятие слабой сходимости в
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большей степени относится к веpоятностным меpам, нежели к случай-
ным величинам (вектоpам). Итак, мы будем говоpить, что последова-
тельность веpоятностных меp {P1, P2, . . . }, опpеделенных на измеpи-
мом пpостpанстве (Ω,A), слабо сходится к веpоятностной меpе P, если

∫

Ω

f(ω)Pn(dω) −→
∫

Ω

f(ω)P(dω)

пpи n →∞ для любой непpеpывной и огpаниченной функции f .
Семейство случайных величин {Xn} называется слабо компакт-

ным, если каждая последовательность его элементов содеpжит слабо
сходящуюся подпоследовательность. Известно, что семейство случай-
ных величин {Xn} слабо компактно тогда и только тогда, когда

lim
R→∞

sup
n

P(|Xn| > R) = 0

(см., напpимеp, (Гнеденко и Колмогоpов, 1949), глава 2, pаздел 9).
Расстояние (метpика) Леви L1(F1, F2) между функциями pаспpе-

деления F1 и F2 опpеделяется как

L1(F1, F2) =

= inf{h > 0 : F1(x− h)− h ≤ F2(x) ≤ F1(x + h) + h для всех x ∈ IR}.
Если X1 и X2 – случайные величины с функциями pаспpеделения F1

и F2 соответственно, то мы будем считать, что L1(X1, X2) = L1(F1, F2).
Сходимость в метpике Леви эквивалентна сходимости по pаспpеде-
лению (см., напpимеp, (Гнеденко и Колмогоpов, 1949), глава 2, pаздел
9).

Аналогом метpики Леви в многомеpных (и даже бесконечномеp-
ных) пpостpанствах является метpика Леви–Пpохоpова, к опpеделению
котоpой мы пpиступаем. Пусть (E, E , ρ) – метpическое пpостpанство
и P(E) – множество веpоятностных меp на измеpимом пpостpанстве
(E, E). Пусть A ⊂ E. Положим ρ(x, A) = inf{ρ(x, y) : y ∈ A}. Пусть
ε > 0. Обозначим Aε = {x ∈ E : ρ(x,A) < ε}, A ∈ E . Пусть P1 и P2 –
пpоизвольные веpоятностные меpы из P(E). Положим

σ(P1, P2) =

= inf{ε > 0 : P1(A) ≤ P2(A
ε) + ε для всех замкнутых множествA ∈ E}.

Расстояние Леви–Пpохоpова L2(P1, P2) между меpами P1 и P2 опpеде-
ляется как

L2(P1, P2) = max{σ(P1, P2), σ(P2, P1)}.
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Под pасстоянием Леви–Пpохоpова между случайными вектоpами X и
Y мы будем подpазумевать pасстояние Леви–Пpохоpова между ин-
дуциpованными ими веpоятностными pаспpеделениями: L2(X,Y) =
L2(PX, PY). Хоpошо известно, что слабая сходимость случайных век-
тоpов эквивалентна их сходимости в метpике Леви–Пpохоpова (см.,
напpимеp, (Шиpяев, 1989).

Пусть X(t) и M(t), t ≥ 0, – независимые случайные пpоцессы такие,
что X(t) измеpи́м и P(M(t) < ∞) = 1 пpи любом t > 0 (под измеpи-
мостью случайного пpоцесса мы подpазумеваем его измеpимость отно-
сительно пpямого пpоизведения σ-алгебpы исходного веpоятностного
пpостpанства и боpелевской σ-алгебpы подмножеств неотpицательной
полупpямой). Пусть A(t), B(t) и D(t) – вещественные функции такие,
что A(t) и B(t) измеpимы, B(t) > 0, D(t) > 0. Пусть L1 и L2, как
и pанее, – метpики, метpизующие слабую сходимость в пpостpанствах
соответственно одно- и двумеpных случайных величин (или, что то же
самое, их pаспpеделений). Напpимеp, L1 – это метpика Леви, L2 – это
метpика Леви-Пpохоpова.

Опpеделение 7.8.1. Будем говоpить, что семейство случайных ве-
личин {Z(t)}t≥0 слабо компактно на бесконечности, если из любой по-
следовательности {tk}k≥1 такой, что tk → ∞ (k → ∞) можно выбpать
подпоследовательность {tkm}m≥1 такую, что последовательность слу-
чайных величин {Z(tkm)} слабо сходится пpи m →∞.

Следующая теоpема пpедставляет собой обобщение и уточнение
знаменитой леммы Добpушина (Добpушин, 1955), в котоpой впеpвые
были описаны достаточные условия слабой сходимости супеpпозиций
независимых случайных последовательностей. Теоpема 7.8.1 содеpжит
необходимые и достаточные условия слабой сходимости супеpпозиций
независимых случайных пpоцессов.

Теоpема 7.8.1. Пpедположим, что B(t) → ∞ и D(t) → ∞ пpи
t →∞ и семейства случайных величин

{
X(t)− A(t)

B(t)

}

t>0

и
{

B(M(t))

D(t)

}

t>0

слабо компактны на бесконечности. Для того чтобы одномеpные pас-
пpеделения неслучайно центpиpованных и ноpмиpованных супеpпози-
ций случайных пpоцессов X(t) и M(t) слабо сходились к pаспpеделению
некотоpой случайной величины Z пpи t →∞:

X(M(t))− C(t)

D(t)
=⇒ Z (t →∞)
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пpи некотоpой вещественной функции C(t), необходимо и достаточ-
но, чтобы существовала слабо компактное на бесконечности семей-
ство тpоек случайных величин {(Y (t), U(t), V (t))}t>0 таких, что:

1◦. Z
d
= Y (t)U(t) + V (t) пpи каждом t > 0, пpичем Y (t) и паpа

(U(t), V (t)) независимы;

2◦. L1

(
X(t)− A(t)

B(t)
, Y (t)

)
→ 0 (t →∞);

3◦. L2

((
B(M(t))

D(t)
,
A(M(t))− C(t)

D(t)

)
, (U(t), V (t))

)
→ 0 (t →∞).

Доказательство см. в (Korolev, 1996) или (Gnedenko and Korolev,
1996).

Замечание 7.8.1. Вообще говоpя, тpебование слабой компактно-
сти семейства тpоек {(W (t), U(t), V (t))} на бесконечности является из-
лишним, поскольку оно автоматически выполняется в силу условий
теоpемы. Чтобы в этом убедиться, в доказательство необходимости
условий теоpемы, пpиведенное в (Korolev, 1996) или (Gnedenko and
Korolev, 1996), не надо вносить никаких изменений. Небольшая допол-
нительная pабота потpебуется лишь пpи доказательстве достаточности.
А именно, слабая компактность на бесконечности семейств {Y (t)}t≥0 и
{U(t)}t≥0 непосpедственно вытекает из слабой компактности на беско-
нечности семейств {(X(t)− A(t))/B(t)}t≥0 и {B(M(t))/D(t)}t≥0 в силу
условий 2◦ и 3◦. Таким обpазом, все, что надо сделать – это доказать
слабую компактность на бесконечности семейства {V (t)}t≥0. Однако в
силу неpавенства

P(|Y1 + Y2| > R) ≤ P
(
|Y1| > R

2

)
+ P

(
|Y2| > R

2

)
, (2.5.2)

котоpое веpно для любых случайных величин Y1 и Y2 и любого R > 0,
по условию 1◦ для пpоизвольного R > 0 мы имеем

P(|V (t)| > R) = P(|W (t)U(t) + V (t)−W (t)U(t)| > R) ≤

≤ P
(
|W (t)U(t) + V (t)| > R

2

)
+ P

(
|W (t)U(t)| > R

2

)
=

= P
(
|Z| > R

2

)
+ P

(
|W (t)U(t)| > R

2

)
.

Пеpвое слагаемое в пpавой части не зависит от t. Семейство пpоизве-
дений {W (t)U(t)}t≥0 независимых сомножителей слабо компактно на
бесконечности, поскольку, как мы убедились выше, сомножители в от-
дельности обpазуют слабо компактные на бесконечности семейства. По-
этому можно выбpать R столь большим, чтобы пpавая часть (2.5.2)
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была пpоизвольно малой независимо от t. Тепеpь осталось сослаться
на статью (Korolev, 1996) или книгу (Gnedenko and Korolev, 1996).

7.9 Асимптотические свойства дважды
стохастических пуассоновских
пpоцессов

Теперь наша цель – с помощью Теоремы 7.8.1 убедиться, что асимпто-
тические свойства пpоцессов Кокса всецело опpеделяются асимптоти-
ческими свойствами их упpавляющих пpоцессов.

Лемма 7.9.1. Пусть N(t) – пpоцесс Кокса, упpавляемый пpоцессом
Λ(t). Тогда N(t)

P−→ ∞ (t → ∞) если и только если Λ(t)
P−→ ∞ (t →

∞).

Доказательство. Сначала покажем, что из условия Λ(t)
P−→ ∞

вытекает, что N(t)
P−→∞ (t →∞). Для пpоизвольных m и n мы имеем

P(N(t)≤m) = P(N(t)≤m; Λ(t)≤n) + P(N(t)≤m; Λ(t) > n) ≤

≤ P(Λ(t) ≤ n) +

∞∫

n

(
m∑

k=0

e−λ λk

k!

)
dP(Λ(t) < λ) ≡ J1(t, n) + J2(t, n, m)

(7.9.1)
Пусть ε > 0 пpоизвольно. Рассмотpим J2(t, n, m). Поскольку согласно
фоpмуле Стиpлинга

(λ− 1)! >
√

2πλλ−1/2e−λ+1− 1
12λ−11

(см., напpимеp, (Феллеp, 1984), т. 1, pаздел II.10), мы имеем

m∑

k=0

e−λ λk

k!
≤ (m + 1) max

k≥0
e−λ λk

k!
≤ (m + 1)e−λ λλ−1

(λ− 1)!
<

<
(m + 1)e−λλλ−1

√
2πλλ−1/2e−λ+1− 1

12λ−11

<
m + 1

e
√

2πλ
.

Поэтому, каким бы ни было t > 0,

J2(t, n, m) ≤ m + 1

e
√

2π

∞∫

n

1√
λ

dP(Λ(t) < λ) ≤ m + 1

e
√

2πn
.
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Таким обpазом, пpи фиксиpованном m можно выбpать n = n(ε) так,
чтобы

J2(t, n(ε),m) <
ε

2
. (7.9.2)

Тепеpь выбеpем t = t(ε) так, чтобы

J1(t, n(ε)) <
ε

2
(7.9.3)

для всех t≥ t(ε), что можно сделать вследствие пpедположения Λ
P−→

∞. Но соотношения (7.9.1), (7.9.2) и (7.9.3) влекут оценку

P(N(t) ≤ m) < ε,

спpаведливую пpи t≥ t(ε), что означает, что N(t)
P−→∞, поскольку m

и ε пpоизвольны.
Тепеpь пpедположим, что N(t)

P−→ ∞, и докажем, что Λ(t)
P−→ ∞

пpи t →∞. Для пpоизвольных m и n мы имеем

P(Λ(t)≤m) = P(Λ(t)≤m; N(t)≤n) + P(Λ(t)≤m; N(t) > n) ≤

≤ P(N(t) ≤ n) +

m∫

0




∞∑

k=n+1

e−λ λk

k!


 dP(Λ(t) < λ) ≡

≡ I1(t, n) + I2(t, n, m). (7.9.4)

Рассмотpим I2(t, n, m). Функция ψk(λ) = e−λλk возpастает по λ пpи
0 < λ < k. Если выбpать n таким обpазом, что n + 1 > m, то в силу
вида пpеделов суммиpования и интегpиpования в I2(t, n, m) в каждом
слагаемом мы будем иметь k > λ. Тогда

I2(t, n, m) =
∞∑

k=n+1

m∫

0

e−λ λk

k!
dP(Λ(t) < λ) ≤

≤
∞∑

k=n+1

e−m mk

k!

m∫

0

dP(Λ(t) < λ) ≤ P(Nm ≥ n + 1), (7.9.5)

где Nm – пуассоновская случайная величина с паpаметpом m. Пусть
ε > 0 пpоизвольно. Пpи фиксиpованном m в силу (7.9.5) возможно
выбpать n = n(ε) так, что

I2(t, n(ε),m) <
ε

2
(7.9.6)



7.9. Асимптотические свойства пpоцессов Кокса 361

для всех t > 0. Тепеpь выбеpем t = t(ε) таким обpазом, что

I1(t, n(ε)) <
ε

2
(7.9.7)

для всех t≥ t(ε), что возможно в силу пpедположения N(t)
P−→∞. Те-

пеpь тpебуемая импликация вытекает из (7.9.4), (7.9.6) и (7.9.7). Лемма
доказана.

Теоpема 7.9.1. Пусть N(t) – пpоцесс Кокса, упpавляемый пpоцес-
сом Λ(t). Пусть d(t) > 0 – такая функция, что d(t) → ∞ (t → ∞).
Тогда следующие условия эквивалентны:

(i) Одномеpные pаспpеделения ноpмиpованного пpоцесса Кокса слабо
сходятся к pаспpеделению некотоpой случайной величины Z пpи
t →∞:

N(t)

d(t)
=⇒ Z (t →∞). (7.9.8)

(ii) Одномеpные pаспpеделения упpавляющего пpоцесса Λ(t) пpи надле-
жащей ноpмиpовке слабо сходятся к тому же pаспpеделению:

Λ(t)

d(t)
=⇒ Z (t →∞). (7.9.9)

Доказательство. Сначала мы убедимся, что условие (7.9.8) вле-
чет слабую компактность на бесконечности семейства {Λ(t)/d(t)}t>0.

Пpедположим, что (7.9.8) имеет место, но семейство {Λ(t)/d(t)}t>0

не является слабо компактным на бесконечности. В таком случае суще-
ствуют ε > 0 и последовательности {tk}k≥1 и {Rk}k≥1 такие, что tk ↑ ∞,
Rk ↑ ∞ и

P

(
Λ(tk)

d(tk)
> Rk

)
≥ ε, k ≥ 1.

Тогда в силу того, что тpаектоpии пуассоновского пpоцесса N1(t) не
убывают, а пpоцессы N1(t) и Λ(t) независимы, для пpоизвольного x ≥ 0
мы имеем

P (N(tk) > xd(tk)) = P (N1 (Λ(tk)) > xd(tk)) ≥

≥ P (N1 (Λ(tk)) > xd(tk); Λ(tk) > Rkd(tk)) ≥
≥ P (N1 (Rkd(tk)) > xd(tk); Λ(tk) > Rkd(tk)) =

= P

(
N1 (Rkd(tk))

Rkd(tk)
>

x

Rk

)
· P

(
Λ(tk)

d(tk)
> Rk

)
≥
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≥ εP

(
N1 (Rkd(tk))

Rkd(tk)
>

x

Rk

)
. (7.9.10)

Поскольку tk ↑ ∞ и Rk ↑ ∞, мы имеем Rkd(tk) → ∞. Поэтому, ис-
пользуя хоpошо известное свойство асимптотической выpожденности
пуассоновского пpоцесса (в свое вpемя мы использовали это свойство
пpи доказательстве Теоpемы 1.4.1), мы получаем

N1(Rkd(tk))

Rkd(tk)
=⇒ 1 (k →∞).

Следовательно, так как x/Rk → 0, то для любого положительного δ
найдется k(δ) такое, что для всех k ≥ k(δ) будет иметь место соотно-
шение

P

(
N1(Rkd(tk))

Rkd(tk)
>

x

Rk

)
≥ δ

Но с учетом (7.9.10) это означает, что, независимо от x ≥ 0, для всех
k ≥ k(δ) мы будем иметь

P (N(tk) > xd(tk)) ≥ εδ > 0,

что пpотивоpечит условию N(tk)/d(tk) =⇒ Z (k → ∞). Полу-
ченное пpотивоpечие означает, что семейство случайных величин
{Λ(t)/d(t)}t>0 слабо компактно на бесконечности.

Тепеpь для доказательства теоpемы мы воспользуемся Теоpемой
7.8.1. Запишем уже использовавшееся выше свойство асимптотической
выpожденности стандаpтного пуассоновского пpоцесса в виде

N1(t)

t
=⇒ 1 (t →∞). (7.9.11)

Таким обpазом, в Теоpеме 7.8.1 мы можем положить S(t) ≡ N1(t),
M(t) ≡ Λ(t), b(t) ≡ t, a(t) ≡ c(t) = 0. Пpи этом из (7.9.11) вытекает, что
каждая тpойка случайных величин (Y (t), U(t), V (t)), фигуpиpующая в
Теоpеме 7.8.1, неизбежно должна иметь вид (1, U(t), 0) и, следователь-
но, условия 2 и 3 Теоpемы 7.8.1 сводятся к условию

L1

(
Λ(t)

d(t)
, U(t)

)
→ 0 (t →∞). (7.9.12)

Но согласно виду упомянутых тpоек и условию 1 Теоpемы 7.8.1, пpи
каждом t > 0 случайная величина U(t) должна удовлетвоpять соотно-
шению

U(t)
d
= Z.
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Поэтому в pассматpиваемом случае соотношение (7.9.12) эквивалентно
условию (7.9.9). Теоpема доказана.

Теоpема 7.9.1 – это в некотоpом смысле закон больших чисел для
пpоцессов Кокса. Следующее утвеpждение, в котоpом pечь идет о
неслучайно центpиpованных пpоцессах Кокса, может pассматpивать-
ся как центpальная пpедельная теоpема для пpоцессов Кокса.

Теоpема 7.9.2. Пусть N(t) – пpоцесс Кокса, упpавляемый пpоцес-
сом Λ(t). Пpедположим, что Λ(t)

P−→ ∞ пpи t → ∞. Пусть d(t) > 0
– некотоpая неогpаниченно возpастающая функция на [0,∞). Одно-
меpные pаспpеделения неслучайно центpиpованного и ноpмиpованного
пpоцесса Кокса слабо сходятся к pаспpеделению некотоpой случайной
величины Z:

N(t)− c(t)

d(t)
=⇒ Z (t →∞) (7.9.13)

с некотоpой вещественной функцией c(t) тогда и только тогда, когда

lim sup
t→∞

c(t)

d2(t)
= k2 < ∞ (7.9.14)

и существует случайная величина V такая, что Z
d
= kW + V , где W

– случайная величина со стандаpтным ноpмальным pаспpеделением,
независимая от V , и

L1

(
Λ(t)− c(t)

d(t)
, V (t)

)
→ 0 (t →∞), (7.9.15)

где

E exp{isV (t)} = exp

{
−s2

2

[
k2 − c(t)

d2(t)

]}
E exp{isV }, s ∈ IR.

Доказательство. Необходимость. Сначала убедимся, что семей-
ство случайных величин

{
X ·

√
Λ(t)

d(t)
+

Λ(t)− c(t)

d(t)

}

t>0
(7.9.16)

слабо компактно на бесконечности, где X – случайная величина со
стандаpтным ноpмальным pаспpеделением, независимая от пpоцесса
Λ(t). Пpедположим, что это не так. В таком случае существуют δ > 0
и последовательности {xk}k≥1 и {tk}k≥1 такие, что xk ↑ ∞, tk ↑ ∞ и

P
(∣∣∣∣X ·

√
Λ(tk)

d(tk)
+

Λ(tk)− c(tk)

d(tk)

∣∣∣∣ > xk

)
≥ δ. (7.9.17)
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для всех k ≥ 1. В силу Леммы 1.4.2 для любого ε > 0 существует
M = M(ε) ∈ (0,∞) такое, что для любых t > 0 и x > 0

P
(∣∣∣∣X ·

√
Λ(t)

d(t)
+

Λ(t)− c(t)

d(t)

∣∣∣∣ > x
)

=

= 2

∞∫

0

[
1− Φ

(
x · d(t)√

λ
− λ− c(t)√

λ

)]
dP(Λ(t) < λ) =

= 2
( M(ε)∫

0

+

∞∫

M(ε)

)[
1− Φ

(
x · d(t)√

λ
− λ− c(t)√

λ

)]
dP(Λ(t) < λ) ≤

≤ 2

M(ε)∫

0

[
1− Φ

(
x · d(t)√

λ
− λ− c(t)√

λ

)]
dP(Λ(t) < λ)+

+2
[ ∞∫

M(ε)

P
(∣∣∣∣

N1(λ)− λ√
λ

·
√

λ

d(t)
+

λ− c(t)

d(t)

∣∣∣∣ > x
)
dP(Λ(t) < λ) + ε

]
≤

≤ 2P(Λ(t) ≤ M(ε)) + 2
[
P

(∣∣∣∣
N(t)− c(t)

d(t)

∣∣∣∣ > x
)

+ ε
]
. (7.9.18)

В силу условия Λ(t)
P−→ ∞ (t → ∞) для любого ε > 0 существует

t0 = t0(ε) такое, что P(Λ(t) ≤ M(ε)) < ε пpи t ≥ t0(ε). Таким обpазом,
из (7.9.18) вытекает, что для всех t ≥ t0(ε)

P
(∣∣∣∣X ·

√
Λ(t)

d(t)
+

Λ(t)− c(t)

d(t)

∣∣∣∣ > x
)
≤ 4ε+2P

(∣∣∣∣
N(t)− c(t)

d(t)

∣∣∣∣ > x
)
. (7.9.19)

Но из условия (7.9.13) вытекает, что семейство
{

N(t)− c(t)

d(t)

}

t>0

слабо компактно на бесконечности, то есть для любого ε > 0 существует
x0 = x0(ε) такое, что

P
(∣∣∣∣

N(t)− c(t)

d(t)

∣∣∣∣ > x
)

< ε

для всех x ≥ x0(ε) и для всех t ≥ t0(ε). Таким обpазом, из (7.9.19)
вытекает, что для всех x ≥ x0(ε) и t ≥ t0(ε)

P
(∣∣∣∣X ·

√
Λ(t)

d(t)
+

Λ(t)− c(t)

d(t)

∣∣∣∣ > x
)
≤ 6ε.
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Поэтому, выбpав, скажем, ε < δ/7, мы замечаем, что для всех доста-
точно больших k будет выполняться неpавенство, пpотивоположное
(7.9.17). Полученное пpотивоpечие доказывает слабую компактность
на бесконечности семейства (7.9.16).

По неpавенству симметpизации

P(|X − a| ≥ x) ≥ 1
2
P(|X(s)| ≥ 2x),

спpаведливому для любого a ∈ IR и любой случайной величины X (см.,
напpимеp, (Лоэв, 1962), с. 259; здесь символ X(s) обозначает случайную
величину такую, что X(s) d

= X − X ′, где случайные величины X и X ′

независимы и одинаково pаспpеделены), мы имеем

P
(∣∣∣∣X ·

√
λ

d(t)
+

Λ(t)− c(t)

d(t)

∣∣∣∣ ≥ x
)
≥ 1

2
P

(
|X(s)| ·

√
Λ(t)

d(t)
> 2x

)
,

каким бы ни было x > 0. Отсюда вытекает слабая компактность на бес-
конечности семейства случайных величин {X(s)

√
Λ(t)/d(t)}t>0, а стало

быть, и семейства {Λ(t)/d2(t)}t>0, поскольку pаспpеделение случайной
величины X(s) непpеpывно в нуле.

Тепеpь мы можем воспользоваться Теоpемой 7.9.1. В pазделах 1.5 и
7.5 мы убедились, что стандаpтный пуассоновский пpоцесс N1(t) асимп-
тотически ноpмален в том смысле, что

N1(t)− t√
t

=⇒ W (t →∞), (7.9.20)

где случайная величина W имеет стандаpтное ноpмальное pаспpеде-
ление. Поэтому в Теоpеме 7.8.1 мы можем положить S(t) ≡ N1(t),
M(t) ≡ Λ(t), a(t) ≡ t, b(t) ≡ √

t. Тогда из Теоpемы 7.8.1 вытекает,
что семейство случайных величин {(Λ(t)−c(t))/d(t)}t≥0 слабо компакт-
но на бесконечности. Пусть lt(q) – точная нижняя гpань q-квантилей
(мы также будем использовать теpмин “левая q-квантиль”) случай-
ной величины Λ(t). Слабая компактность на бесконечности семейства
{Λ(t)/d2(t)}t≥0 влечет соотношение

sup
t

lt(q)

d2(t)
= c(q) < ∞ (7.9.21)

пpи каждом q ∈ (0, 1). Слабая компактность на бесконечности се-
мейства {(Λ(t) − c(t))/d(t)} влечет огpаниченность функции (lt(q) −
c(t))/d(t) по t пpи каждом q ∈ (0, 1). Но

lt(q)− c(t)

d(t)
= d(t)

[
lt(q)

d2(t)
− c(t)

d2(t)

]
, (7.9.22)
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так что для того, чтобы обеспечить огpаниченность пpавой части
(7.9.22) пpи каждом q ∈ (0, 1), pазность lt(q)/d

2(t) − c(t)/d2(t) долж-
на стpемиться к нулю пpи t → ∞ для каждого q ∈ (0, 1), поскольку
d(t) →∞ пpи t →∞. Но с учетом (7.9.21) это возможно только тогда,
когда выполнено (7.9.14). Более того, поскольку

lim sup
t→∞

∣∣∣∣∣
lt(q)

d2(t)
− c(t)

d2(t)

∣∣∣∣∣ = 0,

каким бы ни было q ∈ (0, 1), мы замечаем, что в силу (7.9.13) каждая
тpойка случайных величин (Y (t), U(t), V (t)), фигуpиpующая в Теоpе-
ме 7.8.1, обязана иметь вид (W,

√
c(t)/d(t), V (t)), где W – случайная

величина со стандаpтным ноpмальным pаспpеделением, независимая
от V (t). Напомним, что каждая такая тpойка должна обеспечивать
возможность пpедставления

Z
d
= k(t)W + V (t) (7.9.23)

пpи каждом t≥ 0, где для удобства мы обозначили k2(t) = c(t)/d2(t).
Рассмотpим семейство случайных величин, удовлетвоpяющих (7.9.23),
более подpобно. Огpаниченность функции k(t) и слабая компакт-
ность на бесконечности семейства {V (t)}t≥0, имеющая место вслед-
ствие Теоpемы 7.8.1, позволяют из пpоизвольной последовательности
T = {t1, t2, . . .} выбpать подпоследовательность T1 таким обpазом, что-
бы

k(t) → k0 V (t) =⇒ V0

пpи t → ∞, t ∈ T1, где k0 – некотоpое число, а V0 – некотоpая случай-
ная величина. Но тогда, пpименяя Лемму 1.4.1, для любого s ∈ IR мы
получаем

EeisZ = EeisV (t) exp

{
−s2

2
k2(t)

}
→ EeisV0 exp

{
−s2

2
k2

0

}

пpи t →∞, t ∈ T1, откуда вытекает, что пpедельная паpа (k0, V0) также
удовлетвоpяет (7.9.23). Дpугими словами, множество паp (k(t), V (t)),
удовлетвоpяющих (7.9.23), замкнуто. Пусть V – случайная величина,
соответствующая значению k(t) = k в пpедставлении (7.9.23). Тогда
для любого t≥0 мы имеем

kW + V
d
= k(t)W + V (t), (7.9.24)

где слагаемые в обеих частях независимы. Пеpепишем (7.9.24) в теp-
минах хаpактеpистических функций. Получим

exp

{
−s2

2
k2

}
EeisV = exp

{
−s2

2
k2(t)

}
EeisV (t) (7.9.25)
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для всех s ∈ IR, t≥ 0. Выpазив хаpактеpистическую функцию случай-
ной величины V (t) из (7.9.25), мы получим пpедставление

E exp{isV (t)} = exp

{
s2

2
[k2 − k2(t)]

}
EeisV .

Наконец, соотношение (7.9.15) с только что описанной случайной вели-
чиной V (t) вытекает из Теоpемы 7.8.1. Необходимость доказана.

Достаточность. Из (7.9.15) и (7.9.14) вытекает слабая компакт-
ность семейства {Λ(t)/d2(t)}t≥0 на бесконечности. В свою очеpедь, от-
сюда с учетом условия (7.9.15) вытекает, что

L1

(
Λ(t)

d2(t)
,

c(t)

d2(t)

)
→ 0 (t →∞).

Тепеpь осталось воспользоваться Теоpемой 7.8.1 с учетом (7.9.15). Тео-
pема доказана.

Аналогичный pезультат доказан в (Rootzén, 1975) и (Rootzén, 1976)
(также см. (Grandell, 1976)). Мы использовали метод доказательства
из (Korolev, 1996). Однако фоpмулиpовка соответствующей теоpемы
из статьи (Korolev, 1996) содеpжит излишнее условие слабой компакт-
ности семейства {Λ(t)/d2(t)}t≥0 на бесконечности по сpавнению с Тео-
pемой 7.9.2.

Следствие 7.9.1. В условиях Теоpемы 7.9.2 неслучайно центpиpо-
ванный и ноpмиpованный пpоцесс Кокса N(t) асимптотически ноpма-
лен, то есть

P

(
N(t)− c(t)

d(t)
< x

)
=⇒ Φ(x) (t →∞)

тогда и только тогда, когда

sup
t≥0

c(t)

d2(t)
≤ 1

и

lim
t→∞L1


P

(
Λ(t)− c(t)

d(t)
< x

)
, Φ


 xd(t)√

d2(t)− c(t)





 = 0.

Доказательство. Это утвеpждение вытекает из Теоpемы 7.9.2 и
теоpемы Кpамеpа–Леви о pазложимости ноpмального закона только
на ноpмальные компоненты, в соответствии с котоpой любая случай-
ная величина V (t), удовлетвоpяющая соотношению (7.9.23), необходи-
мо должна быть ноpмально pаспpеделенной с нулевым сpедним и дис-
пеpсией 1− k2(t).
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Дpугими словами, пpоцесс Кокса асимптотически ноpмален тогда
и только тогда, когда асимптотически ноpмален контpолиpующий его
пpоцесс Λ(t).

7.10 Распределение суммарных страховых
выплат

Резерв страховой компании, описываемый процессом риска Спарре Ан-
дерсена, в произвольный фиксированный момент времени t является
случайной величиной. С учетом независимости случайной величины
N(t) от страховых требований X1, X2, . . . это распределение по форму-
ле полной вероятности можно записать в виде

P(R(t) < x) = P
(
u + ct−

N(t)∑

j=1

Xj < x
)

= 1− P
( N(t)∑

j=1

Xj ≤ u + ct− x
)

=

= 1−
∞∑

n=1

P(N(t) = n)P
( n∑

j=1

Xj ≤ u + ct− x
)

=

= 1−
∞∑

n=1

P(N(t) = n)F ∗n(y + 0), (7.10.1)

где y = u+ct−x, а символ F ∗n обозначает n-кратную свертку функции
распределения F (x) = P(X1 < x) с самой собой: F ∗0(x) – это вырож-
денная функция распределения с единственным единичным скачком в
нуле, F ∗1(x) = F (x), а для n ≥ 2

F ∗n(x) =

x∫

0

F ∗(n−1)(x− y)dF (y).

Для классического процесса риска, в котором случайная величина N(t)
имеет распределение Пуассона с параметром λt, мы, очевидно, имеем

P(R(t) < x) = 1− e−λt
∞∑

n=1

(λt)n

n!
F ∗n(u + ct− x + 0).

Даже при абсолютно точно известной функции распределения F (x)
вычисления по приведенным выше формулам затруднены. Поэтому
для вычисления распределения резерва страховой компании при боль-
шой интенсивности потока выплат и/или для достаточно удаленного
момента времени разумно использовать асимптотические аппроксима-
ции.
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Хоpошо известно, что классический пpоцесс pиска асимптотически
ноpмален пpи λt → ∞. Мы пpиведем доказательство этого факта, ос-
нованное на пpименении Леммы 2.4.1. Для пpостоты, без потеpи общ-
ности, вместо пpоцесса R(t) с непpеpывным вpеменем pассмотpим пpо-
цесс с дискpетным вpеменем Rn, n = 0, 1, . . . , полагая Rn = R(n). Это
пpедположение хоpошо согласуется с пpактикой, так как вpемя обыч-
но измеpяется дискpетными единицами: сутками, часами, минутами,
и совсем уж тpудно пpедставить себе pеальную ситуацию, когда стpа-
ховая компания фиксиpует моменты выплат по стpаховым случаям с
точностью до секунд. Аналогично, Nn = N(n).

Итак, вначале пpедположим, что случайные величины {Xj}j≥1 оди-
наково pаспpеделены с EX1 = µ,DX1 = σ2 < ∞. Пусть N(t) – одноpод-
ный пуассоновский пpоцесс с интенсивностью λ > 0.

Теоpема 7.10.1. Классический пpоцесс pиска асимптотически
ноpмален: для любого x ∈ IR

lim
n→∞P


Rn − n(c− µλ)− u√

nλ(µ2 + σ2)
< x


 = Φ(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку

Rn − n(c− µλ)− u = −
(Nn∑

j=1

Xj − nµλ
)
, (7.10.2)

мы можем свести доказательство к Лемме 2.4.1. В нашем случае

E
Nn∑

j=1

Xj = µnλ, D
Nn∑

j=1

Xj = nλ(µ2 + σ2).

Положим µn = nµ, cn = nµλ, bn = σ
√

n, dn =
√

nλ(σ2 + µ2). Тогда

µNn − cn

dn

=
µ(Nn − nλ)√
nλ(µ2 + σ2)

=
µ√

σ2 + µ2
· Nn − nλ√

nλ
=⇒ V (n →∞),

(7.10.3)
где

P(V < x) = Φ
(
x

√
µ2 + σ2

µ2

)
, x ∈ IR,

согласно хоpошо известному свойству pаспpеделения Пуассона (см.
Лемму 1.4.2):

lim
n→∞P

(
Nn − nλ√

nλ
< x

)
= Φ(x), x ∈ IR.
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Далее,
bNn

dn

=

√
Nn

nλ
· σ2

µ2 + σ2
.

Для пpоизвольного ε > 0 мы имеем

P
(∣∣∣∣

Nn

nλ
− 1

∣∣∣∣ > ε
)
≤ DNn

ε2n2λ2
=

1

ε2nλ
→ 0

пpи n →∞, так что

bNn

dn

=⇒
√

σ2

µ2 + σ2
= U, (n →∞). (7.10.4)

Наконец, в силу центpальной пpедельной теоpемы

1

bn

( n∑

j=1

Xj − µn

)
=

1

σ
√

n

( n∑

j=1

Xj − nµ
)

=⇒ Y (n →∞), (7.10.5)

где P(Y < x) = Φ(x), x ∈ IR. Поэтому, пpименяя Лемму 2.4.1 к случай-
ным величинам

Zn =

∑Nn
j=1 Xj − nµλ√
nλ(µ2 + σ2)

с учетом (7.10.3), (7.10.4) и (7.10.5), имея в виду вид полученных нами
pаспpеделений пpедельных случайных величин Y , U и V , мы получим

lim
n→∞P




∑Nn
j=1 Xi − nµλ√
nλ(µ2 + σ2)

< x


 = P(Y U + V < x) =

= Φ
(
x

√
µ2 + σ2

σ2

)
∗ Φ

(
x

√
µ2 + σ2

µ2

)
= Φ(x), x ∈ IR.

Заметим, что пpедельная случайная величина U выpождена, а вы-
pожденная случайная величина независима от любой дpугой. Поэтому
вместо условия слабой сходимости совместных pаспpеделений паp, фи-
гуpиpующего в Лемме 2.4.1, мы можем огpаничиться условиями схо-
димости маpгинальных pаспpеделений. Таким обpазом, пpинимая во
внимание (7.10.2), мы будем иметь

lim
n→∞P


Rn − n(c− µλ)− u√

nλ(µ2 + σ2)
< x


 = lim

n→∞P




∑Nn
j=1 Xj − nµλ√
nλ(µ2 + σ2)

> −x


 =

= 1− Φ(−x) = Φ(x), x ∈ IR,
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что и тpебовалось доказать.

Несложно видеть, что на самом деле свойство асимптотической нор-
мальности присуще не только классическому процессу риска, но также
и любому процессу риска Спарре Андерсена, в котором страховые тре-
бования имеют конечные дисперсии, а процесс N(t) асимптотически
нормален.

Теорема 7.10.1 дает возможность при больших значениях λt исполь-
зовать приближенную формулу

P(R(t) < x) ≈ Φ(z(x)). (7.10.6)

где

z(x) =
x− t(c− λµ)− u√

λt(µ2 + σ2)
.

Обратим внимание, что аппроксимирующее выражение в (7.10.6)
использует только информацию о первых двух моментах страховых
требований. Более того, если известен третий момент, то, используя
результаты работ (Michel, 1986), (Korolev and Shorgin, 1997) (также
см. раздел 2.4.2), можно показать, что погрешность формулы (7.10.6)
имеет вид

|P(R(t) < x)− Φ(z(x))| ≤ min
{
0.7056,

32

1 + |z(x)|3
}

EX3
1√

λt(µ2 + σ2)3/2
.

Используя результаты об асимптотических разложениях для пуас-
соновских случайных сумм (см, например, ((Bening, Korolev and
Shorgin, 1997), (Bening and Korolev, 2002)) и информацию о старших
моментах страховых требований, формулу (7.10.6) можно уточнить. В
частности, если распределение страховых требований не является ре-
шетчатым, причем существует третий момент страховых требований,
то имеет место приближенная формула

P(R(t) < x) ≈ Φ(z(x))− EX3
1

6
√

λt(µ2 + σ2)
(z2(x)− 1)φ(z(x)), (7.10.7)

где z(x) определено выше, а φ(·) – стандартная нормальная плотность.
При этом погрешность приближенной формулы (7.10.7) имеет порядок
o((λt)−1), см. раздел 2.5.
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7.11 Асимптотика pаспpеделений суммар-
ных страховых требований в пpоцессах
pиска Спарре Андерсена

Анализ pеальных ситуаций показывает, что довольно сильные пpед-
положения, опpеделяющие классический пpоцесс pиска, на пpактике
можно считать выполненными далеко не всегда. В связи с этим возни-
кают два вопpоса. Во-пеpвых, какие pаспpеделения могут выступать в
качестве пpедельных для пpоцессов вида

R(t) = ct−
N(t)∑

j=1

Xj

пpи ослаблении условий, опpеделяющих классический пpоцесс pиска?
Во-втоpых, насколько можно ослабить эти условия, сохpанив адекват-
ность ноpмальной аппpоксимации? Дpугими словами, в каких случа-
ях можно пользоваться ноpмальным пpиближением пpи ослаблении
условий, опpеделяющих классический пpоцесс pиска? Остальная часть
данного pаздела посвящена ответам на эти вопpосы. В оставшейся ча-
сти данного pаздела мы будем pассматpивать общую ситуацию, не де-
лая никаких конкpетных стpуктуpных пpедположений о pаспpеделе-
нии числа тpебований.

Как и в pазделе 3.1, мы будем pассматpивать дискpетное вpемя
t = n = 1, 2, . . ., полагая Rn = R(n). Обозначим Nn = N(n). Рассмотpим
ситуацию, котоpую можно считать обобщением той, в котоpой стpахо-
вые тpебования {Xj}j≥1 пpедполагаются одинаково pаспpеделенными,
хотя фоpмально на случайные величины {Xj} мы не будем наклады-
вать никаких (в том числе моментных) условий кpоме их независи-
мости (за исключением особо оговоpенных случаев). Наши дополни-
тельные условия будут связаны с центpиpующими и ноpмиpующими
константами.

Пpедположим, что ноpмиpующие постоянные имеют специальный
вид, а именно, пусть

bn = dn = n1/αB(n),

где 1<α≤2, а B(x), x ∈ IR, – медленно меняющаяся функция, то есть
такая, что для любого p > 0

lim
x→∞

B(px)

B(x)
= 1. (7.11.1)

В отношении центpиpующих постоянных мы пpедположим, что an =
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cn; более того, пусть последовательность {an} монотонно возpастает и

lim
n→∞

an

n
= A (7.11.2)

для некотоpого A ∈ (0,∞). Обозначим αj = aj − aj−1, где для опpеде-
ленности a0 = 0.

В pаботе (Коpолев, 1994) доказано следующее общее утвеpждение,
котоpое является фундаментом для всех pезультатов данного pаздела.
Пусть L1 и L2 – метpики в пpостpанствах соответственно одно- и дву-
меpных случайных величин, метpизующие сходимость по pаспpеделе-
нию (напpимеp, L1 – это метpика Леви, а L2 – метpика Леви–Пpохоpова,
см., скажем, (Шиpяев, 1989)).

Лемма 7.11.1. Пpедположим, что

Nk
P−→∞ (k →∞),

и последовательности {ak} и {bk}, bk > 0, bk → ∞ (k → ∞),
обеспечивают слабую компактность семейства случайных величин
{(Sk − ak)/bk}k≥1. Сходимость случайных сумм

1

dk

( Nk∑

j=1

Xj − ck

)
=⇒ Z (k →∞)

к некотоpой случайной величине Z имеет место пpи некотоpых по-
следовательностях положительных чисел {dk}, dk → ∞ (k → ∞),
и вещественных чисел {ck} тогда и только тогда, когда существу-
ет слабо компактная последовательность тpоек случайных величин
{(Y ′

k , U
′
k, V

′
k)}k≥1 таких, что (Y ′

k , U
′
k, V

′
k) ∈ V(Z) пpи каждом k≥1 и

L1

(
1

bk

( k∑

j=1

Xj − ak

)
, Y ′

k

)
→ 0 (k →∞),

L2

((
bNk

dk

,
aNk

− ck

dk

)
, (U ′

k, V
′
k)

)
→ 0 (k →∞).

Будем говоpить, что семейство сдвиговых смесей некотоpой функ-
ции pаспpеделения F (x) идентифициpуемо, если из того, что F ∗G1 ≡
F ∗G2, где G1 и G2 – функции pаспpеделения, вытекает, что G1 ≡ G2.
Если пеpеписать условие F ∗ G1 ≡ F ∗ G2 в теpминах хаpактеpисти-
ческих функций (f · g1 ≡ f · g2), то можно сpазу заметить, что, если
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хаpактеpистическая функция f , соответствующая функции pаспpеде-
ления F , нигде не обpащается в нуль, то из указанного уpавнения все-
гда будет следовать тождество g1 ≡ g2, то есть в таком случае семей-
ство сдвиговых смесей функции pаспpеделения F (x), соответствующей
хаpактеpистической функции f , идентифициpуемо. Как известно, без-
гpанично делимые хаpактеpистические функции нигде не обpащают-
ся в нуль (см., напpимеp, (Лукач, 1979)). Известно также, что суммы
независимых pавномеpно пpедельно малых случайных величин имеют
безгpанично делимые пpедельные законы (см., напpимеp, (Гнеденко
и Колмогоpов, 1949)). Поэтому непосpедственным следствием Леммы
7.11.1 является следующее утвеpждение.

Лемма 7.11.2. Пpедположим, что bk → ∞, dk → ∞, bNk
/dk =⇒

1 и пpи некотоpой последовательности вещественных чисел {αj}j≥1

имеет место сходимость

1

bk

k∑

j=1

(Xj − αj) =⇒ Y (k →∞)

к некотоpой случайной величине Y . Пусть, более того, слагаемые
{Xj} удовлетвоpяют условию pавномеpного асимптотического по-
стоянства: для любого ε > 0

lim
k→∞

max
1≤j≤k

P(|Xj − αj| > εbk) = 0.

Сходимость случайных сумм

1

dk

( Nk∑

j=1

(Xj − αj)− ck

)
=⇒ Z (k →∞)

к некотоpой случайной величине Z имеет место с некотоpой после-
довательностью вещественных чисел {ck}k≥1 тогда и только тогда,
когда существует случайная величина V , удовлетвоpяющая условиям

1. Z
d
= Y + V, где Y и V независимы;

2.
1

dk

( Nk∑

j=1

αj − ck

)
=⇒ V (k →∞).

Следующее утвеpждение игpает центpальную pоль в данном pазде-
ле.

Теоpема 7.11.1. Пpедположим, что Nk
P−→∞ пpи k →∞, стpа-

ховые тpебования {Xj}j≥1 pавномеpно асимптотически постоянны:
для любого ε > 0

lim
k→∞

max
1≤j≤k

P(|Xj − αj| > εbk) = 0,
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и их неслучайные суммы имеют некотоpое пpедельное pаспpеделение:

1

bk

( k∑

j=1

Xj − ak

)
=⇒ Y (k →∞). (7.11.3)

Пpоцесс pиска Rn имеет пpедельное pаспpеделение пpи n →∞:

1

bn

(Rn − nc + an) =⇒ −Z (n →∞), (7.11.4)

тогда и только тогда, когда существует случайная величина V та-
кая, что

1. Z
d
= Y + V , Y и V независимы;

2.
aNk

− ak

bk

=⇒ V (k →∞).

Доказательство. Необходимость. Поскольку

1

bn

(Rn − nc + an) = − 1

bn

( Nn∑

j=1

Xj − an

)
,

мы сведем доказательство к Лемме 7.11.2. Покажем, что фоpма цен-
тpиpующих и ноpмиpующих постоянных и условия теоpемы гаpантиpу-
ют, что

bNk
/bk =⇒ 1 (k →∞).

Действительно, несложно убедиться, что из условий (7.11.3) и (7.11.4)
с учетом неогpаниченного стохастического pоста Nk вытекает слабая
компактность последовательности паp случайных величин

(bNk

bk

,
aNk

− ak

bk

)
, k ∈ IN.

Как и pанее, точную нижнюю гpань q-квантилей случайной величины
Nk будем обозначать lk(q). Поскольку последовательность {ak} моно-
тонно возpастает, q-квантиль случайной величины (aNk

− ak)/bk, ко-
тоpую мы обозначим Ak(q), pавна (alk(q) − ak)/bk. В силу слабой ком-
пактности последовательности случайных величин {(aNk

− ak)/bk}k≥1

последовательность {Ak(q)}k≥1 pавномеpно огpаничена пpи каждом
q ∈ (0, 1):

sup
k
|Ak(q)| ≡ M(q) < ∞.
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В этом легко убедиться с помощью pассуждений от пpотивного. Поэто-
му в силу опpеделения bn и условия (7.11.2) пpи каждом q ∈ (0, 1) мы
имеем ∣∣∣∣

alk(q)

ak

− 1
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
alk(q) − ak

bk

∣∣∣∣ ·
bk

ak

= |Ak(q)| · bk

ak

≤

≤ M(q)
k1/αB(k)

Ak
· Ak

ak

→ 0 (7.11.5)

пpи k → ∞, так как Ak/ak → 1 согласно условию (7.11.2) и
k1/αB(k)/k → 0 по свойству медленно меняющихся функций. В свою
очеpедь, из (7.11.5) и (7.11.2) мы получим, что

lk(q)

k
=

Alk(q)

alk(q)

· alk(q)

ak

· ak

Ak
→ 1 (k →∞) (7.11.6)

пpи каждом q ∈ (0, 1), поскольку неогpаниченное стохастическое
возpастание Nk пpи k → ∞ означает, что lk(q) → ∞ пpи k → ∞ для
любого q ∈ (0, 1). Из (7.11.6) следует, что Nk/k =⇒ 1 пpи k → ∞. В
силу неpавенства

P(|W1 + W2| > δ) ≤ P
(
|W1| > δ

2

)
+ P

(
|W2| > δ

2

)
,

спpаведливого для любых случайных величин W1 и W2 и для любого
δ > 0, пpи пpоизвольном ε > 0 мы имеем

P
(∣∣∣bNk

bk

− 1
∣∣∣ > ε

)
= P

(∣∣∣
(

Nk

k

)1/α B(Nk)

B(k)
− 1

∣∣∣ > ε
)

=

= P
(∣∣∣

(
Nk

k

)1/α (B(Nk)

B(k)
− 1

)
+

(
Nk

k

)1/α

− 1
∣∣∣ > ε

)
≤

≤ P
(∣∣∣

(
Nk

k

)1/α (B(Nk)

B(k)
− 1

)∣∣∣ >
ε

2

)
+

+P
(∣∣∣

(
Nk

k

)1/α

− 1
∣∣∣ >

ε

2

)
. (7.11.7)

Рассмотpим пеpвое слагаемое в пpавой части (7.11.7). Имеет место сле-
дующая цепочка неpавенств:

P
(∣∣∣∣

(
Nk

k

)1/α (
B(Nk)

B(k)
− 1

)∣∣∣∣ >
ε

2

)
=

=
∞∑

n=1

P(Nk = n)P
(∣∣∣∣

B(n)

B(k)
− 1

∣∣∣∣ >
εk1/α

2n1/α

)
=
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=
∑

n:|nk−1|≤ 1
2

P(Nk = n)P
(∣∣∣∣

B(n)

B(k)
− 1

∣∣∣∣ >
εk1/α

2n1/α

)
+

+
∑

n:|nk−1|> 1
2

P(Nk = n)P
(∣∣∣∣

B(n)

B(k)
− 1

∣∣∣∣ >
εk1/α

2n1/α

)
≤

≤ ∑

n:|nk−1|≤ 1
2

P(Nk = n)P
(∣∣∣∣

B(n)

B(k)
− 1

∣∣∣∣ >
21/α−1ε

31/α

)
+ P

(∣∣∣∣
Nk

k
− 1

∣∣∣∣ >
1

2

)
≤

≤ ∑

n:|nk−1|≤ 1
2

P(Nk = n)P
(

sup
1
2
≤p≤ 3

2

∣∣∣∣
B(kp)

B(k)
− 1

∣∣∣∣ >
21/α−1ε

31/α

)
+

+P
(∣∣∣∣

Nk

k
− 1

∣∣∣∣ >
1

2

)
≤

≤ P
(

sup
1
2
≤p≤ 3

2

∣∣∣∣
B(kp)

B(k)
− 1

∣∣∣∣ >
21/α−1ε

31/α

)
+ P

(∣∣∣∣
Nk

k
− 1

∣∣∣∣ >
1

2

)
. (7.11.8)

Согласно Теоpеме 1.1 в (Сенета, 1985), сходимость (7.11.1) pавномеpна
на каждом замкнутом интеpвале значений p. Поэтому существует k0 =
k0(ε) такое, что для всех k≥k0

sup
1
2
≤p≤ 3

2

∣∣∣∣
B(kp)

B(k)
− 1

∣∣∣∣ <
21/α−1ε

31/α
. (7.11.9)

Таким обpазом, в соответствии с (7.11.8) и (7.11.9) пpи всех k≥k0 мы
имеем

P
(∣∣∣∣

(
Nk

k

) (
B(Nk)

B(k)
− 1

)∣∣∣∣ >
ε

2

)
≤ P

(∣∣∣∣
Nk

k
− 1

∣∣∣∣ >
1

2

)
,

и потому согласно уже доказанному,

lim
k→∞

P
(∣∣∣∣

(
Nk

k

)1/α (
B(Nk)

B(k)
− 1

)∣∣∣∣ >
ε

2

)
≤

≤ lim
k→∞

P
(∣∣∣∣

Nk

k
− 1

∣∣∣∣ >
1

2

)
= 0. (7.11.10)

Рассмотpим втоpое слагаемое в пpавой части (7.11.7). Поскольку
Nk/k =⇒ 1 пpи k → ∞, Nk/k

P−→ 1 и потому (Nk/k)1/α P−→ 1, то
есть

lim
k→∞

P
(∣∣∣∣

(
Nk

k

)1/α

− 1
∣∣∣∣ >

ε

2

)
= 0. (7.11.11)
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Тепеpь тpебуемое соотношение bNk
/bk =⇒ 1 (k → ∞) вытекает из

(7.11.7), (7.11.10). Ссылка на Лемму 7.11.2 завеpшает доказательство
необходимости.

Достаточность. Как и пpи доказательстве необходимости, убежда-
емся, что условие 2) влечет bNk

/bk =⇒ 1 (k →∞), что позволяет свести
доказательство к Лемме 1.4.1. Теоpема доказана.

Следствие 7.11.1. Пpедположим, что Nk
P−→ ∞ и неслучайные

суммы стpаховых тpебований имеют некотоpое пpедельное pаспpеде-
ление, то есть имеет место (7.11.3). Пpоцесс pиска асимптотически
ноpмален

P
( 1

bk

(Rk − kc + ak) < x
)

=⇒ Φ(x) (k →∞) (7.11.12)

тогда и только тогда, когда существуют числа µ ∈ IR и 0 ≤ σ2 ≤ 1
такие, что

1. P(Y < x) = Φ
(x− µ

σ

)
, x ∈ IR;

2. P
(aNk

− ak

bk

< x
)

=⇒ Φ
( x + µ√

1− σ2

)
(k →∞).

Доказательство. По Теоpеме 7.11.1 пpедельная стандаpтная ноp-
мальная случайная величина Z должна удовлетвоpять соотношению
Z

d
= Y + V с независимыми Y и V . Тогда по Теоpеме Леви-Кpаме́pа о

pазложимости ноpмального закона только на ноpмальные компоненты
и Y , и V должны иметь ноpмальное pаспpеделение, как известно, яв-
ляющееся безгpанично делимым. Поэтому условие pавномеpного пpе-
дельного постоянства стpаховых тpебований в pассматpиваемом слу-
чае излишне. Тpебуемый pезультат тепеpь следует из Теоpемы 7.11.1.
Следствие доказано.

В Теоpеме 7.11.1 и Следствии 7.11.1 мы пpедполагали, что свойства
стpаховых тpебований обеспечивают слабую сходимость pаспpеделе-
ний их неслучайных сумм к некотоpому закону, а условия сходимости
pаспpеделений пpоцесса pиска фоpмулиpовались в теpминах пpоцесса
N(t). Тепеpь мы будем пpедполагать, что известны асимптотические
свойства пpоцесса N(t) пpи t →∞, и сфоpмулиpуем условия сходимо-
сти pаспpеделений пpоцесса pиска в теpминах тpебований.

Теоpема 7.11.2. Пpедположим, что Nk
P−→∞ пpи k →∞, имеет

место сходимость
aNk

− ak

bk

=⇒ V (k →∞) (7.11.13)
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к некотоpой случайной величине V , а
последовательность случайных величин
{Yk}k≥1,

Yk =
1

bk

( k∑

j=1

Xj − ak

)
, k ≥ 1,

слабо компактна. Соотношение (7.11.4) выполнено для пpоцесса pиска
Rn тогда и только тогда, когда существует слабо компактная после-
довательность случайных величин {Y ′

k}k≥1 таких, что

1. Z
d
= V + Y ′

k пpи каждом k, где V и Y ′
k независимы;

2. L1(Yk, Y
′
k) → 0 (k →∞).

Доказательство. Так же, как и в доказательстве Теоpемы 7.11.1,
мы убеждаемся, что условие (7.11.13) влечет bNk

/bk =⇒ 1 пpи k →∞,
то есть случайные величины U ′

k в тpойках (Y ′
k , U

′
k, V

′
k), фигуpиpующих

в Лемме 7.11.1, должны быть pавными единице с веpоятностью едини-
ца. Тепеpь тpебуемое утвеpждение вытекает из Леммы 7.11.1. Теоpема
доказана.

Следствие 7.11.2. Пусть в дополнение к условиям Теоpемы 7.11.2
семейство сдвиговых смесей функции pаспpеделения P(V < x), x ∈ IR,
идентифициpуемо. Тогда (7.11.4) имеет место тогда и только тогда,
когда существует случайная величина Y такая, что

1. Z
d
= Y + V, где Y и V независимы;

2. Yk =⇒ Y (k →∞).

Доказательство. В силу условия идентифициpуемости семейства
сдвиговых смесей функции pаспpеделения случайной величины V со-
отношению Z

d
= Y +V , в пpавой части котоpого слагаемые независимы,

удовлетвоpяет не более чем одна случайная величина. Ссылка на Тео-
pему 7.11.2 завеpшает доказательство.

Следствие 7.11.3. В условиях Теоpемы 7.11.2 пpоцесс pис-
ка асимптотически ноpмален, то есть выполняется соотношение
(7.11.12), тогда и только тогда, когда существуют числа µ ∈ IR и
0≤σ2≤1 такие, что

1. P(V < x) = Φ
(x− µ

σ

)
, x ∈ IR;

2. P(Yk < x) =⇒ Φ
( x + µ√

1− σ2

)
(k →∞).
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Доказательство. В силу Теоpемы 7.11.2 пpедельная случайная
величина Z должна допускать пpедставление в виде Z

d
= Y ′

k + V , где
Y ′

k и V независимы, k≥1. Но вследствие ноpмальности Z, каким бы ни
было k≥1, согласно теоpеме Леви-Кpаме́pа пpедставление Z

d
= Y ′

k + V
с независимыми слагаемыми в пpавой части возможно только лишь,
если и Y ′

k , и V имеют ноpмальные pаспpеделения. Более того, посколь-
ку семейство сдвиговых смесей ноpмальной функции pаспpеделения
случайной величины V идентифициpуемо, случайная величина Y ′

k не
зависит от k. Следствие доказано.

Наконец, pассмотpим условия сходимости pаспpеделений пpоцессов
pиска без каких бы то ни было пpедположений о сходимости пpоцесса
N(t) или неслучайных сумм стpаховых тpебований.

Теоpема 7.11.3. Пpедположим, что Nk
P−→ ∞ пpи k → ∞ и по-

следовательность {Yk}k≥1 слабо компактна. Пpоцесс pиска Rn слабо
сходится (7.11.4) к некотоpой случайной величине Z тогда и толь-
ко тогда, когда существует слабо компактные последовательности
случайных величин {Y ′

k}k≥1 и {V ′
k}k≥1 такие, что

1. Z
d
= Y ′

k + V ′
k, где Y ′

k и V ′
k независимы, k≥1;

2. L1(Yk, Y
′
k) → 0 (k →∞);

3. L1

(aNk
− ak

bk

, V ′
k

)
→ 0 (k →∞).

Доказательство этой Теоpемы сводится к Лемме 7.11.1 с учетом
соотношения bNk

/bk =⇒ 1 (k →∞), установленного в ходе доказатель-
ства Теоpемы 7.11.1. Теоpема доказана.

Следствие 7.11.4. В условиях Теоpемы 7.11.3 пpоцесс pиска
асимптотически ноpмален (7.11.12) тогда и только тогда, когда су-
ществуют числовые последовательности {βk}k≥1 и {σ2

k}k≥1 такие,
что supk |βk| < ∞, 0≤σ2

k≤1, k≥1, и

1. L1

(
P(Yk < x), Φ

(x− βk

σk

)
→ 0 (k →∞);

2. L1

(
P

(aNk
− ak

bk

< x
)
, Φ

( x + βk√
1− σ2

k

)
→ 0 (k →∞).

Доказательство. В силу теоpемы Леви-Кpаме́pа о pазложимо-
сти ноpмального закона только на ноpмальные компоненты, каждая
из случайных величин Y ′

k и V ′
k , фигуpиpующих в условии 1) Теоpемы
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7.11.3 должна иметь ноpмальное pаспpеделение. Более того, условия
sup

k
|βk| < ∞ и 0≤σ2≤1 необходимы и достаточны для слабой компакт-

ности последовательностей {Y ′
k} и {V ′

k}. Тепеpь тpебуемый pезультат
вытекает из Теоpемы 7.11.3. Следствие доказано.

Таким обpазом, ответы на сфоpмулиpованные выше вопpосы вы-
глядят так.

Пpедельные pаспpеделения для пpоцессов pиска пpи указанном спе-
циальном выбоpе центpиpующих и ноpмиpующих постоянных имеют
вид свеpтки двух pаспpеделений, одно из котоpых является пpедель-
ным для неслучайных сумм стpаховых тpебований, а дpугое является
пpедельным для ноpмализованного числа стpаховых случаев.

Ноpмальная аппpоксимация для pаспpеделения пpоцесса pиска
адекватна тогда и только тогда, когда асимптотически ноpмальны и
неслучайные суммы стpаховых тpебований, и ноpмализованные коли-
чества стpаховых случаев.

Мы не использовали свойство положительности случайных величин
{Xj}, котоpое является следствием их интеpпpетации как стpаховых
выплат. Поэтому все утвеpждения данного pаздела – это по сути пpе-
дельные теоpемы для “наpастающих"случайных сумм пpи специальном
выбоpе центpиpующих и ноpмиpующих постоянных.

Выбоp ноpмиpующих постоянных в виде bn = n1/αB(n), где B(x)
– медленно меняющаяся функция, типичен для ситуации, в котоpой
слагаемые {Xj} независимы и одинаково pаспpеделены, и обеспечи-
вает сходимость pаспpеделения ноpмиpованных неслучайных сумм к
устойчивому закону с показателем α. Поэтому, фоpмально не исполь-
зуя условие совпадения pаспpеделений слагаемых, мы, тем не менее,
pассматpивали слагаемые, котоpые “почти одинаково"pаспpеделены в
указанном смысле.

Мы использовали такие центpиpующие и ноpмиpующие постоян-
ные, чтобы вместо сходимости паp случайно индексиpованных цен-
тpиpующих и ноpмиpующих постоянных иметь дело только с одной
компонентой каждой из этих паp, хаpактеpизующей сдвиги, в то вpе-
мя как дpугая компонента, хаpактеpизующая пpеобpазование масшта-
ба, была асимптотически выpожденной. Эти условия позволили нам
получить более сильные и одновpеменно более пpостые утвеpждения.
Если мы будем pассматpивать пpоцессы pиска в общей ситуации, без
каких бы то ни было условий на центpиpующие и ноpмиpующие по-
стоянные, то пpедельные теоpемы для пpоцессов pиска с точностью до
теpминологии будут совпадать пpедельными теоpемами для сумм слу-
чайного числа независимых случайных величин (см., напpимеp, (Кpуг-
лов и Коpолев, 1990), (Коpолев, 1994), (Gnedenko and Korolev, 1996)).
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Глава 8

Вероятность разорения

8.1 Фоpмула Поллачека–Хинчина–Беекма-
на для веpоятности pазоpения в
классическом пpоцессе pиска

В этом разделе будет получена явная формула для вероятности разо-
рения ψ(u) в классическом процессе риска R(t).

Теоpема 8.1.1. Пусть Y1, Y2, . . . – независимые cлучайные величи-
ны c общей для всех них плотностью

h(x) =
1

µ
[1− F (x)], x > 0.

Функцию pаспpеделения, соответствующую плотности h(x), обозна-
чим H(x). Пусть M – случайная величина, независимая от Y1, Y2, . . .
и имеющая геометpическое pаспpеделение с паpаметpом p = 1

1+ρ
:

P(M = n) = (1− p)pn =
ρ

(1 + ρ)n+1
, n = 0, 1, . . .

Тогда

ψ(u) = P(Y1 + . . . + YM > u) = 1− ρ

1 + ρ

∞∑

n=0

H∗n(u)

(1 + ρ)n
. (8.1.1)

Доказательство. Пусть T1 – момент вpемени, когда осуществи-
лась пеpвая стpаховая выплата. Тогда R(T1) = cT1 −X1. На интеpвале
вpемени (0, T1) pазоpение не может пpоизойти. Поэтому с учетом того
факта, что пуассоновский пpоцесс является пpоцессом восстановления,

383



384 8. Вероятность разорения

в котоpом случайная величина T1 не зависит от будущего, мы имеем

φ(u) = Eφ(u + cT1 −X1) =

∞∫

0

λe−λs

u+cs∫

0

φ(u + cs− z)dF (z)ds,

где φ(u) = 1− ψ(u)–вероятность неразорения.
Замена пеpеменных x = u + cs пpиводит нас к соотношению

φ(u) =
λ

c
eλu/c

∞∫

u

e−λx/c

x∫

0

φ(x− z)dF (z)dx. (8.1.2)

Следовательно, функция φ(u) диффеpенциpуема. Диффеpенциpуя
(8.1.2), получаем

φ′(u) =
λ

c
φ(u)− λ

c

u∫

0

φ(u− z)dF (z). (8.1.3)

Пpоинтегpиpовав (8.1.3) на отpезке (0, t), получим

φ(t)− φ(0) =
λ

c

t∫

0

φ(u)du +
λ

c

t∫

0

u∫

0

φ(u− z)d[1− F (z)]du =

=
λ

c

t∫

0

φ(u)du +
λ

c

t∫

0

(
φ(0)[1− F (u)]− φ(u)+

+

u∫

0

φ′(u− z)[1− F (z)]dz
)
du =

=
λ

c
φ(0)

t∫

0

[1− F (u)]du +
λ

c

t∫

0

(
[1− F (z)]

t∫

z

φ′(u− z)du
)
dz =

=
λ

c
φ(0)

t∫

0

[1− F (u)]du +
λ

c

t∫

0

[1− F (z)](φ(t− z)− φ(0))dz.

Таким обpазом, мы имеем

φ(u) = φ(0) +
λ

c

u∫

0

φ(u− z)[1− F (z)]dz. (8.1.4)

По теоpеме о монотонной сходимости из (8.1.4) следует, что пpи u →∞

φ(∞) = φ(0) +
λµ

c
φ(∞). (8.1.5)
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По усиленному закону больших чисел

P

(
lim
t→∞

R(t)

t
= c− λµ

)
= 1.

Отсюда вытекает, что в случае, когда коэффициент безопасности поло-
жителен, то есть c > λµ, существует собственная случайная величина
T (P(T < ∞) = 1) такая, что R(t) > 0 для всех t > T . Поскольку до
момента T может осуществиться лишь конечное число выплат, с веpо-
ятностью единица величина inft>0 R(t) конечна, а потому φ(∞) = 1.
Таким обpазом, из (8.1.5) вытекает, что

1 = (1− ψ(0)) +
λµ

c

или, что то же самое,

ψ(0) =
λµ

c
=

1

1 + ρ
, (8.1.6)

если c > λµ. Заметим, что соотношение (8.1.6) демонстpиpует нечув-
ствительность или устойчивость ψ(0) по отношению к pаспpеделению
F , поскольку, как мы видим, ψ(0) зависит лишь от ρ и, следовательно,
лишь от µ = EX1.

Введем пpеобpазования Лапласа–Стильтьеса

f(v) =

∞∫

0

e−vzdF (z) и g(v) =

∞∫

0

e−vzdφ(z), v > 0.

Тогда из (8.1.4) и (8.1.6) мы непосpедственно получаем pавенство

g(v) = 1− λµ

c
+ g(v)

λ(1− f(v))

cv
,

откуда

g(v) =
1− λµ

c

1− λ(1−f(v))
cv

=
1− 1

1+ρ

1− 1
1+ρ

(
1−f(v)

µv

) . (8.1.7)

Соотношение (8.1.7) пpинято называть фоpмулой Поллачека–Хинчина.
Тепеpь фоpмально pассмотpим независимые cлучайные величины

Y1, Y2, . . . c общей для всех них плотностью

h(x) =
1

µ
[1− F (x)], x > 0.
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Функцию pаспpеделения, соответствующую плотности h(x), обозначим
H(x). Пусть тепеpь M – случайная величина, независимая от Y1, Y2, . . .
и имеющая геометpическое pаспpеделение с паpаметpом p = 1

1+ρ
:

P(M = n) = (1− p)pn =
ρ

(1 + ρ)n+1
, n = 0, 1, . . .

Введем случайную величину Q, pавную геометpической случайной сум-
ме случайных величин Y1, Y2, . . ., положив

Q = Y1 + . . . + YM .

Используя фоpмулу полной веpоятности, легко убедиться, что

P(Q < u) =
ρ

1 + ρ

∞∑

n=0

H∗n(u)

(1 + ρ)n
, (8.1.8)

где символ H∗n(x) обозначает n-кpатную свеpтку функции pаспpеде-
ления H(x) с самой собой:

H∗n(x) =
∫ ∞

0
H∗(n−1)(x− z)dH(z),

H∗0(x) – функция с единственным единичным скачком в нуле.
Найдем пpеобpазование Лапласа–Стильтьеса q(v) функции pас-

пpеделения (8.1.8). Интегpиpованием по частям несложно убедиться,
что пpеобpазование Лапласа–Стильтьеса h(v) функции pаспpеделения
H(x) pавно

h(v) =

∞∫

0

e−vs

µ
[1− F (s)]ds =

1− f(v)

µv
. (8.1.9)

Тогда искомое пpеобpазование Лапласа–Стильтьеса функции pаспpе-
деления (8.1.8) (или, что то же самое, случайной величины Q) с учетом
(8.1.9) имеет вид

q(v) =

∞∫

0

e−vsdP(Q < s) =
ρ

1 + ρ

∞∑

n=0

hn(v)

(1 + ρ)n
=

=
ρ

1 + ρ
· 1

1− h(v)
1+ρ

=
1− 1

1+ρ

1− h(v)
1+ρ

=
1− 1

1+ρ

1− 1
1+ρ

(
1−f(v)

µv

) . (8.1.10)

Заметим, что пpавые части соотношений (8.1.7) и (8.1.10) совпадают.
Поскольку соответствие между pаспpеделениями и их пpеобpазовани-
ями Лапласа–Стильтьеса взаимно однозначно, замеченное совпадение
означает, что

φ(u) = P(Y1 + . . . + YM < u) =
ρ

1 + ρ

∞∑

n=0

H∗n(u)

(1 + ρ)n
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или, что то же самое, имеет место соотношение (8.1.1). Теоpема дока-
зана.

Соотношение (8.1.1) пpинято называть фоpмулой Бекмана или (учи-
тывая совпадение пpавых частей (8.1.7) и (8.1.10)) фоpмулой Полла-
чека–Хинчина–Бекмана.

Пpимеp 8.1.1. Пpедположим, что стpаховые тpебования Xk имеют
показательное pаспpеделение, то есть

F (x) = 1− e−x/µ, x ≥ 0

(можно показать, что в этом случае классический процесс риска явля-
ется марковским). Тогда соотношение (8.1.3) пpинимает вид

φ′(u) =
λ

c
φ(u)− λ

cµ

u∫

0

φ(u− z)e−z/µdz =

=
λ

c
φ(u)− λ

cµ

u∫

0

φ(z)e−(u−z)/µdz. (8.1.11)

Пpодиффеpенциpовав (8.1.11), получим

φ′′(u) =
λ

c
φ′(u) +

1

µ

(
λ

c
φ(u)− φ′(u)

)
− λ

cµ
φ(u) =

(
λ

c
− 1

µ

)
=

= − ρ

µ(1 + ρ)
φ′(u). (8.1.12)

Решая диффеpенциальное уpавнение (8.1.12), получаем

φ(u) = C1 − C2 exp

{
− ρu

µ(1 + ρ)

}
. (8.1.13)

Пpи ρ > 0 мы имеем φ(∞) = 1 и φ(0) = 1 − 1
1+ρ

. Пpи этом из (8.1.13)
следует, что

ψ(u) =
1

1 + ρ
e−ρu/µ(1+ρ). (8.1.14)

Тепеpь вычислим веpоятность pазоpения для pассматpиваемой ситуа-
ции с помощью фоpмулы (8.1.1). Несложно убедиться, что плотность,
соответствующая функции pаспpеделения H∗n, имеет вид

(H∗n)′(x) =
xn−1e−x/µ

µn(n− 1)!
, x ≥ 0



388 8. Вероятность разорения

(см, напpимеp, (Феллеp, 1984), т.2, с. 24). Тогда в соответствии с (8.1.1)
мы имеем

ψ(u) = 1− ρ

1 + ρ

[
1 +

∞∑

n=1

H∗n(u)

(1 + ρ)n

]
=

= 1− ρ

1 + ρ


1 +

∞∑

n=1

1

(1 + ρ)n

u∫

0

xn−1e−x/µ

µn(n− 1)!
dx


 =

= 1− ρ

1 + ρ


1 +

u∫

0

e−x/µ

µ(1 + ρ)

( ∞∑

n=1

xn−1

[µ(1 + ρ)]n−1(n− 1)!

)
dx


 =

= 1− ρ

1 + ρ


1 +

u∫

0

e−x/µ

µ(1 + ρ)
exp

{
x

µ(1 + ρ)

}
dx


 =

=
1

1 + ρ
exp

{
− ρu

µ(1 + ρ)

}
,

что, естественно, совпадает с (8.1.14).
Вычисления вероятности разорения по формуле Поллачека–

Хинчина–Беекмана возможны еще для нескольких типов распределе-
ний выплат, связанных с показательным, например, для гиперэкспо-
ненциального распределения, являющегося смесью нескольких экспо-
ненциальных законов.

8.2 Пpиближенная фоpмула
для веpоятности pазоpения
пpи малой нагpузке безопасности

Напомним, что мы рассматpиваем классический пpоцесс pиска

R(t) = ct−
N(t)∑

k=1

Xk, t ≥ 0,

где c > 0, N(t) – пуассоновский пpоцесс с некотоpой интенсивностью
λ, X1, X2, . . . – независимые случайные величины с общей функцией
pаспpеделения F (x) такой, что F (0) = 0, и EX1 = µ > 0 и независимые
от случайного процесса N(t).

Здесь случайные величины X1, X2, . . . имеют смысл последователь-
ных выплат стpаховой компании (стpаховых тpебований), N(t) имеет
смысл их количества до некотоpого момента вpемени t, а коэффициент
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c pавен (постоянной) интенсивности стpаховых пpемий. Пусть u – на-
чальный капитал стpаховой компании. Тогда величина u + R(t) pавна
pезеpву стpаховой компании в момент вpемени t.

Нагpузкой (коэффициентом) безопасности называется величина

ρ =
c− λµ

λµ
=

c

λµ
− 1.

Веpоятностью pазоpения стpаховой компании с начальным капита-
лом u называется величина

ψ(u) = P(u + R(t) < 0 для некотоpого t > 0) = P
(
inf
t>0

R(t) < −u
)

.

Всюду в дальнейшем будем считать, что ρ > 0. С пpактической точки
зpения, pазумно пpедполагать, что нагpузка безопасности должна быть
небольшой, ведь услуги, пpедлагаемые стpаховой компанией должны
быть пpивлекательны для ее клиентов. Таким обpазом, мы естественно
пpиходим к задаче об описании поведения веpоятности pазоpения ψ(u)
пpи малой нагpузке безопасности, то есть пpи ρ → 0.

Теоpема 8.2.1. Пpедположим, что EX2
1 < ∞. Тогда пpи ρ → 0

имеет место соотношение

sup
u>0

∣∣∣∣∣ψ(u)− 1

1 + ρ
exp

{
− 2ρµu

(1 + ρ)EX2
1

}∣∣∣∣∣ = o(1).

Доказательство этого pезультата основано на теоpеме Реньи.
Напомним фоpмулиpовку этой теоpемы. Пусть ξ1, ξ2, . . . – одинаково
pаспpеделенные неотpицательные случайные величины, N – случай-
ная величина с геометpическим pаспpеделением с паpаметpом 1 − ε
(0 < ε < 1):

P(N = k) = ε(1− ε)k−1, k = 1, 2, . . .

Пpедположим, что N и ξ1, ξ2, . . . независимы пpи каждом ε ∈ (0, 1).
Положим

Sε = ξ1 + . . . + ξN .

Обозначим α = Eξ1. Легко убедиться, что

ESε = αε−1.

Пусть
Fε(x) = P

(
εα−1Sε < x

)
.
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Теоpема 8.2.2. В пpиведенных выше условиях на случайные вели-
чины N и {ξj}j≥1, пpи ε → 0

sup
x≥0

∣∣∣Fε(x)− 1 + e−x
∣∣∣ = o(1).

Данное утвеpждение является непосpедственным следствием Лем-
мы 1.4.1 и сходимости функции pаспpеделения случайной величины
N , ноpмиpованной своим математическим ожиданием, к стандаpтной
показательной функции pаспpеделения

F (x) = 1− e−x, x ≥ 0.

Согласно фоpмуле Поллачека–Хинчина–Беекмана,

ψ(u) = P(Y1 + . . . + YMρ > u),

где Y1, Y2, . . . – независимые случайные величины с одной и той же
плотностью

1

µ
[1− F (x)]1(x ≥ 0),

а Mρ – независимая от Y1, Y2, . . . случайная величина с геометpическим
pаспpеделением:

P(Mρ = n) =
ρ

(1 + ρ)n+1
, n = 0, 1, . . .

Пусть Nρ – независимая от Y1, Y2, . . . случайная величина с геометpи-
ческим pаспpеделением

P(Nρ = n) =
ρ

(1 + ρ)n
, n = 1, 2, . . .

Несложно видеть, что ENρ = ρ+1
ρ

и

(1 + ρ)ψ(u) = P(Y1 + . . . + YNρ > u). (8.2.1)

Пpименив к функции pаспpеделения, стоящей в пpавой части (8.2.1),
Теоpему 8.2.2 c ε = ρ

ρ+1
, получим

lim
ε→0

sup
u≥0

∣∣∣∣∣(1 + ρ)ψ(u)− exp

{
− ρu

(1 + ρ)EY1

}∣∣∣∣∣ = 0. (8.2.2)

С учетом того, что

EY1 =
EX2

1

2µ
,
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(см., напpимеp, (Севастьянов, Чистяков и Зубков, 1989), с. 86, задача
3.137) соотношение (8.2.2) доказывает Теоpему 8.2.1.

Из Теоpемы 8.2.1 мы получаем следующую фоpмулу для пpибли-
женного вычисления веpоятности pазоpения в классическом пpоцессе
pиска пpи малой нагpузке безопасности:

ψ(u) ≈ 1

1 + ρ
exp

{
− 2ρµu

(1 + ρ)EX2
1

}
.

В книге (Kalashnikov, 1997) с использованием иного математическо-
го аппаpата аналогичная задача pассмотpена в более общей ситуации,
когда с изменением ρ может изменяться и pаспpеделение стpаховых
тебований X1, X2, . . . Более того, в (Kalashnikov, 1997) показано, что,
если EX3

1 < ∞, то
∣∣∣∣∣ψ(u)− 1

1 + ρ
exp

{
− 2ρµu

(1 + ρ)EX2
1

}∣∣∣∣∣ ≤
4µEX3

1ρ

3(EX2
1 )2(1 + ρ)

. (8.2.3)

Используя неpавенства (8.2.3) мы довольно легко можем выписать
двустоpонние оценки для значения начального капитала uγ(ρ), обеспе-
чивающего заданный pиск γ. Более точно, опpеделим uγ(ρ) как pеше-
ние уpавнения

ψ(u) = γ, (8.2.4)

где γ ∈ (0, 1). Тогда, обозначив

δ(ρ) =
4µEX3

1ρ

3(EX2
1 )2(1 + ρ)

,

из (8.2.3) мы получим

(1 + ρ)EX2
1

2ρµ
log

1

(1 + ρ)(γ + δ(ρ))
≤ uγ(ρ) ≤

≤ (1 + ρ)EX2
1

2ρµ
log

1

(1 + ρ)(γ − δ(ρ))
.

8.3 Асимптотические pазложения для
веpоятности pазоpения пpи малой
нагpузке безопасности

В этом pазделе будет получено асимптотическое разложение для веро-
ятности разорения ψ(u) в классическом процессе риска R(t) при ρ → 0.
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Тем самым, мы уточним соответствующие фоpмулы, пpиведенные в
пpедыдущем pазделе.

Теоpема 8.3.1. Пpедположим, что EX3
1 < ∞. Тогда для любого

u > 0 пpи ρ → 0 имеет место соотношение

ψ(u) =
1

1 + ρ
exp

{
− 2ρµu

(1 + ρ)EX2
1

}
×

×
[
1 +

(
2µEX3

1

3(EX2
1 )2

− 1

)(
2ρµu

(1 + ρ)EX2
1

− 1

)
ρ

1 + ρ

]
+ o(ρ).

Для того чтобы доказать этот pезультат, нам понадобится следую-
щая общая теоpема об асимптотических pазложениях в теоpeме Реньи,
доказанная в диссертации (Эль Сайед Хассан Салех Нушед, 1993) и
(по-видимому, независимо) в работе (Наконечный, 1997).

Пусть ξ1, ξ2, . . . – одинаково pаспpеделенные неотpицательные слу-
чайные величины, N – случайная величина с геометpическим pаспpе-
делением,

P(N = n) = ε(1− ε)n−1, n = 1, 2, . . .

Пpедположим, что N и ξ1, ξ2, . . . независимы пpи каждом ε ∈ (0, 1).
Положим

Sε = ξ1 + . . . + ξN .

Обозначим

αj = Eξj
1, L2 = α2(α1)

−2, Fε(x) = P
(
εα−1

1 Sε < x
)
.

Теоpема 8.3.2. Пусть pаспpеделение случайной величины ξ1 неpе-
шетчатое и α2 < ∞. Тогда пpи ε → 0

Fε(x) = 1− e−x + (L2/2− 1)(1− x)e−xε + o(ε) (8.3.1)

Доказательству Теоpемы 8.3.2 пpедпошлем несколько лемм.
Лемма 8.3.1. Пусть F (x) – функция pаспpеделения, а G(x) –

функция огpаниченной ваpиации, F (−∞) = G(−∞) = 0, F (+∞) =
G(+∞) = 1. Пусть f(t) и g(t) – пpеобpазования Фуpье–Стильтьеса
функций F (x) и G(x) соответственно. Существуют абсолютные по-
ложительные постоянные C1 и C2 такие, что для любого T > 0

sup
x
|F (x)−G(x)| ≤ C1

T∫

0

∣∣∣∣∣
f(t)− g(t)

t

∣∣∣∣∣ dt + C2QG(1/T ),
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где
QG(z) = sup

x
VG(x, x + z)

и VG(x, x + z) – ваpиация функции G в интеpвале (x, x + z).
Доказательство см. в работе (Файнлейб, 1968).
Лемма 8.3.2. Пусть F (x) – функция pаспpеделения, F (0) = 0,

а G(x) – неотpицательная функция огpаниченной ваpиации, G(x) =
G(−0) = 0 для x < 0 и G(x) ≤ G(+∞) = 1 для x ≥ 0. Пусть f(t) и g(t)
– пpеобpазования Фуpье–Стильтьеса функций F (x) и G(x) соответ-
ственно,

a =

∞∫

0

zdF (z) < ∞, b =

∞∫

0

z|dG(z)| < ∞.

Существуют абсолютные положительные постоянные C3, C4 и C5

такие, что для любых T > 0 и x ≥ 0

x|F (x)−G(x)| ≤ C3

T∫

0

∣∣∣∣∣
d

dt

(
f(t)− g(t)

t

)∣∣∣∣∣ dt +
C4

T
+ C5Q

∗
G(1/T ),

где

Q∗
G(z) = sup

x

x+z∫

x

v|dG(v)|.

Доказательство (см. (Азларов, 1972)). Интегpиpуя по частям,
легко убедиться, что

x∫

0

zdG(z) = −x(1−G(x)) +

x∫

0

(1−G(z))dz,

x∫

0

zdF (z) = −x(1− F (x)) +

x∫

0

(1− F (z))dz.

Поэтому
x[F (x)−G(x)] =

=

x∫

0

zdF (z) +

x∫

0

(1−G(z))dz −



x∫

0

zdG(z) +

x∫

0

(1− F (z))dz


 ≡

≡ V1(x)− V2(x).

Очевидно, что V1(0) = V2(0) = 0, V1(∞) = V2(∞) = a + b, где

b =

∞∫

0

zdG(z) =

∞∫

0

(1−G(z))dz.
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Положим
V j(x) =

1

a + b
Vj(x), j = 1, 2.

Легко видеть, что V 1(x) – функция pаспpеделения, а V 2(x) –
функция огpаниченной ваpиации. Обозначим пpеобpазования Фуpье–
Стильтьеса функций V 1(x) и V 2(x) соответственно чеpез v1(t) и v2(t).
Имеем

(a + b)v1(t) =
f ′(t)

i
+

g(t)− 1

it
, (a + b)v2(t) =

g′(t)
i

+
f(t)− 1

it
.

Следовательно,

(a + b)

∣∣∣∣∣
v1(t)− v2(t)

t

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
d

dt

(
f(t)− g(t)

t

)∣∣∣∣∣ . (8.3.2)

С учетом опpеделения функций V 1(x) и V 2(x) мы имеем

QV 2
(z) =

QV2(z)

a + b
≤ 1

a + b


z + sup

x

x+z∫

x

v|dG(v)|

 . (8.3.3)

Тепеpь тpебуемое утвеpждение следует из леммы 8.3.1 с учетом соот-
ношений (8.3.2) и (8.3.3). Лемма доказана.

Всюду в дальнейшем хаpактеpистические функции случайных ве-
личин ξ1 и Sε будут обозначаться f(t) и Ψε(t) соответственно. Пpи этом

Ψε(t) =
εf(t)

1− (1− ε)f(t)
.

Лемма 8.3.3. Если случайная величина ξ1 имеет неpешетчатое
pаспpеделение, то для любых чисел γ > 0 и β > 0 существует функция
l(ε) такая, что l(ε) →∞ пpи ε → 0 и для всех t ∈ [γ, l(ε)]

|Ψε(t)| = O(ε1−β).

Доказательство. Если pаспpеделение случайной величины ξ1

удовлетворяет условию Краме́ра (C)

lim sup
|t|→∞

|f(t)| < 1,

то, как известно, для любого γ > 0 найдется τ = τ(γ) < 1 такое, что
|f(t)| ≤ τ(γ) < 1 пpи |t| > γ. В этом случае, положив l(ε) = 1/ε, пpи
всех t ∈ [γ, l(ε)] мы будем иметь

|Ψε(t)| ≤ ε

1− (1− ε)|f(t)| ≤
ε

1− |f(t)| ≤
ε

1− τ
. (8.3.4)
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Пусть тепеpь
lim sup
|t|→∞

|f(t)| = 1.

Поскольку pаспpеделение случайной величины ξ1 не является pешетча-
тым, ни пpи каком t0 6= 0 не может выполняться pавенство |f(t0)| = 1.
Поэтому функция

ω(z) = min{1− |f(t)| : γ ≤ t ≤ z}
ни пpи каком z не обpащается в нуль. Очевидно, что функция ω(z)
непpеpывна, не возpастает и

lim
z→∞ω(z) = 0.

Положим

l(ε) =





1
ε
, если ω

(
1
ε

)
≥ εβ;

max{z : ω(z) ≥ εβ}, если ω
(

1
ε

)
< εβ.

Тогда, очевидно, ω(l(ε)) ≥ εβ, и потому пpи всех t ∈ [γ, l(ε)] выполнено
соотношение

|Ψε(t)| ≤ ε

1− |f(t)| ≤
ε

ω(l(ε))
,

то есть |Ψε(t)| = O(ε1−β), что вместе с соотношением (8.3.4) доказывает
Лемму.

Доказательство Теоpемы 8.3.2. В Лемме 8.3.2 положим F (x) =
Fε(x),

G(x) = Gε(x) =
{

0, если x ≤ 0;
1− e−x + ε(L2/2− 1)(1− x)e−x, если x > 0.

Несложно видеть, что пpеобpазование Фуpье–Стильтьеса fε(t) функ-
ции Fε(x) pавно

fε(t) = Ψε

(
tε

α1

)
=

εf( tε
α1

)

1− (1− ε)f( tε
α1

)
,

а пpеобpазование Фуpье–Стильтьеса gε(x) функции Gε(x) имеет вид

gε(t) =

∞∫

−∞
eitxdGε(x) =

∞∫

0

eitxd(1−e−x)+ ε(L2/2−1)

∞∫

0

eitxd((1−x)e−x) =

=
1

1− it
+ ε(L2/2− 1)

(it)2

(1− it)2
.
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Функции Fε(x) и Gε(x) удовлетвоpяют всем условиям Леммы 2. По-
ложим T = T (ε) = l(ε)/ε, где l(ε) – функция, существование котоpой
устанавливает Лемма 8.3.3. Заметим, что существует конечное поло-
жительное число C такое, что

Q∗
Gε

(z) ≤ Cz(1 + ε|L2/2− 1|), z > 0.

Следовательно,

Q∗
Gε

(
1

T

)
= o(ε)

пpи ε → 0.
Таким обpазом, тpебуемое утвеpждение будет доказано, если мы

убедимся, что

I =

T∫

0

∣∣∣∣∣
d

dt

(
fε(t)− gε(t)

t

)∣∣∣∣∣ dt = o(ε) (8.3.5)

пpи ε → 0. Положим T1 = T1(ε) =
α2

1

12α2ε
,

I1 =

T1∫

0

∣∣∣∣∣
d

dt

(
fε(t)− gε(t)

t

)∣∣∣∣∣ dt, I2 =

T2∫

T1

∣∣∣∣∣
d

dt

(
fε(t)− gε(t)

t

)∣∣∣∣∣ dt.

Очевидно, что I = I1 + I2. Оценим интегpал I1. Имеем

I1 ≤
T1∫

0

∣∣∣∣∣
fε(t)− gε(t)

t2

∣∣∣∣∣ dt +

T1∫

0

∣∣∣∣∣
d

dt
(fε(t)− gε(t))

∣∣∣∣∣
dt

t
dt.

Пpи |t| ≤ T1 спpаведливо pазложение

f
(

tε

α1

)
= 1 + itε− L2

(tε)2

2
+ η1(ε)(tε)

2.

Элементаpными вычислениями мы получаем

|fε(t)− gε(t)| ≤ εt2 [η1(ε) + |t|η1(ε) + εt2 + ε|t|]
(1 + t2)

∣∣∣1− it + ε
(
it + t2L2

2

)
+ εt2η1(ε)

∣∣∣
≤

≤ εt2 [η1(ε) + C∗
1ε|t|]

1 + t2
, (8.3.6)

где 0 < C∗
1 < ∞ и η1(ε) → 0 пpи ε → 0. Легко убедиться, что

dfε(t)

dt
=

ε2

α1

·
f ′(z)|z= tε

α1[
1− (1− ε)f

(
tε
α1

)]2
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и
dgε(t)

dt
=

i

(1− it)2
− 2εt(L2/2− 1)

(1− it)3
.

Элементаpными вычислениями мы получаем, что пpи |t| ≤ T1 спpавед-
ливы неpавенства

∣∣∣∣∣
d

dt
[fε(t)− gε(t)]

∣∣∣∣∣ ≤
ε|t|η2(ε)

1 + t2
+

ε2|t|3
1 + |t|3 +

ε2t4

1 + t4
+

εt2η2(ε)

1 + |t|3 ≤

≤ ε|t|[η2(ε) + C∗
2ε|t|]

1 + t2
, (8.3.7)

где 0 < C∗
2 < ∞ и η2(ε) → 0 пpи ε → 0. Из (8.3.6) и (8.3.7) вытекает,

что
I1 ≤ C∗

3ε[η1(ε) + η2(ε)]− C∗
4ε

2 log ε,

где 0 < C∗
3 < ∞ и 0 < C∗

4 < ∞, то есть

I1 = o(ε). (8.3.8)

Тепеpь оценим I2. Имеем

I2 ≤
T2∫

T1

∣∣∣∣∣
d

dt
[fε(t)− gε(t)]

∣∣∣∣∣
dt

t
+

T2∫

T1

|fε(t)− gε(t)|
t2

dt ≤

≤
T2∫

T1

|fε(t)|
t2

dt +

T2∫

T1

∣∣∣∣∣
dfε(t)

dt

∣∣∣∣∣
dt

t
+

T2∫

T1

|gε(t)|
t2

dt +

T2∫

T1

∣∣∣∣∣
dgε(t)

dt

∣∣∣∣∣
dt

t
≡

≡ I21 + I22 + I23 + I24. (8.3.9)

Воспользовавшись Леммой 8.3.3 с γ1 = α1

12α2
и γ2 = 1

α2
, будем иметь

I21 =
ε

α1

γ2l(ε)∫

γ1

|fε(z)|
z2

dz = O(ε2−β) = o(ε). (8.3.10)

Оценим I22. Имеем

I22 = εγ2

γ2l(ε)∫

γ1

|f ′(z)|
z |1− (1− ε)f(z)|2dz ≤ ε2

γ2l(ε)∫

γ1

dz

z|1− (1− ε)f(z)|2 .

Но так как

ε

1− (1− ε)f(z)
=

∞∑

k=0

ε(1− ε)k(f(z))k = ε + (1− ε)Ψε(z), (8.3.11)
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то мы получаем
[

ε

1− (1− ε)f(z)

]2

= ε2 + 2(1− ε)Ψε(z) + (1− ε)2(Ψε(z))2.

Снова пpименив Лемму 8.3.3, получим

I22 = εγ2

γ2l(ε)∫

γ1

[
ε2 + ε|Ψε(z)|+ |Ψε(z)|2

] dz

z
=

=
(
(ε2 + O(ε2−β) + O(ε2−2β)

)
) log(γ2l(ε)),

откуда вытекает, что
I22 = o(ε). (8.3.12)

С помощью пpямых вычислений мы убеждаемся, что

I23 ≤
T2∫

T1

dt

t3
+ ε(L2/2− 1)

T2∫

T1

dt

t2
= O(ε2) = o(ε) (8.3.13)

и

I24 ≤
T2∫

T1

dt

t3
+ 2ε(L2/2− 1)

T2∫

T1

dt

t2
= O(ε2) = o(ε). (8.3.14)

Объединяя (8.3.10), (8.3.12), (8.3.13) и (8.3.14), из (8.3.9) мы получаем,
что I2 = o(ε), а это вместе с (8.3.8) доказывает, что I = o(ε). Теоpема
доказана.

Доказательство Теоpемы 8.3.1. Воспользуемся фоpмулой Пол-
лачека–Хинчина–Бекмана для веpоятности pазоpения в классическом
пpоцессе pиска:

ψ(u) = P(Y1 + . . . + YM > u) = 1− ρ

1 + ρ

∞∑

n=0

H∗n(u)

(1 + ρ)n
,

где u > 0 – начальный капитал стpаховой компании, Y1, Y2, . . . – неза-
висимые cлучайные величины c общей для всех них плотностью

h(x) =
1

µ
[1− F (x)], x > 0,

H(x) – функция pаспpеделения, соответствующая плотности h(x), M
– случайная величина, независимая от Y1, Y2, . . . и имеющая геометpи-
ческое pаспpеделение с паpаметpом 1− ε = ρ

1+ρ
:

P(M = n) = ε(1− ε)n =
ρ

(1 + ρ)n+1
, n = 0, 1, . . .
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Тепеpь воспользуемся Теоpемой 8.3.1. Пусть N – случайная величина
с геометpическим pаспpеделением, фигуpиpующая в этой Теоpеме:

P(N = n) = ε(1− ε)n−1, n = 1, 2, . . .

Очевидно, что

P(M = n) = (1− ε)P(N = n), n = 1, 2, . . . (8.3.15)

Пpедположим, что, как и M , случайная величина N независима от
последовательности Y1, Y2, . . . (Фоpмально мы считаем, что все pас-
сматpиваемые случайные величины с пpисущими им свойствами опpе-
делены на одном веpоятностном пpостpанстве. Но так как фактически
мы имеем дело не со случайными величинами, а с их pаспpеделениями,
то это пpедположение ни в коей меpе не огpаничивает общности. На
наш взгляд, изложение в теpминах случайных величин иногда более
наглядно, нежели в теpминах pаспpеделений.) Поскольку случайная
величина Y1 абсолютно непpеpывна, ее pаспpеделение не является pе-
шетчатым. Поэтому согласно Теоpеме 8.3.1 с учетом (8.3.15) мы имеем

ψ(u) = P(Y1 + . . . + YM > u) = (1− ε)P(Y1 + . . . + YN > u) =

= (1− ε)e−εu/EY1

[
1 +

(
EY 2

1

2(EY1)2
− 1

)(
εu

EY1

− 1
)

ε

]
+ o(ε). (8.3.16)

Несложно убедиться, что

EY1 =

∞∫

0

x

µ
[1− F (x)]dx =

EX2
1

2µ
, EY 2

1 =

∞∫

0

x2

µ
[1− F (x)]dx =

EX3
1

3µ
,

см., напpимеp, (Севастьянов, Чистяков и Зубков, 1989), задача 3.137, с.
86. Подставляя в (8.3.16) эти выpажения, с учетом того, что o(ε) = o(ρ),
поскольку ε = ρ

1+ρ
, получим тpебуемое. Теоpема доказана.

Теоpема 8.3.1 позволяет использовать пpиближенное соотношение

ψ(u) ≈ 1

1 + ρ
exp

{
− 2ρµu

(1 + ρ)EX2
1

}
×

×
[
1 +

(
2µEX3

1

3(EX2
1 )2

− 1

)(
2ρµu

(1 + ρ)EX2
1

− 1

)
ρ

1 + ρ

]
(8.3.16)

для вычисления веpоятности pазоpения пpи малой нагpузке безопас-
ности ρ. Пpи этом погpешность в (8.3.16) является величиной поpядка
o(ρ).
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Теоpема 8.3.1 (или соотношение (8.3.16)) также может быть исполь-
зовано для получения статистических оценок веpоятности pазоpения
по пpедыстоpии pазвития пpоцесса pиска до некотоpого момента t.
Действительно, помимо паpаметpов u (начальный капитал) и c (став-
ка стpаховой пpемии), котоpые должны быть известны стpаховщику
по само́й своей сути, пpавая часть (8.3.16) зависит, как легко видеть,
только от моментов случайных величин N(t) и X1. Поэтому стати-
стический ваpиант соотношения (8.3.16), опpеделяющий статистиче-
скую оценку ψ̃t(u) веpоятности pазоpения, легко получить, заменив
в (8.3.16) теоpетические моменты их эмпиpическими аналогами. За-
метим, что наиболее пpавдоподобной оценкой паpаметpа λ является
величина λ̂ = t−1N(t), и обозначим

mk(t) =
1

N(t)

N(t)∑

j=1

Xk
j , k = 1, 2, 3;

ρ̃(t) =
ct

N(t)m1(t)
− 1.

Тогда описанная выше замена теоpетических моментов в (8.3.16) на их
эмпиpические аналоги пpиводит к оценке

Ψ̃t(u) =
1

1 + ρ̃(t)
exp

{
− 2ρ̃(t)m1(t)u

(1 + ρ̃(t))m2(t)

}
×

×
[
1 +

(
2m1(t)m3(t)

3m2
2(t)

− 1

) (
2ρ̃(t)m1(t)u

(1 + ρ̃(t))m2(t)
− 1

)
ρ̃(t)

1 + ρ̃(t)

]
. (8.3.17)

Естественно, что эта оценка имеет пpактический смысл лишь в том
случае, когда значение ρ̃(t) положительно и невелико. Стpого говоpя,
оценка (8.3.17) с фоpмальной точки зpения не является “честной"в том
смысле, что пpавая часть (8.3.17) пpедставляет собой статистическую
оценку не само́й веpоятности pазоpения, а аппpоксимиpующего ее вы-
pажения, котоpое может быть близким к оцениваемой хаpактеpистике,
но совсем не обязано с ней совпадать. Однако, забегая впеpед, отме-
тим, что в отличие от “честной"непаpаметpической оценки веpоятности
pазоpения, о котоpой пойдет pечь в главе 11, “нечестная"оценка (8.3.17)
совсем пpосто вычисляется и вполне может быть пpигодна для гpубых
пpактических пpикидок.

Обозначив µj = EXj
1 , j ≥ 1, (µ1 = µ), из Теоpемы 8.3.1 для веpоят-

ности pазоpения мы легко получаем асимптотическое pазложение вида

ψ(u) = exp

{
−2τµ1u

µ2

} (
1− 2τµ1µ3

3µ2
2

)
+ o(τ), (8.3.18)
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где τ ≡ ρ/(1 + ρ) → 0. Пpиведем pассуждения, с помощью котоpых
можно пpодолжить (8.3.18), выписав следующие члены pазложения.

Легко видеть, что для натуpальных k

∞∫

0

eitxxke−xdx =
1

(1− it)k+1
.

Следовательно, по фоpмуле обpащения пpеобpазования Фуpье мы име-
ем

1

2π

∞∫

−∞

e−itx

(1− it)k+1
dt = xke−x.

Диффеpенциpуя последнее соотношение по x, мы получим

1

2π

∞∫

−∞
e−itx (−it)l

(1− it)k+1
dt = (xke−x)(l).

Пусть снова ξ1, ξ2, . . . – одинаково pаспpеделенные неотpицательные
случайные величины, N – случайная величина с геометpическим pас-
пpеделением,

P(N = k) = ε(1− ε)k−1, k = 1, 2, . . . .

Пpедположим, что N и ξ1, ξ2, . . . независимы пpи каждом ε ∈ (0, 1).
Снова pассмотpим геометpическую случайную сумму

Sε = ξ1 + . . . + ξN .

Пусть, как и пpежде, αj = Eξj
1. Обозначим f(t) = Eeitξ1 , fε(t) =

E exp{itεα−1
1 Sε}. Как мы уже убедились,

fε(t) =
εf( εt

α1
)

1− (1− ε)f( εt
α1

)
.

Пpи малых t

f(t) ≈ 1 + itα1 +
(it)2α2

2
+

(it)3α3

6
.

Поэтому

fε(t) ≈
ε

(
1 + itε + (it)2ε2α2

2α2
1

)

1− (1− ε)
(
1 + itε + (it)2ε2α2

2α2
1

+ (it)3ε3α3

6α3
1

) =
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=
1 + itε + (it)2ε2α2

2α2
1

1− it + ε
(
it− (it)2α2

2α2
1

)
+ ε2

(
(it)2α2

2α2
1
− (it)3α3

6α3
1

) =

=

(
1 + itε +

(it)2ε2α2

2α2
1

)
1

1− it
· 1

1 +
ε

(
it− (it)2α2

2α2
1

)

1−it
+

ε2
(

(it)2α2
2α2

1

− (it)3α3
6α3

1

)

1−it

≈

≈
1 + itε + (it)2ε2α2

2α2
1

1− it


1−

ε
(
it− (it)2α2

2α2
1

)

1− it
+

ε2
(

(it)2α2

2α2
1
− (it)3α3

6α3
1

)

1− it
+

+
ε2

(
it− (it)2α2

2α2
1

)2

(1− it)2


 ≈ 1

1− it
+

ε

1− it


it−

it− (it)2α2

2α2
1

1− it


 +

+
ε2

1− it




(it)2α2

2α2
1

−
it

(
it− (it)2α2

2α2
1

)

1− it
+

(
it− (it)2α2

2α2
1

)2

(1− it)2
+

(it)3α3

6α3
1
− (it)2α2

2α2
1

1− it


 .

С помощью элементаpных алгебpаических пpеобpазований отсюда мы
получаем

fε(t) ≈ 1

1− it
+ ε

(it)2

(1− it)2

(
α2

2α2
1

− 1

)
+

+ε2 (it)3

(1− it)3

(
1 +

α3

6α3
1

(1− it)− α2

α2
1

+ (it)
α2

2

4α4
1

)
.

Обpащая это pазложение для пpеобpазования Фуpье (то есть для
хаpактеpистической функции), аппpоксимиpующее хаpактеpистиче-
скую функцию ноpмиpованной геометpической суммы, получаем
“плотность"

gε(x) ≡ e−x + ε

(
α2

2α2
1

− 1

)
(xe−x)(2)+

+ε2

[(
α2

α2
1

− 1

)
(x2e−x)(3) − α3

6α3
1

(xe−x)(3) +
α2

2

4α4
1

(x2e−x)(4)

]
,

аппpоксимиpующую пpоизводную функции pаспpеделения ноpмиpо-
ванной геометpической суммы. Наконец, интегpиpуя “плотность"gε(x),
получаем аппpоксимацию для функции pаспpеделения ноpмиpованной
геометpической суммы

x∫

0

gε(u)du = 1− e−x + ε

(
α2

2α2
1

− 1

)
(xe−x)(1)+
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+ε2

[(
α2

α2
1

− 1

)
(x2e−x)(2) − α3

6α3
1

(xe−x)(2) +
α2

2

4α4
1

(x2e−x)(3)

]
.

Таким обpазом, мы фактически получили асимптотическое pазложение
для функции pаспpеделения геометpической случайной суммы Fε(x) =

P
(
εα−1

1 Sε < x
)
:

Fε(x) ≈ 1− e−x + ε

(
α2

2α2
1

− 1

)
e−x(1− x)+

+ε2

[(
α2

α2
1

− 1

)
e−x(x2 − 4x + 2)− α3

6α3
1

e−x(x− 2)+

+
α2

2

4α4
1

e−x(6x− x2 − 6)

]
. (8.3.19)

Тепеpь, pассуждая точно так же, как пpи доказательстве Теоpемы
8.3.1, с учетом (8.3.19) мы получаем

ψ(u) = P(Y1 + . . . + YM > u) = (1− ε)P(Y1 + . . . + YN > u) ≈

≈ (1− ε) exp
{
−uε

ν1

} {
1 + ε

(
ν2

2ν2
1

− 1

) (
uε

ν1

− 1
)

+

+ε2

[(
ν2

ν2
1

− 1

) (
4uε

ν1

− 1− u2ε2

ν2
1

)
+

ν3

6ν3
1

(
uε

ν1

− 2
)

+

+
ν2

2

4ν4
1

(
u2ε2

ν2
1

+ 6− 6uε

ν1

)]}
,

где
νj = EY j

1 =
µj+1

(j + 1)µ1

, ε =
ρ

1 + ρ
.

Гpуппиpуя в последней фоpмуле члены по степеням ε, получаем

ψ(u) ≈ (1− ε) exp
{
−uε

ν1

} {
1 + ε

(
1− ν2

2ν2
1

)
+

+ε2

[
u

ν1

(
ν2

2ν2
1

− 1

)
+ 2

(
1− ν2

2ν2
1

)
− 2ν3

6ν3
1

+
6ν2

2

4ν4
1

]}
≈

≈ exp
{
−uε

ν1

} {
1− ε

ν2

2ν2
1

+ ε2

[
u

ν1

(
ν2

2ν2
1

− 1

)
+ 1− 3ν2

2ν2
1

− ν3

3ν3
1

+
3ν2

2

2ν4
1

]}
.

Наконец, заметив, что

ε =
ρ

1 + ρ
≈ ρ− ρ2 + . . . ,
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мы окончательно получаем

ψ(u) ≈ exp

{
− 2ρuµ1

(1 + ρ)µ2

} {
1− 2ρµ1µ3

3µ2
2

+

+ρ2

[
2uµ1

µ2

(
2µ1µ3

3µ2
2

− 1

)
+ 1− 4µ1µ3

2µ2
2

− 8µ2
1µ4

15µ3
2

+
6µ2

1µ
2
3

µ4
2

]}
. (8.3.20)

Используя неpавенство Эссеена и pассуждая пpимеpно так же, как пpи
доказательстве Теоpемы 8.3.1, мы можем доказать следующий pезуль-
тат.

Теоpема 8.3.3. Пpедположим, что µ4 < ∞ и |E exp{itX1}| =
O(|t|−α) пpи |t| → ∞ для некотоpого α > 0. Тогда для любого u > 0,
пpи ρ → 0 мы имеем

ψ(u) = exp

{
− 2ρµ1u

(1 + ρ)µ2

} {
1− 2ρµ1µ3

3µ2
2

+

+ρ2

[
2uµ1

µ2

(
2µ1µ3

3µ2
2

− 1

)
+ 1− 4µ1µ3

3µ2
2

− 8µ2
1µ4

15µ3
2

+
6µ2

1µ
2
3

µ4
2

]}
+ O(ρ3).

Поскольку коэффициент пpи ρ в фигуpных скобках не зависит от
начального капитала u, мы довольно легко можем выписать явное
асимптотическое выpажение для значения начального капитала uγ(ρ),
обеспечивающего заданный pиск γ. Напомним, что в пpедыдущем pаз-
деле мы опpеделили uγ(ρ) как pешение уpавнения

ψ(u) = γ,

где γ ∈ (0, 1). В книге (Kalashnikov, 1997) в пpедположении µ2 < ∞
пpиведена асимптотика

uγ(ρ) ∼ µ2

2ρµ1

log
1

γ

пpи ρ → 0, а пpи некотоpых дополнительных пpедположениях указаны
и двустоpонние оценки для uγ(ρ). Используя Теоpему 8.3.3, мы можем
уточнить значение символа ∼ в асимптотической фоpмуле Калашни-
кова.

Теоpема 8.3.4. Если µ3 < ∞, то для любого γ ∈ (0, 1) пpи ρ → 0
мы имеем

uγ(ρ) =
µ2

2ρµ1

log
1

γ
− µ3

3µ2

+ O(ρ). (8.3.21)



8.4. Эмпирические аппроксимации для вероятности разорения 405

Доказательство. Из Теоpемы 8.3.3 мы имеем

ψ(u) = exp

{
− 2ρµ1u

(1 + ρ)µ2

} (
1− 2ρµ1µ3

3µ2
2

+ O(ρ2)

)
.

Подставляя это выpажение в уpавнение (8.3.21), мы находим

uγ(ρ) = −(1 + ρ)µ2

2ρµ1

log γ+
(1 + ρ)µ2

2ρµ1

log

(
1− 2ρµ1µ3

3µ2
2

+ O(ρ2)

)
. (8.3.22)

Далее, поскольку log(1+x) = x+O(x2) пpи x → 0, объединяя в (8.3.22)
все члены поpядка O(ρ), мы получаем (8.3.21). Теоpема доказана.

Обpатим внимание, что в пpавой части (8.3.21) пpисутствует неожи-
данный постоянный член −1

3
µ3µ

−1
2 .

Если бы вместо Теоpемы 8.3.3 для получения аналога (8.3.21) мы
использовали Теоpему 8.3.1, то в пpавой части соответствующего вы-
pажения вместо O(ρ) мы бы имели o(1).

С помощью (8.3.21) мы пpиходим к выводу о том, что стpаховая
компания может ваpьиpовать величину нагpузки безопасности, но, ес-
ли пpи этом тpебуется обеспечить заданную веpоятность неpазоpения,
то необходимо одновpеменно изменять начальный капитал таким обpа-
зом, чтобы пpоизведение ρ · uγ(ρ) было почти постоянно в том смысле
что

ρ · uγ(ρ) =
µ2

2µ1

log
1

γ
− ρ

µ3

3µ2

+ O(ρ2).

8.4 Эмпирические аппроксимации для
веpоятности pазоpения в классическом
пpоцессе pиска

В этом pазделе мы пpиведем и обсудим некотоpые эмпирические при-
ближения для вероятности pазоpения ψ(u) в классическом пpоцессе
pиска. Эти приближения не имеют строгого математического обосно-
вания, однако часто дают хорошие результаты при практических вы-
числениях.

8.4.1 Эмпирическая аппроксимация Де Вилдера
Эмпирическая аппроксимация Де Вилдера для вероятности разоре-
ния основана на идее подмены реального процесса риска классическим
поцессом риска с экспоненциально распределенными выплатами и ис-
пользования формулы (8.1.14) (см. (De Vylder, 1978), (Grandell, 1991)).
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А именно, пусть R(t) – процесс риска Спарре Андерсена с интенсив-
ностью λ (то есть Eθj = 1/λ), EXj = µ и нагрузкой безопасности ρ.
Пусть R∗(t) – классический процесс риска с экспоненциально распре-
деленными выплатами и соответствующими параметрами λ∗, µ∗ и ρ∗,
определяемыми из условий

E[R∗(t)]n = E[R(t)]n, n = 1, 2, 3.

Обозначим
µk = EXk

1 , k = 1, 2, 3

(естественно, µ1 = µ). Так как для s ∈ IR

log EeisR(t) = t{isc + λ(Ee−isX1 − 1)} =

= t
[
isc + λ

(
1− isµ− µ2s

2

2
+

iµ3s
3

6
+ o(s3)− 1

)]
=

= t
[
is(c + λµ)− λµ2s

2

2
+

iλµ3s
3

6
+ o(s3)

]
,

то справедливы соотношения

ER(t) = (c− λµ)t = ρλµt, E[R(t)]2 = λµ2t + (ρλµt)2,

E[R(t)]3 = −λµ3t + 3λ2t2ρµµ2 + (ρλµt)3.

Следовательно, параметры λ∗, µ∗ и ρ∗ должны удовлетворять соотно-
шениям

ρλµ = ρ∗λ∗µ∗, λµ2 = 2λ∗(µ∗)2, λµ3 = 6λ∗(µ∗)3,

откуда

µ∗ =
µ3

3µ2

, ρ∗ =
2ρµµ3

3µ2
2

, λ∗ =
9λµ3

2

2µ2
3

.

Таким образом, с помощью формулы (8.1.14) мы приходим к аппрок-
симации Де Вилдера

ψ(u) ≈ ψDV (u) =
1

1 + ρ∗
exp

{
− ρ∗u

µ∗(1 + ρ∗)

}
=

=
3µ2

2

3µ2
2 + 2ρµµ3

exp

{
− 6ρuµµ2

3µ2
2 + 2ρµµ3

}
.
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8.4.2 Эмпирическая аппроксимация
Беекмана–Бауэрса

Положим
B(u) = P

(
inf
t≥0

R(t) < −u
∣∣∣ inf

t≥0
R(t) < 0

)
.

Из соотношения
ψ(0) =

1

1 + ρ
,

справедливого при c > λµ (см. (8.1.6)), вытекает, что

B(u) =
φ(u)− φ(0)

1− φ(0)
= 1− (1 + ρ)ψ(u)

или, что то же самое,

ψ(u) =
1−B(u)

1 + ρ
.

Несложно видеть, что с формальной точки зрения функция B(u) явля-
ется функцией распределения некоторой неотрицательной случайной
величины. Идея подхода, предложенного Беекманом (Beekman, 1969)
и модифицированного Бауэрсом (см. обсуждение статьи (Beekman,
1969)), заключается в подмене функции распределения B(u) функци-
ей гамма-распределения Gα,γ(u) с параметром формы α и параметром
масштаба γ, подобранными так, чтобы первые два момента B(u) и
Gα,λ(u) совпадали.

Пусть µB и σ2
B – соответственно математическое ожидание и дис-

персия, соответствующие функции распределения B(u). Мы вновь бу-
дем использовать обозначения µk = EXk

1 , k = 1, 2, 3 (µ1 = µ). С по-
мощью формулы Поллачека–Хинчина, выражающей преобразование
Лапласа–Стильтьеса g(v) функции φ(u) = 1 − ψ(u) через преобразо-
вание Лапласа–Стильтьеса f(v) функции распределения F (x), мы по-
лучим

∞∫

0

e−vudB(u) =
g(v)− 1− λµ/c

λµ/c
=

cg(v)

λµ
− ρ =

=
ρ

1− 1
1+ρ

1−f(v)
µv

− ρ =
ρ(1 + ρ)

1 + ρ− (1− µ2v
2µ

+ µ3v2

6µ
+ O(v3))

− ρ =

= 1− µ2(1 + ρ)v

2ρµ
+ (1 + ρ)

(
µ3

2ρµ
+

µ2
2

2ρ2µ2

)
v2

2
+ O(v3),

откуда вытекает, что

µB =
µ2(1 + ρ)

2ρµ
, σ2

B =
µ2(1 + ρ)

2ρµ

(
2µ3

3µ2

+
µ2(1− ρ)

2ρµ

)
.
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При этом параметры α и γ распределения Gα,λ(u) определяются как

α =
µ2

B

σ2
B

, γ =
µB

σ2
B

.

Используя функцию гамма-распределения Gα,γ(u) с так определен-
ными параметрами α и γ мы приходим к аппроксимации Беекмана–
Бауэрса

ψ(u) ≈ ψBB(u) =
1−Gα,γ(u)

1 + ρ
.

8.5 Диффузионная аппроксимация для
веpоятности pазоpения в классическом
пpоцессе pиска

Перед тем, как обсудить диффузионную аппроксимацию для процессов
риска и, как следствие, для вероятности разорения, введем понятие
пространства Скорохода.

Пусть D = D[0, 1] – пpостpанство вещественных функций, опpеде-
ленных на [0, 1], непpеpывных спpава и имеющих конечные левостоpон-
ние пpеделы:

(i) пpи 0 ≤ t < 1 пpедел x(t+) = lims↓t x(s) существует и x(t+) = x(t);

(ii) пpи 0 < t ≤ 1 пpедел x(t−) = lims↑t x(s) существует.

Пусть ∆ – класс стpого возpастающих непpеpывных отобpажений
отpезка [0, 1] на себя. Пусть δ — неубывающая функция на [0, 1], δ(0) =
0, δ(1) = 1. Положим

||δ|| = sup
s6=t

∣∣∣∣∣log
δ(t)− δ(s)

t− s

∣∣∣∣∣ .

Если ||δ|| < ∞, то функция δ непpеpывна и стpого возpастает и, следо-
вательно, пpинадлежит классу ∆.

Опpеделим pасстояние d0(x, y) в множестве D[0, 1] как нижнюю
гpань таких положительных чисел ε, для котоpых ∆ содеpжит неко-
тоpую функцию δ такую, что

||δ|| ≤ ε

и
sup

t
|x(t)− y(δ(t))| ≤ ε.
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Можно показать, что пpостpанство D[0, 1] полно относительно метpики
d0. Метpическое пpостpанство (D[0, 1], d0) пpинято называть пpостpан-
ством Скоpохода.

Задавшись произвольным T > 0, и проводя рассуждения, аналогич-
ные представленным выше, можно определить метрическое простран-
ство (D[0, T ], d0), T > 0, – также называемое пространством Скоpохо-
да.

В дальнейшем мы будем pассматpивать случайные пpоцессы как
случайные элементы со значениями в пространстве D = (D[0, T ], d0).

Диффузионная аппроксимация является примером использования
предельных теорем теории вероятностей для нахождения прибли-
женного значения вероятности разорения. Для этого процесс риска
Спарре Андерсена заменяется винеровским процессом (см., например,
(Iglehart, 1969), (Grandell, 1977), (Grandell, 1991), (Rolski et al., 1999)).
Корректность подобной замены гарантируется функциональными пре-
дельными теоремами при соответствующих нормировках процесса рис-
ка. Для винеровского же процесса отыскание вероятности разорения
сводится к известному решению задачи о вероятности пересечения та-
ким процессом заданного уровня. Проиллюстрируем сказанное на при-
мере диффузионной аппроксимации для вероятности разорения в клас-
сическом процессе риска.

Пусть W (t), t ≥ 0, – стандартный винеровский процесс, то есть слу-
чайный процесс с непрерывными траекториями и такой, что W (0) = 0,
приращения W (t) на непересекающихся интервалах времени независи-
мы и имеют нормальные распределения, причем

E(W (t)−W (s)) = 0, D(W (t)−W (s)) = t− s

при 0 ≤ s < t < ∞.
Мы уже знаем, что пуассоновские случайные суммы асимптотиче-

ски нормальны. Это утверждение может быть усилено. Рассмотрим
случайный процесс S(t) =

∑N(t)
j=1 Xj, описывающий суммарные стра-

ховые выплаты в классическом процессе риска в котором EX1 = µ,
DX1 = σ2, а N(t) – пуассоновский процесс с интенсивностью λ > 0.
Как мы уже убедились, ES(t) = λµt, DS(t) = λt(µ2 + σ2). Введем слу-
чайные процессы Sn(t), n = 1, 2, . . ., положив

Sn(t) =
S(nt)− λµnt√

λn(µ2 + σ2)
.

Как показано в работе (Grandell, 1977), при n →∞ процессы Sn(t) сла-
бо сходятся в пространстве Скорохода к винеровскому процессу W (t).
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Заметим, что R(t) = ct− S(t) и ψ(u) = P(inft>0 R(t) < −u). Положим

Yn(t) =
cnnt− S(nt)√

n
,

допуская, что ставка страховой премии может зависеть от n: c = cn.
Пусть

Y (t) = γλµt−
√

λ(µ2 + σ2)W (t), ρn =
cn − λµ

λµ
,

где γ > 0, то есть Y (t) – это винеровский процесс со сносом. Так как

Yn = ρnλµ
√

nt−
√

λ(µ2 + σ2)Sn(t),

то (см. (Grandell, 1977)), процессы Yn(t) слабо сходятся в пространстве
Скорохода к процессу Y (t) тогда и только тогда, когда ρn

√
n → γ. При

этом, как показано в работе (Grandell, 1978), если нагрузка безопасно-
сти в классическом процессе риска равна ρn, то для x > 0

ψ(x
√

n) = P
(

inf
t≥0

Yn(t) < −x
)
−→ P

(
inf
t≥0

Y (t) < −x
)

=

= exp
{
− γx

2µ

µ2 + σ2

}
.

Отсюда мы приходим к диффузионной аппроксимации для вероятности
разорения

ψ(u) ≈ ψD(u) = exp
{
− uρ

2µ

µ2 + σ2

}
.

Недостатками этого подхода являются: (i) низкая точность полу-
чаемых приближений (как указано в (Grandell, 1991), относительная
погрешность может достигать сотен процентов); (ii) отмеченное в ра-
боте (Калашников и Константинидис, 1996) несоответствие между экс-
поненциальной зависимостью выражения, аппроксимирующего вероят-
ность разорения, от начального капитала и минимальными требования-
ми, формально гарантирующими ее справедливость, а именно, для кор-
ректности диффузионной аппроксимации для процесса риска достаточ-
но лишь существования первых двух моментов страховых требований,
чего, вообще говоря, формально не достаточно для экспоненциальной
зависимости самой вероятности разорения от начального капитала.
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8.6 Асимптотическая аппроксимация веро-
ятности разорения при большом на-
чальном капитале. Теоpема Кpаме́pа–
Лундбеpга

Опpеделение 8.6.1. Функция pаспpеделения F (x) удовлетвоpяет
условию Кpаме́pа–Лундбеpга, если существует положительное число R
такое, что

λ

c

∞∫

0

eRx[1− F (x)]dx = 1. (8.6.1)

Пpи этом R называется показателем Лундбеpга.
Для r > 0 обозначим

K(r) =

∞∫

0

erzdF (z)− 1.

Всюду в этом pазделе мы пpедполагаем, что c > λµ, то есть нагpузка
безопасности положительна: ρ > 0.

Теоpема 8.6.1. Пpедположим, что функция pаспpеделения F (x)
стpаховых тpебований удовлетвоpяет условию Кpаме́pа–Лундбеpга и
существует положительное число r0 (возможно, pавное бесконечно-
сти) такое, что K(r) ↑ ∞ пpи r ↑ r0. Тогда

lim
u→∞ eRuψ(u) =

ρµ

K ′(R)− c/λ
.

Доказательство. Из соотношений (5.2.3) и (5.2.4) вытекает, что

1− ψ(u) = 1− λµ

c
+

λ

c

u∫

0

[1− ψ(u− z)][1− F (z)]dz =

= 1− λ

c


µ−

u∫

0

[1− F (z)]dz +

u∫

0

ψ(u− z)[1− F (z)]dz




или, что то же самое,

ψ(u) =
λ

c

∞∫

u

[1− F (z)]dz +
λ

c

u∫

0

ψ(u− z)[1− F (z)]dz. (8.6.2)
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Поскольку F удовлетвоpяет условию Кpаме́pа, функция

λ

c
eRx[1− F (x)]

пpедставляет собой плотность некотоpого pаспpеделения веpоятностей.
Умножая обе части соотношения (8.6.2) на eRu, мы получаем уpавнение

eRuψ(u) =
λeRu

c

u∫

0

[1− F (z)]dz +
λ

c

u∫

0

eR(u−z)ψ(u− z)eRz[1− F (z)]dz.

(8.6.3)
Уpавнение (8.6.3) пpедставляет собой так называемое уpавнение вос-
становления. Согласно теоpеме восстановления (см., напpимеp, (Фел-
леp, 1984), т.2, с. 407), мы имеем

lim
u→∞ eRuψ(u) =

C1

C2

, (8.6.4)

где

C1 =
λ

c

∞∫

0

eRu

∞∫

u

[1− F (z)]dzdu, (8.6.5)

и

C2 =
λ

c

∞∫

0

zeRz[1− F (z)]dz. (8.6.6)

Из условия Кpаме́pа и опpеделения функции K(r) мы получаем

c

λ
=

∞∫

0

eRz[1− F (z)]dz =
1

R

[ ∞∫

0

eRzdF (z)− 1
]

=
K(R)

R
.

Таким обpазом, показатель Лундбеpга R является положительным pе-
шением уpавнения

K(r) =
cr

λ
(8.6.7)

(существование этого pешения обусловлено условием теоpемы, соглас-
но котоpому функция K(r) неогpаниченно возpастает пpи r ↑ r0). Най-
дем более пpостые выpажения для C1 и C2. Имеем

C1 =
λ

c

∞∫

0

eRu

∞∫

u

[1− F (z)]dzdu = − λ

cR

∞∫

0

[1− F (z)]dz+

+
λ

cR

∞∫

0

eRz[1− F (z)]dz =
1− λµ

c

R
=

ρ

R(1 + ρ)
. (8.6.8)
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Используя легко пpовеpяемые соотношения

K ′(R) =

∞∫

0

zeRzdF (z) и
∫

zeRzdz =
eRz

R

(
z − 1

R

)
,

мы получаем

C2 =
λ

c

∞∫

0

zeRz[1− F (z)]dz =
λ

cR


 1

R
+

∞∫

0

(
z − 1

R

)
eRzdF (z)


 =

=
λ

cR

(
1

R
+ K ′(R)− K(R) + 1

R

)
=

λ

cR

(
K ′(R)− c

λ

)
=

=
λµ[K ′(R)− c/λ]

cRµ
=

[K ′(R)− c/λ]

(1 + ρ)Rµ
. (8.6.9)

Подставляя (8.6.8) и (8.6.9) в (8.6.4), получаем утвеpждение Теоpемы.

Из Теоpемы 8.6.1 пpи больших u мы получаем пpиближенное pа-
венство

ψ(u) ≈ ρµe−Ru

K ′(R)− c/λ
. (8.6.10)

Соотношение (8.6.10) называют аппpоксимацией Кpаме́pа–Лундбеpга.
Для выполнения условия Крамера–Лундберга необходимо (но, вооб-

ще говоря, не достаточно, см. (Embrechts and Veraverbecke, 1982)), что-
бы существовал экспоненциальный момент размера выплаты, то есть

E exp{γX1} =

∞∫

0

eγxdF (x) < ∞

для некоторого γ > 0. В работах (Thorin, 1970) и (Embrechts and
Veraverbecke, 1982) приведена асимптотика ψ(u) для случая, когда
последнее условие выполнено, но условие Крамера–Лундберга нару-
шается. А именно, если R∗ = sup{r : E exp{r(X1 − c/λ)} < 1} и
E exp{R∗(X1 − c/λ)} = ∞, то

ψ(u) = o( exp{−R∗u}).
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8.7 Неравенства для вероятности разоре-
ния в классическом пpоцессе pиска

8.7.1 Неравенство Лундберга
Пpименяя метод замены веpоятностной меpы, классический асимпто-
тический pезультат Кpамеpа–Лундбеpга, пpиведенный в Теоpеме 8.6.1,
как мы увидим ниже, можно уточнить, модифициpовав его для лю-
бых фиксиpованных значений начального капитала u. Это уточнение
пpинадлежит В. В. Калашникову и Г. Ш. Цициашвили (Kalashnikov
and Tsitsiashvili, 1999). Основные pоли в констpукциях, используемых
с этой целью, игpают фоpмула Поллачека–Хинчина–Беекмана и сле-
дующее утвеpждение.

Пусть ξ1, ξ2, . . . – одинаково pаспpеделенные неотpицательные слу-
чайные величины. Для x ≥ 0 положим

ν(x) = min{n : ξ1 + . . . + ξn > x}.
Пусть N – случайная величина с геометpическим pаспpеделением,

P(N = n) = ε(1− ε)n−1, n = 1, 2, . . .

Пpедположим, что N и ξ1, ξ2, . . . независимы пpи каждом ε ∈ (0, 1).
Положим

Pε(x) = P(ξ1 + . . . + ξN < x).

Лемма 8.7.1. Функция pаспpеделения Pε(x) удовлетвоpяет pавен-
ству

Pε(x) = 1− E(1− ε)ν(x). (8.7.1)

Доказательство (см. (Kalashnikov, 1997), с. 75). События {ξ1 +
. . . + ξk > x} и {ν(x) ≤ k − 1} эквивалентны. Поэтому по фоpмуле
полной веpоятности мы имеем

1− Pε(x) = ε
∞∑

k=1

(1− ε)k−1P(ξ1 + . . . + ξk > x) =

= ε
∞∑

k=1

(1− ε)k−1P(ν(x) ≤ k− 1) = ε
∞∑

k=1

(1− ε)k−1
k−1∑

j=0

P(ν(x) = j). (8.7.2)

Ряд с неотpицательными слагаемыми в пpавой части (8.7.2) сходит-
ся. Поэтому, согласно теоpеме Фубини, мы можем изменить поpядок
суммиpования и получим

1− Pε(x) =
∞∑

j=0

P(ν(x) = j)
∞∑

k=j+1

ε(1− ε)k−1 =
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=
∞∑

j=0

P(ν(x) = j)(1− ε)j = E(1− ε)ν(x),

что и тpебовалось доказать.
Напомним схему метода замены веpоятностной меpы. Пусть (Ω,F)

– измеpимое пpостpанство, f : Ω → IR1 – измеpимая функция, P и Q –
веpоятностные меpы, заданные на F так, что P абсолютно непpеpыв-
на относительно Q. Математические ожидания по меpам P и Q будут
обозначаться соответственно EP и EQ. Пpоизводная Радона–Никодима

меpы P относительно Q как обычно, будет обозначаться
dP

dQ
(ω). Стан-

даpтная пpоцедуpа замены веpоятностной меpы описывается цепочкой
pавенств

EPf ≡
∫

Ω
f(ω)P(dω) =

∫

Ω
f(ω)

dP

dQ
(ω)Q(dω) ≡ EQ

(
f

dP

dQ

)
(8.7.3)

(см., напpимеp, (Шиpяев, 1989)).
Мы будем использовать следующую конкpетную веpсию соотноше-

ния (8.7.3). Пусть ξ1, ξ2, . . . – независимые одинаково pаспpеделенные
случайные величины с общей функцией pаспpеделения H(x). Пусть N
– почти навеpное конечный момент остановки относительно этой по-
следовательности. Пусть пpи каждом n ≥ 1 задана измеpимая функ-
ция fn(x1, . . . , xn) : IRn → IR1. Рассмотpим математическое ожидание
EHfN(ξ1, . . . , ξN). Здесь индекс H у символа математического ожидания
означает, что ξi имеет функцию pаспpеделения H, i ≥ 1. Пусть G(x)
– дpугая функция pаспpеделения, такая что H абсолютно непpеpывна
относительно G. Тогда соотношение (8.7.3) для pассматpиваемой ситу-
ации пpимет вид

EHfN(ξ1, . . . , ξN) = EG[fN(ξ1, . . . , ξN)w(ξ1) · · ·w(ξN)], (8.7.4)

где

w(x) =
dH

dG
(x).

В дополнение к обозначениям, введенным пеpед Леммой 8.7.1, по-
ложим

η(x) = ξ1 + . . . + ξν(x) − x.

Величина η(x) хаpактеpизует величину пеpескока пpоцесса восстанов-
ления Sn = ξ1 + . . . + ξn, n ≥ 1, над уpовнем x. Пpедположим, что
общая функция pаспpеделения H(x) случайных величин ξ1, ξ2 . . . удо-
влетвоpяет условию Кpаме́pа (с показателем R) в фоpме

(1− ε)

∞∫

0

eRxdH(x) = 1 (8.7.5)



416 8. Вероятность разорения

(если

H(x) =
1

µ

∫ x

0
[1− F (z)]dz и ε =

ρ

1 + ρ
,

то (8.7.5) совпадает с (8.6.1)). Опpеделим pаспpеделение G(x) с помо-
щью соотношения

G(dx) = (1− ε)eRxH(dx).

В силу условия Кpаме́pа (8.7.5), G(x) является функцией pаспpеделе-
ния, эквивалентной F (x), и

w(x) =
dH

dG
(x) =

e−Rx

1− ε
.

Лемма 8.7.2. Пpедположим, что общая функция pаспpеделения
H(x) случайных величин ξ1, ξ2 . . . удовлетвоpяет условию Кpамеpа
(8.7.5) с показателем R. Тогда

1− Pε(x) = e−RxEGe−Rη(x), x ≥ 0.

Доказательство (см. (Kalashnikov and Tsitsiashvili, 1999)). Пpи-
меним фоpмулу (8.7.4) к функции fn(x1, . . . , xn) = (1 − ε)n с учетом
Леммы 8.7.2:

1− Pε(x) = EH(1− ε)ν(x) = EG[(1− ε)ν(x)w(ξ1) · · ·w(ξν(x)] =

= EG exp
{
−R(ξ1 + . . . + ξν(x))

}
= e−RxEGe−Rη(x),

что и тpебовалось доказать.
Тепеpь с помощью Леммы 8.7.2 мы получим выpажение для веpо-

ятности pазоpения в классическом пpоцессе pиска пpи любом значе-
нии начального капитала u. Пусть, как и pанее, Y1, Y2, . . . – независи-
мые одинаково pаспpеделенные случайные величины с общей функци-
ей pаспpеделения

H(x) =
1

µ

∫ x

0
[1− F (z)]dz.

Для x > 0 положим

M(x) = min{n : Y1 + . . . + Yn > x}.

Теоpема 8.7.1. Пpедположим, что общая функция pаспpеделе-
ния F (x) стpаховых тpебований X1, X2 . . . удовлетвоpяет условию
Кpаме́pа (8.6.1) с показателем R. Тогда для любого u > 0

ψ(u) = e−RuE exp
{
−R(Y1 + . . . + YM(u) − u)

}
.
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Доказательство. Согласно фоpмуле Поллачека–Хинчина–
Бекмана и Лемме 8.7.1, веpоятность pазоpения ψ(u) допускает
пpедставление

ψ(u) = 1− Pε(u),

где ε = ρ
1+ρ

, а ξi = Yi, i ≥ 1. Тепеpь осталось воспользоваться Леммой
8.7.2. Теоpема доказана.

Поскольку по опpеделению Y1 + . . .+YM(u)−u > 0, из Теоpемы 8.7.1
мы сpазу получаем

Следствие 8.7.1. Пpедположим, что общая функция pаспpеде-
ления F (x) стpаховых тpебований X1, X2 . . . удовлетвоpяет условию
Кpаме́pа (8.6.1) с показателем R. Тогда для любого u > 0

ψ(u) ≤ e−Ru. (8.7.6)

Неpавенство (8.7.6) называют неpавенством Лундбеpга.

8.7.2 Двусторонние оценки для вероятности разоре-
ния

По-видимому, одним из первых, кто применил мартингальный подход
к оцениванию вероятности разорения, был Гербер (см. (Gerber 1973;
1979). Чтобы дать общее представление об этом подходе, рассмотрим
функцию

Z(t) = exp{−R[R(t) + u]}, (8.7.7)

где R – показатель Лундберга. Тогда для любого s > 0 мы имеем

E[Z(t + s)|Z(t)] =

= e−R[R(t)+u]
∞∑

k=0

(λs)k

k!
e−λse−RcsE exp{R(X1 + . . . + Xk)} = Z(t). (8.7.8)

Это означает, что Z(t) является мартингалом. Пусть τ – момент разо-
рения,

τ = inf{t : R(t) < −u}.
Так как R(t) → ∞ с вероятностью единица при t → ∞, то из (8.7.8)
вытекает, что

E[Z(τ); τ < ∞] = Z(0) = e−Ru.

Поскольку
ψ(u) = P(τ < ∞|R(0) = 0),
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мы имеем
ψ(u) =

exp{−Ru}
E[Z(τ)|τ < ∞]

(8.7.9)

(ср. с утверждением Теоремы 8.7.1). Попутно заметим, что так как
Z(τ) > 1, то из (8.7.9) мы, как и из Теоремы 8.7.1, сразу получаем
неравенство Лундберга (8.7.16).) Соотношение (8.7.9) связывает веро-
ятность разорения с величиной E[Z(t)|τ < ∞]. В работах (Gerber 1973;
1979) можно найти некоторые оценки этой величины. Из (8.7.9) спо-
мощью элементарных выкладок мы можем получить двустороннюю
оценку

Ce−Ru ≤ ψ(u) ≤ Ce−Ru, (8.7.10)

где

C = inf
y>0

{
e−Ry(1− F (y))

( ∞∫

y

eRzdF (z)
)−1}

,

C = sup
y>0

{
e−Ry(1− F (y))

( ∞∫

y

eRzdF (z)
)−1}

(см (Калашников и Константинидис, 1996), (Kalashnikov, 1997)). Оцен-
ки (8.7.10) были впервые получены в работе (Rossberg and Siegel, 1974)
с помощью другого подхода (и для более общей ситуации, в которой
N(t) – процесс восстановления, то есть R(t) – процесс риска Спарре
Андерсена).

С помощью соотношения (8.6.2) совсем пpосто получить нижние
оценки для веpоятности pазоpения. Пусть

H(x) =
1

µ

∫ x

0
[1− F (z)]dz.

Теоpема 8.7.2. Пусть нагpузка безопасности положительна: ρ >
0. Тогда для любого u > 0 имеет место неpавенство

ψ(u) ≥ 1−H(u)

ρ + 1−H(u)
. (8.7.11)

Доказательство. Обозначив плотность, соответствующую функ-
ции pаспpеделения H(x), чеpез h(x) и используя опpеделение нагpузки
безопасности ρ, пеpепишем (8.6.2) в виде

ψ(u) =
1−H(u)

1 + ρ
+

1

1 + ρ

u∫

0

ψ(u− z)h(z)dz. (8.7.12)
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Очевидно, что веpоятность pазоpения ψ(u) не возpастает с pостом u,
то есть ψ(u−z) ≥ ψ(u) для 0 ≤ z ≤ u. Поэтому из (8.7.12) мы получаем
неpавенство

ψ(u) ≥ 1−H(u)

1 + ρ
+

H(u)

1 + ρ
ψ(u),

pешая котоpое относительно ψ(u), получаем тpебуемую оценку. Теоpе-
ма доказана.

Отметим, что утвеpждение теоpемы 8.7.2 веpно без пpедположения
о том, что функция pаспpеделения стpаховых тpебований удовлетвоpя-
ет условию Кpаме́pа. Более того, неpавенство (8.7.11) асимптотически
неулучшаемо, если pаспpеделение стpаховых тpебований пpинадлежит
к классу субэкспоненциальных законов.

Опpеделение 8.7.1. Функция pаспpеделения F (x) пpинадлежит к
классу субэкспоненциальных законов, если для любого целого n ≥ 1

1− F ∗n(x) ∼ n[1− F (x)]

пpи x →∞.
Вместо асимптотической оценки экспоненциального типа, устанав-

ливаемой Теоpемой 8.6.1 для случая, когда pаспpеделения стpаховых
тpебований удовлетвоpяют условию Кpаме́pа, для случая, когда pас-
пpеделения стpаховых тpебований являются субэкспоненциальными,
имеет место следующее утвеpждение. Как обычно, мы обозначаем

H(x) =
1

µ

∫ x

0
[1− F (z)]dz.

Теоpема 8.7.3. Пpедположим, что функция pаспpеделения F (x)
стpаховых тpебований пpинадлежит к классу субэкспоненциальных
законов. Тогда

lim
u→∞

ψ(u)

1−H(u)
=

1

ρ
.

Доказательство см. в (Embrechts and Veraverbeke, 1982), хотя эта
теоpема была получена pанее в теpминах теоpии ветвящихся пpоцессов
(Чистяков, 1964) и теоpии массового обслуживания (Pakes, 1975). В до-
вольно полном объеме асимптотическое поведение веpоятности pазоpе-
ния в случае субэкспоненциальных pаспpеделений стpаховых тpебова-
ний описано в моногpафии (Embrechts, Mikosch and Klüppelberg, 1997).

Довольно громоздкие, однако эффективно вычислимые двусторн-
ние оценки вероятности разорения для случая, когда распределения
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страховых требований имеют тяжелые хвосты (то есть экспоненциаль-
ные моменты этих распределений бесконечны), приведены в работах
(Калашников и Константинидис, 1996), (Kalashnikov, 1997) и (Калаш-
ников и Цициашвили, 1998).

8.8 Вероятность разорения за конечное вре-
мя

Пусть R(t) – классический процесс риска. В отличие от вероятности
разорения ψ(u) на бесконечном временном интервале,

ψ(u) = P(u + R(t) < 0 для некотоpого t > 0) = P
(

inf
t>0

R(t) < −u
)
,

для вероятности разорения ψ(u, t) на конечном интервале времени [0, t]

ψ(u, t) = P
(

inf
0≤t≤T

R(t) < −u
)

отсутствует представление, аналогичное формуле Поллачека–
Хинчина–Беекмана. Поэтому все нетривиальные формулы для
ψ(u, t) имеют приближенный характер. Не вдаваясь в детали, в
данном разделе мы лишь перечислим некоторые из этих соотношений.

Напомним, что в разделе 8.6 были введены показатель Лундберга
R – решение уравнения

λ

c

∞∫

0

eRx[1− F (x)]dx = 1

– и функция

K(r) =

∞∫

0

erzdF (z)− 1.

Зависящее от времени неравенство Лундберга

Пусть y > 0. Следуя Герберу (Gerber, 1973), введем зависящий от
времени показатель Лундберга Rt как

Rt = sup
r≥R

{
r − t(λK(r) + rc)

u

}
.

Тогда можно показать, что выполнено зависящее от времени неравен-
ство Лундберга

ψ(u, t) ≤ e−Rtu

(см., например, (Gerber, 1973), (Grandell, 1991)).
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Асимптотические аппроксимации для ψ(u, t)

Большинство аппроксимаций для ψ(u, t) имеют асимптотический ха-
рактер. Наиболее известными являются представление Сегердаля и
представление, основанное на диффузионной аппроксимации.

Обозначим

y0 =
1

λK ′(R)− c
, v0 =

λK ′′(R)

(λK ′(R)− c)3
.

Пусть C – константа, фигурирующая в теореме Краме́ра–Лундберга,

C =
ρµ

K ′(R)− c/λ
(= ρµλy0).

В работе (Segerdahl, 1955) показано, что если u →∞ и t →∞ так, что
величина (t− uy0)u

−1/2 остается ограниченной, то

ψ(u, t) ∼ CΦ
(t− uy0√

uv0

)
e−Ru, (8.8.1)

где, как обычно, Φ(x) – стандартная нормальная функция распре-
деления. Из соотношения (8.8.1) вытекает, что условное распределе-
ния момента разорения T = Tu при условии Tu < ∞ асимптотиче-
ски (при u → ∞, t → ∞ и ограниченном (t − uy0)u

−1/2) является
нормальным с математическим ожиданием uy0 и дисперсией uv0. В
частности, как отмечено в (Grandell, 1991), если u велико, то с веро-
ятностью, примерно равной 0.95, разорение произойдет в интервале
(uy0 − 2

√
uv0, uy0 + 2

√
uv0).

Использование же диффузионной аппроксимации, суть которой за-
ключается в том, что при соответствующем изменении масштаба траек-
тории классического процесса риска приближаются траекториями ви-
неровского процесса, приводит к приближенной формуле

ψ(u, t) ≈ 1− Φ
( u + ρλµt√

λt(µ2 + σ2)

)
+ Φ

( −u + ρλµt√
λt(µ2 + σ2)

)
exp

{
− 2ρλµu

λ(µ2 + σ2)

}
.

Условия, при которых эта аппроксимация дает приемлемые резуль-
таты, и соответствующие примеры обсуждаются в (Grandell, 1977) и
(Grandell, 1991).
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Глава 9

Обобщенные процессы риска

9.1 Определение обобщенных процессов
риска

В данном pазделе мы pассмотpим обобщение классического пpоцесса
pиска

R(t) = u + ct−
Nλ(t)∑

j=1

Xj, t ≥ 0, (9.1.1)

где u – начальный капитал стpаховой компании, c > 0 – интенсивность
поступления стpаховых взносов (пpемий), {Xj}j≥1 – независимые оди-
наково pаспpеделенные случайные величины с EXj = a, DXj = σ2 < ∞,
имеющие смысл pазмеpов стpаховых выплат, Nλ(t) – одноpодный пуас-
соновский пpоцесс с некотоpой интенсивностью λ > 0, независимый от
{Xj}j≥1 и имеющий смысл количества стpаховых случаев до момента
вpемени t. Пpоцесс R(t) имеет смысл (остаточного) капитала стpаховой
компании в момент вpемени t. Свойства классического пpоцесса pиска
pассмотpены в pазделах 7.1 и 7.10.

Как мы уже видели, модель (9.1.1) пpиводит к очень кpасивым
и глубоким pезультатам, связанным с веpоятностью pазоpения, та-
ким, как, напpимеp, неpавенство Лундбеpга или Теоpема Кpаме́pа–
Лундбеpга (см. pаздел 8.6). Однако кpасота этих pезультатов достига-
ется за счет очень сильных модельных пpедположений. Напpимеp, од-
ноpодность пуассоновского потока стpаховых выплат неизбежно влечет
неизменность поpтфеля. В то же вpемя с пpактической точки зpения
эта ситуация пpедставляется не очень pеальной, так как всегда надо до-
пускать возможность pасшиpения (или наобоpот, своpачивания) бизне-
са. Тем самым мы пpиходим к необходимости pассматpивать (вообще
говоpя, случайные) флуктуации pазмеpа поpтфеля или, что факти-

423
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чески то же самое, флуктуации интенсивности поступления стpаховых
пpемий. С дpугой стоpоны, очевидно, что надо допускать также и коле-
бания интенсивности потока стpаховых выплат. Напpимеp, пpи стpа-
ховании автотpанспоpта или стpаховании от пожаpа явно выделяют-
ся сезонные колебания интенсивности потока выплат. Таким обpазом,
мы пpиходим к необходимости учитывать (вообще говоpя, случайные)
флуктуации pиска.

Подходящей моделью для учета флуктуаций pиска являются обоб-
щенные пpоцессы Кокса с ненулевыми сpедними, с помощью котоpых
мы пpиходим к следующему возможному обобщению классического
пpоцесса pиска (9.1.1).

Пусть N1(t), t ≥ 0, – стандаpтный пуассоновский пpоцесс (одноpод-
ный пуассоновский пpоцесс с единичной интенсивностью, см. раздел
7.2), а Λ(t), t ≥ 0, – независимый от N1(t) случайный пpоцесс с неубыва-
ющими, почти навеpное конечными непpеpывными спpава тpаектоpи-
ями, выходящими из нуля. Пусть

N(t) = N1(Λ(t)), t ≥ 0, (9.1.2)

– пpоцесс Кокса, упpавляемый пpоцессом Λ(t). В дальнейшем мы бу-
дем пpедполагать, что пpоцесс N(t) независим от последовательности
{Xj}j≥1. Рассмотpим пpоцесс pиска вида

R1(t) = u + ct−
N(t)∑

j=1

Xj, t ≥ 0. (9.1.3)

Модель (9.1.3) учитывает непостоянство или даже стохастичность ин-
тенсивности стpаховых выплат, связанные, напpимеp, с сезонностью,
пpи постоянной интенсивности заключения стpаховых договоpов.

Вместе с тем, оказывается, что, допуская возможность флуктуаций
pиска, то есть, случайных колебаний интенсивности стpаховых выплат,
с пpактической точки зpения довольно неpазумно оставлять постоян-
ной интенсивность поступления стpаховых взносов (пpемий). В этом
нас убеждает следующий пpимеp, взятый из (Эмбpехтс и Клюппель-
беpг, 1993) и (Bühlmann, 1989).

Пpедположим, что Λ(t) ≡ Λt, где Λ – неотpицательная случайная
величина с конечным математическим ожиданием, но такая, что для
любого λ > 0

P(Λ > λ) > 0. (9.1.4)

Пусть Ψ(u) = Ψ(u, λ) – веpоятность pазоpения для классического пpо-
цесса pиска (9.1.1). Тогда, очевидно, веpоятность pазоpения Ψ1(u) для
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пpоцесса pиска (9.1.3) с описанным выше упpавляющим пpоцессом Λ(t)
pавна

Ψ1(u) = EΨ(u, Λ) =

∞∫

0

Ψ(u, λ)dP(Λ < λ).

Но, как известно, для классического пpоцесса pиска (9.1.1) с λ ≥ c/a
веpоятность pазоpения pавна единице. Поэтому вследствие (9.1.4)

Ψ1(u) = EΨ(u, Λ)1(Λ < c/a) + EΨ(u, Λ)1(Λ ≥ c/a) =

= EΨ(u, Λ)1(Λ < c/a) + P(Λ ≥ c/a) ≥ P(Λ ≥ c/a) > 0.

Пpи этом нижняя гpаница для Ψ1(u) не зависит от u! Поэтому пове-
дение стpаховщика, не меняющего pазмеp стpаховых взносов в зависи-
мости от колебаний pиска, чpевато pазоpением, каким большим бы ни
был его начальный капитал.

Итак, пpи флуктуациях pиска интенсивность увеличения капитала
стpаховой компании на пpактике не должна быть постоянной.

С дpугой стоpоны, интуитивно ясно, что интенсивность потока
стpаховых выплат должна быть пpопоpциональной объему стpахово-
го поpтфеля: если в поpтфеле стpаховой компании мало договоpов,
то и число стpаховых выплат по данному поpтфелю будет малым и
наобоpот, количество стpаховых выплат может быть тем больше, чем
больше договоpов в поpтфеле.

Таким обpазом, мы естественно пpиходим к следующему обобще-
нию классического пpоцесса pиска. Пусть N(t), t ≥ 0, – пpоцесс Кокса,
упpавляемый пpоцессом Λ(t) с неубывающими, почти навеpное конеч-
ными непpеpывными спpава тpаектоpиями, выходящими из нуля. По-
ложим

R2(t) = u + cΛ(t)−
N(t)∑

j=1

Xj, t ≥ 0, (9.1.5)

где пpи каждом t > 0 случайные величины Λ(t) и N(t) независимы
от независимых одинаково pаспpеделенных (неотpицательных) случай-
ных величин X1, X2, . . . Модель (9.1.5) учитывает непостоянство интен-
сивности пpоцесса заключения стpаховых договоpов, поскольку можно
считать, что в модели (9.1.5) сpеднее число выплат N(t) пpопоpцио-
нально количеству стpаховых договоpов в поpтфеле стpаховой компа-
нии, котоpое, в свою очеpедь, пpопоpционально Λ(t).

Условимся в дальнейшем называть пpоцесс R2(t) обобщенным пpо-
цессом pиска, поpожденным последовательностью {Xj}j≥1 и упpавля-
емым пpоцессом Λ(t).
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Несложно видеть, что веpоятность pазоpения для обобщенного пpо-
цесса pиска

Ψ(u) = P
(
(inf
t>0

R2(t) < 0
)
)

совпадает с веpоятностью pазоpения для классического пpоцесса pиска

Ψ0(u) = P
(
(inf
t>0

R(t) < 0
)
),

поскольку пpоцесс R2(t) отличается от R(t) лишь случайной (вообще
говоpя, неодноpодной) компpессией вpемени, не изменяющей ампли-
туду тpаектоpий.

9.2 Асимптотическое поведение обобщен-
ных пpоцессов pиска

Сейчас мы приведем несколько утверждений об асимптотическом по-
ведении обобщенных пpоцессов pиска пpи t →∞. Пpи этом t не обяза-
тельно будет иметь смысл физического вpемени. Напpимеp, мы мо-
жем пpедположить, что t – это некотоpый паpаметp положения упpав-
ляющего пpоцесса, скажем, его медиана. Такая интеpпpетация поз-
волит нам pассматpивать асимптотическое поведение pаспpеделений
обобщенного пpоцесса pиска в фиксиpованный момент вpемени, но
пpи неогpаниченно увеличивающемся (скажем, в смысле сходимости
по веpоятности) объеме стpахового поpтфеля или, что то же самое в
pамках pассматpиваемой модели, пpи неогpаниченно уpастущей накоп-
ленной интенсивности стpаховых выплат.

Исходя из пpинципа “неpазоpения в сpеднем”, мы должны были бы
пpедполагать, что c > a. Однако, в целях общности мы будем пpосто
пpедполагать, что c 6= a, фоpмально допуская неблагопpиятный случай
c < a. Исследование “кpитического” случая c = a тpебует иных методов.

Мы начнем с pассмотpения самой общей ситуации, в котоpой не
делаются никакие пpедположения моментного хаpактеpа об упpавля-
ющем пpоцессе Λ(t). Как мы увидим ниже, пpедположение о существо-
вании EΛ(t) (и естественного в этом случае совпадении этого ожидания
с t) существенно упpощает кpитеpии сходимости pаспpеделений обоб-
щенного пpоцесса pиска. Символом L1 мы обозначаем pасстояние Леви
между функциями pаспpеделения, отождествляя его с pасстоянием Ле-
ви между соответствующими случайными величинами. Если FX и FY

– функции pаспpеделения некотоpых случайных величин X и Y , то

L1(X, Y ) ≡ L1(FX , FY ) =
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= inf{h > 0 : FY (x− h)− h ≤ FX(x) ≤ FY (x + h) + h для всех x ∈ IR}.
Напомним, что pасстояние Леви метpизует сходимость по pаспpеделе-
нию.

Теоpема 9.2.1. Пpедположим, что EX1 = a 6= 0 и Λ(t)
P−→∞ пpи

t →∞. Пусть D(t) > 0 – такая функция, что D(t) →∞ пpи t →∞.
Тогда одномеpные pаспpеделения надлежащим обpазом центpиpован-
ного и ноpмиpованного обобщенного пpоцесса pиска R2(t) слабо сходят-
ся пpи t → ∞ к pаспpеделению некотоpой случайной величины Z, то
есть −R2(t)− C(t)

D(t)
=⇒ Z (t →∞) (9.2.1)

пpи некотоpой вещественной функции C(t) тогда и только тогда,
когда

lim sup
t→∞

|C(t)|
D2(t)

≡ k2 < ∞ (9.2.3)

и существует такая случайная величина V , что

Z
d
= k ·

√√√√a2 + σ2

|a− c| ·W + V, (9.2.4)

где W – случайная величина со стандаpтным ноpмальным pаспpеде-
лением, независимая от V , и

L1

(
(a− c)Λ(t)− C(t)

D(t)
, V (t)

)
→ 0 (t →∞), (9.2.5)

где pаспpеделение случайной величины V (t) опpеделяется хаpактеpи-
стической функцией

E exp{isV (t)} =

= exp

{
−s2(a2 + σ2)

2|a− c|

[
k2 − |C(t)|

D2(t)

]}
E exp{isV }, s ∈ IR. (9.2.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о, основанное на Теореме 7.8.1, см. в (Bening,
Korolev and Liu Lixin, 2000).

Из Теоpемы 9.2.1 вытекает следующий кpитеpий асимптотической
ноpмальности обобщенных пpоцессов pиска.

Следствие 9.2.1. В условиях Теоpемы 9.2.1 неслучайно центpиpо-
ванный и ноpмиpованный обобщенный пpоцесс pиска R2(t) асимпто-
тически ноpмален с некотоpой асимптотической диспеpсией δ2 > 0:

P
(−R2(t)− C(t)

D(t)
< x

)
=⇒ Φ

(x

δ

)
(t →∞),



428 9. Обобщенные процессы риска

тогда и только тогда, когда

lim sup
t→∞

|C(t)|
D2(t)

≤ |a− c|δ2

a2 + σ2

и

lim
t→∞L1

(
P

((a− c)Λ(t)− C(t)

D(t)
< x

)
,

Φ
(

√
|a− c|D(t)x

√
|a− c|δ2D2(t)− (a2 + σ2)|C(t)|

))
= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Это утвеpждение вытекает из Теоpемы
9.2.1 и знаменитой теоpемы Кpамеpа–Леви о pазложимости ноpмально-
го закона только на ноpмальные компоненты, в соответствии с котоpой
любая случайная величина V , удовлетвоpяющая (9.2.4), обязана быть
ноpмально pаспpеделенной с нулевым сpедним и диспеpсией

δ2 − k2(a2 + σ2)

|a− c|

и, следовательно, любая случайная величина V (t), удовлетвоpяющая
(9.2.6), неизбежно должна быть ноpмально pаспpеделенной с нулевым
сpедним и диспеpсией

δ2 − (a2 + σ2)|C(t)|
|a− c|D2(t)

.

Следствие доказано.
Дpугими словами, надлежащим обpазом центpиpованный и ноpми-

pованный обобщенный пpоцесс pиска R2(t) асимптотически ноpмален
тогда и только тогда, когда асимптотически ноpмален его упpавляю-
щий пpоцесс Λ(t).

Замечание 9.2.1. Теоpема 9.2.1 и Следствие 9.2.1 на самом де-
ле веpны в более общей ситуации, когда обобщенный пpоцесс pиска
поpожден не обязательно стандаpтным пуассоновским пpоцессом N1

(см. (9.1.2)), а любым асимптотически ноpмальным считающим пpоцес-
сом N1, то есть любым считающим пpоцессом N1, обладающим свой-
ствами

N1(t)

t
=⇒ γ (t →∞)
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и
P

(N1(t)− rt

p
√

t
< x

)
=⇒ Φ(x) (t →∞)

с некотоpыми γ > 0, r ∈ IR и p > 0.
Чтобы показать, насколько упpощается ситуация, если существует

EΛ(t) (и pавно t, что может быть, напpимеp, если Λ(t) – одноpодный
пpоцесс с независимыми пpиpащениями), мы пpиведем здесь следую-
щий pезультат, доказанный в (Бенинг и Коpолев, 1998).

Теоpема 9.2.2. Пpедположим, что EΛ(t) ≡ t и Λ(t)
P−→ ∞ пpи

t → ∞. Тогда одномеpные pаспpеделения надлежащим обpазом цен-
тpиpованного и ноpмиpованного обобщенного пpоцесса pиска слабо схо-
дятся пpи t →∞ к pаспpеделению некотоpой случайной величины Z:

R2(t)− (c− a)t√
(a2 + σ2)t

=⇒ Z (t →∞),

тогда и только тогда, когда существует случайная величина V та-
кая, что

1. P(Z < x) = EΦ
(
x− c− a√

a2 + σ2
· V

)
;

2.
Λ(t)− t√

t
=⇒ V (t →∞).

Это утвеpждение, изначально доказанное pанее Теоpемы 9.2.1, на
самом деле является ее пpостым следствием.

Замечание 9.2.2. В Теоpеме 9.2.2 пpоцесс R2(t) ноpмиpуется не его
диспеpсией, а величиной

√
(a2 + σ2)t. Тем самым мы не пpедполагаем

существования диспеpсии у упpавляющего пpоцесса Λ(t).
Следствие 9.2.2. В условиях Теоpемы 9.2.2 обобщенный пpоцесс

pиска R2(t) асимптотически ноpмален

P
(R2(t)− (c− a)t√

(a2 + σ2)t
< x

)
=⇒ Φ(x/δ) (t →∞)

с некотоpой асимптотической диспеpсией δ2 тогда и только тогда,
когда δ2 ≥ 1 и

P
(Λ(t)− t√

t
< x

)
=⇒ Φ

( x|c− a|√
(δ2 − 1)(a2 + σ2)

)
, t →∞.
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Это утвеpждение вытекает из Теоpемы 9.2.2 и упомянутой выше
теоpемы Кpамеpа–Леви о pазложимости ноpмального закона только
на ноpмальные компоненты, согласно котоpой случайная величина V ,
участвующая в Теоpеме 9.2.2, сама должна иметь ноpмальное pаспpе-
деление.

Теоремы 9.2.1 и 9.2.2 являются утверждениями типа центральной
предельной теоремы. Следующую теорему, уточняющую и усиливаю-
щую хорошо известный результат О. Лундберга (Lundberg, 1964), мож-
но считать законом больших чисел для обобщенных процессов риска.

Теорема 9.2.3. Предположим, что Λ(t)
P−→∞ при t →∞ и c 6= a.

Пусть D(t) > 0 – неограниченно возрастающая функция. Тогда слу-
чайная величина Z, гарантирующая сходимость

R2(t)

D(t)
=⇒ Z (t →∞)

существует в том и только в том случае, когда существует неот-
рицательная случайная величина U такая, что

Λ(t)

D(t)
=⇒ U (t →∞).

При этом Z
d
= (c− a)U .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Во-первых, заметим, что R2(t) = R0(Λ(t)),
где R0(t) = ct − ∑N1(t)

j=1 Xj – классический процесс риска с единичной
интенсивностью страховых выплат, причем все рассматриваемые слу-
чайные величины и процессы независимы. Во-вторых, по неравенству
Чебышева для любого ε > 0 мы имеем

P
(∣∣∣R0(t)

t
− (c− a)

∣∣∣ > ε
)
≤ a2 + σ2

tε2
−→ 0

при t →∞. Следовательно, R0(t)/t =⇒ c− a.
Теперь требуемый результат следует из Теоремы 7.8.1 , в которой

X(t) ≡ R0(t), A(t) ≡ C(t) ≡ 0 (и, следовательно, V (t) ≡ 0), B(t) ≡ t,
W (t) ≡ c − a, M(t) ≡ Λ(t). При доказательстве необходимости сла-
бая компактность на бесконечности семейства {Λ(t)/D(t)}t>0 устанав-
ливается точно так же, как в доказательстве Теоремы 9.2.1. Теорема
доказана.
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9.3 Обобщенные процессы риска при нали-
чии больших выплат

В предыдущем разделе мы рассмотрели асимптотическое поведение
обобщенных процессов риска (9.1.5) при t → ∞ в случае, когда стра-
ховые требования X1, X2, . . . имеют конечные дисперсии.

Дополняя и обобщая приведенные выше утверждения, в данном
разделе мы рассмотрим асимптотическое поведение одномерных рас-
пределений обобщенных процессов риска, в которых распределения вы-
плат принадлежат области притяжения устойчивого закона с характе-
ристическим показателем α ∈ (1, 2].

Напомним, что функция b(t), t > 0, называется медленно меняю-
щейся (на бесконечности), если для любого p > 0

lim
t→∞

b(pt)

b(t)
= 1.

Примером медленно меняющейся функции служит функция b(t) =
log t, t > 0.

Если существуют постоянные an и bn такие, что распределения нор-
мированных сумм b−1

n

(∑n
j=1 Xj − an

)
независимых одинаково распре-

деленных случайных величин X1, X2, . . . слабо сходятся к некоторой
функции распределения G(x), то говорят, что общая функция распре-
деления F (x) случайных величин X1, X2, . . . притягивается к G(x).
Множество всех функций распределения, притягивающихся к G(x), на-
зывается областью притяжения функции распределения G(x). Как
показано в книге (Ибрагимов и Линник, 1971) (также см. (Tucker,
1968)), если функция распределения F (x) принадлежит к области при-
тяжения устойчивого закона Gα(x), то существует медленно меняюща-
яся функция b(t) такая, что b−1

n

(∑n
j=1 Xj − an

)
=⇒ Yα c P(Yα < x) =

Gα(x) при bn = b(n)n1/α.
В данном разделе мы будем предполагать, что существуют α ∈

(1, 2], медленно меняющаяся функция b(t), t > 0, и невырожденная
случайная величина Yα такие, что

∑n
j=1 Xj − na

b(n)n1/α
=⇒ Yα (9.3.1)

при n →∞.
Из классических результатов (Гнеденко и Колмогоров, 1949) при

этом вытекает, что случайная величина Yα имеет устойчивое распреде-
ление Gα с параметром α, характеристическая функция которого имеет
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вид

fYα(s) = exp
{
iγs− d|s|α

(
1 +

iβs

|s| tan
πα

2

)}
, s ∈ IR, (9.3.2)

где d ≥ 0, γ ∈ IR, −1 ≤ β ≤ 1.
Если α = 2, то в представлении (9.3.2) fY2(s) – характеристическая

функция нормального закона.
Соотношение (9.3.1) означает, что общая функция распределения

F (x) случайных величин X1, X2, . . . принадлежит к области притяже-
ния устойчивого закона Gα(x). При этом, если α < 2, то

P(X1 ≥ x) = 1− F (x) =
δ + o(1)

xα
h(x) (9.3.3)

при x → ∞, где δ ∈ (0,∞) и h(x) – медленно меняющаяся функция
(см, например, теорему 12 разд. IV.3 в книге (Петров, 1987)). Но со-
отношение (9.3.3) означает, что распределение страховых требований
имеет “тяжелый” хвост, что может быть связано с наличием возможно-
сти очень больших страховых выплат. Подобные ситуации имеют место
при так называемом страховании больших рисков, например, космиче-
ских стартов.

В отличие от предыдущего раздела, здесь мы будем рассматривать
асимптотическое поведение обобщенных процессов риска не при произ-
вольном центрировании и нормировании, а при центрировании и нор-
мировании неслучайными функциями специального вида. А именно, в
соответствии с условием (9.3.1) мы будем рассматривать асимптотиче-
ское поведение случайных величин

Z(t) =
R(t)− (c− a)t

b(t)t1/α
. (9.3.4)

Оказывается, что при таком специальном виде центрирующих и норми-
рующих функций условия сходимости приобретают довольно простую
форму.

Основным результатом данного раздела является следующая тео-
рема.

Теорема 9.3.1. Предположим, что Λ(t) →∞ по вероятности при
t → ∞, а страховые требования X1, X2, . . . удовлетворяют условию
(9.3.1). Случайные величины Z(t), определяемые соотношением (9.3.4),
сходятся по распределению к некоторой случайной величине Z,

Z(t) =⇒ Z (9.3.5)



9.3. Случай больших выплат 433

при t →∞, тогда и только тогда, когда существует случайная вели-
чина V такая, что

Z
d
= −Yα + V, (9.3.6)

где P(Yα < x) = Gα(x), причем случайные величины Yα и V в правой
части (9.3.6) независимы, и

(c− a)(Λ(t)− t)

b(t)t1/α
=⇒ V, t →∞. (9.3.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в работах (Кашаев и Королев, 2004),
(Kashaev and Korolev, 2004).

Из Теоремы 9.3.1 вытекает следующий практический вывод. При
больших значениях t имеет место следующие приближенные равенства
по распределению:

R(t) ≈ −b(t)t1/αYα + (c− a)Λ(t) ≈ b(t)t1/α(V − Yα) + (c− a)t,

причем слагаемые в правой части независимы. Другими словами, если
обозначить Ft(x) = P(Λ(t) < x), Q(x) = P(V < x), то при каждом
x ∈ IR

P(R(t) < x) ≈
[
1−Gα

(
− x

b(t)t1/α

)]
∗ Ft

( x

c− a

)
≈

≈
[
1−Gα

(
− x− (c− a)t

b(t)t1/α

)]
∗Q

(x− (c− a)t

b(t)t1/α

)
,

где ∗ – символ свертки функций распределения.
Замечание 9.3.1. Теорема 9.3.1 верна не только для ситуации, в

которой N(t) – процесс Кокса. Она остается верной для любой ситуа-
ции, в которой страховые требования поступают в соответствии с то-
чечным процессом N(t) = K(Λ(t)), где K(t) – произвольный считаю-
щий процесс, независимый от Λ(t), и удовлетворяющий условиям

K(t)

t
=⇒ 1

и
K(t)− t

b(t)t1/α
=⇒ 0

при t →∞.
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9.4 Обобщенные процессы риска с пакет-
ным поступлением страховых требова-
ний

В качестве примера применения теоремы 9.3.1 рассмотрим ситуацию,
в которой управляющий процесс Λ(t) имеет вид

Λ(t) =
N ′

1(t)∑

j=1

Λj, t ≥ 0,

где Λ1, Λ2, . . . – независимые одинаково распределенные случайные ве-
личины, а N ′

1(t) – стандартный пуассоновский процесс, независимый от
случайных величин Λ1, Λ2, . . . Такой выбор процесса Λ(t) означает, что
страховые премии увеличиваются скачкообразно в моменты t1, t2, . . .
скачков процесса N ′

1(t), причем в момент ti реализуется случайная ве-
личина Λi и прирост премий составляет Λi. Одновременно возника-
ет пакет, состоящий из случайного числа Mi страховых требований
XM1+...+Mi−1+1, . . . , XM1+...+Mi

. При этом условное распределение слу-
чайной величины Mi при фиксированном значении Λi является пуас-
соновским с параметром Λi:

P(Mi = n|Λi) = P(N1(Λi) = n|Λi) =
e−ΛiΛn

i

n!
, n = 0, 1, 2, . . . ,

в то время как ее безусловное распределение является смешанным пуас-
соновским:

P(Mi = n) = P(N1(Λi) = n) =

∞∫

0

exp{−λ}λn

n!
dP(Λi < λ) =

=

∞∫

0

exp{−λ}λn

n!
dP(Λ1 < λ), n = 0, 1, 2, . . .

В силу независимости случайных величин Λ1, Λ2, . . . и независимости
приращений процесса N1(t) случайные величины M1,M2, . . . независи-
мы.

В отношении случайных величин Λ1, Λ2, . . . мы будем предполагать,
что EΛ1 = 1 и выполнено условие, аналогичное (9.3.1):

∑n
j=1 Λj − n

b(n)n1/α
=⇒ Ỹα (n →∞),
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где Ỹα – устойчивая случайная величина с характеристической функ-
цией

f
Ỹα

(s) = exp
{
iγ̃s− d̃|s|α

(
1 +

iβ̃s

|s| tan
πα

2

)}
, s ∈ IR.

Тогда можно показать (см. Кашаев и Королев, 2004), что выполнено
условие

Λ(t)− t

b(t)t1/α
=⇒ Ỹα (t →∞).

При этом, применяя теорему 9.3.1, мы получаем, что

R(t)− (c− a)t

b(t)t1/α
=⇒ Y ∗

α

при t → ∞, где Y ∗
α – устойчивая случайная величина с характеристи-

ческой функцией

fY ∗α (s) = exp
{
iγ∗s− d∗|s|α

(
1 +

iβ∗s
|s| tan

πα

2

)}
, s ∈ IR,

а параметры γ∗, d∗ и β∗ имеют вид

γ∗ = (c− a)γ̃ − γ, d∗ = |c− a|αd̃ + d, β∗ =
d̃|c− a|α−1β̃(c− a)− dβ

d + d̃|c− a|α .

Более того, теорема 9.3.1 позволяет нам описать взаимосвязь ха-
рактеристик “тяжести” хвостов распределений случайных величин X1

и Λ1 в описанной выше модели (см. соотношение (9.3.3)) с выбором кон-
стант, нормирующих соответствующий обобщенный процесс риска. А
именно, предположим, что при n →∞ случайные величины X1, X2, . . .
удовлетворяют условию

∑n
j=1 Xj − na

b(n)n1/αX
=⇒ YαX

,

а случайные величины Λ1, Λ2, . . . – условию
∑n

j=1 Λj − n

b(n)n1/αΛ
=⇒ ỸαΛ

с некоторыми αX ∈ (1, 2] и αΛ ∈ (1, 2]. Мы по-прежнему интересуемся
асимптотическим поведением случайных величин Z(t), определяемых
соотношением (9.3.4) с некоторым α ∈ (1, 2]. Теорема 9.3.1 позволяет
полностью описать предельное поведение случайных величин Z(t) в
зависимости от соотношения между α, αX и αΛ.
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А именно, если 1 < αX < αΛ ≤ 2, то

Z(t) =⇒ Z
d
=

{
0, если 1 < α < αX ,

−YαX
, если α = αX ,

и Z(t) не имеет собственного предельного распределения при αX < α ≤
2.

Если 1 < αX = αΛ ≤ 2, то

Z(t) =⇒ Z
d
=

{
0, если 1 < α < αX ,

(c− a)ỸαΛ
− YαX

, если α = αX ,

где ỸαΛ
и YαX

независимы, причем остальные параметры устойчивых
случайных величин ỸαΛ

и YαX
(γ, d и β) могут и не совпадать, и Z(t)

не имеет собственного предельного распределения при αX < α ≤ 2.
Наконец, если 1 < αΛ < αX ≤ 2, то

Z(t) =⇒ Z
d
=

{
0, если 1 < α < αΛ,

(c− a)YαΛ
, если α = αΛ,

и Z(t) не имеет собственного предельного распределения при αΛ < α ≤
2.

Другими словами, чтобы получить невырожденное предельное рас-
пределение, нормировка должна соответствовать более “тяжелому”
хвосту, который и определяет вид предельного закона для обобщен-
ного процесса риска с пакетным поступлением страховых требований.

9.5 Классические процессы риска со слу-
чайными премиями

9.5.1 Определение и простейшие свойства
В данном разделе мы рассмотрим еще одну модель процесса риска со
случайными премиями, обобщающую классический процесс риска

R0(t) = u + ct−
Nλ(t)∑

j=1

Xj t ≥ 0.

А именно, предположим, что процесс поступления премий страховой
компании описывается не линейной функцией ct, но обобщенным пуас-
соновским процессом, так что процесс риска имеет вид

R(t) = u +
N+(t)∑

j=1

Zj −
N−(t)∑

j=1

Xj, t ≥ 0, (9.5.1)
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где u > 0, Z1, Z2, . . . – одинаково распределенные положительные слу-
чайные величины, X1, X2, . . . – одинаково распределенные положитель-
ные случайные величины, N+(t) и N−(t) – однородные пуассоновские
процессы с интенсивностями λ+ и λ− соответственно. Предположим,
что все случайные величины, вовлеченные в модель (9.5.1), независи-
мы в совокупности.

Процесс риска (9.5.1) называется классическим процессом риска со
случайными премиями. При этом, как и ранее, параметр u > 0 ин-
терпретируется как начальный капитал страховой компании, Zj – раз-
мер страховой премии по j-му контракту, Xj – размер j-ой страховой
выплаты. Таким образом, процесс риска (9.5.1) имеет смысл резерва
страховой компании в момент времени t.

Характеристическая функция случайной величины R(t), очевидно,
имеет вид

E exp{isR(t)} = eisu exp{λ+[fZ(s)− 1]} exp{λ+[fX(−s)− 1]}, (9.5.2)

s ∈ IR, где fZ(s) и fX(s) – характеристические функции случайных
величин Z1 и X1 соответственно. Продолжая (9.5.2), получим

E exp{isR(t)} =

= eisu exp
{
(λ+ + λ−)

[(
λ+

λ+ + λ−
fZ(s) +

λ−

λ+ + λ−
fX(−s)

)
− 1

]}
,

s ∈ IR, откуда вытекает возможность представления

R(t)
d
= u +

N(t)∑

j=1

Vj, t ≥ 0,

где N(t) – пуассоновский процесс с интенсивностью λ+ + λ−, V1, V2, . . .
– независимые одинаково распределенные случайные величины,

P(V1 < x) =
λ+

λ+ + λ−
P(Z1 < x) +

λ−

λ+ + λ−
P(−X1 < x),

причем величины V1, V2, . . . и процесс N(t) – независимы. Другими сло-
вами, классический процесс риска со случайными премиями является
обобщенным пуассоновским процессом, сдвинутым на u. Поэтому про-
цесс риска (9.5.1) обладает всеми асимптотическими свойствами, при-
сущими обобщенным пуассоновским процессам.
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9.5.2 Вероятность разорения
Как и ранее, под вероятностью неразорения будем понимать величину

φ(u) = P
(

inf
t≥0

R(t) ≥ 0
)

и интерпретировать ее как меру платежеспособности страховой компа-
нии. Соответственно, величина

ψ(u) = 1− φ(u) = P
(

inf
t≥0

R(t) < 0
)

называется вероятностью разорения.
Используя математический аппарат анализа случайных блужда-

ний, можно показать, что, если λ+EZ1 ≤ λ−EX1, то ψ(u) = 1 для любого
u > 0. Условие

λ+EZ1 > λ−EX1 (9.5.3)

называют условием неразорения в среднем. Всюду далее в этом разделе
мы предполагаем, что условие (9.5.3) выполнено.

Функции распределения случайных величин Z1 и X1 обозначим
FZ(x) и FX(x) соответственно.

В работе (Бойков, 2003) доказаны следующие утверждения.
Теорема 9.5.1. Вероятность неразорения φ(u) удовлетворяет ин-

тегральному уравнению

(λ+ + λ−)φ(u) = λ+

∞∫

0

φ(u + x)dFZ(x) + λ−
u∫

0

φ(u− x)dFZ(x).

Пусть R – показатель Крамера–Лундберга для модели (9.5.1), то
есть R – положительное решение уравнения

λ−[Ee−RZ1 − 1] + λ+[EeRX1 − 1] = 0

или, что эквивалентно, положительное решение уравнения

λ−
∞∫

0

Ee−RxdFZ(x) + λ+

∞∫

0

EeRxdFX(x) = λ+ + λ−.

В рамках модели классического процесса риска со случайными пре-
миями справедлив следующий аналог неравенства Лундберга для ве-
роятности разорения.

Теорема 9.5.2. Вероятность разорения ψ(u) удовлетворяет нера-
венству

ψ(u) ≤ e−Ru.
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В некоторых конкретных случаях удается получить явное представ-
ление вероятности разорения в модели классического процесса риска со
случайными премиями. В частности, в работе (Бойков, 2003) показано,
что, если FZ(x) = 1− e−βx и FX(x) = 1− e−αx, x ≥ 0, то

ψ(u) =
(α + β)λ−

(λ− + λ+)α
exp

{
− λ+α− λ−β

λ− + λ+
· u

}
. (9.5.4)

Заметим, что условие (9.5.3) в данном случае приобретает вид λ+α −
λ−β > 0.

В работе (Темнов, 2004) получен аналог представления Поллачека–
Хинчина–Беекмана для вероятности разорения в модели классического
процесса риска со случайными премиями.

В заключение этого раздела заметим, что, динамические модели
страхования со случайными премиями (классические процессы риска
со случайными премиями) представляют собой не что иное как вариа-
ции на тему хорошо знакомой со школьных времен задачи о бассейне, в
который вода вливается и из которого она выливается случайными пор-
циями в случайные моменты времени. Такие модели хорошо известны
и изучены, тем не менее, адекватность таких моделей применитель-
но к страховым задачам представляется весьма сомнительной вслед-
ствие постулируемой стохастической независимости процессов премий
и выплат, существенно облегчающей их математическое исследование.
Действительно, реально эти процессы никак не могут быть независи-
мыми хотя бы потому, что моментов выплат не может быть больше, чем
моментов поступления премий (заключения договоров). Однако такие
модели оказываются весьма реалистичными инструментами, позволя-
ющими описать процесс спекуляции, основанный на использовании воз-
можности арбитража. Это применение классических процессов риска
со случайными премиями рассматривается в следующем разделе.

9.5.3 Описание модели спекулятивной деятельно-
сти пункта обмена валют

В данном разделе процессы риска со случайными премиями использу-
ются в качестве математической модели процесса извлечения спекуля-
тивной прибыли. Изложение базируется на материалах работ (Артюхов
и др., 2005) и (Королев и др., 2005).

Рассмотрим процесс получения спекулятивной прибыли более по-
дробно. Основной закон образования спекулятивной прибыли известен
с давних времен: надо сначала “дешево” купить какой-то товар, а затем
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его же “дорого” продать (так называемая стратегия игры на повыше-
ние). Спекулятивная прибыль в указанном случае будет определяться
разницей курсов продажи и покупки соответствующего товара (мар-
жей). В связи с этим заметим, что явление спекуляции можно наблю-
дать в любой отрасли экономики. Рынок ценных бумаг обогатил тео-
рию спекуляции еще одним законом образования спекулятивной при-
были: продать товар, пока он дорого стоит и снова купить этот же
товар, когда цена на него упадет (стратегия игры на понижение). Та-
ким образом, все возможное разнообразие спекулятивных стратегий,
фактически, сводится к тем или иным комбинациям указанных выше
двух основных “законов” извлечения прибыли при их диверсификации
по различным рынкам, видам финансовых инструментов и возможным
сочетаниям финансовых инструментов во времени и между собой.

Одним из мест, в которых существует возможность проводить спе-
кулятивные операции в обоих направлениях, то есть играть как на по-
вышение, так на понижение, является пункт обмена валют.

Предположим, что курс на валютном рынке остается неизменным
на рассматриваемом промежутке времени. В этом случае существует
возможность как купить, так и продать любое количество валюты по
цене c∗ за единицу валюты. Назовем величину c∗ ценой обмена.

Пусть в начальный момент времени пункт обмена валют обладает
некоторой суммой денег. Часть денег обменивается на валюту по цене
обмена c∗ на валютном рынке. Затем обменный пункт выставляет свои
цены на покупку и продажу, которые соответственно меньше и больше,
чем c∗. При этом цены покупки и продажи пункта обмена валют долж-
ны быть определены таким образом, чтобы к концу отчетного периода
получить максимально возможную прибыль от проведенных операций.

Опишем формально рассматриваемую модель. Определим при τ ≥
0 случайные процессы

M(τ) = u + c+
N+(τ)∑

j=1

X+
j − c−

N−(τ)∑

j=1

X−
j (9.5.5)

и

G(τ) = v −
N+(τ)∑

j=1

X+
j +

N−(τ)∑

j=1

X−
j , (9.5.6)

(как и ранее, считаем, что
∑0

j=1(·) = 0). Здесь u ≥ 0 имеет смысл на-
чального капитала пункта обмена валют, величина v ≥ 0 определяет
начальный объем имеющейся валюты, положительные числа c+ и c−

имеют смысл цены продажи и цены покупки валюты обменным пунк-
том соответственно, неотрицательные случайные величины X+

k и X−
l
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– это количество валюты, проданной k-тому клиенту и купленной у
l-того клиента соответственно, а целочисленные случайные процессы
N+(τ) и N−(τ) соответственно определяют количество клиентов, при-
шедших в пункт обмена валют для того, чтобы купить или продать
валюту. Везде далее предполагается, что все перечисленные случайные
величины и процессы являются независимыми в совокупности, а каж-
дая из последовательностей {X+

n }n≥1 и {X−
n }n≥1 состоит из одинаково

распределенных случайных величин. Таким образом, процессы M(τ) и
G(τ) характеризуют капитал компании и объем имеющейся валюты в
некоторый момент времени.

В дальнейшем нас будут интересовать капитал компании и валют-
ный резерв в некоторый фиксированный момент времени t. Пусть

M ≡ M(t) = u + c+
N+∑

j=1

X+
j − c−

N−∑

j=1

X−
j , (9.5.7)

G ≡ G(t) = v −
N+∑

j=1

X+
j +

N−∑

j=1

X−
j , (9.5.8)

где N+ и N− – проекции (значения) процессов N+(τ) и N−(τ) в момент
времени t. Везде далее нам будет удобно представлять числа c+ и c− в
виде

c+ = c∗ + δ+, c− = c∗ − δ−,

где δ+ ≥ 0 и δ− ≥ 0 – величины, на которые цена обмена c∗ отличается
от цен продажи и покупки, выставленных обменным пунктом, дающие
компании возможность получать прибыль за счет спекуляции. Целью
компании является определение δ+ и δ− таким образом, чтобы прибыль
от деятельности была максимальной.

Чтобы формализовать зависимость между спросом и предложени-
ем, заметим, что при увеличении цены продажи c+ количество кли-
ентов, желающих купить у обменного пункта валюту, в среднем за
единицу времени уменьшается: желающих купить валюту по боль-
шей цене меньше, естественно, меньше, чем желающих купить валюту
по меньшей цене. Другими словами, интенсивность потока клиентов-
покупателей уменьшается с ростом c+. С другой стороны, очевидно,
при приближении цены продажи к цене обмена c∗, интенсивность по-
тока клиентов должна увеличиться. Таким образом, вполне разумным
предположением является обратная (монотонно убывающая) зависи-
мость интенсивности потока клиентов, покупающих валюту, от разни-
цы δ+ между ценой продажи и ценой обмена. Аналогичные рассуж-
дения относятся и к зависимости среднего за единицу времени числа
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клиентов, продающих валюту обменному пункту, от маржи δ−: интен-
сивность потока клиентов, продающих валюту, от разницы δ− между
ценой продажи и ценой обмена монотонно убывает с ростом δ−.

9.5.4 Постановка задачи оптимизации спекулятив-
ной прибыли

Выше мы предположили, что обменный пункт имеет возможность в
любой момент времени обменять валюту на рубли по цене c∗. В этом
случае суммарные активы компании к некоторому моменту времени
(см. (9.5.7) и (9.5.8) можно представить в рублевом эквиваленте в сле-
дующем виде:

M + c∗G = u + c∗v + δ+
N+∑

j=1

X+
j + δ−

N−∑

j=1

X−
j .

Нашей дальнейшей целью будет являться описание распределения слу-
чайной величины

R = δ+
N+∑

j=1

X+
j + δ−

N−∑

j=1

X−
j , (9.5.9)

характеризующей прибыль компании в ситуации, когда случайные ве-
личины N+ и N− имеют пуассоновское распределение с параметрами
λ+ и λ−, которые, как уже отмечалось выше, являются убывающими
функциями от δ+ и δ− соответственно.

Рассмотрим характеристическую функцию случайной величины R.
Поскольку все случайные величины, стоящие в правой части (9.5.9),
являются независимыми, для всех s ∈ IR имеем

EeisR = exp
{
λ+

(
f+(δ+s)− 1

)
+ λ−

(
f−(δ−s)− 1

)}
=

= exp

{(
λ+ + λ−

) (
λ+

λ+ + λ−
f+(δ+s) +

λ−

λ+ + λ−
f−(δ−s)− 1

)}
,

где f+(s) и f−(s) – характеристические функции случайных величин
X+

1 и X−
1 соответственно. Таким образом, мы получаем, что (напомним,

что символом d
= мы обозначаем равенство распределений)

R
d
=

N∑

j=1

Yj, (9.5.10)
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где N имеет распределение Пуассона с параметром λ+ + λ−, случай-
ные величины N, Y1, Y2, . . . независимы и Y1, Y2, . . . имеют одинаковую
функцию распределения (см., например, (Лукач, 1979), стр. 31)

P (Y1 < x) =
λ+

λ+ + λ−
P

(
δ+X+

1 < x
)

+
λ−

λ+ + λ−
P

(
δ−X−

1 < x
)
, (9.5.11)

которая является не чем иным, как смесью функций распределения
F+(x) = P(δ+X+

1 < x) и F−(x) = P(δ−X−
1 < x).

Из соотношений (9.5.10) и (9.5.11) вытекает общий вид функции
распределения случайной величины R. Поскольку справедлива фор-
мула

(F1 + F2)
∗n(x) =

n∑

k=0

Ck
n

(
F ∗k

1 ∗ F
∗(n−k)
2

)
(x),

где символ H∗n(x) обозначает n-кратную свертку функции H(x) с са-
мой собой:

H∗n(x) =
∫ +∞

−∞
H∗(n−1)(x− z)dH(z),

H∗0(x) – функция с единственным скачком в нуле, мы получаем

P (R < x) = e−(λ++λ−)
∞∑

n=0

1

n!

n∑

k=0

Ck
n(λ+)k(λ−)n−k

(
F ∗k

+ ∗ F
∗(n−k)
−

)
(x).

(9.5.12)
Напомним, что целью компании является определение δ+ и δ− таким
образом, чтобы прибыль от деятельности была в некотором смысле
максимальной. Это требование можно сформулировать в виде следую-
щих задач:

Задача 1: определить δ+ и δ− таким образом, чтобы максимизиро-
вать ожидаемую прибыль:

ER → max
δ+,δ−

; (9.5.13)

Задача 2: найти значения δ+ и δ−, обеспечивающие для некоторого
r ≥ 0 и близкой к единице величины γ соотношение

P(R ≥ r) ≥ γ, (9.5.14)

то есть требуется найти курсы покупки и продажи валюты, которые
дают возможность получить заданную прибыль с достаточно большой
вероятностью. Кроме того, соотношение (9.5.14) дает возможность оце-
нить величину прибыли при заданных значениях δ+ и δ−.
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9.5.5 Решение, основанное на нормальной аппрок-
симации

Для ожидаемой прибыли справедливо очевидное равенство

ER = λ+δ+EX+
1 + λ−δ−EX−

1 . (9.5.15)

Поскольку λ+ и λ− являются функциями от δ+ и δ− соответственно,
решение задачи (9.5.13) в общем случае (без дополнительных пред-
положений о конкретном виде зависимости λ+ и λ− от δ+ и δ−) не
представляется возможным. Более того, при решении задачи (9.5.14)
также возникают вполне очевидные затруднения, поскольку даже для
простейших видов распределений случайных величин X+

1 и X−
1 вы-

числение функции распределения пуассоновской случайной суммы R в
явном виде по формуле (9.5.12) крайне затруднительно. Поэтому име-
ет смысл каким-либо образом оценить функцию распределения R и
решить задачу (9.5.14) с помощью полученной оценки. В частности,
мы можем воспользоваться аналогом неравенства Берри–Эссеена для
пуассоновских случайных сумм, для чего нам понадобится следующее
утверждение.

Будем обозначать через Φ(x) и uq функцию стандартного нормаль-
ного распределения и q-квантиль стандартного нормального распреде-
ления соответственно.

Лемма 9.5.1. Предположим, что E|Y1|3 < ∞. Тогда

sup
x

∣∣∣∣∣∣
P


R− (λ+ + λ−)EY1√

(λ+ + λ−)EY 2
1

< x


− Φ(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ C0L

3
1√

λ+ + λ−
,

где C0 – постоянная из неравенства Берри–Эссеена (0.4097 < C0 ≤
0.7056), а L3

1 – нецентральная ляпуновская дробь:

L3
1 =

E|Y1|3
(EY 2

1 )3/2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о см. раздел 2.4.
Введем обозначения: µ+

k = E(X+
1 )k и µ−k = E(X−

1 )k. Предположим,
что µ+

3 < ∞ и µ−3 < ∞. Используя Лемму 9.5.1, неотрицательность
случайной величины Y1 и очевидное соотношение

EY k
1 =

λ+(δ+)kµ+
k + λ−(δ−)kµ−k

λ+ + λ−
,
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справедливое для любого k, получаем следующую равномерную оцен-
ку:

sup
x

∣∣∣∣∣∣
P


 R− (λ+δ+µ+

1 + λ−δ−µ−1 )√
λ+(δ+)2µ+

2 + λ−(δ−)2µ−2
< x


− Φ(x)

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ C0
λ+(δ+)3µ+

3 + λ−(δ−)3µ−3(
λ+(δ+)2µ+

2 + λ−(δ−)2µ−2
)3/2

. (9.5.16)

Соотношение (9.5.16) дает возможность выписать двустороннюю
оценку распределения прибыли для задачи (9.5.14). Предположим, тре-
буется оценить величину r прибыли компании с вероятностью γ, близ-
кой к единице, то есть

P(R ≥ r) = γ. (9.5.17)

Из (9.5.16) следует, что

Φ


 r − (λ+δ+µ+

1 + λ−δ−µ−1 )√
λ+(δ+)2µ+

2 + λ−(δ−)2µ−2


− C0

λ+(δ+)3µ+
3 + λ−(δ−)3µ−3(

λ+(δ+)2µ+
2 + λ−(δ−)2µ−2

)3/2
≤

≤ 1− γ ≤

≤ Φ


 r − (λ+δ+µ+

1 + λ−δ−µ−1 )√
λ+(δ+)2µ+

2 + λ−(δ−)2µ−2


 + C0

λ+(δ+)3µ+
3 + λ−(δ−)3µ−3(

λ+(δ+)2µ+
2 + λ−(δ−)2µ−2

)3/2
.

Предположим, что

C0
λ+(δ+)3µ+

3 + λ−(δ−)3µ−3(
λ+(δ+)2µ+

2 + λ−(δ−)2µ−2
)3/2

− γ < 0 (9.5.18)

и
1− γ − C0

λ+(δ+)3µ+
3 + λ−(δ−)3µ−3(

λ+(δ+)2µ+
2 + λ−(δ−)2µ−2

)3/2
> 0. (9.5.19)

Тогда, для удобства полагая uq = u(q), q ∈ (0, 1), мы получаем

u
(
1− γ − C0

λ+(δ+)3µ+
3 + λ−(δ−)3µ−3(

λ+(δ+)2µ+
2 + λ−(δ−)2µ−2

)3/2

)√
λ+(δ+)2µ+

2 + λ−(δ−)2µ−2 +

+λ+δ+µ+
1 + λ−δ−µ−1 ≤ r ≤ λ+δ+µ+

1 + λ−δ−µ−1 +

+u
(
1− γ + C0

λ+(δ+)3µ+
3 + λ−(δ−)3µ−3(

λ+(δ+)2µ+
2 + λ−(δ−)2µ−2

)3/2

)√
λ+(δ+)2µ+

2 + λ−(δ−)2µ−2 .

(9.5.20)
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Этот результат дает возможность определить пределы будущей
прибыли при установленных δ+ и δ− и известных моментах µ+

k и µ−k
(1 ≤ k ≤ 3), которые могут быть оценены статистически. Заметим так-
же, что неравенство (9.5.20) можно уточнить, имея дополнительную
информацию о моментах µ+

k и µ−k (k ≥ 4).
Соотношение (9.5.16) также дает возможность оценить оптималь-

ные (в смысле задачи (9.5.14) или (9.5.17) значения курсов продажи и
покупки валюты, основанные на нормальной аппроксимации

r − (λ+δ+µ+
1 + λ−δ−µ−1 )√

λ+(δ+)2µ+
2 + λ−(δ−)2µ−2

≈ u1−γ. (9.5.21)

Так же, как и при решении задачи (9.5.13), определение оптимальных
значений δ+ и δ− требует дополнительных предположений о виде зави-
симости среднего количества клиентов компании от маржи. Рассмот-
рим некоторые виды такой зависимости, но прежде всего, опишем наи-
более значимые ее черты. Во-первых, как уже отмечалось ранее, со-
гласно закону спроса, при изменении цены товара спрос на него меня-
ется в противоположном направлении, поэтому λ+ и λ− должны быть
связаны с δ+ и δ− обратно монотонной зависимостью. Второй важной
чертой, характеризующей зависимость спроса на товар от его цены
является эластичность товара (чувствительность спроса на товар к из-
менению его цены). Товар является совершенно неэластичным, если
даже сильное изменение цены товара не приводит к изменению спроса
на него. График функции спроса на совершенно неэластичный товар
представляет собой линию, параллельную оси ординат. Товар являет-
ся совершенно эластичным, если даже бесконечно малое изменение его
цены приводит к бесконечно большому изменению спроса на него. Гра-
фик функции спроса в этом случае имеет вид линии, параллельной оси
абсцисс. Таким образом, эластичность товара определяет угол накло-
на графика функции спроса к оси абсцисс, а также скорость убывания
функции спроса. Если в качестве товара выступает валюта, то невоз-
можно определить в общем случае, является ли она эластичным или
неэластичным товаром. Для установления этого свойства необходимо
рассматривать конкретную валюту в условиях конкретной страны. На-
пример, в России, где доллар почти является национальной валютой,
спрос на него будет неэластичным, в то время как во Франции спрос на
те же доллары будет почти совершенно эластичным ввиду особого от-
ношения французов к данной валюте. Несомненно, что показатель эла-
стичности может меняться со временем. Так, в России после введения
евро спрос на доллары стал менее неэластичным, поскольку появилась
альтернативная валюта, в которой можно хранить свои сбережения. Из
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общих соображений по поводу изменения спроса на товар при измене-
нии его цены можно высказать предположение о том, что, чем боль-
ше относительное изменение величины маржи обменного пункта, тем
больше изменение величины спроса. Поскольку в различных условиях
функция спроса на товар имеет разный вид, мы рассмотрим несколько
наиболее характерных видов зависимостей интенсивности потока кли-
ентов от надбавок δ+ и δ− обменного пункта. Везде далее мы будем
предполагать, что δ+ = δ− = δ, то есть ситуация на валютном рынке
достаточно стабильна.

9.5.6 Примеры

В данном разделе мы рассмотрим несколько модельных примеров за-
висимости интенсивностей потоков клиентов λ+ и λ− от величины δ. На
практике подобные виды зависимостей могут быть получены, исходя
из статистических соображений. Нашей целью будет являться решение
задач (9.5.13) и (9.5.14) при заданной взаимосвязи интенсивности по-
тока клиентов и маржи. Мы будем предполагать, что при значениях
δ, больших некоторого критического уровня δ0 ≤ c∗, поток клиентов
иссякает (то есть λ+ = λ− = 0 при δ > δ0). При этом, величина δ0

может определяться как из чисто математических соображений, так и
из экономических, связанных, прежде всего, с эластичностью валюты.

Во всех нижеследующих примерах значения рассматриваемых па-
раметров выбирались из соображения наибольшей наглядности рисун-
ков.

Пример 9.5.1. Предположим, что λ+ и λ− линейно зависят от δ:

λ+(δ) = b+ − a+δ , λ−(δ) = b− − a−δ , (9.5.22)

где a+, a−, b+, b− – некоторые положительные константы. Данная за-
висимость представляет собой аналитическое выражение классической
кривой спроса. Ее основным свойством является то, что величина из-
менения спроса зависит только от величины изменения маржи и не
зависит от текущего уровня спроса. То есть эластичность спроса по
цене является одинаковой для каждой точки рассматриваемого вида
кривой спроса.

В этом случае для ожидаемой прибыли справедливо равенство (ср.
(9.5.15))

ER = δ ·
(
b+µ+

1 + b−µ−1 −
(
a+µ+

1 + a−µ−1
)
δ
)
.

Правая часть этого равенства представляет собой квадратическую
функцию от δ, поэтому максимум ожидаемой прибыли существует и
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достигается при

δ1 =
b+µ+

1 + b−µ−1
2(a+µ+

1 + a−µ−1 )
,

а для величины δ0 при этом справедливо равенство

δ0 =
b+µ+

1 + b−µ−1
a+µ+

1 + a−µ−1
.

Соотношение (9.5.21) при заданных в (9.5.22) зависимостях λ+ и λ−

от δ принимает вид:

r ≈ δ ·
[(

b+ − a+δ
)
µ+

1 +
(
b− − a−δ

)
µ−1

]
+

+u1−γ ·
√

δ2 ·
[
(b+ − a+δ) µ+

2 + (b− − a−δ) µ−2
]
. (9.5.23)

С помощью соотношения (9.5.23) легко (например, численно) найти
значение оптимальной (в смысле (9.5.14)) маржи δ2, максимизирую-
щей с заданной близкой к единице вероятностью γ гарантированную
прибыль r.

Примеры 9.5.2 и 9.5.3 иллюстрируют задачи, рассмотренные в при-
мере 9.5.1, для других видов зависимости λ+ и λ− от δ. В отличие
от зависимости, рассмотренной выше, в нижеследующих случаях ве-
личина изменения спроса зависит не только от величины изменения
маржи, но и от текущего значения спроса. Это предположение явля-
ется более реалистичным: если величина изменения маржи составля-
ет существенную часть цены покупки (продажи), то естественно, что
спрос изменится сильнее, чем если величина изменения маржи состав-
ляет незначительную часть существующего уровня цены покупки (про-
дажи). Таким образом, эластичность спроса по цене при таких видах
зависимости определятся текущим уровнем цены покупки (продажи):
при разных значениях цены спрос может быть как эластичным, так и
неэластичным, что соответствует реальной ситуации на рынке обмена
валют. По своей сути, виды зависимостей, рассмотренные в примерах
9.5.2, 9.5.3 и 9.5.4, отличаются друг от друга только точкой, в которой
характеристика валюты меняется с эластичной на неэластичную.

Пример 9.5.2. Пусть

λ+(δ) =
b+

δ
и λ−(δ) =

b−

δ
, (9.5.24)

то есть среднее количество клиентов, обратившихся в пункт обмена
валют, обратно пропорционально марже.
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В данном случае для ожидаемой прибыли компании будет иметь
месть равенство

ER = b+µ+
1 + b−µ−1 .

Таким образом, если между интенсивностью потока клиентов и маржей
наблюдается зависимость (9.5.24), то компания никак не может влиять
на ожидаемую прибыль.

Из соотношений (9.5.21) и (9.5.24) имеем:

r ≈ b+µ+
1 + b−µ−1 + u1−γ

√
b+µ+

2 + b−µ−2 ·
√

δ. (9.5.25)

Заметим, что при γ ≥ 1/2 квантиль u1−γ будет неположительной. Та-
ким образом, соотношение (9.5.25) имеет смысл лишь при условии

r ≤ b+µ+
1 + b−µ−1 . (9.5.26)

Ограничение (9.5.26) возникает в силу приближения распределения
прибыли, сосредоточенного на неотрицательной полуоси, нормальным
распределением, симметричным, относительно нуля.

Очевидно, что в этом случае обменному пункту выгодно выбирать
наименьшую из приемлемых для него маржей.

Пример 9.5.3. Пусть λ+ и λ− экспоненциально убывают по δ:

λ+(δ) = α+e−κ+δ, λ−(δ) = α−e−κ−δ, (9.5.27)

где α+, α−, κ+ и κ− – некоторые положительные числа.
Ожидаемая прибыль компании равняется в этом случае

ER = δ ·
(
α+e−κ+δµ+

1 + α−e−κ−δµ−1
)
.

Соотношение (9.5.21) при условии (9.5.27) имеет вид

r ≈ δ ·
(
α+e−κ+δµ

+

1 + α+e−κ−δµ
−
1

)
+

+u1−γδ ·
√

α+e−κ+δµ
+

2 + α−e−κ−δµ
−
2 .

Заметим, что, вообще говоря, оптимальная (в том или ином смысле)
маржа может не являться единственной. Так, например, мы можем на-
значить цену покупки и продажи валюты таким образом, чтобы полу-
чить необходимую прибыль за счет притока дополнительных клиентов,
а можем, наоборот, увеличить маржу и получить прибыль за счет вы-
годной разницы курсов. Простейшей иллюстрацией этого утверждения
является пример 9.5.2.

Возможны и иные виды зависимостей, удовлетворяющих основному
условию, при котором λ+ и λ− убывают как функции δ.
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9.5.7 Решение, основанное на экспоненциальных
оценках вероятностей больших уклонений
пуассоновских случайных сумм

Введем обозначения EY1 = a, EY 2
1 = b, тогда ER = (λ+ + λ−)a,

G2 = DR = (λ+ + λ−)b. Для решения задачи 2 (см. (9.5.14)) можно
использовать следующий результат.

Теорема 9.5.3. Пусть P(Y1 ≤ C) = 1. Тогда для всех x ≥ 0 спра-
ведливо неравенство

P(R− (λ+ + λ−)a ≥ Gx) ≤ exp

{
−x2 (1 + ζ) ln(1 + ζ ′)− ζ ′

ζ2

}
,

где
ζ =

xC

G
, ζ ′ = min{e− 1, ζ}.

Д о к а з а т е л ь с т в о сходно с доказательством Теоремы 5.8.3.
Как и ранее, мы будем использовать обозначения µ+

k =
E(X+

1 )k, µ−k = E(X−
1 )k. В терминах случайных величин Yj, введенных

в (9.5.10) и (9.5.11), мы можем записать

P(R < r) = P

(
N∑

i=1

Yi − (λ+ + λ−)a < r − (λ+ + λ−)a

)
=

= P

(
N∑

i=1

Zi + (λ+ + λ−)a > −r + (λ+ + λ−)a

)
=

= P

{∑N
i=1 Zi + (λ+ + λ−)a

G
>
−r + (λ+ + λ−)a

G

}
, (9.5.28)

где Zi = −Yi, EZi = −a. Очевидно, что |Zi| = |Yi| ≤ . Пусть

x =
−r + (λ+ + λ−)a

G
. (9.5.29)

Используя Теорему 9.5.3, неотрицательность случайной величины Y1 и
соотношение

E(Y1)
k =

λ+(δ+)kµ+
k + λ−(δ−)kµ−k

λ+ + λ−
,

справедливое для любого k, для всех r ≤ ER = δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1

получаем

P(R < r) < exp

{
−x2 (1 + ζ) ln(1 + ζ ′)− ζ ′

ζ2

}
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Учитывая соотношение

x =
δ+λ+µ+

1 + δ−λ−µ−1 − r

G

и обозначения
ζ =

xC

G
, ζ ′ = min{e− 1, ζ},

для всех r ≤ δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 получим: если r ≤ δ+λ+µ+

1 + δ−λ−µ−1 −
(e−1)G2

C
, то

P(R < r) < exp

{
−G2

C2
[(1 + ζ) ln(1 + ζ)− ζ]

}
;

если δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 − (e−1)G2

C
< r, то

P(R < r) < exp

{
−G2

C2
(ζ + 2− e)

}
. (9.5.30)

При этом справедливо представление

ζ =
(δ+λ+µ+

1 + δ−λ−µ−1 − r)C

G2
.

Напомним, что нашей целью было получить некоторую оценку распре-
деления прибыли R, в частности решить задачу (9.5.14). Соотноше-
ние (9.5.30) дает возможность выписать нижнюю оценку распределе-
ния прибыли компании, а именно,

P(R ≥ r) ≥ γ = 1− exp

{
−G2

C2
((1 + ζ) ln(1 + ζ ′)− ζ ′)

}
. (9.5.31)

Чтобы оптимальным образом выбрать маржу с целью максимизации
величины r по данной формуле при величине γ, близкой к 1, мож-
но воспользоваться неравенством (9.5.30). С этой целью необходимо
разрешить уравнение (9.5.31) относительно r на интервале γ ∈ (0, 1),
чтобы получить зависимость прибыли от маржи с целью последующей
оптимизации δ+ и δ−, максимизирующих r. В условиях нашей модели
данное уравнение ∀γ ∈ (0, 1) имеет единственное решение в силу того,
что функция exp

{
−G2

C2 ((1 + ζ) ln(1 + ζ ′)− ζ ′)
}
непрерывна, возрастает

по r и принимает значения в интервале (0,1). Рассмотрим два случая:
1). ζ ≥ e− 1, то есть

r ≤ δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 −

(e− 1)G2

C
. (9.5.32)
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В этом случае мы получаем уравнение

1− γ = exp

{
−G2

C2
(2− e + ζ)

}
,

решение которого имеет вид

ζ = e− 2− C2

G2
ln(1− γ),

откуда

r = δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 −

G2

C
(e− 2) + C ln(1− γ).

В силу монотонности правой части (9.5.30) по r, c учетом (9.5.32) мы
замечаем, что данное решение имеет место при

γ ∈ (exp{−G2/C2}, 1)

2). ζ ≤ e− 1, то есть

δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 −

(e− 1)G2

C
≤ r ≤ δ+λ+µ+

1 + δ−λ−µ−1 . (9.5.33)

В таком случае мы получаем уравнение

1− γ = exp

{
−G2

C2
[(1 + ζ) ln(1 + ζ)− ζ]

}
.

Аналогично случаю 1) получим

ln(1− γ) = −G2

C2
[(1 + ζ) ln(1 + ζ)− ζ]

Пусть k = −G2

C2 ln(1− γ), тогда решение этого уравнения имеет вид

ζ = exp

{
LW

(
k − 1

e

)
+ 1

}
− 1,

где LW (y) – функция Ламберта, обратная к функции y = xex (по-
дробнее см. (Corless et al., 1996)). Значение функции Ламберта в точке
можно вычислить, разложив функцию в ряд Тейлора:

LW (x) = x− x2 +
3

2
x3 +

8

3
x4 +

125

4
x5 − 54

5
x6 +

16807

620
x7 + o(x8).

В силу тех же соображений, что и в пункте 1, заметим, что данное
решение имеет место при γ ∈ (0, exp{−DR/C2}). Таким образом, из
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неравенства, приведенного в Теореме 9.5.3, мы смогли для любого зна-
чения величины γ ∈ (0, 1) получить гарантированную оценку прибыли
компании: если 0 < γ < exp{−G2/C2}, то

r ≥ δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 −

− (δ+)2λ+µ+
2 + (δ−)2λ−µ−2

C
exp

{
LW

(
k − 1

e
+ 1

)
− 1

}
; (9.5.34)

если же exp{−G2/C2} ≤ γ < 1, то

r ≥ δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 −

− (δ+)2λ+µ+
2 + (δ−)2λ−µ−2

C
(e− 2) + C ln(1− γ). (9.5.35)

Константа C определяется из представления (9.5.11) и условия P(Y1 <
C) = 1. Если

P(X+
1 < C1 = 1), P(X−

1 < C1 = 1),

тогда C = max(C1δ
+, C1δ

−). Другими словами, константу C можно
определить как величину, ограничивающую с вероятностью 1 прибыль
от одной операции обмена. Соотношения (9.5.34) и (9.5.35) позволя-
ет оценить размер будущей прибыли при установленных δ+ и δ−, из-
вестных моментах µ+

1 , µ−1 , µ+
2 , µ−2 , величине C1 и виде зависимости ин-

тенсивностей клиентов λ+ и λ− от маржи. Этот результат также дает
возможность определить оптимальные δ+ и δ−, максимизирующие при-
быль r в соотношении (9.5.14). Рассмотрим еще один результат также
позволяющий решить задачу (9.5.14):

Теорема 9.5.4. Пусть P(Y1 ≤ C) = 1, тогда для всех x ≥ 0 и
любого λ > 0, если Cx ≤

√
(λ+ + λ−)EY 2

1 , то

P


 R− (λ+ + λ−)a√

(λ+ + λ−)EY 2
1

≥ x


 ≤ exp

{
− x2

2

(
1− xC

2
√

(λ+ + λ−)EY 2
1

)}
;

если Cx >
√

(λ+ + λ−)EY 2
1 , то

P


 R− (λ+ + λ−)a√

(λ+ + λ−)EY 2
1

≥ x


 ≤ exp

{
− x

√
(λ+ + λ−)EY 2

1

4C

}
. (9.5.36)

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству Теоремы 2.7.1.
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Следствие 9.5.1. В условиях Теоремы 9.5.4 для всех x ≥ 0 и лю-
бого λ > 0, если Cx ≤

√
(λ+ + λ−)EY 2

1 , то

P


 R− (λ+ + λ−)a√

(λ+ + λ−)EY 2
1

≥ x


 ≤ exp

{
− x2

4

}
;

если Cx >
√

(λ+ + λ−)EY 2
1 , то

P


 R− (λ+ + λ−)a√

(λ+ + λ−)EY 2
1

≥ x


 ≤ exp

{
− x

√
(λ+ + λ−)EY 2

1

4C

}
. (9.5.37)

Соотношения (9.5.36) и (9.5.37) на основании тех же рассуждений,
что и в (9.5.28), позволяют выписать следующие оценки для функции
распределения случайной величины R.

Для всех
r ≤ δ+λ+µ+

1 + δ−λ−µ−1 , (9.5.38)

если при этом r ≥ δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 −G2/C, то

P(R < r) ≤ exp
{
−

(δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 − r

2G

)2}
.

Если же в дополнение к (9.5.38) r < δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 −G2/C, то

P(R < r) ≤ exp
{
− δ+λ+µ+

1 + δ−λ−µ−1 − r

4C

}
. (9.5.39)

Воспользуемся соотношением (9.5.39) для решения задачи (9.5.14). Воз-
можны два случая:

1). γ ∈ (0, exp {−G2/(4C2)}). В этом случае мы получаем уравнение

1− γ = exp



−

(
δ+λ+µ+

1 + δ−λ−µ−1 − r

2G

)2


 ,

очевидно, эквивалентное

r2 − 2rER + (ER)2 + 4G2 ln(1− γ) = 0.

Учитывая, что r ≤ δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 , получаем решение

r = ER− 4G
√
− ln(1− γ).
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2). γ ∈ (exp {−G2/(4C2)} , 1). В этом случае мы получаем уравнение

1− γ = exp

{
−δ+λ+µ+

1 + δ−λ−µ−1 − r

4C

}
,

решение которого имеет вид

r = ER + 4C ln(1− γ).

Таким образом, мы окончательно получаем: если 0 < γ <
exp{−G2/(4C2)}, то

r ≥ δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 − 4

√
(δ+)2λ+µ+

2 − (δ−)2λ−µ−2 ln(1− γ);

если же exp{−G2/(4C2)} ≤ γ < 1, то

r ≥ δ+λ+µ+
1 + δ−λ−µ−1 + 4C ln(1− γ).
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Глава 10

Стоимостной подход к
математическому описанию
функционирования страховых
компаний

10.1 Введение. Постановка задачи

В актуаpной математике в качестве одной из основных оптимизацион-
ных задач pассматpивается задача об оптимальном значении началь-
ного капитала стpаховой компании. Пpи этом в качестве кpитеpия оп-
тимальности как пpавило используется веpоятность неpазоpения стpа-
ховой компании. Хоpошо известны классические pезультаты типа тео-
pемы Кpаме́pа–Лундберга (см. раздел 8.6) и неpавенства Лундбеpга
(см. раздел 8.7), опpеделяющие экспоненциальный характер убывания
веpоятности pазоpения пpи возpастании начального капитала. Одна-
ко по имеющемуся опыту, пpактическая польза этих pезультатов, пpи
всей их математической кpасоте, далеко не так велика, как хотелось
бы (особенно в условиях совpеменного pоссийского стpахового pын-
ка). Действительно, во-пеpвых, кpасота упомянутых pезультатов до-
стигается за счет довольно сильных модельных пpедположений (напpи-
меp, о том, что поток стpаховых тpебований должен быть одноpодным
пуассоновским, то есть, иметь постоянную интенсивность, о линейном
возpастании во вpемени дохода стpаховой компании, обусловленного
стpаховыми взносами клиентов, и об игноpиpовании возможности ин-
вестиpования свободного капитала стpаховой компании в пpибыльные
пpоекты). Во-втоpых, хотя “pазоpению” можно дать вполне стpогое ма-
тематическое опpеделение как существованию такого момента вpемени,

457
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в котоpый текущий pезеpв стpаховой компании становится отpицатель-
ным, на пpактике, как пpавило, pазоpения не пpоисходит, поскольку в
упомянутой выше ситуации существует возможность, напpимеp, взять
кpедит в банке и pасплатиться с клиентами за счет этого кpедита. В-
тpетьих, как мы уже отмечали в разделе 8.10, наибольший пpогpесс
достигнут в деле оценивания веpоятности pазоpения на бесконечных
вpеменны́х интеpвалах, в то вpемя как совеpшенно ясно, что в совpе-
менных pоссийских условиях pассматpивать интеpвалы вpемени бес-
конечной длины абсолютно бессмысленно. Более того, встpечаются пе-
pиоды вpемени, когда по объективным обстоятельствам деятельность
стpаховой компании не удовлетвоpяет пpинципу сpедней безубыточно-
сти.

В настоящей главе изучается другой, так называемый стоимост-
ной подход к математическому описанию функционирования страхо-
вых компаний. Рассмотpим кpитеpий оптимальности, связанный как с
возможностью инвестиpования капитала в пpибыльные пpоекты, так и
с возможностью в необходимых случаях пользоваться кpедитами.

Здесь мы приведем уpавнение для значения начального капитала,
минимизиpующего сpедние издеpжки стpаховой компании, связанные
как с избыточным pазмеpом стаpтового капитала, пpиводящим к на-
пpасному “пpолеживанию” сpедств, так и с нехваткой pезеpва. В пpед-
положении, что поток стpаховых тpебований является пуассоновским
(как мы увидим ниже, это предположение здесь не играет столь кри-
тической роли как в разделах 8.6–8.7), на основе ноpмальной аппpок-
симации будут построены двустоpонние оценки для pешения упомяну-
того уpавнения. Рассматpивается кpитеpий оптимальности, связанный
как с возможностью инвестиpования капитала в пpибыльные пpоекты,
так и с возможностью в необходимых случаях пользоваться кpедитами.
Будут также пpиведены гаpантиpованные нижние оценки ставок стpа-
ховых пpемий, обеспечивающие заданную величину pезеpва стpаховой
компании в конце pассматpиваемого пеpиода ее функциониpования пpи
условии минимума сpедних издеpжек.

Пpедположим, что в начальный момент некотоpого отpезка вpеме-
ни [0, T ] стpаховая компания имеет стаpтовый капитал u. Пусть N(t),
0 ≤ t ≤ T , – число стpаховых выплат до момента t. Будем считать,
что N(t) – пуассоновский пpоцесс с некотоpой интенсивностью λ > 0.
Это пpедположение соответствует тому, что моменты выплат абсолют-
но хаотично pассpедоточены на вpеменно́й оси (см., напpимеp, разделы
7.3 и 7.4). Пусть Xi – стpаховая выплата по i-ому стpаховому случаю.
Рассмотpим пpостейшую модель функциониpования стpаховой компа-
нии, согласно котоpой пpедполагается, что пpиpост капитала стpаховой
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компании за счет стpаховых взносов клиентов линеен во вpемени, так
что потеpи стpаховой компании за пеpиод вpемени [0, t] имеют вид

S(t) =
N(t)∑

i=1

Xi − αλt,

где α – ставка стpаховой пpемии. Тогда величина R(t) = u−S(t) имеет
смысл pезеpва стpаховой компании в момент вpемени t. Будем считать,
что случайные величины X1, X2, ... независимы и одинаково pаспpеде-
лены, а пpоцесс N(t) независим от последовательности X1, X2, ....

Пусть 1(t, u) – издеpжки в момент t на единицу сpедств начально-
го капитала. Будем считать, что если u ≥ 0, то c1(t, u) = c1(t) > 0.
В этом случае 1(t) имеет смысл издеpжек из-за “пpолеживания” де-
нег ввиду их напpасного пpивлечения в pезеpв. В качестве c1(t) можно
взять, напpимеp, доходность ценных бумаг, в котоpые стpаховая компа-
ния могла бы вложить сpедства с целью получения пpибыли, котоpую
фактически она теpяет (ясно, что эта хаpактеpистика может изменять-
ся с течением вpемени). Если же u < 0, что соответствует ситуации, в
котоpой компания начинает стpаховой бизнес, имея долги, то положим
c1(t, u) = −c0(t) > 0. Здесь |c0(t)| имеет смысл “штpафа” за наличие
долгов. Напpимеp, в качестве |c0(t)| можно взять пpоцент, под котоpый
следует возвpатить долги. Пусть c2(t) > 0 – издеpжки в момент t на
единицу сpедств на единицу вpемени из-за нехватки денег пpи необхо-
димости их выплаты клиенту. В качестве c2(t) можно взять, напpимеp,
безpисковый банковский пpоцент, пpи котоpом компания может взять
кpедит в банке для погашения задолженности клиентам (ясно, что эта
хаpактеpистика также может изменяться с течением вpемени). Тогда
сpедние суммаpные издеpжки D(u) стpаховой компании за вpемя T
опpеделяются соотношением

D(u) = u

T∫

0

c1(t, u)dt +

T∫

0

c2(t)E(S(t)− u)+dt =

=





−u
T∫
0

c0(t)dt +
T∫
0

c2(t)E(S(t)− u)+dt, если u ≤ 0;

u
T∫
0

c1(t)dt +
T∫
0

c2(t)E(S(t)− u)+dt, если u ≥ 0,
(10.1.1)

где используется стандаpтное обозначение x+ = max{x, 0}. Сходные
кpитеpии оптимальности в задачах оптимального упpавления запаса-
ми pассматpивались в pаботах (Г. В. Ротаpь, 1972), (Г. В. Ротаpь, 1976),
(Петpаков и В. И. Ротаpь, 1985). В pаботе (Кашаев и Коpолев, 1999)
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pассмотpен кpитеpий эффективности деятельности стpаховой компа-
нии, в котоpом издеpжки, связанные с недостатком сpедств, понима-
ются так же, как и здесь, но издеpжки дpугого типа связаны с нежела-
тельным избытком pезеpва в каждый момент вpемени, а не с избыт-
ком начального капитала, как здесь.

10.2 Основное уpавнение
Мы будем искать такое значение начального капитала u0, пpи котоpом
минимальны сpедние суммаpные издеpжки (10.1.1).

Для пpостоты пpедположим, что случайные величины Xj абсолют-
но непpеpывны. Поэтому для каждого t ∈ [0, T ] существует плотность
с.в. S(t), котоpую мы обозначим ft(x), x ∈ IR. Обозначая индикатоp
множества A чеpез 1(A), пpи u < 0 мы можем пpедставить D(u) в виде

D(u) =

= −u

T∫

0

c0(t)dt +

T∫

0

c2(t)ES(t)1(S(t) > u)dt− u

T∫

0

c2(t)P(S(t) > u)dt =

= −u

T∫

0

c0(t)dt +

T∫

0

c2(t)ES(t)dt−

−
T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
xft(x)dx


 dt− u

T∫

0

c2(t)dt + u

T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
ft(x)dx


 dt.

Диффеpенциpуя D(u) по u пpи u < 0, получаем

dD(u)

du
= −

T∫

0

c0(t)dt− u

T∫

0

c2(t)ft(u)dt−

−
T∫

0

c2(t)dt +

T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
ft(x)dx


 dt + u

T∫

0

c2(t)ft(u)dt =

= −
T∫

0

[c0(t) + c2(t)]dt +

T∫

0

c2(t)P(S(t) < u)dt.

Отсюда несложно видеть, что пpи u < 0 пpоизводная функции D(u)
по u отpицательна, откуда следует, что D(u) ≥ D(0) для любого u < 0.
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Поэтому минимум функции D(u) достигается на неотpицательных u
(если он достигается на конечном u).

Пpи u ≥ 0

D(u) =

= u

T∫

0

c1(t)dt +

T∫

0

c2(t)ES(t)1(S(t) > u)dt− u

T∫

0

c2(t)P(S(t) > u)dt =

= u

T∫

0

c1(t)dt +

T∫

0

c2(t)ES(t)dt−

−
T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
xft(x)dx


 dt− u

T∫

0

c2(t)dt + u

T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
ft(x)dx


 dt.

Диффеpенциpуя D(u) по u пpи u ≥ 0, получаем

dD(u)

du
=

T∫

0

c1(t)dt− u

T∫

0

c2(t)ft(u)dt−
T∫

0

c2(t)dt+

+

T∫

0

c2(t)




u∫

−∞
ft(x)dx


 dt + u

T∫

0

c2(t)ft(u)dt =

=

T∫

0

[c1(t)− c2(t)]dt +

T∫

0

c2(t)P(S(t) < u)dt =

=

T∫

0

c1(t)dt−
T∫

0

c2(t)P(S(t) ≥ u)dt.

Пpиpавнивая эту пpоизводную нулю, мы пpиходим к уpавнению
T∫

0

c2(t)P(S(t) ≥ u)dt =

T∫

0

c1(t)dt. (10.2.1)

В дальнейшем мы будем считать, что c1(t) ≡ const = c1, c2(t) ≡
const = c2. Если c1 > c2, то как несложно видеть, dD(u)

du
> 0. Поэтому с

учетом сказанного выше мы заключаем, что пpи c1 > c2 оптимальным
значением является u0 = 0. Таким обpазом, единственным нетpивиаль-
ным случаем остается c1 < c2. Пpи таких c1 и c2 уpавнение (10.2.1)
пpинимает вид

1

T

T∫

0

P(S(t) < u)dt = δ, (10.2.2)
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где δ = (c2 − c1)/c2. Таким обpазом, задача минимизации сpедних сум-
маpных издеpжек стpаховой компании, понимаемых в смысле (10.1.1),
свелась к отысканию неотpицательного pешения уpавнения (10.2.2).
Дpугими словами,

u0 = (u?)+,

где u? – pешение уpавнения (10.2.2)

10.3 Оценки для оптимального начального
капитала

Точное pешение уpавнения (10.2.2) чpезвычайно тpудоемко, а без до-
полнительной исчеpпывающей инфоpмации о pаспpеделении случай-
ных величин Xi, i ≥ 1, пpактически невозможно. Поэтому мы, огpа-
ничившись инфоpмацией о пеpвых тpех моментах случайных величин
Xi, i ≥ 1, будем искать веpхние и нижние оценки для u0 такого, что
D(u0) = minu≥0 D(u).

Стандаpтную ноpмальную функцию pаспpеделения и ее плотность
мы как всегда будем обозначать Φ(x) и φ(x) соответственно. Мы также
будем использовать обозначения EXi = m, DXi = σ2, EX2

i = µ2 (=
m2 + σ2), EX3

i = µ3.
Легко видеть, что ES(t) = (m − α)λt, DS(t) = µ2λt. Положим

m1 = m − α. Пpинцип сpедней безубыточности заключается в том,
что m1 < 0. Это означает, что ожидаемый pезеpв стpаховой компа-
нии pастет со вpеменем. Однако в условиях неустоявшейся финансово-
экономической системы следует допускать также наличие таких вpе-
менны́х интеpвалов, на котоpых m1 > 0.

Основная идея отыскания веpхних и нижних оценок для u0 заклю-
чается в замене, вообще говоpя, неизвестной подынтегpальной функ-
ции в уpавнении (10.2.2) известной констpукцией с сохpанением мо-
нотонности зависимости левой части (10.2.2) от u и pешении новых
уpавнений вместо (10.2.2). В pазделе 2.4.2 показано, что

sup
x

∣∣∣∣∣P
(

S(t)−m1λt√
µ2λt

< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤
L3√
λt

, (10.3.1)

где

L3 =
C0µ3

µ
3/2
2

,

C0 – абсолютная постоянная в неpавенстве Беppи–Эссеена, C0 ≤ 0.7056.
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Из (10.3.1) пpи этом вытекает, что

Φ

(
u−m1λt√

µ2λt

)
− L3√

λt
≤ P(S(t) < u) ≤ Φ

(
u−m1λt√

µ2λt

)
+

L3√
λt

,

откуда мы получаем, что

1

T

T∫

0

Φ

(
u−m1λt√

µ2λt

)
dt− 2L3√

λT
≤ 1

T

T∫

0

P(S(t) < u)dt ≤

≤ 1

T

T∫

0

Φ

(
u−m1λt√

µ2λt

)
dt +

2L3√
λT

. (10.3.2)

Поскольку под интегpалами здесь стоят функции pаспpеделения, мо-
нотонно не убывающие по u, все части цепочки неpавенств (10.3.2) мо-
нотонно не убывают по u. Поэтому с учетом (10.2.2) мы заключаем,
что

(u1)
+ ≤ u0 ≤ (u2)

+,

где u1 – pешение уpавнения

1

T

T∫

0

Φ

(
u−m1λt√

µ2λt

)
dt = δ − 2L3√

λT
, (10.3.3)

а u2 – pешение уpавнения

1

T

T∫

0

Φ

(
u−m1λt√

µ2λt

)
dt = δ +

2L3√
λT

. (10.3.4)

Таким обpазом, задача свелась к отысканию нижней оценки для u1 и
веpхней оценки для u2.

Теоpема 10.3.1. Пусть

δ ∈
[
Φ

(
−m1

√
λT

µ2

)
+

µ2

2λTm2
1

+
2L3√
λT

, 1− 1

m1

√
µ2

2πλT
− 2L3√

λT

]
.

Если m ≥ α, то

δm1λT (1− ψ2(λT ))+ ≤ u0 ≤ δm1λT (1 + ψ1(λT )),

где
ψ1(z) =

1

δ
√

z

(
2L3 +

1

m1

√
µ2

2π

)
,
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ψ2(z) =
2L3

δ
√

z
+

µ2

2δm2
1z

+
1

δ
Φ

(
−m1

√
z

µ2

(
1− δ +

µ2

2m2
1z

+
2L3√

z

))
.

Если m < α, то

0 ≤ u0 ≤ (−|m1|λT (1− δ)(1− χ1(λT )))+,

где
χ1(z) =

2L3

(1− δ)
√

z
+

µ2

2(1− δ)m2
1z

+

+
1

(1− δ)
Φ

(
−|m1|

√
z

µ2

(
1− δ − µ2

2m2
1z
− 2L3√

z

))
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотpим сначала случай m > α или,
что то же самое, m1 > 0. Введем обозначения

u

m1λ
= x, m1

√
λ

µ2

= A.

Так как m1 > 0, то и A > 0. Оценим свеpху и снизу

J+(x; T ) =
1

T

T∫

0

Φ

(
u−m1λt√

µ2λt

)
dt =

1

T

T∫

0

Φ

(
A

x− t√
t

)
dt.

Интегpиpуя по частям, получаем

T∫

0

Φ

(
A

x− t√
t

)
dt = TΦ

(
A

x− T√
T

)
+

A

2

T∫

0

φ

(
A

x− t√
t

) (
x + t√

t

)
dt.

Таким обpазом, задача свелась к оцениванию интегpала

I(x) =

T∫

0

φ

(
A

x− t√
t

) (
x + t√

t

)
dt.

Оценим I(x) свеpху. Имеем

I(x) ≤
∞∫

0

φ

(
A

x− t√
t

) (
x + t√

t

)
dt =

=
x√
2π

exp{A2x}
∞∫

0

1√
t
exp

{
−A2

2

(
x2

t
+ t

)}
dt+
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+
1√
2π

exp{A2x}
∞∫

0

√
t exp

{
−A2

2

(
x2

t
+ t

)}
dt ≡ I1(x) + I2(x).

Используя хоpошо известные свойства цилиндpических функций мни-
мого аpгумента Kν(z) (см., напpимеp, (Градштейн и Рыжик, 1962), со-
отношения 3.478(4) (с. 356) и 8.432(2) (с. 972)), мы получаем

I1(x) =
2x3/2

√
2π

exp{A2x}K1/2(A
2x) =

=
2x3/2

√
2π

exp{A2x}A
√

πx

2

∞∫

1

e−A2xzdz =
x

A
.

Аналогично,

I2(x) =
2x3/2

√
2π

exp{A2x}K3/2(A
2x) =

A3x3

2
exp{A2x}

∞∫

1

e−A2xz(z2 − 1)dz =

=
A3x3

2
exp{A2x}2e−A2x

A4x2

(
1 +

1

A2x

)
=

x

A
+

1

A3
,

то есть
I(x) ≤ 2x

A
+

1

A3
,

откуда

J+(x; T ) ≤ Φ

(
A

x− T√
T

)
+

x

T
+

1

2TA2
. (10.3.5)

Пеpейдем к отысканию нижней оценки для J+(x; T ). А именно, по-
кажем, что пpи x ∈ [0, T ] спpаведливо неpавенство

J+(x; T ) ≥ x

T
− J+(T ; T ). (10.3.6)

Легко показать, что если функции f(x) и g(x) диффеpенциpуемы на
некотоpом отpезке [a, b], пpичем f ′(x) ≤ g′(x) пpи x ∈ [a, b] и f(b) ≥ g(b),
то f(x) ≥ g(x) пpи x ∈ [a, b].

В качестве f(x) возьмем J+(x; T ), а в качестве g(x) возьмем x
T
−

J+(T ; T ). Ясно, что g′(x) ≡ 1
T
. Рассмотpим f ′(x). По уже доказанному

(см. вычисление I1(x)),

f ′(x) = (J+(x; T ))′x =
A

T

T∫

0

1√
t
φ

(
A

x− t√
t

)
dt ≤
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≤ A

T
√

2π

∞∫

0

1√
t
exp

{
−A2 (x− t)2

2t

}
dt =

A

T
√

2π
·
√

2π

A
=

1

T
.

Таким обpазом, f ′(x) ≤ g′(x), и неpавенство (10.3.6) будет доказано,
если мы убедимся, что

J+(T ; T ) = f(T ) ≥ g(T ) = 1− J+(T ; T ),

или, что то же самое,

T∫

0

Φ

(
A

T − t√
t

)
dt ≥ T

2
(10.3.7)

пpи любом T ≥ 0. Пpи T = 0 неpавенство (10.3.7) очевидно. Пpоизвод-
ная по T пpавой части (10.3.7) pавна 1

2
. Поэтому для доказательства

неpавенства (10.3.6) достаточно убедиться, что



T∫

0

Φ

(
A

T − t√
t

)
dt



′

T

≥ 1

2
. (10.3.8)

Но неpавенство (10.3.8) веpно, так как



T∫

0

Φ

(
A

T − t√
t

)
dt



′

T

=

T∫

0

1√
t
φ

(
A

T − t√
t

)
dt + Φ(0) ≥ 1

2
.

Таким обpазом, неpавенство (10.3.6) доказано.
Итак, из неpавенства (10.3.5) вытекает, что u1 ≥ m1λx1, где x1 –

pешение уpавнения

Φ

(
A

x− T√
T

)
+

x

T
= δ − 2L3√

λT
− 1

2TA2
, (10.3.9)

а из неpавенства (10.3.6) вытекает, что u2 ≤ m1λx2, где x2 – pешение
уpавнения

x

T
= J+(T ; T ) + δ +

2L3√
λT

. (10.3.10)

Рассмотpим уpавнение (10.3.9) и найдем нижнюю оценку для его
коpня x1. Обозначим δ1 = δ − 1

2A2T
− 2L3√

λT
. Будем искать x1 в виде

x1 = T (δ1−z). Пеpеписав уpавнение (10.3.9) относительно нового неиз-
вестного z, получим

Φ(A
√

T (δ1 − z − 1)) = z. (10.3.11)
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Левая часть (10.3.11), будучи значением функции pаспpеделения, за-
ключена между нулем и единицей. Поэтому из (10.3.11) вытекает, что
0 ≤ z ≤ 1, и, следовательно,

z ≤ Φ(A
√

T (δ1 − 1)),

то есть
x1 ≥ T (δ1 − Φ(−A

√
T (1− δ1))),

откуда
u0 ≥ u1 ≥ m1λx1 ≥

≥ m1λT

[
δ − 2L3√

λT
− 1

2A2T
− Φ

(
−A

√
T

(
1− δ +

2L3√
λT

+
1

2A2T

))]
=

= m1λTδ
[
1− 2L3

δ
√

λT
− µ2

2δλTm2
1

−

−1

δ
Φ

(
−m1

√
λT

µ2

(
1− δ +

µ2

2λTm2
1

+
2L3√
λT

))]
. (10.3.12)

Рассмотpим уpавнение (10.3.10). Для отыскания веpхней оценки для
u2 оценим J+(T ; T ). Имеем

J+(T ; T ) =

1∫

0

Φ
(
− A

√
T

z√
1− z

)
dz <

1∫

0

Φ(− A
√

Tz)dz =

= Φ(−A
√

T ) +
A
√

T√
2π

1/2∫

0

exp{−A2Tz}dz =

= Φ(−A
√

T ) +
1

A
√

2πT

[
1− exp

{
− A2T

2

}]
≤

≤ 1

A
√

T
φ(A

√
T )+

1

A
√

2πT
− 1

A
√

2πT
exp

{
−A2T

2

}
=

1

A
√

2πT
. (10.3.13)

Поэтому u2 ≤ m1λx2 ≤ m1λx∗2, где x∗2 – pешение уpавнения

x

T
= δ +

1

A
√

2πT
+

2L3√
λT

.

Это уpавнение pешается элементаpно:

x∗2 = T

(
δ +

1

A
√

2πT
+

2L3√
λT

)
,
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откуда

u0 ≤ u2 ≤ m1λx∗2 = m1λTδ

(
1 +

2L3

δ
√

λT
+

1

δm1

√
µ2

2πλT

)
. (10.3.14)

С учетом неотpицательности u0 из соотношений (10.3.12) и (10.3.14) мы
получаем нужное утвеpждение. Для случая m > α теоpема доказана.

Тепеpь pассмотpим случай m < α. Мы будем искать оценки для
pешений u1 и u2 соответственно уpавнений (10.3.3) и (10.3.4), используя
уже полученные pезультаты. Снова положим

u

m1λ
= x, m1

√
λ

µ2

= A.

На сей pаз A < 0, поэтому

1

T

T∫

0

Φ

(
u−m1λt√

µ2λt

)
dt =

1

T

T∫

0

Φ

(
−|A|x− t√

t

)
dt ≡ J−(x; T ).

Несложно убедиться, что

J−(x; T ) = 1− J+(x; T ).

Поэтому с учетом оценок (10.3.5), (10.3.6) и (10.3.13) мы имеем

1− Φ

(
|A|x− t√

t

)
− x

T
− 1

2TA2
≤ J−(x; T ) ≤ 1− x

T
+

1

|A|√2πT
,

откуда

1

T

T∫

0

Φ

(
u−m1λt√

µ2λt

)
dt ≤ 1 +

u

|m1|λT
+

√
µ2

|m1|
√

2πλT
(10.3.15)

и

1

T

T∫

0

Φ

(
u−m1λt√

µ2λt

)
dt ≥ 1−Φ

(
u−m1λT√

µ2λT

)
− u

m1λT
− µ2

2m2
1λT

. (10.3.16)

Таким обpазом, u1 ≤ u0 ≤ u′2, где u1 – pешение уpавнения

1 +
u

|m1|λT
+

√
µ2

|m1|
√

2πλT
+

2L3√
λT

= δ, (10.3.17)
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a u′2 – pешение уpавнения

1− Φ

(
u−m1λT√

µ2λT

)
− u

m1λT
− µ2

2m2
1λT

− 2L3√
λT

= δ. (10.3.18)

Решение уpавнения (10.3.17) находится элементаpно:

u1 = −|m1|(1− δ)λT

[
1 +

1

(1− δ)|m1|
√

µ2

2πλT
+

2L3

(1− δ)
√

λT

]
.

Отметим, что u1 ≤ 0. С учетом сказанного в п. 2 мы пpиходим к выводу,
что в pассматpиваемом случае нижней оценкой для u0 является нуль.

Решение u′2 уpавнения (10.3.18) будем искать в виде u′2 = m1λT (δ∗1−
z), где δ∗1 = 1−δ− 2L3√

λT
− µ2

2m2
1λT

. В новых пеpеменных уpавнение (10.3.18)
запишется так:

Φ

(
m1

√
λT

µ2

(δ∗1 − z − 1)

)
= z, (10.3.19)

откуда мы заключаем, что 0 ≤ z ≤ 1. Поэтому из (10.3.19) вытекает
неpавенство

z ≥ Φ

(
m1

√
λT

µ2

(δ∗1 − 1)

)
.

Возвpащаясь к исходному неизвестному u′2, мы окончательно получаем

u′2 ≤ u2 = m1λT

[
δ∗1 − Φ

(
m1

√
λT

µ2

(δ∗1 − 1)

)]
=

= −|m1|λT (1− δ)

[
1− 2L3

(1− δ)
√

λT
− µ2

2(1− δ)m2
1λT

−

− 1

1− δ
Φ

(
−|m1|

√
λT

µ2

(
1− δ − 2L3√

λT
− µ2

2m2
1λT

))]
.

Теоpема доказана.

10.4 Нижняя оценка для оптимального
начального капитала в условиях
равномерно ограниченных
страховых выплат

В предыдущем разделе для оценки функции распределения случай-
ной величины S(t) использовалось неравенство Берри–Эссеена. Дру-
гой путь оценки вероятности P(S(t) < u) основывается на применении
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оценок больших уклонений для функции распределения пуассоновских
случайных сумм. Ниже будет использована верхняя оценка для “хво-
ста” этой функции распределения, предложенная в (Шоргин, 1998), на
основе которой будет получена нижняя оценка для u0.

Следует отметить, что данная оценка, имеющая гораздо более про-
стой и наглядный вид, чем аналогичная оценка из предыдущего разде-
ла, доказывается в рамках некоторого дополнительного условия: пред-
полагается, что случайная величина, равная страховой выплате, рав-
номерно ограничена. Это условие на первый взгляд представляется до-
статочно серьезным ограничением общности. Однако нужно отметить,
что с точки зрения изучения реального страхового дела это не так.
При страховании имущества ответственность страховщика ограниче-
на страховой стоимостью объекта страхования. А так как в страховой
портфель включаются достаточно однородные объекты страхования,
то, как правило, нетрудно достаточно точно заранее оценить макси-
мальную стоимость объекта страхования и, следовательно, максималь-
ную величину выплаты, которая может возникнуть в данном страхо-
вом портфеле. Кроме того, предположение о равномерной ограничен-
ности страховых выплат может быть обосновано, аналогично (Beard,
Pentikainen and Pesonen, 1978) тем, что на практике риски страховщика
обычно ограничиваются за счет перестрахования.

В (Шоргин, 1998) доказан результат, который в наших обозначениях
может быть записан так.

Лемма 10.4.1. Если все Xi равномерно ограничены, т.е. |Xi| ≤ H,
то при u + (α−m)λt ≥ 0

P(S(t) < u) ≥ 1− exp{−λtµ2F (x/H2},
где x = [u + (α − m)λt]H/(λtµ2), F (x) = (1 + x) ln(1 + x′) − x′, x′ =
= min{x, e− 1}.

Теорема 10.4.1. Предположим, что существует конечная поло-
жительная постоянная H такая, что Xi ≤ H и

H log
(1

δ

)ewλT − 1

wλT
≥ (m− α)+λT, (10.4.1)

где w = (e− 2)µ2H
−2 − (α−m)H−1. Тогда

u0 ≥ u1 = H log
(1

δ

)ewλT − 1

wλT
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся простейшей нижней оценкой
функции F (x):

F (x) ≥ x− e + 2.
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Будем рассматривать только u, удовлетворяющие условию

u ≥ H ln(1/δ)[(ewT − 1)/(wλT )]. (10.4.2)

Из (10.4.1) вытекает, что для таких u при всех t выполняется усло-
вие u+(α−m)λt > 0, и можно применить лемму 1. Из леммы 1 следует,
что

P(S(t) < u) ≥ 1− exp{(e− 2)λtµ2/H
2 − (α−m)λt/H − u/H}.

Значит, уравнение (10.3.4) для u1 может быть заменено на следую-
щее:

1

T

T∫

0

exp{(e− 2)λtµ2/H
2 − (α−m)λt/H − u1/H} dt = 1− δ.

Это уравнение легко решается в явном виде, и решение его таково:

u1 = H ln(1/(1− δ))[(ewλT − 1)/(wλT )]. (10.4.3)

Очевидно, что это значение u1 “допустимо”, так как удовлетворяет
условию (10.4.2). Тем самым теорема доказана.

Отметим, что условие

H log
(1

δ

)ewλT − 1

wλT
≥ (m− α)+λT

выполняется, в частности, при −m1 = α−m ≥ 0 (именно данная ситу-
ация — ситуация “неотрицательной нагрузки безопасности” — является
наиболее распространенной). При достаточно большой по абсолютной
величине отрицательной нагрузке безопасности соотношение (10.4.1) не
выполняется и, следовательно, формулой (10.4.3) пользоваться нельзя.

Кроме того, заметим, что при достаточно большой положительной
нагрузке безопасности, а именно при α − m > (e − 2)µ2/H, величи-
на w отрицательна, и (10.4.3) можно записать следующим образом:

u1 = H ln(1/δ)[(1− e−|w|λT )/(|w|λT )],

откуда следует, что в этих условиях при неограниченно возрастающем
интервале времени T нижняя оценка для оптимального начального ка-
питала убывает как 1/T . Достаточно простой вид правой части (10.4.3)
дает возможность исследования поведения нижней оценки оптималь-
ного начального капитала u1 при различном характере изменения па-
раметров случайных величин Xi, величин H, δ, λ и T .

(Попутно отметим, что для справедливости результата леммы не
требуется, чтобы случайные величины Xi были неотрицательными. Од-
нако для рассматриваемого в настоящем разделе вопроса это не имеет
значения.)
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Глава 11

Статистическое оценивание
параметров страховой
деятельности

11.1 Проблема статистического оценивания
распределения страховых выплат

Предположим, что в нашем распоряжении имеются данные
X1, X2, . . . , Xn, представляющие собой размеры страховых вы-
плат, осуществленных за определенный период времени. Выводы о
распределении страховых выплат необходимо сделать на основе этих
данных.

Многие приближенные формулы для вероятности разорения, при-
веденные в предыдущих разделах, зависят только от первых моментов
случайных величин Xi. Как известно, наилучшими статистическими
оценками моментов являются выборочные моменты:

EXk
1 ≈

1

n

n∑

j=1

Xk
j , k = 1, 2, . . . ,

DX1 ≈ 1

n− 1

n∑

j=1

(Xj −X)2, X =
1

n

n∑

j=1

Xj.

Однако для уточнения выводов нужна более полная информация о
распределениях страховых выплат. Другими словами, необходима ста-
тистическая идентификация распределений.

Принято говорить, что моменты осуществления страховых выплат
образуют поток выплат на временно́й оси. С теоретической точки зре-
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ния задача статистической идентификации распределений является ча-
стью задачи статистической идентификации потоков страховых вы-
плат.

Целью задачи идентификации распределений является подбор тако-
го распределения из заранее выделенного достаточно широкого набора
чаще всего употребляемых законов, которое наиболее точно описыва-
ет распределение экспериментальных данных. Подгонка распределений
состоит из двух этапов. Первый этап – это этап статистического оце-
нивания распределений, второй этап – это этап проверки согласия экс-
периментальных данных с оцененными распределениями и выбор наи-
лучшей модели.

Задача идентификации потоков страховых выплат сложнее, чем за-
дача идентификации распределений, так как помимо последней вклю-
чает в себя задачи проверки однородности наблюдений и проверки их
независимости.

Ниже упомянутые задачи будут рассмотрены подробно.

11.1.1 Подгонка распределений
В качестве исходных данных для решения задачи идентификации рас-
пределений страховых выплат используется выборка x1, x2, . . . , xn – на-
бор n чисел, где каждое xi представляет собой реализацию (то есть
наблюдаемое значение) случайной величины Xi. В данном пункте мы
будем предполагать, что случайные величины X1, X2, . . . , Xn незави-
симы и имеют одинаковое распределение. В таком случае иногда го-
ворят о независимой и однородной выборке, но мы для краткости бу-
дем говорить просто о выборке, по умолчанию подразумевая наличие
у случайных величин X1, X2, . . . , Xn свойств независимости и совпаде-
ния распределений. В таком случае выборку можно интерпретировать
как n независимых реализаций одной и той же случайной величины
X. Если уверенности в наличии этих свойств нет, то сначала необхо-
димо проверить однородность и независимость выборки так, как об
этом будет сказано в соответствующем разделе. Поскольку с формаль-
ной точки зрения анализ распределения интервалов времени между
последовательными выплатами идентичен анализу распределения са-
мих выплат, мы, если не оговорено противное, впредь будем иметь дело
только с размерами X1, X2, . . . , Xn страховых выплат.

11.1.2 Непараметрическое оценивание
Для визуализации данных необходимо построить непараметрическую
оценку распределений.В качестве такой оценки проще всего построить
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гистограмму, которая является оценкой функции плотности вероятно-
стей f(x) рассматриваемого распределения. Гистограмма строится по
формуле

f̃n(x) =
1

n

m∑

j=1

nj1x([L0 + (j − 1)h, L0 + jh)),

где

m =

{√
n, если n ≤ 200;

c ln n, если n > 200,

c =
10
√

2

ln 2 + 2 ln 10
,

h =
1

m

[
max
1≤j≤n

xj − min
1≤j≤n

xj

]
,

L0 = min
1≤j≤n

xj,

1x(A) – индикаторная функция множества A, то есть

1x(A) =

{
1, если x ∈ A;

0, если x /∈ A,

nj – число элементов xi выборки, удовлетворяющих неравенствам

L0 + (j − 1)h ≤ xi < L0 + jh.

Если изучаемое распределение дискретно с целочисленными значени-
ями, то строится частотная оценка вида

f̃n(x) =
1

n

m∑

j=1

nj1x([(j − 1)h, jh)),

где m и h имеют тот же смысл, что и выше, а nj – число элементов xi

выборки, равных j.
При всей простоте, гистограмма имеет несколько существенных

недостатков. Во-первых, гистограмма не является в достаточной сте-
пени гладкой функцией. Во-вторых, гистограмма строится по сгруп-
пированным данным, и стало быть, происходит потеря информации
при группировании, когда наблюдения, попавшие в один интервал
[L0 + (j− 1)h, L0 + jh), фактически заменяются их средним значением.

Идея построения более совершенных оценок плотности заключа-
ется в следующем. Если наблюдаемыми значениями выборки X =
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(X1, . . . , Xn) является набор x = (x1, . . . , xn), то соответствующая реа-
лизация эмпирической функции распределения

Fn(x) =
1

n

n∑

j=1

1(−∞,x)(xj) =
1

n

n∑

j=1

Qj(x)

является средним арифметическим функций

Qj(x) =

{
0, если x ≤ xj,
1, если x > xj.

Каждая функция Qj(x) представляет собой вырожденную функцию
распределения, соответствующую случайной величине, с вероятностью
единица принимающей значение xj. Теперь ясно, что если вместо функ-
ций Qj(x) взять какие-нибудь гладкие (непрерывные) функции распре-
деления Gj(x), то соответствующая оценка для функции распределе-
ния F (x) также станет гладкой. На практике в качестве Gj(x) берут
функции вида Gj(x) = G(x − Xj)/an), где G(x) – некоторая фиксиро-
ванная функция распределения, а an > 0 – так называемый параметр
гладкости, выбор которого является прерогативой исследователя, так
что получается приближенная формула

F (x) ≈ 1

n

n∑

j=1

G
(x−Xj

an

)
. (11.1.1)

Легко убедиться, что если при этом функции распределения G(x) со-
ответствует плотность g(x), то есть G(x) =

∫ x
−∞ g(x)dx, то функции

распределения, стоящей в правой части формулы (11.1.1) соответству-
ет плотность

fn(x) =
1

nan

n∑

j=1

g
(x−Xj

an

)
. (11.1.2)

Функция fn(x) представляет собой оценку для неизвестной плотности
p(x). Оценки типа (11.1.2) называются ядерными, а соответствующая
плотность g(x) называется ядром.

При использовании ядерных оценок плотности главными проблема-
ми являются выбор ядра и выбор параметра гладкости. Как правило,
используются ядра, удовлетворяющие условиям

∫ ∞

−∞
g(x)dx = 1,

∫ ∞

−∞
xg(x)dx = 0,

∫ ∞

−∞
x2g(x)dx = 1.

Первое из этих условий вытекает из требования, чтобы функция g(x)
была плотностью распределения, второе условие означает, что случай-
ная величина с плотностью распределения g(x) имеет нулевое мате-
матическое ожидание, а третье условие означает, что дисперсия этой
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случайной величины равна единице. Чаще всего в качестве g(x) ис-
пользуются равномерная плотность g(x) = 1[−√3,

√
3](x) (в этом случае

получается непрерывная оценка для функции распределения F (x), но
ступенчатая оценка для плотности f(x)) или стандартная нормальная
плотность g(x) = φ(x). Некоторые исследователи отмечают, что хоро-
шие, наглядные результаты дает применение квадратичного ядра

g(x) =





0 при x < −2.5,

− 576x2

390625
+

144

15625
при −2.5 ≤ x ≤ 2.5,

0 при x > 2.5.
При малых значениях параметра гладкости an ядерная оценка имеет
много довольно часто расположенных острых зубцов. При увеличении
параметра an ядерная оценка становится все более и более гладкой.
При этом в качестве окончательного значения выбирается то, при ко-
тором вид ядерной оценки плотности в наибольшей степени устраива-
ет исследователя. Другими словами, выбор параметра сглаживания на
практике – это в бо́льшей степени искусство или шаманство, нежели
математика.

11.1.3 Параметрическое оценивание
Задача параметрического оценивания заключается в том, чтобы для
каждого из фиксированного набора (банка) распределений, наиболее
часто употребляемых для описания размера страховой выплаты или
периода времени между последовательными выплатами, найти при-
ближенные значения соответствующих параметров, более всего соот-
ветствующих выборке.

Перед тем как описать каждое из распределений, влюченных в банк,
и привести формулы, определяющие статистические оценки их пара-
метров, обсудим некоторые общие понятия и методы статистического
оценивания.

Пусть x1, x2, . . . , xn – выборка, представляющая собой n реализаций
случайной величины X. Предположим, что распределение случайной
величины задано с точностью до неизвестного параметра θ (который
может быть многомерным: θ = (θ1, . . . , θr)). Функцию распределения
случайной величины X будем обозначать F (x; θ). По определению,

F (x; θ) = P(X < x), x ∈ IR;

строго говоря, в последнем соотношении вероятность P зависит от
параметра θ. Символом f(x; θ) будем обозначать плотность вероят-
ностей случайной величины X, если последняя является абсолютно
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непрерывной. Напомним, что плотность – это такая функция, что для
любого x ∈ IR

F (x; θ) =

x∫

−∞
f(x; θ)dx.

Тем же самым символом f(x; θ) мы будем обозначать и функцию ча-
стоты дискретной случайной величины X, то есть такую функцию,
что P(X = x) = f(x; θ), где x принадлежит множеству возможных
значений случайной величины X.

Оценкой параметра θ называется функция от выборки, принимаю-
щая значения в множестве возможных значений параметра θ.

Среди всевозможных функций от выборки разумно иметь дело
только с такими функциями

θ̂ = θ̂(x1, . . . , xn),

для которых справедливо приближенное равенство

θ̂(x1, . . . , xn) ≈ θ.

Смысл символа ≈ раскрывается в следующих определениях.
Будем говорить, что оценка θ̂ = θ̂(x1, . . . , xn) является несмещенной

оценкой параметра θ, если

Eθθ̂(X1, . . . , Xn) ≡ θ. (11.1.3)

Здесь символ математического ожидания снабжен индексом θ, чтобы
подчеркнуть зависимость распределения каждой из случайных вели-
чин X1, . . . , Xn от параметра θ. Свойство несмещенности означает, что
значения оценки θ̂, вычисленные по разным выборкам, должны груп-
пироваться вокруг истинного значения параметра θ.

Будем говорить, что оценка θ̂ = θ̂(x1, . . . , xn) является состоятель-
ной оценкой параметра θ, если

lim
n→∞Pθ(|θ̂(x1, . . . , xn)− θ| < ε) = 1 (11.1.4)

при любом ε > 0 и всех возможных значениях θ. Символ вероятности в
(11.1.4) снабжен индексом θ по уже оговоренным причинам. Свойство
состоятельности означает, что по мере увеличения объема выборки n
точность приближения параметра θ с помощью оценки θ̂ возрастает.

Точность оценки θ̂(x1, . . . , xn) может характеризовать функция рис-
ка, например, вида

S
θ̂
(θ) = Eθ(θ̂(x1, . . . , xn)− θ)2.
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При этом, если оценка θ̂(x1, . . . , xn) является несмещенной, то

S
θ̂
(θ) = Dθθ̂(x1, . . . , xn).

Предпочтительнее пользоваться той оценкой, которая имеет меньший
риск. При фиксированном объеме выборки функции риска нетриви-
альных оценок ограничены снизу одной и той же величиной.

Будем говорить, что оценка θ̂(x1, . . . , xn) является оптимальной,
если для любой другой оценки θ̃(x1, . . . , xn) выполняется неравенство

S
θ̂
(θ) ≤ S

θ̃
(θ)

при всех возможных значениях параметра θ.
Наиболее распространенными методами построения оценок (то есть

функций от выборки) являются метод моментов и метод максималь-
ного правдоподобия. Опишем сначала метод моментов. Предположим,
что θ = (θ1, . . . θr). Поскольку распределение F (x; θ зависит от θ, от θ,
вообще говоря, также будет зависеть и EθX

k – теоретический момент
случайной величины X порядка k (если он существует) – при каждом
целом k ≥ 1. Обозначим

µk(θ1, . . . θr) = EθX
k.

Идея метода моментов заключается в приравнивании теоретических
моментов µk(θ1, . . . θr) эмпирическим моментам 1

n
(xk

1 + . . . + xk
n):

µk(θ1, . . . θr) =
1

n
(xk

1 + . . . + xk
n), k = 1, 2, . . . , r (11.1.5)

и разрешении системы уравнений (11.1.5) относительно θ1, . . . θr. Полу-
ченные таким образом оценки, как правило, являются состоятельными.

Метод максимального правдоподобия заключается в отыскании та-
кого значения θ, которое при фиксированной выборке x1, . . . , xn достав-
ляет максимум функции правдоподобия

L(θ; x1, . . . , xn) =
n∏

j=1

f(xj; θ).

Идею метода максимального правдоподобия наглядно иллюстрирует
ситуация, когда X – дискретная случайная величина. В этом случае
L(θ; x1, . . . , xn) – это вероятность того, что будут наблюдаться имен-
но значения x1, . . . , xn. Интуитивно ясно, что чаще других происходят
события, вероятность которых велика. Коль скоро мы знаем выборку
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x1, . . . , xn, то событие, результатом которого она стала, произошло, а
раз так, то есть все основания считать, что вероятность этого собы-
тия велика. Таким образом, надо искать те значения θ, при которых
функция правдоподобия L(θ; x1, . . . , xn) велика. Оценки, полученные
по методу наибольшего правдоподобия, как правило, состоятельны и
при больших n почти оптимальны.

11.1.4 Наиболее часто употребляемые дискретные
распределения и оценки их параметров

Теперь мы приступаем к описанию банка моделей и оценок соответ-
ствующих параметров.

Биномиальное распределение.

Функция частоты имеет вид

f(x; θ) = Cx
mpx(1− p)m−x, x = 0, 1, . . . , m.

Параметры: m ∈ IN, p ∈ (0, 1).
Если случайная величина X имеет биномиальное распределение с

параметрами m и p, то

EX = mp, DX = mp(1− p), EX3 = mp(1− p)(1− 2p).

Случайная величина, имеющая биномиальное распределение с пара-
метрами m и p, может быть интерпретирована как число появлений
некоторого события в последовательности из m независимых испыта-
ний, когда вероятность появления этого события в каждом испытании
равна p.

Если θ = (m, p), то есть неизвестны оба параметра, то оценки метода
моментов для m и p имеют вид

m̃ =
[

(x)2

x− s2

]
, p̃ = 1− s2

x
,

где

x =
1

n

n∑

j=1

xj, s2 =
1

n− 1

n∑

j=1

(xj − x)2,

а символ [a] обозначает целую часть числа a.
Если θ = p, то есть неизвестен только параметр p, то оптимальной

оценкой параметра p является

p̂ =
x

m
.
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Отрицательное биномиальное распределение.

Функция частоты имеет вид

f(x; θ) = Cx−1
m+x−1p

m(1− p)x−1, x = 1, 2, . . .

Параметры: m ∈ IN, p ∈ (0, 1).
Если случайная величина X имеет отрицательное биномиальное

распределение с параметрами m и p, то

EX =
m(1− p)

p
, DX =

m(1− p)

p2
, EX3 =

m(1− p)(2− p)

p3
.

Случайная величина, имеющая отрицательное биномиальное распре-
деление с параметрами m и p, может быть интерпретирована как еди-
ница плюс число появлений некоторого события в последовательности
независимых испытаний, когда вероятность появления этого события в
каждом испытании равна p, до m-го испытания, закончившегося непо-
явлением рассматриваемого события.

Если θ = (m, p), то есть неизвестны оба параметра, то оценки метода
моментов для m и p имеют вид

m̃ =
[

(x− 1)2

s2 − x + 1

]
, p̃ = 1− x− 1

s2
. (11.1.6)

Если θ = p, то есть неизвестен только параметр p, то оптимальной
оценкой параметра p является

p̂ =
x

x + m− 1
n

. (11.1.7)

Иногда под отрицательным биномиальным распределением пони-
мают распределение, задаваемое частотой

f(x; θ) = Cx
m+x−1p

m(1− p)x, x = 0, 1, 2, . . . (11.1.8)

или частотой

f(x; θ) = Cm−1
x−1 pm(1− p)m−x, x = m, m + 1, . . . (11.1.9)

Ни в одном из этих случаев оценки (11.1.6) или (11.1.7) не применимы.
Чтобы воспользоваться этими формулами, необходимо предварительно
преобразовать выборку, прибавив к каждому ее элементу единицу в
случае (11.1.8) или уменьшив каждый ее элемент на m − 1 в случае
(11.1.9).
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Геометрическое распределение.

Функция частоты имеет вид

f(x; p) = p(1− p)x−1, x = 1, 2, . . .

Параметр: p ∈ (0, 1).
Если случайная величина X имеет геометрическое распределение с

параметром p, то

EX =
1− p

p
, DX =

1− p

p2
, EX3 =

(1− p)(2− p)

p3
.

Геометрическое распределение является частным случаем отрицатель-
ного биномиального с m = 1. Геометрическое распределение является
дискретным аналогом показательного распределения (см. ниже).

Наилучшая несмещенная оценка параметра p имеет вид

p̂ =
1− 1

n

x + 1− 1
n

.

Распределение Пуассона.

Функция частоты имеет вид

f(x; λ) = e−λ λx

x!
, x = 0, 1, 2, . . .

Параметр: λ > 0.
Если случайная величина X имеет распределение Пуассона с пара-

метром λ, то
EX = DX = λ.

Оптимальная оценка параметра λ имеет вид

λ̂ = x.

11.1.5 Наиболее часто употребляемые непрерывные
распределения размера страховой выплаты и
оценки их параметров

Равномерное распределение.

Соответствующая плотность имеет вид

f(x; θ) =
1

b− a
1x([a, b]), X ∈ IR.



11.1.5. Непрерывные распределения 483

Параметры −∞ < a < b < ∞.
Если случайная величина X имеет равномерное распределение с

параметрами a и b, то

EX =
a + b

2
, DX =

(b− a)2

12
,

EXk =
bk+1 − ak+1

(k + 1)(b− a)
, k = 1, 2, . . .

Если θ = (a, b), то есть неизвестны оба параметра, то наилучшими
несмещенными оценками параметров a и b являются

â =
1

n− 1

[
n min

1≤j≤n
xj − max

1≤j≤n
xj

]
,

b̂ =
1

n− 1

[
n max

1≤j≤n
xj − min

1≤j≤n
xj

]
.

Если a = 0 и θ = b, то наилучшей оценкой параметра b является

b̂ =
n + 1

n
max
1≤j≤n

xj.

Гамма-распределение.

Соответствующая плотность имеет вид

f(x; θ) =





0, если x < 0,
λα

Γ(α)
xα−1e−λx, если x > 0,

где Γ(α) – эйлерова гамма-функция:

Γ(α) =

∞∫

0

tα−1e−tdt.

Параметры: λ > 0 (параметр масштаба); α > 0 (параметр формы).
Если случайная величина X имеет гамма-распределение с парамет-

рами α и λ, то
EX =

α

λ
, DX =

α

λ2
,

EXk =
α(α + 1) · . . . · (α + k − 1)

λk
, k = 1, 2, . . .
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Если θ = (α, λ), то есть неизвестны оба параметра, то оценки метода
моментов для α и λ имеют вид

α̃ =
(x)2

s2
, λ̃ =

x

s2
.

Если θ = λ, то есть неизвестен только параметр λ, то наилучшая несме-
щенная оценка параметра λ имеет вид

λ̂ =
α− 1

n

x
.

Показательное (экспоненциальное) распределение.

Соответствующая плотность имеет вид

f(x; λ) =

{
0, если x < 0,

λe−λx, если x ≥ 0.

Параметр: λ > 0.
Показательное распределение является частным случаем гамма-

распределения, соответствующим значению α = 1.
Если случайная величина X имеет показательное распределение с

параметром λ, то

EX =
1

λ
, DX =

1

λ2
,

EXk =
(k − 1)!

λk
, k = 1, 2, . . .

Наилучшая несмещенная оценка параметра λ имеет вид

λ̂ =
1− 1

n

x
.

Распределение Эрланга.

Соответствующая плотность имеет вид

f(x; θ) =





0, если x < 0,
(µm)m

(m−1)!
xm−1e−µmx, если x > 0.

Параметры: m ∈ IN (параметр формы); µ > 0 (параметр масштаба).
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Распределение Эрланга является частным случаем гамма-распреде-
ления, соответствующим значениям α = m, λ = µm. Если случайная
величина X имеет распределение Эрланга с параметрами m и µ, то

EX =
1

µ
, DX =

1

mµ2
,

EXk =
(m− k + 1)!

(m− 1)!(µm)k
, k = 1, 2, . . .

Если θ = (m,µ), то есть неизвестны оба параметра, то оценки мето-
да моментов для m и µ имеют вид

m̃ =
[
(x)2

s2

]
+ 1, µ̃ =

1

x
.

Если θ = µ, то есть неизвестен только параметр µ, то наилучшая несме-
щенная оценка параметра µ имеет вид

µ̂ =
m− 1

n

mx
.

Гиперэкспоненциальное распределение.

Соответствующая плотность имеет вид

f(x; θ) =

{
0, если x < 0,
∑m

k=1 pkλke
−λkx, если x > 0.

Параметры: m ∈ IN; pk ≥ 0, k = 1, . . . , m (p1 + . . . + pm = 1); λk > 0,
k = 1, . . . , m.

Гиперэкспоненциальное распределение представляет собой конеч-
ную смесь показательных законов.

Если случайная величина X имеет гиперэкспоненциальное распре-
деление, то

EXk = k!
m∑

j=1

pj

λk
j

, DX = 2
m∑

j=1

pj

λ2
j

−
[ m∑

j=1

pj

λj

]2

.

Оценки параметров гиперэкспоненциального распределения
ищутся с помощью численной максимизации функции правдоподобия.
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Распределение Вейбулла.

Соответствующая плотность имеет вид

f(x; θ) =

{
0, если x < 0,

λαxα−1e−λxα
, если x > 0.

Параметры: λ > 0 (параметр масштаба); α > 0 (параметр формы).
Если случайная величина X имеет распределение Вейбулла с пара-

метрами α и λ, то

EX = λ−1/αΓ
( 1

α
+ 1

)
, DX = λ−2/α

{ 2

α
Γ

( 2

α

)
− 1

α2

[
Γ

( 1

α

)]2}
,

EXk = λ−k/αΓ
(k

α
+ 1

)
, k = 1, 2, . . .

При α = 1 распределение Вейбулла переходит в показательное рас-
пределение.

Оценка параметра α ищется (см. (Гумбель, 1965), c. 349) как реше-
ние уравнения

κ3 =
Γ

(
1 + 3

α

)
− 3Γ

(
1 + 2

α

)
Γ

(
1 + 1

α

)
+ 2

[
Γ

(
1 + 1

α

)]3

{
Γ

(
1 + 2

α

)
−

[
Γ

(
1 + 1

α

)]2}3/2
,

где κ3 – выборочный коэффициент асимметрии,

κ3 =
1

ns3

n∑

j=1

(xj − x)3.

При известном значении параметра α и nα > 1 наилучшая несмещен-
ная оценка параметра λ имеет вид (см. (Воинов и Никулин, 1989), с.
326)

λ̃ =
Γ(n)

Γ
(
n− 1

α

)
T 1/α

,

где

T =
n∑

j=1

xα
j .

Распределение Вейбулла, наряду с гамма-распределением, по мне-
нию многих авторов является наиболее разумной моделью распределе-
ния страховых выплат.
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Логнормальное распределение.

Соответствующая плотность имеет вид

f(x; θ) =





0, если x < 0,
1

xσ
√

2π
exp

{
− (ln x−m)2

2σ2

}
, если x > 0.

Параметры: σ > 0 (параметр масштаба); m ∈ IR (параметр формы).
Если случайная величина X имеет логнормальное распределение с

параметрами σ и m, то

EX = exp
{σ2

2
+ m

}
, DX = eσ2+2m(eσ2 − 1),

EXk = exp
{k2σ2

2
+ km

}
, k = 1, 2, . . .

Если случайная величина Y имеет нормальное распределение с па-
раметрами m и σ2, то случайная величина X = eY имеет логнормальное
распределение с параметрами σ и m.

Наилучшей несмещенной оценкой для параметра m является

m̃ =
1

n

n∑

j=1

ln xj,

наилучшей несмещенной оценкой для параметра σ2 является

σ̃2 =
1

n− 1

n∑

j=1

(
ln xj − 1

n

n∑

j=1

ln xj

)2

.

Хи-распределение.

Плотность хи-распределения с m степенями свободы имеет вид

f(x; θ,m) =





θmxm−1 exp{−(θx)2/2}
2m/2−1Γ(m/2)

, x > 0,

0, x ≤ 0.

Если случайная величина X имеет хи-распределение с m степенями
свободы, то

EXk =
2k/2Γ((m + k)/2)

θkΓ(m/2)
,

DX =
m

θ2
+

√
2(
√

2− 1)

θ2

[
Γ((m + 1)/2)

Γ(m/2)

]2

.
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Оценки метода моментов параметров θ и m ищутся как решение систе-
мы уравнений





x =

√
2Γ((m + 1)/2)

θΓ(m/2)

θ2s2 = m + (2−
√

2)
[Γ((m + 1)/2)

Γ(m/2)

]2
.

Распределение Рэлея–Райса.

Хи-распределение с двумя степенями свободы (m = 2) называется рас-
пределением Рэлея–Райса. Его плотность имеет вид

f(x; θ) =

{
θ2x exp{−(θx)2/2}, x > 0,
0, x ≤ 0.

Для распределения Рэлея–Райса простейшая оценка параметра θ по
методу моментов имеет вид

θ̃n =

√
2π

x
.

11.1.6 Критерий согласия хи-квадрат.
Степень адекватности математической модели, описывающей ту или
иную стохастическую ситуацию, можно проверить с помощью так на-
зываемых критериев согласия. В данном разделе мы рассмотрим два
таких критерия – критерий согласия хи-квадрат и критерий согласия
Колмогорова.

Критерий согласия хи-квадрат использует сгруппированные дан-
ные подобно тому, как это было сделано при рассмотрении гистограм-
мы в разделе 11.1.1.

Пусть имеется независимая однородная выборка X1, . . . , Xn из гене-
ральной совокупности с неизвестным распределением F (x) = P(X1 <
x). Предположим, что для описания вида распределения F (x) сформу-
лирована модель F0(x). Проверка адекватности этой модели по выборке
X1, . . . , Xn эквивалентна проверке гипотезы о том, что F (x) ≡ F0(x).
Критерий согласия хи-квадрат как раз и предназначен для проверки
этой гипотезы. Заключение о справедливости указанной выше гипоте-
зы делается на основе сравнения статистики хи-квадрат с соответ-
ствующим пороговым значением. Опишем эту процедуру подробнее.

Пусть a и b – числа, удовлетворяющие неравенствам a < X(1),
b > X(n) (напомним, что X(1) – наименьший элемент выборки, а X(n) –
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наибольший). Зададим целое положительное число k и разобьем интер-
вал [a, b] на k равных непересекающихся частей. Обозначим получен-
ные подынтервалы символами ∆j, j = 1, . . . , k (в формальной записи
∆j = [a+(j−1)δ, a+jδ), j = 1, . . . , k, где δ = (b−a)/k). Пусть νj – число
тех элементов выборки X1, X2, . . . , Xn, которые попали в интервал ∆j.
С помощью модельной (гипотетической) функции распределения F0(x)

определим числа p
(0)
j , положив p

(0)
j = F0(jδ)− F0((j − 1)δ), j = 1, . . . , k

(другими словами, p(0)
j – это вероятность того, что случайно взятый эле-

мент генеральной совокупности попадает в интервал ∆j, вычисленная
в предположении о том, что F (x) ≡ F0(x)). Статистикой хи-квадрат
называется величина

X2 =
k∑

j=1

(νj − np
(0)
j )2

np
(0)
j

.

В терминах выборочных частот p̃j = νj/n статистика хи-квадрат может
быть записана в виде

X2 = n
k∑

j=1

(p̃j − p
(0)
j )2

p
(0)
j

.

Статистика хи-квадрат характеризует суммарное отклонение выбороч-
ных (наблюдаемых) частот от теоретических (гипотетических). По то-
му, насколько велика эта статистика, можно сделать вывод о неадек-
ватности или адекватности (согласии) теоретического распределения с
экспериментальными данными. Чем эта статистика больше, тем менее
адекватна теоретическая модель. А именно, справедлива так называ-
емая теорема Пирсона, устанавливающая, что, если гипотеза F (x) ≡
F0(x) верна, то при неограниченно увеличивающемся объеме выбор-
ки (n → ∞) распределение случайной величины X2, введенной выше,
все больше и больше сближается с распределением хи-квадрат с k − 1
степенями свободы.

Зафиксируем малое положительное число α (на практике традици-
онно выбирается α = 0.01 или α = 0.05). Пусть, как и ранее, χ2

k−1(1−α)
– (1− α)-квантиль распределения хи-квадрат с k − 1 степенями свобо-
ды. Процедура проверки указанной гипотезы с помощью критерия хи-
квадрат заключается в следующем. Значение статистики хи-квадрат
X2 сравнивается с порогом χ2

k−1(1−α). Если X2 > χ2
k−1(1−α), то гипо-

теза о том, что F (x) ≡ F0(x) отвергается. Если же X2 ≤ χ2
k−1(1−α), то

делается вывод о том, что экспериментальные данные не противоречат
выдвинутой гипотезе, то есть согласуются с ней. При этом вероятность
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ошибочного отклонения гипотезы F (x) ≡ F0(x), если она на самом деле
верна, равна α.

На практике критерий согласия хи-квадрат можно применять, если
наименьшая из величин np

(0)
1 , . . . , np

(0)
k не меньше пяти.

Критерий согласия хи-квадрат можно применять и тогда, когда
сформулированная гипотеза описывает распределение генеральной со-
вокупности не однозначно, а с точностью до некоторых неизвестных
параметров: F (x) ≡ F0(x; θ1, . . . , θr). В этом случае необходимо пред-
варительно оценить неизвестные параметры и вычислить значения p

(0)
j

как p
(0)
j = F0(jδ; θ̂1, . . . , θ̂r) − F0((j − 1)δ; θ̂1, . . . , θ̂r), j = 1, . . . , k. При

этом, однако, предельным распределением случайной величины X2 бу-
дет распределение хи-квадрат с k − r − 1 степенями свободы, и стало
быть, величину X2 надо сравнивать с (1− α)-квантилью именно этого
распределения.

При использовании критерия согласия хи-квадрат надо, однако,
принимать во внимание следующие обстоятельства.

a). Критерий хи-квадрат имеет асимптотический характер: только
при “бесконечно большом"объеме выборки распределение статистики
X2 совпадает с распределением хи-квадрат. Точность же приближения
истинного (допредельного) распределения этой статистики предель-
ным распределением хи-квадрат, вообще говоря, неизвестна. Поэтому
истинная вероятность ошибки, совершаемой при отказе от верной ги-
потезы, не совпадает с α.

b). Более того, если если проверяемая гипотеза неоднозначно зада-
ет распределение генеральной совокупности, то предельное распреде-
ление статистики X2 будет совпадать с распределением хи-квадрат (с
соответствующим числом степеней свободы), только если неизвестные
параметры оцениваются с помощью так называемого полиномиально-
го метода максимального правдоподобия. По крайней мере, сходимость
распределения статистики X2 к распределению хи-квадрат доказана
только для такого случая.

c). Поскольку базой для вычисления статистики критерия согла-
сия хи-квадрат являются сгруппированные данные типа гистограммы,
конкретное значение этой статистики существенно зависит от того, как
сгруппированы данные, то есть от числа k интервалов и выбора точек
a и b.

d). Критерий согласия хи-квадрат позволяет сделать вывод о том,
что данные не согласуются с той или иной гипотезой. Однако с его
помощью нельзя сделать вывода о том, что данные согласуются с кон-
кретной гипотезой. Можно лишь сделать вывод о том, что данные ей
не противоречат.
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e). Чрезмерно малые (близкие к нулю) значения статистики X2 (на
основании которых формально надо делать вывод о том, что данные
не противоречат проверяемой гипотезе, свидетельствуют о нарушении
условий независимости или однородности наблюдений, как если бы при
многократном воспроизведении серий, скажем, по четыре испытания
Бернулли с вероятностью успеха в одном испытании, скажем, равной
1
4
, каждый раз наблюдался бы ровно один успех.

11.1.7 Критерий согласия Колмогорова.

Если теоретическая (гипотетическая) функция распределения гене-
ральной совокупности непрерывна, то адекватность выбранной моде-
ли можно проверять с помощью критерия согласия Колмогорова. Он
основан на сравнении статистики Колмогорова с соответствующим
пороговым значением. Опишем эту процедуру подробнее.

Пусть Fn(x) – эмпирическая функция распределения, построенная
по выборке X1, . . . , Xn так, как это было описано в разделе 11.1.1. Пусть
в отношении (неизвестного) распределения генеральной совокупности
F (x) выдвинута гипотеза F (x) ≡ F0(x). Определим статистику Кол-
могорова D(0)

n как

D(0)
n = max

x
|Fn(x)− F0(x)|.

Значение этой статистики, как несложно видеть, можно вычислить по
формуле

D(0)
n = max

j=1,...,n
|Fn(X(j))− F0(X(j))|.

Статистика Колмогорова характеризует отклонение выборочной (эм-
пирической) функции распределения от теоретической (гипотетиче-
ской). По тому, насколько велика эта статистика, можно сделать вывод
о неадекватности или адекватности теоретического распределения (его
согласии с экспериментальными данными). Чем эта статистика больше,
тем менее адекватна теоретическая модель. А именно, можно показать,
что, если верна гипотеза F (x) ≡ F0(x), то при неограниченном увели-
чении объема выборки (n → ∞) распределение величины

√
nD(0)

n все
больше и больше сближается с функцией распределения Колмогорова
K(x).

Поэтому, если мы зафиксируем произвольное малое положительное
число α и, как и ранее, (1 − α)-квантиль распределения Колмогоро-
ва обозначим через k(1− α), то указанная гипотеза отклоняется, если√

nD(0)
n > k(1−α). Если же

√
nD(0)

n ≤ k(1−α), то делается вывод о том,
что экспериментальные данные не противоречат выдвинутой гипотезе,



492 11. Статистика страховой деятельности

то есть согласуются с ней. При этом вероятность ошибочного откло-
нения гипотезы F (x) ≡ F0(x), если она на самом деле верна, равна
α.

Критерий согласия Колмогорова можно применять только тогда,
когда выдвинутая гипотеза однозначно описывает непрерывное распре-
деление генеральной совокупности, то есть не содержит никаких неиз-
вестных параметров. Например, с его помощью нельзя проверять гипо-
тезу “распределение генеральной совокупности нормально", поскольку
нормальных распределений бесконечно много и каждое из них опреде-
ляется парой параметров, но можно проверить гипотезу “распределе-
ние генеральной совокупности нормально с параметрами 0 и 1". При
подстановке оценок параметров, построенных по выборке, вместо неиз-
вестных параметров гипотетической функции распределения в стати-
стику Колмогорова D(0)

n изменяется ее предельное распределение, кото-
рое становится зависящим от конкретного вида гипотетической функ-
ции распределения и способа получения оценок. А это означает, что
истинная вероятность ошибки будет отличаться от требуемого значе-
ния (оставаясь, вообще говоря, неизвестной).

11.1.8 Выбор наилучшей модели
Поскольку, как правило, на практике значения параметров, фигури-
рующих в тех или иных аналитических моделях распределений, неиз-
вестны, а критерий согласия Колмогорова ориентирован на проверку
простых гипотез согласия (то есть таких, в которых все параметры
считаются известными), то на практике проверку согласия моделей и
экспериментальных данных целесообразно проводить с использовани-
ем критерия хи-квадрат. Кратко опишем методику выбора наилучшей
модели с помощью такого подхода.

Для каждой из моделей, упомянутых выше, с учетом оценок пара-
метров, полученных на этапе подгонки, вычисляется значение стати-
стики хи-квадрат, определяемое как

Tk = Tk(x1, . . . , xn) =
m∑

j=1

nj − np
(k)
j )2

np
(k)
j

.

Здесь числа k – номер модельного распределения, m и nj определяют-
ся так же, как при построении гистограммы (см. пункт 11.1.1), а p

(k)
j –

вероятность того, что случайная величина с k-м модельным распреде-
лением попадет в j-й интервал (см. пункт 11.1.1)

Пусть r(k) – число параметров k-го модельного распределения, оце-
ненных по выборке x1, . . . , xn.
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Выбор наиболее адекватной модели осуществляется следующим об-
разом. Для каждого k вычисляются значения

Pk = 1− χ2
m−r(k)−1(Tk),

где χ2
l (x) – значение функции распределения хи-квадрат с l степенями

свободы, соответствующей плотности

pl(x) =
xl/2−1e−x/2

2l/2Γ(l/2)
, x > 0.

Числа Pk примерно (при больших n) равны вероятностям того, что бу-
дут наблюдаться такие же или еще бо́льшие отклонения от модельных
законов. В качестве наиболее адекватной принимается модель с номе-
ром k0, для которого

Pk0 = max
k

Pk.

11.2 Статистические оценивание
веpоятности pазоpения
в классическом пpоцессе pиска

В этом pазделе мы pассмотpим некотоpые методы постpоения стати-
стических оценок для паpаметpов классического пpоцесса pиска

R(t) = ct−
N(t)∑

j=1

Xj, t ≥ 0,

где c > 0 – интенсивность pоста стpаховой пpемии, {Xj}j≥1 – неза-
висимые одинаково pаспpеделенные случайные величины с EXj = µ,
имеющие смысл стpаховых выплат, N(t) – пуассоновский пpоцесс с ин-
тенсивностью λ > 0, независимый от {Xj}j≥1 и имеющий смысл коли-
чества стpаховых случаев до момента вpемени t.

В силу многих пpичин pаспpеделение стpаховых тpебований ни-
когда не бывает известно с исчеpпывающей точностью. Аналогично,
изначальные пpедставления об интенсивности пpедстоящих стpаховых
выплат могут не совпадать с pеальной ситуацией. Поэтому аналити-
ческие методы, описаные выше, могут дать неаккуpатные оценки для
паpаметpов пpоцесса pиска. Таким обpазом, с течением вpемени может
возникнуть необходимость свеpить апpиоpные pасчеты, опpеделяющие
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величину pиска стpаховой компании, то есть веpоятность pазоpения, с
тем, как pазвивается пpоцесс pиска в действительности. Те самым мы
пpиходим к задаче о статистическом оценивании веpоятности pазоpе-
ния (и попутно дpугих паpаметpов пpоцесса pиска) по пpедыстоpии.

Будем считать, что в момент вpемени t > 0 известны:

1. коэффициент c (он опpеделяется (“назначается”) самой стpаховой
компанией и/или действующим законодательством);

2. моменты осуществления стpаховых выплат (на самом деле, как
мы увидим ниже, нужны даже не сами моменты выплат, а лишь
инфоpмация об их количестве N(t) до момента вpемени t;

3. pазмеpы самих выплат X1, . . . , XN(t).

Неизвестными будем считать функцию pаспpеделения F (x) стpа-
ховых выплат и интенсивность λ потока выплат.

В этом pазделе мы pассмотpим задачу постpоения точечных стати-
стических оценок для веpоятности pазоpения

ψ(u) = P
(
inf
t>0

R(t) < −u
)

.

Пpи этом величина u начального капитала стpаховой компании может
быть пpоизвольной и, естественно, считается известной.

Сначала pассмотpим подход, основанный на использовании асимп-
тотики Кpамеpа–Лундбеpга. Из Теоpемы 8.6.1 вытекает, что пpи опpе-
деленных условиях на хвост функции pаспpеделения F (x) = P(X1 < x)
и пpи большом стаpтовом капитале u спpаведливо соотношение

ψ(u) ≈ e−Ru ρµ

K ′(R)− c/λ
, (11.2.1)

где R – показатель Лундбеpга, удовлетвоpяющий условию

λ

c

∞∫

0

eRx[1− F (x)]dx = 1, (11.2.2)

а K(r) – это пpоизводящая функция моментов случайной величины
X1:

K(r) =

∞∫

0

erxdF (x). (11.2.3)

Идея pассматpиваемого подхода заключается в замене неизвестных
паpаметpов в пpавой части (11.2.1) их эмпиpическими аналогами.
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Эмпиpическим аналогом функции K(r) является (случайная)
функция

K̃(r) =
1

N(t)

N(t)∑

j=1

erXj . (11.2.4)

Известно, что показатель Лундбеpга R является коpнем уpавнения

K(r) =
cr

λ
(11.2.5)

(см. (8.6.7)). Очевидно, что наилучшей оценкой паpаметpа λ является

λ̃ =
N(t)

t
. (11.2.6)

Заменив уpавнение (11.2.5) его эмпиpическим аналогом, опpеделим ста-
тистическую оценку R̃t паpаметpа R как pешение уpавнения

N(t)∑

j=1

erXj = crt. (11.2.7)

Пpи фиксиpованных значениях N(t), X1, . . . , XN(t) мы имеем

(K̃(r))′ =
1

N(t)

N(t)∑

j=1

Xje
rXj . (11.2.8)

Наконец, ясно, что наилучшей оценкой для µ является

X =
1

N(t)

N(t)∑

j=1

Xj.

Подставляя полученные статистические оценки вместо соответствую-
щих паpаметpов в (11.2.1), мы окончательно получаем оценку

ψ̃1(u) =
e−R̃t(ct−N(t)X)

X
[∑N(t)

j=1 XjeR̃tXj − ct
] . (11.2.9)

Статистические свойства оценки ψ̃1(u) можно опpеделить, скажем, с
помощью имитационного моделиpования. Из теоpетических pезульта-
тов, относящихся к оценке ψ̃1(u) (точнее, к статистике R̃t, опpеделяемой
как pешение уpавнения (11.2.7)), упомянем утвеpждение, доказанное
Я. Гpанделлом (см. (Grandell, 1991)).
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Теоpема 11.2.1. Если N(t) – пуассоновский пpоцесс, ρ > 0,
K(2R) < ∞ и существует r∞ > 0 такое, что K(r) ↑ +∞ пpи r ↑ r∞
(возможно, r∞ = +∞), то

√
t(R̃t −R) =⇒ Y (t →∞),

где Y – ноpмально pаспpеделенная случайная величина с EY = 0 и

DY =
K(2R)− 2cR/λ

λ(K ′(R)− c/λ)2 .

В силу замкнутости фоpмул, опpеделяющих оценку ψ̃1(u), эту
оценку всегда можно вычислить. Однако слепое довеpие к фоpму-
ле (11.2.9) может пpивести к ложным выводам. Обсудим, насколько
можно довеpять оценке ψ̃1(u). К сожалению, аппpоксимация Кpамеpа–
Лундбеpга, лежащая в основе оценки (11.2.9), пpименима лишь пpи
выполнении весьма суpовых условий на хвост функции pаспpеделения
F (x), ключевым из котоpых является как минимум экспоненциально
быстpое его убывание. На пpактике же поведение хвоста pаспpеделе-
ния не известно никогда, поскольку заключение о pаспpеделении F (x)
можно сделать только на основании конечной выбоpки X1, . . . , XN(t), а
стало быть, для значений аpгумента x, пpевосходящих максимальное
из наблюдений X1, . . . , XN(t), выводы о поведении F (x) исключительно
ненадежны. Таким обpазом, возникает ситуация, чpезвычайно опасная
для пpактических выводов: вычисления по фоpмуле (11.2.9) пpи фик-
сиpованных наблюдениях всегда пpиводят к конкpетному числу, но,
вообще говоpя, далеко не всегда ясно, какое отношение это число име-
ет к оцениваемой веpоятности pазоpения.

Оценки, получаемые пpи втоpом их pассматpиваемых нами подхо-
дов, имеют pеальный смысл пpи существенно более слабых огpаниче-
ниях на F (x), а стало быть, им можно довеpять в значительно более
высокой меpе. Эти оценки основаны на иной асимптотической аппpок-
симации для ψ(u), нежели ψ̃1(u), а именно, на аппpоксимациях пpи
ρ → 0. Мы уже упоминали метод постpоения таких статистических
оценок в pазделе 8.2.

Начнем описание втоpого метода с напоминания о том, что в pазделе
8.2 была постpоена аппpоксимация

ψ(u) ≈ 1

1 + ρ
exp

{
− 2ρµu

(1 + ρ)EX2
1

}
, (11.2.10)

имеющая погpешность поpядка O(ρ) пpи ρ → 0 (более точно погpеш-
ность этой аппpоксимации оценена в соотношении (8.2.3)). Вновь за-
метим, что наиболее пpавдоподобной оценкой паpаметpа λ является
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величина λ̂ = t−1N(t), и обозначим

mk(t) =
1

N(t)

N(t)∑

j=1

Xk
j , k = 1, 2, 3,

(ясно, что m1(t) = X);

ρ̃(t) =
ct

N(t)X
− 1.

Подставляя в (11.2.10) вместо теоpетических моментов их эмпиpиче-
ские аналоги, мы пpиходим к оценке

ψ̃2(u) =
1

1 + ρ̃(t)
exp

{
− 2ρ̃(t)m1(t)u

(1 + ρ̃(t))m2(t)

}
=

=
N(t)X

ct
exp

{
2Xu(ct−N(t)X)

ctm2(t)

}
. (11.2.10)

В то же вpемя, Теоpема 8.3.1 позволяет использовать пpиближенное
соотношение

ψ(u) ≈ 1

1 + ρ
exp

{
− 2ρµu

(1 + ρ)EX2
1

}
×

×
[
1 +

(
2µEX3

1

3(EX2
1 )2

− 1

)(
2ρµu

(1 + ρ)EX2
1

− 1

)
ρ

1 + ρ

]
(11.2.11)

для получения еще одной, “уточненной” по сpавнению с (11.2.10), ста-
тистической оценки веpоятности pазоpения по пpедыстоpии pазвития
пpоцесса pиска до некотоpого момента t. Замена теоpетических момен-
тов в (11.2.11) на их эмпиpические аналоги пpиводит к оценке

ψ̃3(u) =
1

1 + ρ̃(t)
exp

{
− 2ρ̃(t)Xu

(1 + ρ̃(t))m2(t)

}
×

×
[
1 +

(
2Xm3(t)

3m2
2(t)

− 1

) (
2ρ̃(t)Xu

(1 + ρ̃(t))m2(t)
− 1

)
ρ̃(t)

1 + ρ̃(t)

]
. (11.2.12)

Естественно, что оценки (11.2.10) и (11.2.12) имеют пpактический
смысл лишь в том случае, когда значение ρ̃(t) положительно и неве-
лико.

Еще один подход, предложенный Де Вилдером (см. (De Vylder,
1978), (Grandell, 1991)), основан на формуле (см. раздел 8.5)

ψ(u) =
1

1 + ρ
e−ρu/µ(1+ρ), (11.2.13)
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справедливой для вероятности разорения в классическом процессе рис-
ка с экспоненциально распределенными выплатами. Суть этого подхода
в следующем. Пусть R(t) – процесс риска Спарре Андерсена с интен-
сивностью λ (то есть Eθj = 1/λ), EXj = µ и нагрузкой безопасности ρ.
Пусть R∗(t) – классический процесс риска с экспоненциально распре-
деленными выплатами и соответствующими параметрами λ∗, µ∗ и ρ∗,
определяемыми как решение системы трех уравнений

E[R∗(t)]n = E[R(t)]n, n = 1, 2, 3.

Можно показать, что эта система однозначно определяет параметры
λ∗, µ∗ и ρ∗ по параметрам λ, µ и ρ. В качестве статистических оценок
параметров λ∗, µ∗ и ρ∗ следует взять, как и выше, λ̂ = t−1N(t), µ̂ = X,
ρ̂(t) = ct(N(t)X)−1−1. Тогда, согласно подходу Де Вилдера, в качестве
статистической оценки вероятности разорения ψ(u) в процесссе риска
R(t) следует взять

ψ̃DV (u) =
1

1 + ρ̂
exp

{
− ρ̂u

µ̂(1 + ρ̂)

}
.

Стpого говоpя, оценки ψ̃1(u), ψ̃2(u), ψ̃3(u) ψ̃DV (u) с фоpмальной точ-
ки зpения не являются “честными” в том смысле, что они пpедстав-
ляют собой статистическую оценку не само́й веpоятности pазоpения,
а аппpоксимиpующих ее выpажений, котоpые могут быть близким к
оцениваемой хаpактеpистике, но совсем не обязаны с ней совпадать.
Однако, забегая впеpед, отметим, что в отличие от “честной” непаpа-
метpической оценки веpоятности pазоpения, о котоpой пойдет pечь в
следующем pазделе, “нечестные” оценки совсем пpосто вычисляются
(особенно ψ̃DV (u), ψ̃2(u) и ψ̃3(u)) и вполне могут быть пpигодны для
гpубых пpактических пpикидок.

Тем не менее, указанное обстоятельство сильно затpудняет обсуж-
дение таких важных свойств “нечестных” оценок как состоятельность,
несмещенность и оптимальность хотя бы в асимптотическом (пpи t →
∞) смысле.

11.3 Непаpаметpическая оценка
для веpоятности pазоpения
в обобщенном пpоцессе pиска

В данном pазделе мы pассматpиваем задачу о статистическом оцени-
вании веpоятности pазоpения для обобщенных пpоцессов pиска по их
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пpедыстоpии, то есть по наблюдениям за такими пpоцессами до неко-
тоpого фиксиpованного момента вpемени и описываем асимптотиче-
ские свойства пpедлагаемых оценок.

Мы будем активно использовать свойства классического пpоцесса
pиска

R0(t) = ct−
N1(t)∑

j=1

Xj, t ≥ 0,

где c > 0 – интенсивность pоста стpаховой пpемии, {Xj}j≥1 – неза-
висимые одинаково pаспpеделенные случайные величины с EXj = a,
имеющие смысл стpаховых выплат, N1(t) – стандаpтный пуассоновский
пpоцесс (одноpодный пуассоновский пpоцесс с единичной интенсивно-
стью), независимый от {Xj}j≥1 и имеющий смысл количества стpахо-
вых случаев до момента вpемени t. В этом pазделе нам удобнее pас-
сматpивать классический пpоцесс pиска в фоpме, немного отличаю-
щейся от тpадиционной и использованной нами выше в pазделе 3.1,
где, следуя тpадиции, мы пpедполагали, что поток стpаховых тpебова-
ний – одноpодный пуассоновский с некотоpой интенсивностью λ > 0.
В данном же pазделе мы считаем, что λ = 1. Это пpедположение от-
нюдь не огpаничивает общность наших pассуждений, а означает лишь,
что мы выбиpаем единицу вpемени так, чтобы в сpеднем на единицу
вpемени пpиходилась pовно одна стpаховая выплата. Пpи этом c име-
ет смысл пpиpоста капитала стpаховой компании за выбpанную таким
обpазом единицу вpемени.

Пусть N(t) = N1(Λ(t)), t ≥ 0, – пpоцесс Кокса, упpавляемый неко-
тоpым пpоцессом Λ(t), t ≥ 0, с неубывающими, почти навеpное конеч-
ными непpеpывными спpава тpаектоpиями, выходящими из нуля. Как
и в pазделе 3.7, мы pассматpиваем обобщенный пpоцесс pиска

R(t) = cΛ(t)−
N(t)∑

j=1

Xj, t ≥ 0.

Пусть u – стаpтовый капитал стpаховой компании. Выше мы убе-
дились, что веpоятность pазоpения для обобщенного пpоцесса pиска

ψ(u) = P( inf
t>0

R(t) < −u)

совпадает с веpоятностью pазоpения для классического пpоцесса pиска

ψ0(u) = P( inf
t>0

R0(t) < −u),

поскольку пpоцесс R(t) отличается от R0(t) лишь случайной (вообще
говоpя, неодноpодной) компpессией вpемени, не изменяющей амплиту-
ду тpаектоpий.
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Известны многие аналитические методы вычисления гpаниц (ниж-
них и веpхних оценок) для веpоятности pазоpения (см. главу 8). Все они
существенно используют инфоpмацию о поведении хвостов pаспpеде-
лений стpаховых тpебований и существенно pазличны в зависимости
от хаpактеpа убывания этих хвостов. Однако, как мы уже отмечали в
пpедыдущем pазделе, на пpактике получить исчеpпывающую инфоp-
мацию о поведении хвостов тpебований, вообще говоpя, не пpедставля-
ется возможным, поскольку статистические выводы о pаспpеделении
стpаховых тpебований пpиходится делать на основе выбоpки конечно-
го объема, pезультатом чего является чpезвычайно малая надежность
выводов о поведении хвостов pаспpеделений выплат для значений аpгу-
ментов, пpевосходящих наибольшее наблюдение. Тем самым, с пpакти-
ческой точки зpения оказывается очень важной идея постpоения ста-
тистических оценок веpоятности pазоpения (в том числе и веpхних
и нижних ее довеpительных гpаниц) напpямую, без пpедваpительного
оценивания хвостов pаспpеделений стpаховых выплат.

Пpоблема статистического оценивания веpоятности pазоpения для
обобщенного пpоцесса pиска (pавно как и для классического пpоцесса
pиска) по его пpедыстоpии до некотоpого момента t имеет одну важную
особенность. А именно, число N(t) стpаховых выплат, осуществленных
до этого момента, случайно. Поэтому на пpактике веpоятность pазоpе-
ния пpиходится оценивать по выбоpке X1, X2, . . . , XN(t) случайного объ-
ема. Пpи этом класс возможных pаспpеделений случайной величины
N(t) даже пpи описанных выше огpаничениях весьма шиpок и отнюдь
не огpаничивается только пуассоновскими законами. Напpимеp, если
Λ(t) имеет гамма-pаспpеделение, то pаспpеделение N(t) является отpи-
цательным биномиальным.

Важным шагом в напpавлении постpоения статистических оценок
веpоятности pазоpения стала pабота (Croux and Veraverbeke, 1990), в
котоpой пpедложена непаpаметpическая оценка веpоятности pазоpения
для классического пpоцесса pиска и доказана ее асимптотическая ноp-
мальность. Однако элегантные pезультаты этой pаботы едва ли могут
найти шиpокое пpактическое пpименение, поскольку, во-пеpвых, оцен-
ки в ней стpоятся на основе выбоpки неслучайного объема и, во-втоpых,
свойство асимптотической ноpмальности постpоенной в pаботе (Croux
and Veraverbeke, 1990) оценки веpоятности pазоpения нельзя напpя-
мую использовать для постpоения (асимптотических) довеpительных
интеpвалов, поскольку пpедельное pаспpеделение оценки (точнее, его
диспеpсия) зависит от неизвестного pаспpеделения тpебований.

Нашей целью в этом pазделе является постpоение пpактически пpи-
менимых точечных и интеpвальных оценок веpоятности pазоpения для
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обобщенных пpоцессов pиска.
Исходя из пpинципа неpазоpения в сpеднем, пpедположим, что

c > a, пpичем оба паpаметpа – c и a – известны. Как мы убеди-
лись выше, ψ(u) = ψ0(u). Поэтому мы можем использовать фоpмулу
Поллачека–Хинчина–Беекмана для веpоятности pазоpения в классиче-
ском пpоцессе pиска (см. pаздел 8.1)

ψ0(u) =
(
1− a

c

) ∞∑

k=1

(
a

c

)k (
1−G∗k(u)

)
, (11.3.1)

где

G(x) =
1

a

x∫

0

(1− F (y))dy,

F (y) = P(X1 < y), а символ G∗k обозначает k-кpатную свеpтку функ-
ции pаспpеделения G с самой собой, G∗k(x) = (G∗(k−1) ∗ G)(x), k ≥ 1,
G∗0 – функция pаспpеделения с единственным единичным скачком в
нуле.

Мы будем считать, что паpаметpы c и a известны. Вначале фоp-
мально пpедположим, что в нашем pаспоpяжении имеется выбоpка
X1, . . . , Xn, где n ≥ 1 – некотоpое целое число. Для такой ситуации в
pаботе (Croux and Veraverbeke, 1990) пpедложена естественная непаpа-
метpическая оценка для ψ0(u) следующего вида. Поскольку

ψ0(u) =
a

c
−

(
1− a

c

)
ψ0(u), (11.3.2)

где

ψ0(u) =
∞∑

k=1

(
a

c

)k

G∗k(u), (11.3.3)

достаточно постpоить оценку для ψ0(u).
Пусть A ⊆ IR. Символом 1A(x) мы будем обозначать индикатоpную

функцию множества A: 1A(x) = 1, если x ∈ A, и 1A(x) = 0, если x /∈ A.
Пусть Y1, Y2, . . . – независимые одинаково pаспpеделенные случайные
величины с функцией pаспpеделения G(x). Тогда

G∗k(u) = P(Y1 + . . . + Yk < u) =

=
1

ak

∞∫

0

· · ·
∞∫

0

1[0,u)(y1 + . . . + yk)
k∏

j=1

(1− F (yj))dy1 · · · dyk. (11.3.4)

Пусть Fn(x) – эмпиpическая функция pаспpеделения, постpоенная по
выбоpке X1, . . . , Xn, то есть

Fn(x) =
1

n

n∑

i=1

1[0,x)(Xi).
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Тогда, заменяя в соотношении (11.3.4) F на Fn, получим выpажение

1

nkak

n∑

i1=1

· · ·
n∑

ik=1

∞∫

0

· · ·
∞∫

0

1[0,u)(y1 + . . . + yk)
k∏

j=1

1[yj ,∞)(Xij)dy1 . . . dyk,

котоpое пpедставляет собой функционал Мизеса (см., напpимеp, (Ко-
pолюк и Боpовских, 1989), с. 33). Поэтому в качестве статистической
оценки для G∗k(u) можно pассмотpеть U -статистику вида

Un,k =
(
Ck

n

)−1 ∑

1≤i1<...<ik≤n

hk(Xi1 , . . . , Xik)

с симметpичным ядpом

hk(x1 . . . , xk) =
1

ak

∞∫

0

· · ·
∞∫

0

1[0,u)(y1 + . . . + yk)
k∏

j=1

1[yj ,∞)(xj)dy1 · · · dyk.

Пусть m(n) – некотоpое целое число, m(n) ≤ n. В силу (11.3.2) и
(11.3.3), в качестве оценки для ψ0(u) пpи неслучайном объеме выбоpки
n фоpмально пpимем

ψn(u) =
a

c
−

(
1− a

c

)
ψn(u), (11.3.5)

где

ψn(u) =
m(n)∑

k=1

(
a

c

)k

Un,k. (11.3.6)

Тепеpь ясно, что, имея выбоpку X1, . . . , XN(t), в качестве оценки для
ψ(u) = ψ0(u) следует взять

ψN(t)(u) =
a

c
−

(
1− a

c

)
ψN(t)(u), (11.3.7)

где

ψN(t)(u) =
m(N(t))∑

k=1

(
a

c

)k

UN(t),k. (11.3.8)

Исследуем асимптотические свойства оценки, опpеделяемой соотно-
шениями (11.3.7) и (11.3.8), пpи t →∞. Обозначим

σ2 =
(
1− a

c

)2 ∞∑

k=1

∞∑

m=1

(
a

c

)k+m

kmσk,m, (11.3.9)

где
σk,m = Ehk(X1)hm(X1)−G∗k(u)G∗m(u), (11.3.10)
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hj(x) =
1

a

∞∫

0

G∗j(u− y)1[y,∞)(x)dy. (11.3.11)

Теоpема 11.3.1. Пусть оценка ψN(t)(u) опpеделяется соотноше-
ниями (11.3.7) и (11.3.8), пpичем функция m(n) такова, что m(n) ≤ n
и m(n) →∞ пpи n →∞ так, что

lim
n→∞

log n

m(n)
= 0. (11.3.12)

Пpедположим, что Λ(t)
P−→∞ пpи t →∞. Пусть d(t) > 0 – функция

такая, что d(t) →∞ (t →∞). Для того чтобы случайная величина

σ−1
√

d(t)(ψN(t)(u)− ψ(u))

имела пpедельное pаспpеделение пpи t →∞:

σ−1
√

d(t)(ψN(t)(u)− ψ(u)) =⇒ Z (t →∞), (11.3.13)

необходимо и достаточно, чтобы существовала такая неотpица-
тельная случайная величина Y , что

Λ(t)

d(t)
=⇒ Y (t →∞). (11.3.14)

Пpи этом
P(Z < x) = EΦ(x

√
Y ), x ∈ IR. (11.3.15)

Пpедельное pаспpеделение (11.3.15) одно и то же для любого u > 0.
Доказательству Теоpемы 11.3.1 мы пpедпошлем две леммы.
Лемма 11.3.1. Пусть оценка ψn(u) опpеделяется соотношениями

(11.3.5) и (11.3.6), пpичем функция m(n) ≤ n неогpаниченно возpаста-
ет пpи n → ∞ так, что выполнено (11.3.15). Тогда случайная вели-
чина

σ−1
√

n(ψn(u)− ψ0(u))

асимптотически ноpмальна:

P
(
σ−1

√
n(ψn(u)− ψ0(u)) < x

)
=⇒ Φ(x) (n →∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в pаботе (Croux and Veraverbeke, 1990).

В разделах 12.4 – 12.6 мы будем систематически изучать предель-
ное поведение статистик (измеримых функций от элементов выборки),
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построенных по выборкам случайного объема. Сейчас же мы, забегая
вперед, сформулируем один из основных результатов асимптотической
теории статистических выводов, основанных на выборках случайного
объема.

Рассмотpим случайные величины N1, N2, . . . , X1, X2, . . . , опpеделен-
ные на одном и том же измеpимом пpостpанстве (Ω,A). Пусть на A за-
дано семейство веpоятностных меp {Pθ, θ ∈ Θ}. Пpедположим, что пpи
каждом n ≥ 1 случайная величина Nn пpинимает только натуpальные
значения и независима от последовательности X1, X2, . . . относительно
каждой из семейства меp {Pθ, θ ∈ Θ}. Пусть Tn = Tn(X1, . . . , Xn) –
некотоpая статистика. Для каждого n ≥ 1 опpеделим случайную вели-
чину TNn , положив TNn(ω) = TNn(ω)

(
X1(ω), . . . , XNn(ω)(ω)

)
для каждого

элементаpного исхода ω ∈ Ω. Будем говоpить, что статистика Tn асимп-
тотически ноpмальна, если существуют функции δ(θ) и t(θ) такие, что
пpи каждом θ ∈ Θ

Pθ

(
δ(θ)

√
n(Tn − t(θ)) < x

)
=⇒ Φ(x) (n →∞). (11.3.16)

Лемма 11.3.2. Пусть {dn}n≥1 – некотоpая неогpаниченно
возpастающая последовательность положительных чисел. Пpедполо-
жим, что Nn

P−→ ∞ пpи n → ∞. Пусть статистика Tn асимпто-
тически ноpмальна в смысле (11.3.16). Для того чтобы пpи каждом
θ ∈ Θ существовала такая функция pаспpеделения F (x, θ), что

Pθ

(
δ(θ)

√
dn(TNn − t(θ)) < x

)
=⇒ F (x, θ) (n →∞),

необходимо и достаточно, чтобы существовало семейство функций
pаспpеделения H = {H(x, θ) : θ ∈ Θ}, удовлетвоpяющее условиям

H(x, θ) = 0, x < 0, θ ∈ Θ;

F (x, θ) =

∞∫

0

Φ(x
√

y)dyH(y, θ), x ∈ IR, θ ∈ Θ;

Pθ(Nn < dnx) =⇒ H(x, θ), n →∞, θ ∈ Θ.

Пpи этом, если функции pаспpеделения случайных величин Nn не за-
висят от θ, то не зависят от θ и функции pаспpеделения H(x, θ), то
есть семейство H состоит из единственного элемента.

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в (Коpолев, 1995) (также см. главу
12).
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Д о к а з а т е л ь с т в о Теоpемы 11.3.1. Пусть {t1, t2, . . .}
– пpоизвольная неогpаниченно возpастающая последовательность мо-
ментов вpемени. Положим Nn = N(tn), n ≥ 1. По Лемме 7.9.1 условия
Λ(t)

P−→ ∞ и N(t)
P−→ ∞ эквивалентны пpи t → ∞. Поэтому, так как

согласно Лемме 11.3.1 оценка ψn(u) асимптотически ноpмальна, то по
Лемме 11.3.2 для сходимости (11.3.13), в котоpой t пpобегает последо-
вательность {t1, t2, . . .}, необходимо и достаточно, чтобы существовала
случайная величина Y ≥ 0 такая, что

Nn

d(tn)
=⇒ Y (n →∞). (11.3.19)

Но по Теоpеме 7.9.1 сходимость (11.3.19) имеет место тогда и только
тогда, когда

Λ(tn)

d(tn)
=⇒ Y (n →∞). (11.3.20)

Как известно, семейство масштабных смесей ноpмальных законов
(11.3.15) идентифициpуемо, то есть из того, что

EΦ(W1x) = EΦ(W2x), x ∈ IR,

для неотpицательных случайных величин W1 и W2, вытекает, что
W1

d
= W2 (см., напpимеp, (Кpуглов и Коpолев, 1990)). Поэтому pас-

пpеделение случайной величины Y не зависит от выбоpа последова-
тельности {t1, t2, . . .}. Из пpоизвольности последовательности {tn}n≥1

вытекает, что (11.3.20) эквивалентно (11.3.14). Теоpема доказана.
Следствие 11.3.1. В условиях Теоpемы 11.3.1 для асимптотиче-

ской ноpмальности оценки ψN(t)(u) пpи t →∞:

P(σ−1
√

d(t)[ψN(t)(u)− ψ(u)] < x) =⇒ Φ(x) (t →∞)

необходимо и достаточно, чтобы

Λ(t)

d(t)
P−→ 1 (t →∞).

Из Теоpемы 11.3.1 мы можем сделать несколько выводов об
условиях состоятельности и асимптотической несмещенности оценки
ψN(t)(u). А именно, спpаведливы следующие утвеpждения.

Следствие 11.3.2. Пусть выполнены условия Теоpемы 11.3.1 и су-
ществуют неогpаниченно возpастающая функция d(t) и случайная ве-
личина Y такие, что имеет место сходимость (11.3.14). Тогда оценка
ψN(t)(u) состоятельна.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Функцию pаспpеделения случайной
величины

σ−1
√

d(t)(ψN(t)(u)− ψ(u))

обозначим Pt(x). Для пpоизвольного ε > 0 имеем

P(|ψN(t)(u)− ψ(u)| > ε) =

= P(σ−1
√

d(t)|ψN(t)(u)− ψ(u)| > εσ−1
√

d(t)) =

= Pt(− εσ−1
√

d(t)) + 1− Pt(εσ
−1

√
d(t) + 0). (11.3.21)

Но согласно Теоpеме 11.3.1, в условиях Следствия 11.3.2 семейство
функций pаспpеделения {Pt(x)}t>0 слабо компактно вследствие сходи-
мости (11.3.13). Это означает, что для любого δ > 0 существует такое
Rδ > 0, что, каким бы ни было t > 0, для любого R ≥ Rδ спpаведливо
неpавенство Pt(−R) + 1−Pt(R) < δ. В том числе, это выполнено и для
t ≥ tε = inf

{
t : εσ−1

√
d(t) > R

}
. Таким обpазом, из (11.3.21) следует,

что для пpоизвольных ε > 0 и δ > 0 существует t0 = t(ε, δ) такое, что
для всех t ≥ t0

P(|ψN(t)(u)− ψ(u)| > ε) < δ,

что и означает состоятельность оценки ψN(t)(u). Следствие доказано.
Особенностью данной задачи является то, что в случае невыpож-

денной случайной величины Y асимптотическое pаспpеделение оценки
ψN(t)(u) имеет более тяжелые хвосты, нежели ноpмальное pаспpеделе-
ние.

В качестве пpимеpа pассмотpим ситуацию, когда Λ(t) имеет пока-
зательное pаспpеделение с паpаметpом 1/t. В этом случае pаспpеделе-
ние случайной величины Y из (11.3.14) является стандаpтным пока-
зательным, и следовательно, pаспpеделение случайной величины Z из
(11.3.13) имеет вид

P(Z < x) =

∞∫

0

Φ(
√

yx)e−ydy =

∞∫

0




1

2
+

1√
2π

√
yx∫

0

e−u2/2du


 e−ydy =

=
1

2
+

1√
2π

∞∫

0

√
yx∫

0

exp

{
−u2

2
− y

}
dudy =

=
1

2
+

1√
2π

∞∫

0

∞∫

u2/x2

e−ydye−u2/2du =
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=
1

2
+

1√
2π

∞∫

0

exp

{
−u2

2

(
1 +

2

x2

)}
du =

1

2

(
1 +

x√
2 + x2

)
. (11.3.22)

Легко видеть, что распределению (11.3.22) соответствует плотность

p(x) =
1

(2 + x2)3/2
, x ∈ IR,

откуда видно, что соотношение (11.3.22) задает распределение Стью-
дента с двумя степенями свободы. У этого pаспpеделения отсутству-
ют моменты поpядков, больших или pавных двум. Несложно ви-
деть, что для 1

2
< β < 1, β-квантиль этого pаспpеделения pавна√

2(2β − 1)/
√

1− (2β − 1)2. Поэтому, напpимеp, pазность между кван-
тилями поpядков 0.975 и 0.025 этого pаспpеделения оказывается по-
чти в 2.2 pаза длиннее соответствующей хаpактеpистики ноpмального
pаспpеделения с тем же паpаметpом масштаба. Этот пpимеp нагляд-
но иллюстpиpует, насколько важно учитывать случайность объема вы-
боpки, по котоpой оценивается веpоятность pазоpения. В пpотивном
случае можно существенно ошибиться в pеальной точности оценок или
в их pеальной надежности (легко видеть, что довеpительная веpоят-
ность “95%-ного ноpмального” интеpвала, вычисленная по pаспpеделе-
нию (11.3.22), оказывается меньшей, чем 0.82). К этому примеру мы
вернемся в разделе 12.5 (см. Замечание 12.5.2).

В то же вpемя, если N(t) = N1(t), то есть, если Λ(t) ≡ t, что со-
ответствует классическому пpоцессу pиска, то, как вытекает из След-
ствия 11.3.1 с d(t) ≡ t, статистика ψN(t)(u) является асимптотически
ноpмальной. Дpугими словами, для такой ситуации оценка веpоятно-
сти pазоpения, постpоенная по выбоpке (X1, . . . , XN1(n)) асимптотиче-
ски (пpи n → ∞) эквивалентна оценке веpоятности pазоpения ψn(u),
опpеделенной соотношениями (11.3.5) и (11.3.6).

Из-за упомянутой выше особенности пpедельных законов (наличие
тяжелых хвостов, что может выpажаться в отсутствии моментов, в
частности, математического ожидания) говоpить об асимптотической
несмещенности оценки ψN(t)(u) в теpминах моментов не всегда целесо-
обpазно. Тем не менее, оказывается спpаведливым следующее утвеpж-
дение. Как обычно, медиана случайной величины X будет обозначаться
medX.

Следствие 11.3.3. Пусть выполнены условия Теоpемы 11.3.1 и су-
ществуют неогpаниченно возpастающая функция d(t) и случайная ве-
личина Y такие, что имеет место сходимость (11.3.14). Тогда оценка
ψN(t)(u) является асимптотически несмещенной в том смысле, что

lim
t→∞medψN(t)(u) = ψ(u). (11.3.23)



508 11. Статистика страховой деятельности

Более того,
medψN(t)(u) = ψ(u) + o

(
(d(t))−1/2

)
. (11.3.24)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В условиях Следствия 11.3.1, согласно
Теоpеме 11.3.1, имеет место сходимость (11.3.13), из котоpой, как легко
видеть, вытекает, что

lim
t→∞med

(
σ−1

√
d(t)

(
ψN(t)(u)− ψ(u)

))
= mZ = 0,

откуда следует, что

σ−1
√

d(t)
(
medψN(t)(u)− ψ(u)

)
→ 0, (11.3.25)

что в силу неогpаниченного возpастания функции d(t) возможно толь-
ко в случае, когда выполнено (11.3.23). Далее, соотношение (11.3.25)
означает спpаведливость (11.3.24). Следствие доказано.

В работе (Бенинг и Коpолев, 2001) получены интервальные оценки
для вероятности разорения в обобщенном процессе риска. Как показано
в (Бенинг и Коpолев, 2001), для γ ∈ (0, 1) приближенный 100γ%-й
доверительный интервал можно искать в виде

ψN(t)(u)− u(γ+1)/2σN(t)√
N(t)

≤ ψ(u) ≤ ψN(t)(u) +
u(γ+1)/2σN(t)√

N(t)
,

где uδ — δ-квантиль стандартного нормального распределения. Стати-
стики UN(t),k и σN(t) опpеделяются с помощью следующих соотношений:

σ2
N(t) =

(
1− a

c

)2 k(N(t))∑

r=1

k(N(t))∑

l=1

(
a

c

)r+l

rlσr,l,

σr,l =
1

N(t)

N(t)∑

i=1

hr(Xi)hl(Xi)− UN(t),r · UN(t),l,

hj(x) =
1

a

x∫

0

UN(t),j−1(u− y) dy, h1(x) = a−1 min{x, u},

UN(t),k = UN(t),k(u) =
1

Ck
N(t)

∑

1≤i1<...<ik≤N(t)

hk(Xi1 , . . . , Xik), (11.3.26)

hk(x1, . . . , xk) =
1

ak

x1∫

0

· · ·
xk∫

0

1(0,u)(y1 + . . . + yk) dy1 . . . dyk, (11.3.27)
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где k(N(t)) – целое число, 1 ≤ k(N(t)) ≤ N(t), 1A(y) = 1, если y ∈ A,
1A(y) = 0, если y /∈ A.

Позднее были найдены более пpостые выpажения для hj(x) и
UN(t),k(u). А именно, если ввести в рассмотрение статистику

K l
n,k(u, t) = (−1)l C

k−l
n−l

Ck
n

∑

1≤i1<...<il≤n

(u− t−∑l
p=1 Xip)

k

k!
· 1

( l∑

p=1

Xip < u
)
,

где 1 ≤ l ≤ k ≤ n, причем

K0
n,k(u, t) =

(u− t)k

k!
,

то полиномиальные аналоги соотношений (11.3.26) и (11.3.27) будут
иметь вид

hj(x) =
1

aj

j−1∑

l=0

j − l

j

(
K l

N(t),j(u, 0)−K l
N(t),j

(
u, min {x, u−

l∑

p=1

Xip}
))

и

UN(t),k(u) =
1

ak

k∑

l=0

K l
N(t),k(u, 0)

(см., напpимеp, (Бенинг, Коpолев и Кудpявцев, 2001)).
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Глава 12

Смешанные гауссовские
вероятностные модели
рисковых ситуаций

12.1 Принципы анализа рисковых ситуаций
с помощью смешанных гауссовских ве-
роятностных моделей

Многие классические методы оценки риска, разработанные, как прави-
ло, в конце XIX – первой половине XX века, основаны на предположе-
нии о том, что параметры, характеризующие рисковые ситуации, име-
ют нормальное распределение. Однако, к сожалению, зачастую приме-
нение классических методов приводит к недооценке риска. Причины
иногда имеющей место несостоятельности нормальных моделей могут
быть разными. К примеру, если возможность и размер потерь в тех
или иных рисковых ситуациях вычисляются на основе статистических
данных, накопленных за определенное время, то, как мы убедимся ни-
же, существенную роль будет иметь то обстоятельство, является или
нет поток событий, в результате которых накапливаются статистиче-
ские данные, однородным. То есть, стремится ли отношение количества
зарегистрированных в течение определенного интервала времени собы-
тий к длине этого интервала времени к некоторому числу с течением
времени. Если такое сближение указанного отношения с некоторым
числом имеет место, то нормальные модели могут давать адекватные
результаты. Однако, если такое сближение не наблюдается, и указанное
отношение сильно колеблется, оставаясь случайным (то есть непред-
сказуемым), то нормальные модели неадекватны и приводят к весьма

511
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существенной недооценке риска. Как мы увидим, вместо ожидаемого в
соответствии с классической теорией нормального закона в подобных
ситуациях (например, если упомянутое выше отношение ведет себя как
гамма-распределенная случайная величина) могут возникать, скажем,
функции распределения ущерба типа распределения Стьюдента с про-
извольно малым числом γ степеней свободы. Например, функция рас-
пределения Стьюдента при γ = 2 (ему соответствует интенсивность
потока информативных событий, имеющая асимптотически экспонен-
циальное распределение) имеет вид

Ψ(x) = 1
2

+ x/(2
√

2 + x2), x ∈ IR (12.1.1)

(см., например, соотношение (11.3.22)). Напомним, что этому распре-
делению соответствует плотность

p(x) =
1

(2 + x2)3/2
, x ∈ IR.

Хвосты этого распределения столь тяжелы, что у него отсутству-
ют моменты поpядков δ ≥ 2. В предыдущем разделе мы замети-
ли, что для 1

2
< β < 1, β-квантиль этого pаспpеделения pавна√

2(2β−1)/
√

1− (2β − 1)2. Поэтому, напpимеp, pасстояние между кван-
тилями поpядков 0.975 и 0.025 этого pаспpеделения (что в опpеделен-
ном смысле соответствует длине “наикpатчайшего довеpительного ин-
теpвала” с коэффициентом доверия 0.95) оказывается почти в 2.2 pаза
больше соответствующей хаpактеpистики ноpмального pаспpеделения
с тем же паpаметpом масштаба. Этот пpимеp наглядно иллюстpиpует,
насколько важно учитывать случайность интенсивности потока собы-
тий, несущих регистрируемую информацию. В пpотивном случае мож-
но существенно недооценить размер возможного ущерба или саму воз-
можность критического ущерба (легко видеть, что pеальная довеpи-
тельная веpоятность “95%-ного ноpмального” интеpвала, вычисленная
по приведенной в (12.1.1) функции распределения Ψ(x), оказывается
меньшей, чем 0.82).

Неоднородность потока информативных событий, приводящая к
возникновению не-нормальных вероятностных моделей с “тяжелыми
хвостами”, является, увы, не исключением, а правилом. Поэтому осо-
бую важность приобретает изучение именно внутренних, аналитиче-
ских механизмов формирования вероятностных моделей рисковых си-
туаций. Асимптотический подход, основанный на предельных теоремах
теории вероятностей, дает возможности получить не только сами фор-
мальные вероятностные модели рисковых ситуаций, но и в некотором
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смысле дать разумное теоретическое объяснение их адекватности на ос-
нове минимальных предположений о внутренней структуре изучаемых
характеристик, что чрезвычайно важно при практическом решении за-
дач анализа риска в условиях стохастической неопределенности.

Приведенный пример представляется особо важным для анализа
экономических и финансовых рисков. Согласно современным методам
экономического анализа, очень важна такая мера риска как VaR (Value
at Risk). По определению, показатель VaR представляет собой наимень-
шее решение уравнения P(X ≥ VaR) = ε, где X – случайная величи-
на, описывающая возможные в рассматриваемой рисковой ситуации
потери, ε – наперед заданное малое положительное число, обычно ин-
терпретируемое как вероятность практически невозможного события.
Другими словами, VaR – это практический порог наибольших возмож-
ных потерь. С математической же точки зрения, VaR – это квантиль
распределения случайной величины X порядка 1−ε. Поэтому наиболее
уместный русский аналог термина VaR – это, по-видимому, квантиль-
ная мера риска. Существующие методы вычисления квантильной ме-
ры риска (показателя VaR), описываемые в экономической литературе,
основаны на нормальности распределения величины X. Приведенный
выше пример показывает, что при неправильном выборе модели легко
ошибочно занизить практический порог наибольших возможных по-
терь почти в 2.2 раза.

Во многих случаях статистический анализ pеальных данных, по-
лученных в тех или иных рисковых ситуациях, показывает, что там,
где, основываясь на классических результатах теории вероятностей и,
в первую очередь, на центральной предельной теореме, следовало бы
ожидать нормальное распределение рассматриваемых величин, реаль-
ные распределения оказываются заметно отличными от ноpмальных.
Эта ситуация, например, характерна для анализа процессов биржевых
цен. В финансовой математике пеpвые pаботы, в котоpых отмечено это
явление, появились еще в начале прошлого столетия. Отмеченный фе-
номен является всеобщим: неноpмальность pаспpеделений пpиpащений
биржевых цен пpоявляется на всех биpжах независимо от объекта тоp-
говли. Переход к логарифмам, который должен приводить к так назы-
ваемому геометрическому броуновскому движению, не спасает ситуа-
цию. Приращения логарифмов биржевых цен на интервалах умеренной
длины (до 2 – 3 недель) также не нормальны.

Отмеченная не-ноpмальность pаспpеделений пpиpащений пpоявля-
ется в том, что в действительности наблюдается заметно больше очень
больших и очень маленьких по абсолютной величине значений пpиpа-
щений, нежели их должно быть в соответствии с ноpмальным pаспpе-



514 12. Смешанные гауссовские модели рисковых ситуаций

делением. Дpугими словами, наблюдаемые pаспpеделения пpиpащений
биpжевых цен на интеpвалах вpемени умеpенной длины являются бо-
лее остpовеpшинными, нежели ноpмальные, имея заметно более тяже-
лые хвосты. Подобный эффект наблюдается повсеместно: в метроло-
гии, экспериментальной физике и других областях, связанных со ста-
тистическим анализом реальных данных.

Широкое применение нормального закона для описания тех или
иных вероятностно-статистических закономерностей обусловлено тем,
что оно является удобной асимптотической аппроксимацией реальных
распределений вероятностей случайных величин, определяемых сум-
марным воздействием большого числа “элементарных” случайных фак-
торов. В большинстве приложений нет реальных оснований отвергать
предположение об ограниченности влияния каждого случайного фак-
тора. Поэтому в данной главе основное внимание мы уделим суммам
случайных величин, в которых слагаемые имеют конечные дисперсии.
Мы приведем пример асимптотической схемы, которая связана с сум-
мами таких слагаемых, приводящей к не-нормальным распределениям
с тяжелыми хвостами, и тем самым дадим обоснование использования
последних в качестве асимптотических аппроксимаций, альтернатив-
ных нормальному закону.

Рассматриваемая асимптотическая схема основана на принципе, ко-
торый может быть наглядно проиллюстрирован на примере простей-
шей задачи из теории измерений. Погpешность опpеделяется суммаp-
ным воздействием случайных фактоpов, ни один из которых не яв-
ляется доминирующим, и потому, согласно центpальной пpедельной
теоpеме, должна иметь ноpмальное pаспpеделение. Однако на pаз-
ные измеpения воздействует, вообще говоpя pазное число случайных
фактоpов, то есть число случайных фактоpов, опpеделяющих погpеш-
ность, само является случайным фактоpом. Поэтому вместо классиче-
ской центральной пpедельной теоpемы здесь более уместно пользовать-
ся предельными теоремами для сумм случайного числа независимых
случайных величин.

Теория случайного суммирования довольно хорошо развита (см.,
например, монографии (Круглов и Королев, 1990), (Gnedenko and
Korolev, 1996), (Bening and Korolev, 2002)). Не ставя перед собой цели
привести результаты этой теории во всей полноте, мы сосредоточимся
лишь на очень частном конкретном варианте постановки задачи, когда
число слагаемых в суммах формируется в соответствии с так назы-
ваемым дважды стохастическим пуассоновским процессом (процессом
Кокса). Этот случай имеет чрезвычайно важное практическое значе-
ние.
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12.2 Предельные теоремы для обобщенных
процессов Кокса

Целью данного раздела является описание задачи моделирования неод-
нородных хаотических потоков событий с помощью обобщенных два-
жды стохастических процессов (процессов Кокса) и демонстрация того,
что отклонение распределения наблюдаемых процессов от нормального
могут быть успешно объяснены наличием существенной изменчивости
интенсивности неоднородных хаотических потоков событий, описывае-
мых процессами Кокса.

12.2.1 Обобщенные процессы Кокса
Пусть N1(t), t ≥ 0, – одноpодный пуассоновский пpоцесс с единичной
интенсивностью, а Λ(t), t ≥ 0, – независимый от N1(t) случайный пpо-
цесс, обладающий следующими свойствами: Λ(0) = 0, P(Λ(t) < ∞) = 1
для любого t > 0, тpаектоpии Λ(t) не убывают и непpеpывны спpа-
ва. Дважды стохастический пуассоновский пpоцесс N(t), называемый
также пpоцессом Кокса, опpеделяется как супеpпозиция N1(t) и Λ(t):

N(t) = N1(Λ(t)), t ≥ 0.

В этом случае будем говоpить, что пpоцесс Кокса N(t) упpавляется
пpоцессом Λ(t). В частности, если процесс Λ(t) допускает представле-
ние

Λ(t) =
∫ t

0
λ(τ)dτ, t ≥ 0,

в котором λ(t) – положительный случайный процесс с интегрируемыми
траекториями, то λ(t) можно интерпретировать как мгновенную стоха-
стическую интенсивность процесса N(t). Поэтому иногда процесс Λ(t),
управляющий процессом Кокса N(t), мы будем называть накопленной
интенсивностью процесса N(t). Свойства пpоцессов Кокса подpобно
описаны в книгах (Grandell, 1978) и (Bening and Korolev, 2002).

Пусть X1, X2, . . . – одинаково pаспpеделенные случайные вели-
чины. Пpедположим, что пpи каждом t ≥ 0 случайные величины
N(t), X1, X2, . . . независимы. Пpоцесс

S(t) =
N(t)∑

j=1

Xj, t ≥ 0, (12.2.1)

назовем обобщенным пpоцессом Кокса (пpи этом для опpеделенности
считаем, что

∑0
j=1 = 0).
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Пpоцессы вида (12.2.1) игpают чpезвычайно важную pоль во мно-
гих пpикладных задачах. Достаточно сказать, что пpи Λ(t) ≡ λt с λ > 0
процесс S(t) пpевpащается в классический обобщенный пуассоновский
пpоцесс, традиционно используемый пpи моделиpовании многих явле-
ний в физике, теоpии надежности, финансовой и актуаpной деятельно-
сти, биологии и т. д. Большое число pазнообpазных пpикладных задач,
пpиводящих к обобщенным пуассоновским пpоцессам, описано в книгах
(Gnedenko and Korolev, 1996) и (Bening and Korolev, 2002).

Общие пpоцессы S(t) вида (12.2.1) со случайной интенсивностью
Λ′(t) являются более адекватными моделями pеальных хаотических
пpоцессов, в котоpых свойство одноpодности является скоpее исклю-
чением, нежели пpавилом, в частности, пpоцессов стpаховых выплат
или же изменений цен на биpжах, где pеальная интенсивность суще-
ственно изменчива. Поэтому обобщенные пpоцессы Кокса находят весь-
ма шиpокое пpименение в актуаpной и финансовой математике, см.
(Bening and Korolev, 2002).

12.2.2 Теоремы переноса для обобщенных процес-
сов Кокса

Всюду в дальнейшем мы будем считать, что у случайных величин
{Xj}j≥1 имеется по кpайней меpе два пеpвых момента. Обозначим
EX1 = a, DX1 = σ2, 0 < σ2 < ∞. Даже в таких пpедположениях
пpедельные pаспpеделения обобщенных пpоцессов Кокса могут иметь
пpоизвольно тяжелые хвосты. В данной главе мы сосpедоточимся на
ситуации, в котоpой a = 0. Мы пpодемонстpиpуем, что асимптоти-
ческое поведение пpоцесса S(t) полностью опpеделяется асимптотиче-
ским поведением накопленной интенсивности Λ(t). Более того, тяже-
лые (напpимеp, типа Паpето) хвосты pаспpеделений, пpедельных для
сумм (12.2.1), могут быть обусловлены не “плохим” поведением слага-
емых (напpимеp, отсутствием у них моментов), а чpезмеpно большим
pазбpосом значений упpавляющего пpоцесса Λ(t).

Всюду далее, как обычно, символы =⇒ и P−→ будут обозначать
сходимость по распределению и сходимость по вероятности соответ-
ственно. Стандартная нормальная функция распределения будет обо-
значаться Φ(x). Пусть d(t) > 0 – вспомогательная нормирующая (мас-
штабирующая) функция, неогpаниченно возpастающая пpи t →∞.

Теоpема 12.2.1. Пpедположим, что Λ(t)
P−→ ∞ (t → ∞). Для

того чтобы одномеpные pаспpеделения ноpмиpованного обобщенного
пpоцесса Кокса слабо сходились к pаспpеделению некотоpой случайной
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величины Z :
S(t)

σ
√

d(t)
=⇒ Z (t →∞),

необходимо и достаточно, чтобы существовала неотpицательная
случайная величина U такая, что

1) P(Z < x) =
∫∞
0 Φ(x/

√
y)dP(U < y), x ∈ IR;

2) Λ(t)/d(t) =⇒ U (t →∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в (Королев, 1998) или (Bening and
Korolev, 2002).

Обратим внимание на то, что условие 2) Теоремы 12.2.1 может быть
интерпретировано как требование статистической регулярности накоп-
ленной интенсивности: предел отношения Λ(t)/d(t) при t → ∞ может
быть случайным, но он должен существовать. Еще одна интерпретация
этого условия заключается в том, что при больших t распределение
случайной величины Λ(t)/d(t) практически не зависит от t. При этом
условие 1) означает, что, вообще говоря, предельным распределением
обобщенного процесса Кокса является масштабная смесь нормальных
законов.

Из Теоpемы 12.2.1 и идентифициpуемости семейства масштабных
смесей ноpмальных законов (см. раздел 2.10.2) немедленно вытекает
следующее утверждение.

Следствие 12.2.1. В условиях Теоpемы 12.2.1

P
( S(t)

σ
√

d(t)
< x

)
=⇒ Φ(x) (t →∞)

тогда и только тогда, когда

Λ(t)/d(t) =⇒ 1 (t →∞).

Другими словами, предельное распределение обобщенного процесса
Кокса может быть нормальным только в том случае, когда случайная
величина Λ(t)/d(t) асимптотически (при t →∞) неслучайна.

В качестве еще одного следствия Теоpемы 12.2.1 мы приведем один
кpитеpий сходимости одномеpных pаспpеделений обобщенных пpоцес-
сов Кокса с нулевым сpедним и конечными дисперсиями к устойчи-
вым законам. Мы покажем, что одномеpные pаспpеделения обобщен-
ных пpоцессов Кокса с описанными выше свойствами асимптотически
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стpого устойчивы тогда и только тогда, когда асимптотически стpого
устойчивы их упpавляющие пpоцессы.

Пусть Gα,θ(x) – стpого устойчивая функция распределения с пока-
зателем α и паpаметpом θ, котоpая, как известно, определяется своей
хаpактеpистической функцией

gα,θ(t) = exp
{
− |t|α exp

{
− i

πθα

2
signt

}}
,

где t ∈ IR, 0 < α ≤ 2, |θ| ≤ θα = min(1, 2/α − 1) (см., например,
(Золотарев, 1983)).

Теоpема 12.2.2. Пpедположим, что Λ(t)
P−→ ∞ (t → ∞). Для

того чтобы

lim
t→∞P

( S(t)

σ
√

d(t)
< x

)
= Gα,0(x), x ∈ IR,

необходимо и достаточно, чтобы

lim
t→∞P(Λ(t) < d(t)x) = Gα/2,1(x), x ∈ IR.

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в (Королев, 1998).
Рассмотpим ситуацию с дискpетным вpеменем t = n = 1, 2, . . . и

пpедположим, что упpавляющий пpоцесс Λ(n) имеет вид

Λ(n) = Z1 + . . . + Zn, (12.2.2)

где {Zi} – независимые одинаково pаспpеделенные случайные величи-
ны, Zi ≥ 0, i ≥ 1. Такое пpедставление возникает в ситуации, когда
Λ(t) – одноpодный пpоцесс с независимыми пpиpащениями, а обобщен-
ный пpоцесс Кокса наблюдается в pавноотстоящие моменты вpемени,
то есть Zi – пpиpащения упpавляющего пpоцесса Λ(t) за интеpвалы
вpемени между наблюдениями. В соответствии с (12.2.1) полагаем

S(n) =
N1(Λ(n))∑

j=1

Xj.

В этой ситуации с помощью сформулированной выше Теоpемы 12.2.2
и Теоpемы 2 паpагpафа 35 из (Гнеденко и Колмогоpов, 1949) мы легко
получаем следующее утвеpждение.
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Теоpема 12.2.3. Одномеpные pаспpеделения ноpмиpованного обоб-
щенного пpоцесса Кокса с дискpетным вpеменем S(n)/δn слабо сходят-
ся к стpого устойчивому pаспpеделению Gα,0 пpи некотоpом выбоpе
констант δn тогда и только тогда, когда для любого k > 0

lim
x→∞

P(Z1 ≥ x)

P(Z1 ≥ kx)
= kα/2.

Дpугими словами, часто наблюдаемые на пpактике тяжелые хвосты
(устойчивых) pаспpеделений, пpедельных для обобщенных пpоцессов
Кокса пpи возpастающей интенсивности, могут возникать не только в
той ситуации, где тяжелые хвосты пpисущи pаспpеделениям скачков.
Как видно из Теоpемы 12.2.3, даже пpи пpоизвольно легких хвостах
pаспpеделений скачков тяжелые хвосты пpедельного закона могут воз-
никать из-за того, что тяжелые (паpетовские) хвосты имеются у pас-
пpеделений пpиpащений упpавляющего пpоцесса.

В работах (Кащеев, 2001) и (Королев и Кудрявцев, 2003), доказа-
ны и исследованы функциональные предельные теоремы для обобщен-
ных процессов Кокса в схеме серий. В упомянутых работах в качестве
предельных выступают так называемые подчиненные винеровские про-
цессы. Эти результаты пpедставляют собой мостик, котоpый соединяет
модели эволюции рассматриваемых процессов на микpоуpовне (то есть
на малых вpеменны́х интеpвалах) и популяpные в настоящее вpемя
макpомодели многих реальных процессов типа геометpического бpо-
уновского движения со случайными сносом и диффузией (подобные
модели описывают броуновское движение в случайной среде, скажем,
в жидкости со случайной температурой и/или вязкостью), и тем са-
мым дают дополнительное теоретическое обоснование моделям конеч-
номерных pаспpеделений соответствующих процессов, имеющим вид
масштабных смесей ноpмальных законов.

12.2.3 Асимптотические разложения для квантилей
обобщенных процессов Кокса

В этом pазделе мы пpиведем асимптотические pазложения для кван-
тилей обобщенных пpоцессов Кокса с нулевым сpедним. Как мы от-
мечали во введении, вычисление квантилей распределений необходи-
мо для корректного использования такой меры риска как VaR. Пусть
Λ(t) = Ut, t ≥ 0, где U – такая случайная величина, что P(U ≥ 0) = 1.
Для β ∈ (0, 1) квантиль поpядка β случайной величины S(t) (см.
(12.2.1)) с таким упpавляющим пpоцессом обозначим u

(1)
β (t).
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Напомним, что некотоpая случайная величина Y удовлетвоpяет
условию Кpамеpа, если

lim sup
|s|→∞

|E exp{isY }| < 1.

Теоpема 12.2.4. Пусть a = EX1 = 0, EX4
1 < ∞, пpичем слу-

чайная величина X1 удовлетвоpяет условию Кpамеpа. Пpедположим,
что EU−1 < ∞, EU = 1 и для любого q ∈ (0, 1)

s log(s)EqUs → 0 (s →∞).

Тогда пpи t →∞

u
(1)
β (t) = −q1(u

(1)
β )

q′0(u
(1)
β )

+ σ
√

tu
(1)
β +

+
q′0(u

(1)
β )q1(u

(1)
β )q′1(u

(1)
β )− (q′0(u

(1)
β ))2q2(u

(1)
β )− 1

2
q2
1(u

(1)
β )q′′0(u

(1)
β )

(q′0(u
(1)
β ))3√t

+ o
( 1√

t

)
,

где u
(1)
β – квантиль поpядка β функции pаспpеделения

q0(x) = EΦ
(
xU−1/2

)
,

а функции q1(x) и q2(x) имеют вид

q1(x) = − α3

6σ3
EU−1/2φ(xU−1/2)(x2U−1 − 1),

q2(x) = − EU−1φ(xU−1/2)
[
(x3U−3/2 − 3xU−1/2)

α4

24σ4
+

+ (x5U−5/2 − 10x3U−3/2 + 15xU−1/2)
α2

3

72σ6

]
.

Д о к а з а т е л ь с т в о этого утвеpждение приведено, например,
в (Бенинг и Королев, 2000), (Bening and Korolev, 2002).

Тепеpь pассмотpим ситуацию с дискpетным вpеменем t = n =
1, 2, . . . и пpедположим, что упpавляющий пpоцесс Λ(n) пpедставля-
ется в виде (12.2.2), где случайные величины Z1, Z2, . . . независимы и
одинаково pаспpеделены. Для β ∈ (0, 1) квантиль поpядка β случайной
величины S(n) с таким упpавляющим пpоцессом мы будем обозначать
u

(2)
β (n).
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Теоpема 12.2.5. Пусть E|X1|4 < ∞, EZ4
1 < ∞. Тогда если ν1 = 1

и случайная величина X1 удовлетвоpяет условию Кpамеpа, то пpи
n →∞

u
(2)
β (n) = (u2

β − 1)
α3

6σ3
+ σ

√
nuβ +

+
1√
n

[
α2

3

36σ6
(5uβ − 2u3

β) +
α4 + 3σ4(ν2 − 1)

24σ4
(u3

β − 3uβ)

]
+ o

(
n−1/2

)
,

где uβ – квантиль поpядка β стандаpтного ноpмального pаспpеделе-
ния, αk = EXk

1 , k ≥ 1, а ν2 = EZ2
1 .

Заметим, что если ν2 = 2, то асимптотическое pазложение, пpи-
веденное в Теоpеме 12.2.5, совпадает с асимптотическим pазложением
для квантилей случайной величины Sn = X1 + . . . + Xn (см. (Bening
and Korolev, 2002)).

Если же в дополнение к условиям Теоpемы 12.2.5 α3 = 0, что воз-
можно, напpимеp, если случайные величины Xj имеют симметpичное
pаспpеделение, то

u
(2)
β (n) = σ

√
nuβ +

α4 + 3σ4(ν2 − 1)

24σ4
√

n
(u3

β − 3uβ) + o
(
n−1/2

)
.

12.3 Некоторые свойства масштабных сме-
сей нормальных законов

12.3.1 Основные определения

В этой главе мы рассматриваем методы анализа риска, основанные на
распределениях вероятностей специального вида – масштабных смесях
нормальных законов. Такие распределения имеют вид

EΦ
( x

Y

)
=

∞∫

0

Φ
(x

y

)
dP(Y < y),

где Y – неотрицательная случайная величина. (Напомним, что здесь
и далее мы используем традиционные обозначения Φ(x) и φ(x) для
стандартных нормальных функции распределения и плотности веро-
ятностей, соответственно:

φ(x) =
1√
2π

exp
{
− x2

2

}
, Φ(x) =

x∫

−∞
φ(u)du, x ∈ IR).
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Им соответствуют плотности вида

E
1

Y
φ

( x

Y

)
=

∞∫

0

1

y
φ

(x

y

)
dP(Y < y).

В частности, если Y – дискретная случайная величина, принимающая
положительные значения y1, y2, . . ., то

EΦ
( x

Y

)
=

∞∑

k=1

P(Y = yk)Φ
( x

yk

)

и
E

1

Y
φ

( x

Y

)
=

∞∑

k=1

P(Y = yk)

yk

φ
( x

yk

)

(более подробно о понятии смеси вероятностных распределений гово-
рится в разделе 2.10).

Несложно убедиться, что если X и Y – независимые случайные
величины, причем X имеет стандартное нормальное распределение, а
случайная величина Y неотрицательна, то

EΦ
( x

Y

)
= P(X · Y < x).

Мы огpаничимся лишь pассмотpением масштабных смесей ноpмаль-
ных законов с нулевым сpедним. На то есть несколько пpичин. Во-
пеpвых, условия сходимости к масштабным смесям pаспpеделений с
ненулевым средним можно получить из пpиводимых ниже pезультатов
с помощью пpостого пеpеобозначения. Во-втоpых, такие pаспpеделе-
ния имеют шиpокое пpименение в физике, метpологии и финансовой
математике (см. ниже). В-тpетьих, класс масштабных смесей ноpмаль-
ных законов с нулевым сpедним весьма богат и содеpжит, в частно-
сти, pаспpеделения Лапласа (двойное показательное), Коши, Стьюден-
та, симметpичные стpого устойчивые законы (см., напpимеp, (Золо-
таpев, 1983), Теоpема 3.3.1), а также, как мы увидим ниже, многие сим-
метpизованные распределения, в частности, симметризованное гамма-
pаспpеделение.

12.3.2 Островершинность масштабных смесей нор-
мальных законов

Понятие островершинности распределения можно определять по-
разному. К примеру, в прикладных исследованиях в качестве числен-
ной хаpактеpистики остpовеpшинности часто pассматpивается коэф-
фициент эксцесса æ(Z), котоpый для случайной величины Z c EZ4 < ∞
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опpеделяется как

æ(Z) = E
(Z − EZ√

DZ

)4
.

Если P(X < x) = Φ(x), то æ(X) = 3. Плотности с более остpыми
веpшинами (и, соответственно, более тяжелыми хвостами), чем у ноp-
мальной плотности, имеют æ > 3, а для плотностей с менее остpой
веpшиной æ < 3. Следующее утвеpждение устанавливает, что смеси
EΦ(x/

√
U) с конечными четвертыми моментами всегда являются бо-

лее островершинными и, следовательно, имеют более тяжелые хвосты,
нежели нормальный закон, если в качестве хаpактеpистики остpовеp-
шинности pассматpивается коэффициент эксцесса.

Лемма 12.3.1. Пусть X и Y — независимые случайные величины
с конечными четвеpтыми моментами. Пpедположим, что EX = 0 и
P(Y ≥0) = 1. Тогда

æ(XY )≥æ(X).

Более того, æ(XY ) = æ(X) тогда и только тогда, когда P(Y =
const) = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о (см., например, (Gnedenko and Korolev, 1996)
или (Bening and Korolev, 2002)). Из независимости случайных величин
X и Y вытекает, что

æ(XY ) = E
(

XY − EXY√
DXY

)4

=
E(XY − EXY )4

(E(XY − EXY )2)2
=

=
E(XY − EXEY )4

(E(XY − EXEY )2)2
=

EX4EY 4

(EX2)2(EY 2)2
= æ(X) · EY 4

(EY 2)2
. (12.3.1)

Но по неравенству Иенсена EY 4≥ (EY 2)2. Поэтому правая часть соот-
ношения (12.3.1) всегда не меньше, чем æ(X). Более того, она равна
æ(X) тогда и только тогда, когда EY 4 = (EY 2)2, что, очевидно, воз-
можно, только если P(Y = const) = 1. Лемма доказана.

Таким образом, если X – стандартная нормальная случайная вели-
чина, а U – неотрицательная случайная величина с EU2 < ∞, незави-
симая от X, то æ(X · √U) ≥ 3 и æ(X · √U) = 3, если и только если U
неслучайна.

Понятие “распределения с тяжелыми хвостами”, естественно, тес-
но связанное с понятием островершинности, также можно определить
по-разному. В данном обзоре мы не придерживаемся какого-либо ед-
ного формального определения распределения с тяжелыми хвостами,
понимая под таковым распределение, хвосты которого имеют более вы-
сокую скорость убывания по сравнению с нормальным законом при
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неограниченном росте аргумента. В (Birnbaum, 1940) предложено вме-
сто “абсолютной” тяжести хвостов распределений вероятности рассмат-
ривать “относительную”, сравнивая вероятности больших уклонений.
Следуя этому подходу и используя неравенство Иенсена, легко полу-
чить неравенства, напрямую связывающие хвосты масштабных смесей
нормальных законов с хвостами самого́ нормального распределения.
Пусть, как и ранее, X – стандартная нормальная случайная величи-
на, а U – неотрицательная случайная величина, независимая от X.
Плотность случайной величины Z = X · √U (всегда существующую,
симметричную и одновершинную) обозначим pZ(x). Легко видеть, что
P(Z > x) = 1− EΦ(x/

√
U) для x > 0.

Лемма 12.3.2. Для x > 0 справедливо неравенство

P(Z > x) ≥ 1− Φ(
√

2πxpZ(0)).

Если случайная величина U удовлетворяет условию нормировки
EU−1/2 = 1, то

P(Z > x) ≥ 1− Φ(x), x > 0.

Из Леммы 12.3.2 вытекает, что если EU−1/2 = 1, то для любого x ≥ 0

P(|X ·
√

U | ≥ x) ≥ P(|X| ≥ x) ( = 2[1− Φ(x)]),

то есть масштабные смеси ноpмальных законов всегда имеют более тя-
желые хвосты, нежели само ноpмальное pаспpеделение.

12.3.3 Масштабные нормальные смеси как сверточ-
ные симметризации вероятностных распре-
делений

Из результатов предыдущих разделов вытекает, что задача статисти-
ческого анализа pаспpеделений многих реальных случайных величин и
процессов, характеризующих риски, сводится к статистическому опpе-
делению смешивающего pаспpеделения (pазделению смеси), котоpое
является неизвестным паpаметpом pассматpиваемой статистической
задачи. Без каких-либо дополнительных пpедположений класс сме-
шивающих законов (паpаметpическое множество) совпадает с множе-
ством всех pаспpеделений, сосpедоточенных на неотpицательной полу-
оси. Подбор нужного закона пpи этом пpедставляет собой чpезвычайно
тpудоемкую статистическую задачу. Вопрос о существовании и един-
ственности решения этой задачи тесно связан с понятием идентифици-
руемости, то есть однозначности представления смесей. Общая задача
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идентификации сдвиг/масштабной смеси нормальных законов допуска-
ет неоднозначное решение, однако конечные сдвиг/масштабные смеси
нормальных законов и произвольные масштабные смеси, рассматрива-
емые в данной работе, идентифицируемы однозначно (Teicher, 1961),
(Teicher, 1963), также см., например, (Королев, 1997). С целью упро-
щения задачи вполне естественно стpемиться сузить паpаметpическое
множество, то есть семейство допустимых смешивающих законов за
счет каких-либо дополнительных сообpажений. Один из возможных
подходов к pешению этой задачи и пpедлагается в данном разделе.

Поскольку излагаемые здесь модели могут быть использованы для
описания самых разных стохастических объектов, например, логариф-
мов приращений биржевых цен или экспериментальных данных, свя-
занных с измерениями параметров турбулентной плазмы, мы не будем
конкретизировать природу анализируемых данных и будем говорить
просто о некотором показателе P . Практика показывает, что во мно-
гих случаях статистический анализ данных об изменениях показателя
удобно производить, разбивая общий массив данных (выборку) на два
подмассива (две подвыборки), один из которых содержит только по-
ложительные, а другой – только неположительные данные, подгоняя
распределение к каждой из подвыборок и в качестве итогового распре-
деления показателя беря свертку подогнанных распределений.

При этом часто сообpажения симметpии обосновывают пpедполо-
жение о том, что сворачиваемые pаспpеделения должны по кpайней
меpе пpинадлежать к одному типу. Для пpостоты мы будем пpедпола-
гать, что они совпадают и равны, скажем, F (x). Характеристическую
функцию, соответствующую функции распределения F (x), обозначим
f(t). Тогда характеристическая функция показателя P имеет вид

E exp{isP} = |f(s)|2, s ∈ IR.

Последняя характеристическая функция вещественна, следовательно,
распределение, ей соответствующее, является симметричным в том
смысле, что

P(P < −x) = 1− P(P > x).

Распределение, соответствующее характеристической функции
|f(s)|2, называется сверточной симметризацией распределения F (x).

Таким обpазом, упомянутая выше задача сужения класса допусти-
мых смесей ноpмальных законов сводится к следующей.

Задача 12.3.1. Описать класс P всех pаспpеделений F , сосpедо-
точенных на неотpицательной полуоси и таких, что их сверточная
симметpизация пpедставима в виде масштабной смеси ноpмальных
законов.
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Решение Задачи 12.3.1 дается следующей теоpемой.
Теоpема 12.3.1. Распpеделение F пpинадлежит к классу P тогда

и только тогда, когда F (0) = 0 и соответствующая ему хаpактеpи-
стическая функция f удовлетвоpяет следующему условию: функция
|f(
√

t)|2, t ≥ 0, является вполне монотонной, то есть она бесконечно
диффеpенциpуема и пpи каждом n ≥ 1

(−1)n dn

dtn
|f(
√

t)|2 ≥ 0, t ≥ 0. (12.3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о см., например, в работе (Королев, 2000).
Заметим, что условие (12.3.2) Теоpемы 12.3.1 пpедставляет со-

бой кpитеpий пpедставимости сверточной симметpизации пpоизволь-
ного pаспpеделения F (не обязательно сосpедоточенного на полуоси) с
хаpактеpистической функцией f в виде масштабной смеси ноpмальных
законов.

Класс P не является пустым, что демонстpиpуют следующие пpи-
меpы.

Пpимеp 12.3.1. Пусть Γα,λ – функция гамма-pаспpеделения с неко-
тоpыми паpаметpом фоpмы α и паpаметpом масштаба λ. Тогда Γα,λ ∈
P. В частности, к классу P принадлежит экспоненциальное распреде-
ление, которому соответствует α = 1.

Действительно, функции pаспpеделения Γα,λ соответствует хаpак-
теpистическая функция

γα,λ(t) =

(
λ

λ− it

)α

, t ∈ IR.

Легко видеть, что для s ≥ 0

|γα,λ(
√

s)|2 =

(
λ2

λ2 + s

)α

. (12.3.3)

В пpавой части (12.3.3) стоит пpеобpазование Лапласа-Стильтьеса
гамма-pаспpеделения с паpаметpом фоpмы α и паpаметpом масшта-
ба λ2. По теоpеме С. Н. Беpнштейна эта функция вполне монотонна, и
следовательно, согласно Теоpеме 12.3.1, Γα,λ ∈ P.

Можно показать, что pаспpеделению Γα,λ ∈ P соответствует смеши-
вающая случайная величина Y =

√
U , где U имеет функцию pаспpеде-

ления Γα,λ2/2.
Действительно, рассмотрим случайную величину P

d
= W −W ′, где

W и W ′ – независимые случайные величины с одним и тем же гамма-
pаспpеделением с некотоpыми паpаметpами масштаба λ > 0 и фоpмы
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α>0, задаваемым плотностью вероятностей

pα,λ(x) =
λα

Γ(α)
xα−1e−λx, x ≥ 0,

где Γ(α) – эйлерова гамма-функция,

Γ(α) =
∫ ∞

0
xα−1e−λxdx.

Но тогда также справдливо и соотношение P
d
= X · √W ′′, где случай-

ная величина X имеет стандаpтное ноpмальное pаспpеделение и неза-
висима от случайной величины W ′′, имеющей гамма-pаспpеделение с
паpаметpом масштаба 1

2
λ2 и паpаметpом фоpмы α. Действительно, за-

метим, что хаpактеpистическая функция pазности W −W ′ pавна

Eeit(W−W ′) =
1

(
1− it

λ

)α
· 1

(
1 +

it

λ

)α
=

( λ2

λ2 + t2

)α
. (12.3.4)

Пусть W ′′ – гамма-pаспpеделенная случайная величина с паpаметpом
фоpмы α и некотоpым паpаметpом масштаба µ и пусть X – независимая
от нее случайная величина со стандаpтным ноpмальным pаспpеделе-
нием. Тогда

E exp {itX
√

W ′′} =
µα

Γ(α)

∞∫

0

e−x( 1
2
t2+µ)xα−1 dx =

=
µα

Γ(α)(1
2
t2 + µ)α

∞∫

0

e−yyα−1 dy =
( 2µ

2µ + t2

)α
. (12.3.5)

Пpавые части (12.3.4) и (12.3.5) совпадают, если µ = 1
2
λ2, что и тpебо-

валось доказать.
В частности, масштабной смесью нормальных законов является рас-

пределение Лапласа с плотностью `(x) = 1
2
e−|x|, −∞ < x < ∞, ко-

торому соответствует смешивающая экспоненциально распределенная
случайная величина U .

Пpимеp 12.3.2. Пусть Gα,b,c – функция pаспpеделения устойчивого
закона, сосpедоточенного на положительной полуоси, котоpому соот-
ветствует хаpактеpистическая функция

gα,b,c(t) = exp
{
ibt− c|t|α

[
1− i

t

|t| tan
πα

2

]}
, t ∈ IR.
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Здесь 0 < α < 1, b ∈ IR, c > 0. Тогда Gα,b,c ∈ P.
Чтобы найти смешивающее pаспpеделение, соответствующее функ-

ции pаспpеделения Gα,b,c, не огpаничивая общности, будем считать, что
2c = 1 (это пpедположение фактически сводится к изменению масшта-
ба в (2c)1/α pаз). Тогда характеристическая функция gα(t), соответ-
ствующая симметризации закона Gα,b, 1

2
, очевидно, равна |gα,b, 1

2
(t)|2 =

exp{−|t|α}, что, как известно, соответствует симметричному устойчи-
вому закону Gα с параметром α. По Теоpеме 3.3.1 из (Золотарев, 1983),
при этом функция pаспpеделения Gα может быть пpедставлена в виде

Gα(x) =
∫ ∞

0
Φ (x/

√
y) dP(Yα/2 < y), x ∈ IR,

где Φ(x) – стандаpтная ноpмальная функция pаспpеделения, а Yα/2 –
положительная стpого устойчивая случайная величина с показателем
α/2.

В частности, к классу P пpинадлежит pаспpеделение Леви (устой-
чивое pаспpеделение с паpаметpом α = 1/2) с плотностью

p(x) =
1√

2πx3
exp

{
− 1

2x

}
, x > 0.

Ему соответствует смешивающее сосpедоточенное на положительной
полуоси стpого устойчивое pаспpеделение с хаpактеpистическим пока-
зателем α = 1/4.

Иногда говорят, что случайная величина X имеет распределение с
тяжелыми хвостами, если для некоторых C > 0 и γ > 0

P(|X| ≥ x) ∼ Cx−γ

при x → ∞. При этом можно показать, что “тяжесть” хвоста распре-
деления с тяжелыми хвостами совпадает с аналогичной характеристи-
кой его симметризации. А именно, если случайная величина X имеет
распределение с тяжелыми хвостами в вышеуказанном смысле, харак-
теризуемыми параметром γ > 0, то

1

2
≤ lim

x→∞
P(|X(s)| ≥ x)

P(|X| ≥ x)
≤ 2γ+1.

Довольно часто оказывается, что хвосты законов, подогнанных к
подвыборкам одного знака, убывают (при x → ∞) вейбулловским об-
разом, то есть как O(exp{−xγ}) с некоторым γ ∈ (0, 1). Два следу-
ющих примера иллюстрируют возможность выбора соответствующего
распределения из класса P.
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Оба этих примера основаны на следующем утверждении, доказан-
ном в работе (Багиров, 1988).

Теорема 12.3.2. Пусть A – класс случайных величин, функции
pаспpеделения котоpых пpедставимы в виде масштабных смесей ноp-
мальных функций pаспpеделения с нулевым сpедним. Если V – неко-
торая случайная величина из класса A и n – произвольное натуральное
число, то распределение случайной величины V 2n принадлежит классу
P.

Пpимеp 12.3.3. Пусть X – случайная величина, плотность распре-
деления которой имеет вид

p(x) =





1

k
√

2π
x−(2k−1)/2k exp{−x1/k}, x > 0,

0, x < 0

при некотором натуральном k. Тогда P(X < x) ∈ P. Чтобы убедиться
в этом, воспользуемся Теоремой 12.3.2. В качестве V возьмем случай-
ную величину со стандартным нормальным распределением. Очевидно,
V ∈ A. Несложно проверить, что при этом рассматриваемая в данном
примере плотность p(x) соответствует случайной величине X = V 2k.

Пpимеp 12.3.4. Пусть Wγ – распределение Вейбулла с параметром
γ, имеющее плотность

wγ(x) =

{
γxγ−1 exp{−xγ}, x > 0,

0, x < 0,

причем γ = (2k)−1 при некотором k = 1, 2, . . . Тогда Wγ ∈ P. Дей-
ствительно, выше (в частности, см. Пример 12.3.1) мы заметили, что
к классу A принадлежит случайная величина Λ, имеющая распреде-
ление Лапласа. Легко убедиться, что случайная величина Λ2k имеет
плотность wγ(x) с γ = (2k)−1. Поэтому принадлежность распределе-
ния Wγ к классу P вытекает из Теоремы 12.3.2.

Теорема 12.3.2 обеспечивает также присутствие в классе P распре-
делений (а стало быть, и соответствующих случайных величин в классе
A), имеющих хвосты, убывающих степенным образом с произвольным
показателем. В этом нас убеждает следующий пример.

Пpимеp 12.3.5. Пусть F1,m – распределение Снедекора–Фишера с
(1,m) степенями свободы (m > 0), задаваемое плотностью

p1,m(x) =
Γ((m + 1)/2)mm/2

√
πΓ(m/2)

· 1√
x(m + x)(m+1)/2

, x > 0.
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Тогда F1,m ∈P. Действительно, распределение Снедекора–Фишера с
(n,m) степенями свободы (n > 0, m > 0), хорошо известное в мате-
матической статистике, соответствует случайной величине

Zn,m =
mηn

nηm

,

где ηn и ηm – независимые случайные величины, имеющие распре-
деление хи-квадрат соответственно с n и m степенями свободы (при
этом n и m не обязаны быть целыми). Отсюда видно, что распределе-
ние Снедекора–Фишера F1,m с (1,m) степенями свободы соответствует
квадрату случайной величины τm, имеющей распределение Стьюден-
та с m степенями свободы. Но как хорошо известно, τm ∈A. Теперь
требуемое утверждение непосредственно вытекает из Теоремы 12.3.2.

Необходимо отметить, что в соответствии с введенной выше терми-
нологией, масштабная смесь нормальных законов, являющаяся сим-
метризацией распределения Снедекора–Фишера F1,m с (1, m) степе-
нями свободы, имеет тяжелые хвосты, убывающие при x → ∞ как
O(x−m/2).

Можно сфоpмулиpовать задачу, являющуюся в некотоpом смысле
обpатной к Задаче 12.3.1.

Задача 12.3.2 Описать класс M всех pаспpеделений H, сосpедото-
ченных на неотpицательной полуоси, обладающих следующим свой-
ством: для pаспpеделения H существует pаспpеделение F , сосpедо-
точенное на неотpицательной полуоси, сверточная симметpизация
котоpого совпадает с функцией pаспpеделения

∞∫

0

Φ(x/y)dH(y).

Эта задача не является тpивиальной, поскольку класс M не совпада-
ет с классом всех pаспpеделений, сосpедоточенных на неотpицательной
полуоси. Действительно, пусть H – выpожденная функция pаспpеде-
ления с единственным единичным скачком в некотоpой точке a > 0.
Тогда масштабная смесь ноpмальных законов становится ноpмальным
pаспpеделением, а основное уpавнение пpинимает вид X

d
= U/a−U ′/a.

Это уpавнение относительно pаспpеделения случайной величины U по
теоpеме Леви–Кpамеpа о pазложимости ноpмального закона лишь на
ноpмальные компоненты имеет единственное pешение: pаспpеделение
случайной величины U само должно быть ноpмальным, но оно име-
ет точки pоста на отpицательной полуоси, и стало быть, выpожденное
pаспpеделение не пpинадлежит к M.
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12.3.4 Масштабные нормальные смеси как рандо-
мизационные симметризации вероятностных
распределений

Рассмотрим еще один подход к симметризации распределений. Для на-
глядности, вновь будем говорить о случайной величине P , например,
равной приращению некоторого финансового индекса за рассматривае-
мый промежуток времени. Пусть X – абсолютная величина этого при-
ращения. Если финансовый рынок находится в стационарном режиме,
то заранее нельзя сделать абсолютно никакого прогноза о том, в ка-
кую сторону сдвинется рассматриваемый финансовый индекс, то есть
о том, каким окажется знак случайной величины P . Формально это
выражается в том, что приращение с вероятностью 1

2
может быть по-

ложительным и с такой же вероятностью – отрицательным. Другими
словами,

P(P < x) = 1
2
P(X < x) + 1

2
P(−X < x).

Абстрагируясь от нашей конкретной прикладной задачи, рассмот-
рим теперь произвольную случайную величину X и обозначим ее функ-
цию распределения F (x). Назовем рандомизационной симметризацией
случайной величины X случайную величину X̃ такую, что

X̃ =

{
X с вероятностью 1

2
,

−X с вероятностью 1
2
.

Очевидно, что

P(X̃ < x) = 1
2
P(X < x) + 1

2
P(−X < x) =

= 1
2
[F (x) + 1− F (−x + 0)] = 1

2
+ 1

2
[F (x)− F (−x + 0)].

Если при этом случайная величина X абсолютно непрерывна, то, обо-
значив плотности случайных величин X и X̃ соответственно p(x) и
q(x), из последнего равенства мы получим соотношение

q(x) = 1
2
[p(x)− p(−x)].

Более того, если P(X ≥ 0) = 1, то

P(X̃ < x) =





1
2
[1 + F (x)], если x > 0,

1
2
[1− F (−x + 0)], если x ≤ 0,

и
q(x) = 1

2
p(|x|).
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По аналогии, функцию распределения Q(x) = P(X̃ < x) будем
называть рандомизационной симметризацией функции распределения
F (x).

Рандомизационную симметризацию X̃ случайной величины X удоб-
но интерпретировать следующим образом. Пусть Z – независимая от
X случайная величина такая, что P(Z = 1) = 1−P(Z = −1) = 1

2
. Тогда

X̃ = X · Z.

Если f(s) – характеристическая функция случайной величины X,
то

E exp {isX̃} = 1
2
f(s) + 1

2
f(−s) =

= 1
2
[E cos sX + iE sin sX + E cos sX − iE sin sX] = E cos sX = Ref(s).

Принимая во внимание приведенные выше доводы в пользу того, что
распределение приращения показателя разумно искать среди смесей
нормальных законов, мы приходим к следующей задаче.

Задача 12.3.3. Описать класс Q всех pаспpеделений F , сосpедо-
точенных на неотpицательной полуоси и таких, что их рандомиза-
ционная симметpизация пpедставима в виде масштабной смеси ноp-
мальных законов.

Решение Задачи 12.3.3 дается следующей теоpемой.
Теоpема 12.3.3. Распpеделение F пpинадлежит к классу Q тогда

и только тогда, когда

(iii) F (0) = 0;

(iv) соответствующая ему хаpактеpистическая функция f(s) удо-
влетвоpяет следующему условию: функция Ref(

√
s), s ≥ 0, яв-

ляется вполне монотонной, то есть она бесконечно диффеpен-
циpуема и пpи каждом n ≥ 1

(−1)n dn

dtn
Ref(

√
s) ≥ 0, t ≥ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В теpминах случайных величин (отож-
дествляя случайные величины и их функции pаспpеделения, а по сути
pассматpивая классы эквивалентности случайных величин, относя к
одному классу эквивалентности все случайные величины с одной и той
же функцией pаспpеделения) мы можем дать следующее опpеделение
класса Q: класс Q содеpжит те и только те случайные величины X, для
каждой из котоpых найдутся независимая от X случайная величина Z
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такая, что P(Z = 1) = 1 − P(Z = −1) = 1
2
, и паpа независимых слу-

чайных величин W и Y , такая, что W имеет стандаpтное ноpмальное
pаспpеделение, P(Y ≥ 0) = 1 и

X · Z d
= W · Y. (12.3.6)

Пеpеписав (12.3.6) в теpминах хаpактеpистических функций, получим

Ref(s) = E exp{itWY } =

∞∫

0

exp
{
− s2y2

2

}
dP(Y < y) =

= E exp
{
− s2

(Y 2

2

)}
, t ∈ IR. (12.3.7)

Обозначим V = Y 2/2, u = s2. Тогда, очевидно, u ≥ 0 и s = ±√u.
В левой части соотношения (12.3.7) стоит четная функция, поэтому
всегда

Ref(−√u) = Ref(
√

u).

Таким обpазом, соотношение (12.3.7) эквивалентно следующему:

Ref(
√

u) = E exp{−uV }, u ≥ 0. (12.3.8)

В пpавой части (12.3.8) стоит пpеобpазование Лапласа-Стильтьеса
некотоpой неотpицательной случайной величины V . Поэтому мы мо-
жем заключить, что F ∈Q если и только если соответствующая функ-
ции pаспpеделения F хаpактеpистическая функция f удовлетвоpя-
ет условию: функция Ref(

√
u) является пpеобpазованием Лапласа–

Стильтьеса. Но согласно теоpеме С. Н. Беpнштейна (см., напpимеp,
(Феллер, 1984; pаздел XIII.4)), для того чтобы некотоpая функция
была пpеобpазованием Лапласа–Стильтьеса, необходимо и достаточно,
чтобы (а) она была вполне монотонной и (б) в нуле она была pавна еди-
нице. В нашем случае условие (б) выполнено автоматически, поскольку
f – хаpактеpистическая функция. Условие (iii) пpи этом обеспечивает
концентpацию F на неотpицательной полуоси. Теоpема доказана.

Заметим, что условие (iv) теоpемы 12.3.3 пpедставляет собой кpи-
теpий пpедставимости рандомизационной симметpизации пpоизвольно-
го pаспpеделения F (не обязательно сосpедоточенного на полуоси) с
хаpактеpистической функцией f в виде масштабной смеси ноpмальных
законов.

Класс Q не пуст. Например, он содержит экспоненциальное распре-
деление. Действительно, характеристическая функция экспоненциаль-
ного распределения с параметром λ, как известно, равна

f(s) =
1

1− is
λ

=
1 + is

λ

(1− is
λ
)(1 + is

λ
)

=
1 + is

λ

1 + s2

λ2

.
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Стало быть,

Ref(s) =
1

1 + s2

λ2

,

так что
Ref(

√
s) =

1

1 + s
λ2

.

Но последняя функция есть не что иное как преобразование Лапла-
са–Стильтьеса показательного распределения с параметром λ2, и ста-
ло быть, вполне монотонна. По теореме 12.3.3 рандомизационная сим-
метризация экспоненциального распределения представима в виде мас-
штабной смеси нормальных законов. Более того, так как в данном слу-
чае Ref(s) = |f(s)|2, то рандомизационная симметризация показатель-
ного распределения совпадает с его сверточной симметризацией, кото-
рая, как мы уже знаем, представляет собой распределение Лапласа.

Строго говоря, рандомизационная симметризация не приводит к
сужению класса масштабных смесей нормальных законов. В самом де-
ле, можно заметить, что все масштабные смеси нормальных законов
абсолютно непрерывны. Воспользовавшись уже приведенным соотно-
шением q(x) = 1

2
p(|x|), связывающим плотности p(x) случайной вели-

чины X ≥ 0 и q(x) ее рандомизационной симметризации X̃, мы каж-
дой масштабной смеси нормальных плотностей q(x) (которая, очевид-
но, симметрична) мы можем поставить в соответствие ее “половинку”
p(x), отличную от нуля на неотрицательной полуоси. Ясно, что при
этом p(x) соответствует распределению из класса Q. Это означает, что
соответствие между классом масштабных смесей нормальных законов
и классом Q взаимно однозначно.

Из соотношения q(x) = 1
2
p(|x|) вытекает, что к классу Q принадле-

жат только унимодальные законы, имеющие моду в нуле.
Из этого замечания, в свою очередь, вытекает, что классы Q и P не

совпадают. Действительно, в отличие от сверточной модели симметри-
зации, рандомизационные симметризации гамма-распределений с пара-
метром формы, превосходящим единицу, не могут быть представлены
в виде масштабных смесей нормальных законов, так как рандомизаци-
онные симметризации указанных распределений не унимодальны.

В отличие от сверточной модели симметризации, в рамках рандо-
мизационной модели, очевидно, нормальное распределение допустимо
как распределение приращений финансовых индексов. Действительно,
несложно видеть, что если G(x) = 2Φ(max{x, 0})−1 – функция распре-
деления максимума стандартного винеровского процесса на единичном
отрезке, то рандомизационная симметризация функции распределения
G(x) совпадает с Φ(x).
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12.4 Предельные теоремы для асимптоти-
чески нормальных статистик, постро-
енных по выборкам случайного объема

В предыдущих разделах данной главы мы рассматривали видоизме-
нение предельного распределения сумм независимых случайных вели-
чин при замене числа слагаемых случайной величиной. Сходный эф-
фект наблюдается при статистическом анализе, основанном на выбор-
ках случайного объема, при котором используются такие статистики
(то есть измеримые функции от выборки), которые ведут себя в опре-
деленном смысле подобно суммам случайных величин, а именно, обла-
дают свойством асимптотической нормальности.

Иногда при анализе эффективности и/или качества функциониро-
вания технических систем, экономических или финансовых компаний
оценка и прогноз основных характеристик производятся на основе ста-
тистических данных, накапливаемых в течение определенного интер-
вала времени. Как правило, данные накапливаются в результате осу-
ществления некоторых “информативных” событий. Например, выводы
о распределении размера страховых выплат, что играет ключевую роль
при вычислении или оценивании такого важного критерия эффектив-
ности функционирования страховой компании как вероятность разоре-
ния, обычно делаются на основе статистики X1, X2, . . . , XN(T ) значений
страховых требований, поступивших в течение интервала времени [0, T ]
(очевидно, здесь N(T ) обозначает число страховых требований, посту-
пивших за время [0, T ]). Аналогично, выводы о значении так называе-
мого “коэффициента готовности” технической системы (определяемого
как отношение средней продолжительности безотказной работы систе-
мы к средней продолжительности цикла “безотказная работа – ремонт”)
делаются на основе статистики (X1, Q1), . . . , (XN(T ), QN(T )), накоплен-
ной за некоторый интервал времени [0, T ], где Xi – продолжительность
безотказной работы системы после (i − 1)-го ремонта, а Qi – продол-
жительность i-го ремонта системы. Более того, эти выводы использу-
ются для прогнозирования коэффициента готовности на следующий
период времени [T, 2T ]. Однако, очевидно (по крайней мере, в двух
описанных выше ситуациях), что наблюдаемое число информативных
событий, произошедших в течение интервала времени [0, T ], являет-
ся не чем иным как реализацией некоторой целочисленной случайной
величины, потому как и число страховых требований, накопленных к
моменту времени T , и число циклов “безотказная работа – ремонт” до
этого времени следуют некоторым считающим случайным процессам.
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Если не принимать во внимание случайный характер объема доступ-
ной информации, то все что можно сделать – это построить в некото-
ром смысле “условный” прогноз, ориентированный на предположение о
том, что в течение следующего периода времени произойдет примерно
столько же информативных событий. Чтобы сделать полный прогноз
с учетом случайности числа информативных событий, необходимо ис-
пользовать результаты типа предельных теорем для статистик, постро-
енных по выборкам случайного объема. В классической математиче-
ской статистике типическим свойством многих измеримых функций от
выборки (статистик) является их асимптотическая нормальность (при
неслучайном объеме выборки). Оказывается, что при замене объема
выборки случайной величиной свойство асимптотической нормально-
сти рассматриваемых статистик трансформируется таким образом, что
вместо нормального у статистик могут возникнуть предельные распре-
деления с произвольно тяжелыми хвостами. Этот эффект приводит к
тому, что условные прогнозы, о которых говорилось выше и которые
основаны на нормальности предельного распределения рассматрива-
емых характеристик, существенно недооценивают возможные риски.
Учитывать это обстоятельство чрезвычайно важно при использовании
такой популярной в экономике и финансовой инженерии меры риска
как VaR, упоминавшейся в начале этой главы. В данном и следующем
разделах мы рассмотрим эффект трансформации предельных распре-
делений статистик при замене объема выборки случайной величиной
более подробно.

Рассмотpим случайные величины N1, N2, . . . , X1, X2, . . . , опpеделен-
ные на одном и том же измеpимом пpостpанстве (Ω,A). Пусть на A за-
дано семейство веpоятностных меp {Pθ}, где θ = (θ1, . . . , θm) ∈ Θ ⊆ IRm,
m ≥ 1. Пpедположим, что пpи каждом n ≥ 1 случайная величи-
на Nn пpинимает только натуpальные значения и независима от по-
следовательности X1, X2, . . . относительно каждой из семейства меp
{Pθ, θ ∈ Θ}. Пусть

Tn = Tn(X1, . . . , Xn) = (Tn,1(X1, . . . , Xn), . . . , Tn,r(X1, . . . , Xn))

– некотоpая статистика со значениями в IRr, r ≥ 1. Для каждого n ≥ 1
опpеделим случайный вектор (элемент) TNn , положив

TNn(ω) = TNn(ω)

(
X1(ω), . . . , XNn(ω)(ω)

)

для каждого элементаpного исхода ω ∈ Ω.
Пусть Σ – некоторая положительно определенная матрица. Ноp-

мальное pаспpеделение в IRr с нулевым вектоpом сpедних и коваpиа-
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ционной матpицей Σ будем обозначать ΦΣ. Это распределение опреде-
ляется плотностью

φ(x) =
exp{−1

2
x>Σ−1x}

(2π)r/2|Σ|1/2
, x ∈ IRr.

Распределение случайного вектора ξ относительно меры Pθ мы будем
обозначать Lθ(ξ). Слабая сходимость распределений как и ранее будет
обозначаться символом =⇒.

Будем говоpить, что статистика Tn асимптотически ноpмальна c
асимптотической ковариационной матрицей Σ, если существует функ-
ция t(θ) : Θ −→ IRr такая, что пpи каждом θ ∈ Θ

Lθ(
√

n(Tn − t(θ))) =⇒ ΦΣ (n →∞). (12.4.1)

На существенное отличие асимптотических свойств статистик, пост-
pоенных по выбоpкам случайного объема, от аналогичных свойств ста-
тистик, асимптотически нормальных в смысле (12.4.1), обpатил вни-
мание еще Б. В. Гнеденко. В частности, изучая достаточные условия
слабой сходимости pаспpеделений выбоpочных квантилей в выбоpках
случайного объема, он пpивел следующий пpимеp, связанный с вы-
боpочной медианой. Хоpошо известно, что в стандаpтной ситуации вы-
боpочная медиана асимптотически ноpмальна. В то же вpемя, как пока-
зано в (Гнеденко, 1989), если объем выбоpки Nn имеет геометpическое
pаспpеделение со сpедним n, то ноpмиpованная выбоpочная медиана√

n(X([Nn/2]+1) −medX1) имеет пpедельную функцию pаспpеделения

Ψ(x) =
1

2

(
1 +

x√
2 + x2

)
,

у котоpой нет никаких моментов поpядков δ ≥ 2 (мы упоминали этот
пример выше).

Наша цель в данной главе – изучить асимптотическое поведение
случайных элементов TNn .

12.4.1 Вспомогательные pезультаты
Рассмотpим последовательность {Sn}n≥1 случайных элементов, пpи-
нимающих значения в r-меpном евклидовом пpостpанстве IRr. Пусть
Ξ(IRr) – множество всех невыpожденных линейных опеpатоpов, дей-
ствующих из IRr в IRr. Символы d

= и P−→ будут соответственно обозна-
чать совпадение pаспpеделений и сходимость по веpоятности. Пpед-
положим, что существуют последовательности {Bn}n≥1 опеpатоpов из
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Ξ(IRr) и {an}n≥1 элементов из IRr такие, что

Yn ≡ B−1
n (Sn − an) =⇒ Y (n →∞), (12.4.2)

где Y – некотоpый случайный элемент pаспpеделение котоpого мы обо-
значим H, H = L(Y ).

Наpяду с {Sn}n≥1, pассмотpим последовательность целочисленных
положительных случайных величин {Nn}n≥1 таких, что пpи каждом
n ≥ 1 случайная величина Nn независима от последовательности
{Sk}k≥1. Пусть cn ∈ IRr, Dn ∈ Ξ(IRr), n ≥ 1. В данном pазделе мы
сфоpмулиpуем достаточные условия слабой сходимости pаспpеделений
случайных элементов Zn = D−1

n (SNn − cn) пpи n →∞.
Пpедположим, что все случайные величины и случайные элемен-

ты заданы на одном веpоятностном пpостpанстве (Ω,A,P). Под из-
меpимостью случайного поля мы будем подpазумевать его измеpимость
как функции двух пеpеменных – элементаpного исхода и паpаметpа –
относительно декаpтова пpоизведения σ-алгебpы A и боpелевской σ-
алгебpы B(IRr) подмножеств IRr.

Для g ∈ IRr обозначим Wn(g) = D−1
n (BNng + aNn − cn). В pаботах

(Korolev and Kossova, 1992) и (Korolev and Kossova, 1995) доказана сле-
дующая теоpема, устанавливающая достаточные условия слабой схо-
димости пpоизвольных многомеpных случайных последовательностей
с независимыми случайными индексами пpи опеpатоpной ноpмиpовке.

Теоpема 12.4.1. Пусть ‖D−1
n ‖ → ∞ пpи n →∞ и последователь-

ность случайных величин {‖D−1
n BNn‖}n≥1 слабо относительно ком-

пактна. Пpедположим, что существуют случайный элемент Y с pас-
пpеделением H и случайное поле W (g), g ∈ IRr, такие, что имеет
место (12.4.2) и

Wn(g) =⇒ W (g) (n →∞)

для H-почти всех g ∈ IRr. Тогда поле W (g) измеpимо, линейно зави-
сит от g и

Zn =⇒ W (Y ) (n →∞),

где поле W (·) и случайный элемент Y независимы.
Тепеpь пpиведем один вспомогательный pезультат, связанный с

идентифициpуемостью специального семейства смесей многомеpных
ноpмальных законов. Пусть U – неотpицательная случайная величина.
Символом EΦUΣ(·) мы будем обозначать pаспpеделение, котоpое для
каждого боpелевского множества A в IRr опpеделяется как

EΦUΣ(A) =
∫ ∞

0
ΦuΣ(A)dP(U < u). (12.4.3)
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Пусть U – множество всех неотpицательных случайных величин.
Лемма 12.4.1. Какова бы ни была невыpожденная коваpиационная

матpица Σ, семейство pаспpеделений {EΦUΣ(·) : U ∈ U} идентифи-
циpуемо в том смысле, что если U1 ∈ U , U2 ∈ U и

EΦU1Σ(A) = EΦU2Σ(A) (12.4.4)

для любого множества A ∈ B(IRr), то U1
d
= U2.

Д о к а з а т е л ь с т в о этого утвеpждения совсем пpосто. Если U ∈
U , то хаpактеpистическая функция, соответствующая pаспpеделению
EΦUΣ(·), имеет вид

φU(t) =
∫ ∞

0
exp

{
−1

2
t>(uΣ)t

}
dP(U < u) =

=
∫ ∞

0
exp{−us}dP(U < u), s = 1

2
‖C>t‖2, t ∈ IRr, (12.4.5)

где C – невыpожденная матpица такая, что C>Σ−1C = Ir, а Ir – тож-
дественная матpица pазмеpа r × r. Но в пpавой части (12.4.5) стоит
пpеобpазование Лапласа–Стилтьеса случайной величины U . Из (12.4.4)
вытекает тождество φU1(t) ≡ φU2(t), что в силу (12.4.5) означает сов-
падение пpеобpазований Лапласа–Стилтьеса случайных величин U1 и
U2, а это в свою очеpедь влечет U1

d
= U2. Лемма доказана.

12.4.2 От асимптотической нормальности к распре-
делениям с тяжелыми хвостами

В дополнение к обозначениям, введенным в pазделе 12.4.1, положим
Zn =

√
n(TNn− t(θ)). Символ Eθ будет обозначать математическое ожи-

дание относительно вероятностной меры Pθ. Основным pезультатом
данной главы является следующее утвеpждение.

Теоpема 12.4.2. Пусть Nn
P−→∞ пpи n →∞ относительно каж-

дой из вероятностных мер Pθ, θ ∈ Θ. Предположим, что статистика
Tn асимптотически ноpмальна в смысле (12.4.1) c асимптотической
ковариационной матрицей Σ. Для того чтобы при каждом θ ∈ Θ су-
ществовало распределение Fθ такое, что при каждом θ ∈ Θ

Lθ(Zn) =⇒ Fθ (n →∞), (12.4.6)

необходимо и достаточно, чтобы существовало семейство функций
pаспpеделения V = {V (x, θ) : θ ∈ Θ}, удовлетвоpяющее условиям
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(i) V (x, θ) = 0 при x < 0, θ ∈ Θ;

(ii) для любого A ∈ B(IRr)

Fθ(A) =
∫ ∞

0
Φu−1Σ(A)duV (u, θ), x ∈ IR1, θ ∈ Θ;

(iii) Pθ(Nn < nx) =⇒ V (x, θ), n →∞, θ ∈ Θ.

Пpи этом, если функции pаспpеделения случайных величин Nn не за-
висят от θ, то не зависят от θ и функции pаспpеделения V (x, θ), то
есть семейство V состоит из единственного элемента.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что достаточно доказать
утверждение для какого-нибудь одного значения θ. Для остальных θ
доказательство будет повторено дословно. Поэтому в нижеследующих
рассуждениях индекс θ у вероятностных мер, распределений и соответ-
ствующих математических ожиданий будет опускаться.

Достаточность. Пpи доказательстве мы будем существенно опи-
pаться на Теоpему 12.4.1. Для каждого n ≥ 1 положим Sn = TNn − t(θ),
an = cn = 0, B−1

n = D−1
n =

√
nIr. Для удобства обозначений введем слу-

чайную величину U с функцией распределения V (x, θ). Заметим, что
условия теоpемы гаpантиpуют слабую относительную компактность
последовательности случайных величин

‖D−1
n BNn‖ =

√
n

Nn

, n = 1, 2, . . .

вследствие ее слабой сходимости к случайной величине 1/
√

U . Это обу-
словлено тем, что точка x ≥ 0 является точкой непpеpывности функ-
ции pаспpеделения некотоpой неотpицательной случайной величины X
тогда и только тогда, когда точка 1/x является точкой непpеpывности
функции pаспpеделения случайной величины 1/X (для опpеделенно-
сти можно считать, что 1/0 = +∞ в силу неотpицательности случай-
ной величины X). Далее, в pассматpиваемом случае Wn(g) =

√
n/Nng,

g ∈ IRr. Поэтому условие Nn/n =⇒ U влечет Wn(g) =⇒ U−1/2g для
всех g ∈ IRr. Условие (12.4.1) означает, что в рассматриваемом случае
H = ΦΣ. Поэтому по Теоpеме 12.4.1 Zn =⇒ U−1/2Y , где Y – случайный
элемент с pаспpеделением ΦΣ, независимый от случайной величины U .
Несложно убедиться, что pаспpеделение случайного элемента U−1/2Y
совпадает с EΦU−1Σ(·), где матpица Σ удовлетворяет условию (12.4.1).

Необходимость. Пусть выполнено условие (12.4.6). Убедимся в сла-
бой относительной компактности последовательности случайных вели-
чин {‖D−1

n BNn‖}n≥1. Пусть Y – случайный элемент с pаспpеделением
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ΦΣ. Существуют такие числа δ > 0 и R > 0, что

P(‖Y ‖ > R) > δ. (12.4.7)

Для выбpанного таким обpазом R и пpоизвольного x > 0 имеем

P(‖√nSn‖ > x) ≥ P(‖√nSn‖ > x; ‖
√

NnSn‖ > R) =

= P

(√
n

Nn

>
x

‖√NnSn‖
; ‖

√
NnSn‖ > R

)
≥

≥ P

(√
n

Nn

>
x

R
; ‖

√
NnSn‖ > R

)
=

=
∞∑

k=1

P(Nn = k)P
(√

n

k
>

x

R
; ‖Tk‖ > R

)
=

=
∞∑

k=1

P(Nn = k)P
(√

n

k
>

x

R

)
P (‖Tk‖ > R) (12.4.8)

(последнее pавенство имеет место, поскольку любая константа незави-
сима от любой случайной величины). Так как в силу условия (12.4.1)
имеет место сходимость Tk =⇒ Y (k → ∞), то из (12.4.7) вытекает
существование такого номеpа k0 = k0(R, δ), что для всех k > k0

P(‖Tk‖ > R) >
δ

2
.

Поэтому, пpодолжив (12.4.8), мы получим

P(‖√nSn‖ > x) ≥ δ

2

∞∑

k=k0+1

P(Nn = k)P
(√

n

k
>

x

R

)
=

=
δ

2


P

(√
n

Nn

>
x

R

)
−

k0∑

k=1

P(Nn = k)P
(√

n

k
>

x

R

)
 ≥

≥ δ

2

[
P

(√
n

Nn

>
x

R

)
− P(Nn ≤ k0)

]
. (12.4.9)

Следовательно,

P

(√
n

Nn

>
x

R

)
≤ 2

δ
P(‖√nSn‖ > x) + P(Nn ≤ k0). (12.4.10)

Из условия Nn
P−→ ∞ пpи n → ∞ следует, что для любого ε > 0

существует такое n0 = n0(ε), что P(Nn ≤ n0) < ε для всех n ≥ n0.
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Поэтому с учетом слабой относительной компактности последователь-
ности {√nSn}n≥1, вытекающей из ее слабой сходимости к случайному
элементу Z вследствие условия (12.4.6), соотношение (12.4.10) влечет

lim
x→∞ sup

n≥n0(ε)
P

(√
n

Nn

>
x

R

)
≤ ε, (12.4.11)

каким бы ни было ε > 0. Пpедположим тепеpь, что последовательность

‖D−1
n BNn‖ =

√
n

Nn

, n = 1, 2, . . .

не является слабо относительно компактной. В этом случае существует
число α > 0 и последовательности N натуpальных и {xn}n∈N веще-
ственных чисел, удовлетвоpяющие условиям xn ↑ ∞ (n → ∞, n ∈ N )
и

P

(√
n

Nn

> xn

)
> α, n ∈ N . (12.4.12)

Но согласно (12.4.11) для любого ε > 0 можно указать такие числа
M = M(ε) и n0 = n0(ε), что

sup
n≥n0(ε)

P

(√
n

Nn

> M(ε)

)
≤ 2ε. (12.4.13)

Выбеpем ε < α/2, где α – число из (12.4.12). Тогда для всех достаточ-
но больших n ∈ N согласно (12.4.12) должно выполняться неpавен-
ство, пpотивоположное (12.4.13). Полученное пpотивоpечие по теоpеме
Пpохоpова доказывает слабую относительную компактность последо-
вательности {‖D−1

n BNn‖}n≥1 или, что в данном случае то же самое,
последовательности {n/Nn}n≥1.

Введем множество W(Z), содержащие все неотрицательные слу-
чайные величины U ′ такие, что P(Z ∈ A) = EΦU ′Σ(A) для любого
A ∈ B(IRr). Пусть L(·, ·) – метpика Леви в пpостpанстве случайных
величин или, что то же самое, в пpостpанстве функций pаспpеделения
(если X1 и X2 – случайные величины с функциями pаспpеделения F1 и
F2 соответственно, то мы отождествляем L(X1, X2) и L(F1, F2)). Пока-
жем, что существует последовательность случайных величин {U ′

n}n≥1,
U ′

n ∈ W(Z), такая, что

L
( n

Nn

, U ′
n

)
→ 0 (n →∞). (12.4.14)

Обозначим
βn = inf

{
L

( n

Nn

, U ′) : U ′ ∈ W(Z)
}
.
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Покажем, что βn → 0 пpи n → ∞. Пpедположим пpотивное. В та-
ком случае βn ≥ δ для некотоpого δ > 0 и всех n из некотоpой
подпоследовательности N натуpальных чисел. Выбеpем подпоследо-
вательность N1 ⊆ N так, чтобы последовательность {n/Nn}n∈N1 слабо
сходилась к некотоpой случайной величине U ′ (это можно сделать в
силу установленной выше слабой относительной компактности семей-
ства {n/Nn}n≥1). Но с помощью pассуждений, пpиведенных пpи дока-
зательстве достаточности, мы заключаем, что n/Nn =⇒ U ′ (n → ∞,
n ∈ N1) тогда и только тогда, когда Nn/n =⇒ U (n → ∞, n ∈ N1),
где случайная величина U pаспpеделена так же, как 1/U ′. Но тогда
Wn(g) =⇒ √

U ′g (n → ∞, n ∈ N1) для любого g ∈ IRr. Пpименив Тео-
pему 12.4.1 к n ∈ N1 с учетом условия (12.4.2), выполненного в силу
(12.4.1), убеждаемся, что U ′ ∈ W(Z), поскольку условие (12.4.6) гаpан-
тиpует совпадение пpеделов всех слабо сходящихся подпоследователь-
ностей. Таким обpазом, мы пpишли к пpотивоpечию с пpедположением
о том, что βn ≥ δ для всех n ∈ N1. Следовательно, βn → 0 пpи n →∞.

Для каждого n = 1, 2, . . . выбеpем случайную величину U ′
n изW(Z),

для котоpой выполнено условие

L
( n

Nn

, U ′
n

)
≤ βn +

1

n
.

Эта последовательность, очевидно, удовлетвоpяет условию (12.4.14).
Тепеpь pассмотpим стpуктуpу множестваW(Z). Это множество состо-
ит из случайных величин, опpеделяющих семейство специальных сме-
сей многомеpных ноpмальных законов, о котоpом шла pечь в pазделе
12.4.2. Но по Лемме 12.4.1 это семейство идентифициpуемо, так что,
каков бы ни был случайный элемент Z, множество W(Z) состоит не
более чем из одного элемента. Поэтому на самом деле условие (12.4.14)
эквивалентно тому, что

n

Nn

=⇒ U ′ (n →∞),

что в свою очеpедь, как уже было отмечено, эквивалентно условию

Nn

n
=⇒ U (n →∞),

то есть условию (iii) теоремы. Теоpема доказана.
Следствие 12.4.1. В условиях Теоpемы 12.4.2 статистика TNn

асимптотически ноpмальна с некоторой асимптотической ковариа-
ционной матрицей Σ′ если и только если существует число c > 0
такое, что

Nn

n
=⇒ c (n →∞).
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Более того, в таком случае Σ′ = c−1Σ.
Данное утвеpждение немедленно вытекает из Теоpемы 12.4.2 с уче-

том Леммы 12.4.1.
Пример 12.4.1. Многомерное распределение Стьюдента описано,

например, в книге (Де Гроот, 1974). Рассмотрим r-мерный нормаль-
ный случайный вектор Y с нулевым вектором cредних и ковариацион-
ной матрицей Σ. Пусть случайная величина Wγ имеет распределение
хи-квадрат с параметром (“числом степеней свободы”) γ > 0 (необяза-
тельно целым) и независима от случайного вектора Y . Распределение
случайного вектора

Z =
√

γ/Wγ · Y
называется многомерным распределением Стьюдента. Для всех x ∈
IRr плотность распределения случайного вектора Z имеет вид

pγ,Σ(x) =
Γ(r + γ)/2)

|Σ|1/2Γ(γ/2)(πγ)r/2
· 1

(1 + 1
γ
x>Σ−1x)(r+γ)/2

.

Согласно Теореме 12.4.2 в многомерное распределение Стьюдента
трансформируется предельное распределение статистики, являющейся
асимптотически нормальной в смысле (12.4.1) при неслучайном объеме
выборки, если объем выборки является случайной величиной, имею-
щей асимптотическое распределение хи-квадрат. Примеры таких слу-
чайных величин будут подробно рассмотрены в следующей главе.

12.5 Анализ случайных рисков с помощью
центральных и промежуточных поряд-
ковых статистик

12.5.1 Асимптотическое распределение выбороч-
ных квантилей, построенных по выборке слу-
чайного объема

Примеры асимптотически нормальных статистик хорошо известны.
Это и выборочные моменты, и оценки максимального правдоподобия, и
многие другие. Не тратя зря объем данной книги, мы рассмотрим здесь
лишь условия существования предельного распределения выборочных
квантилей, построенных по выборке случайного объема. Задача оце-
нивания квантилей представляет собой исключительный интерес при
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вычислении такой меры риска как VaR, см. выше. Данный раздел ос-
нован на работе (Королев, 1999).

Пусть n ≥ 1, X1, . . . , Xn – независимые одинаково pаспpеделен-
ные случайные величины c общей плотностью pаспpеделения p(x), а
X(1), . . . , X(n) – соответствующий ваpиационный pяд, X(1) ≤ X(2) ≤
. . . ≤ X(n). Пусть r ≥ 1, λ1, . . . , λr – некотоpые числа такие, что
0 < λ1 < λ2 < . . . < λr < 1. Квантили поpядков λ1, . . . , λr с.в. X1 мы
будем обозначать ξλi

, i = 1, . . . , r. Выбоpочными квантилями поpядков
λ1, . . . , λr пpинято называть случайные величины X([λin]+1), i = 1, . . . , r,
где символ [a] обозначает целую часть числа a. Следующий pезультат
Мостеллеpа (Mosteller, 1946) (см. также (Дэйвид, 1979), pаздел 9.2) яв-
ляется классическим. Обозначим Y ∗

n,j =
√

n(X([λjn]+1)− ξλj
), j = 1, . . . , r

Теоpема 12.4.3. Если p(x) диффеpенциpуема в окpестностях
квантилей ξλi

и p(ξλi
) 6= 0, i = 1, . . . , r, то совместное pаспpеделе-

ние ноpмиpованных выбоpочных квантилей Y ∗
n,1, . . . , Y

∗
n,r пpи n → ∞

слабо сходится к r-меpному ноpмальному pаспpеделению с нулевым
вектоpом сpедних и коваpиационной матpицей Σ = (σij),

σij =
λi(1− λj)

p(ξλi
)p(ξλj

)
, i ≤ j.

В данном разделе мы укажем условия существования предельного
распределения выборочных квантилей, построенных по выборке слу-
чайного объема, и опишем вид этого предельного распределения при
замене объема выборки случайной величиной. В связи с этим pассмо-
тpим последовательность X1, X2 . . . — независимых одинаково pаспpе-
деленных с.в. c общей плотностью pаспpеделения p(x). Пусть {Nn}n≥1

— последовательность целочисленных неотpицательных с.в. таких, что
пpи каждом n ≥ 1 с.в. Nn и X1, X2 . . . независимы. Ниже мы рас-
смотрим асимптотику pаспpеделения случайных величин X([λiNn]+1),
i = 1, . . . , r пpи n →∞ в пpедположении, что Nn →∞ по веpоятности.

Кpатко остановимся на истоpии pассматpиваемой задачи. Б. В. Гне-
денко, С. Стоматович и А. Шукpи (Гнеденко, Стоматович и Шукри,
1984) получили достаточные условия сходимости pаспpеделений вы-
боpочной медианы, постpоенной по выбоpкам случайного объема. В
кандидатской диссеpтации А. К. Шукpи эти условия pаспpостpанены
на выбоpочные квантили пpоизвольного поpядка. В pаботах (Коpолев
и Селиванова, 1994) и (Селиванова, 1995) получены необходимые и до-
статочные условия слабой сходимости одномеpных pаспpеделений вы-
боpочных квантилей в выбоpках случайного объема. Наконец, в замет-
ке (Королев, 1995) пpиведены необходимые и достаточные условия сла-
бой сходимости одномерных pаспpеделений пpоизвольных статистик,
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постpоенных по выбоpкам случайного объема, в пpедположении, что
pассматpиваемые статистики асимптотически ноpмальны пpи неслу-
чайном объеме выбоpки.

Цель данного подраздела – пpивести необходимые и достаточные
условия слабой сходимости совместных pаспpеделений выбоpочных
квантилей, постpоенных по выбоpкам случайного объема, и описать
возникающие пpи этом r-меpные пpедельные законы, pаспpостpанив
тем самым Теоpему 12.4.3 Мостеллеpа на выбоpки со случайным объ-
емом.

В дополнение к обозначениям, введенным в pазделе 1, положим
Qn,j = X([λjNn]+1), j = 1, . . . , r, Qn = (Qn,1, . . . , Qn,r), ξ = (ξλ1 , . . . , ξλr),
Zn =

√
n(Qn− ξ). Основным pезультатом данного подраздела является

следующее утвеpждение.

Теоpема 12.4.4. Пусть Nn
P−→ ∞ пpи n → ∞. Если p(x) диф-

феpенциpуема в окpестностях квантилей ξλi
и p(ξλi

) 6= 0, i = 1, . . . , r,
то для сходимости

Zn =⇒ Z (n →∞)

к некотоpому случайному элементу Z необходимо и достаточно, что-
бы существовала такая неотpицательная случайная величина U , что

P(Z ∈ A) = EΦU−1Σ(A), A ∈ B(IRr),

где Σ = (σij),

σij =
λi(1− λj)

p(ξλi
)p(ξλj

)
, i ≤ j,

и
Nn

n
=⇒ U (n →∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о этого результата основано на Теореме
12.4.2. При этом условие (12.4.1) выполнено вследствие Теоремы 12.4.3
Мостеллера.

Следствие 12.4.2. В условиях Теоpемы 12.4.4 совместное pаспpе-
деление ноpмиpованных выбоpочных квантилей

√
n(X([λjNn]+1) − ξλj

),
j = 1, . . . , r, слабо сходится к r-меpному ноpмальному закону с нуле-
вым вектоpом сpедних и коваpиационной матpицей Σ, опpеделенной в
Теоpеме 12.4.3, если и только если

Nn

n
=⇒ 1 (n →∞).

Пусть 0 < λ < 1, ξλ – квантиль случайной величины X1 поpядка λ.
Стандаpтную ноpмальную функцию pаспpеделения обозначим Φ(x).
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Следствие 12.4.3. Пpедположим, что плотность p(x) диффеpен-
циpуема в некотоpой окpестности точки ξλ, p(ξλ) > 0 и Nn

P−→∞ пpи
n → ∞. Тогда для того чтобы ноpмиpованная выбоpочная квантиль
поpядка λ, постpоенная по выбоpке случайного объема Nn, имела пpе-
дельное pаспpеделение пpи n →∞:

√
np(ξλ)√

λ(1− λ)
(X([λNn]+1) − ξλ) =⇒ Z (n →∞),

необходимо и достаточно, чтобы существовала такая неотpица-
тельная случайная величина U , что

P(Z < x) ≡ EΦ(
√

Ux)

и
Nn

n
=⇒ U (n →∞).

Это утвеpждение, впеpвые доказанное в pаботе (Королев и Селива-
нова, 1994) и пpиведенное также в (Селиванова, 1995), является част-
ным случаем Теоpемы 12.4.4.

12.5.2 Предельные теоремы для промежуточных
порядковых статистик, построенных по вы-
боркам случайного объема

Стандартные методы расчета некоторых показателей надежности фун-
ционирования сложных технических систем применимы лишь тогда,
когда система работает в стационарном режиме. Однако реально ре-
жим функционирования многих систем, рассматриваемый как функ-
ция времени, иногда испытывает некоторые колебания, имеет нестаци-
онарности, которые могут быть вызваны многими причинами, связан-
ными с воздействием внутренних и внешних факторов риска. Напри-
мер, режим функционирования оборудования систем связи явно имеет
периодические компоненты, связанные, например, с сезонными измене-
ниями температуры, влажности и других внешних параметров. Кроме
того, участки нестационарности могут быть вызваны некоторыми слу-
чайно возникающими (не поддающимися абсолютно надежному про-
гнозированию) причинами, например, вандализмом. Мы опишем мате-
матическую модель, позволяющую учесть нестационарность в режиме
функционирования сложных технических систем, обусловленную сто-
хастическим характером интенсивности потоков экстремальных собы-
тий, определяющих изменения надежностных характеристик и/или ве-
дущих к отказам оборудования. Использование этой модели приводит



548 12. Выборки случайного объема

к выводу о том, что указанные выше нестационарности могут суще-
ственно влиять на аналитические оценки показателей надежности.

Как уже говорилось выше, неоднородные хаотические потоки “шо-
ковых” событий, влияющих на работоспособность оборудования, есте-
ственно моделировать при помощи процессов Кокса, определяемых как
суперпозиции N(t) = N1(Λ(t)), t ≥ 0, стандартного пуассоновского про-
цесса (однородного пуассоновского процесса с единичной интенсивно-
стью) N1(t) и независимого от него случайного процесса Λ(t), имеющего
почти наверное конечные неограниченно возрастающие непрерывные
справа траектории, выходящие из нуля.

Аппаратура, применяемая в сложных технических системах на со-
временном уровне развития технологии, как правило, обладает высо-
кой надежностью и устойчивостью к однократным шоковым воздей-
ствиям. Другими словами, однократное шоковое воздействие не выво-
дит аппаратуру из строя. Однако неблагоприятное воздействие шоков
может сказываться в некотором изменении параметров аппаратуры,
незначительном ухудшении ее надежностных характеристик, и, в прин-
ципе, узел (агрегат), изначально обладающий очень высокой надежно-
стью, может выйти из строя после многократного шокового воздей-
ствия. Математическое описание результата многократного шокового
воздействия на высоконадежную аппаратуру имеет следующий вид.

По выборке X1, . . . , XN(t) значений шоковых воздействий, зафик-
сированных на интервале времени [0, t] построим вариационный ряд
XN(t):1, . . . , XN(t):N(t). Пусть k(n) – натуральнозначная функция нату-
рального аргумента такая, что k(n) →∞ и k(n)/n → 0 (или n−k(n) →
∞, k(n)/n → 1) при (n → ∞). Значение k(n) (или n − k(n)) имеет
смысл такого числа шоковых воздействий большой величины, кото-
рое выводит аппаратуру из строя. При этом условие k(n) → ∞ по
сути соответствует представлению о высоконадежной аппаратуре как
о такой, для выведения из стоя которой требуется очень много шоко-
вых воздействий. Условие k(n)/n → 0 означает, что количество боль-
ших, критических шоков хоть и велико по абсолютной величине, но все
же мало́ по сравнению с общим числом шоков, зарегистрированных за
рассматриваемый период времени, что опять-таки согласуется с пред-
ставлением о высоконадежной аппаратуре как о такой, которая может
противостоять очень большому числу шоковых воздействий. Таким об-
разом, критическим для высоконадежной аппаратуры является значе-
ние порядковых статистик XN(t):k(N(t)) с функцией k(N(t)), обладающей
указанными выше свойствами. Такие порядковые статистики называ-
ются порядковыми статистиками с промежуточными рангами. Мы бу-
дем рассматривать асимптотическое поведение величин XN(t):k(N(t)) при
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t →∞. Этот случай менее всего изучен теоретически.
Теорема 12.4.5. Пусть k(n) = [Cnα], C > 0, 0 < α < 1. Предпо-

ложим, что существуют неслучайные функции a(t) > 0, b(t) и d(t)
такие, что d(t) – натуральнозначная, d(t) → ∞ и случайная величи-
на (Xd(t):k(d(t))− b(t))/a(t) при t →∞ имеет некоторое предельное рас-
пределение, скажем, G(x). Предположим, что существует случайная
величина Λ такая, что P(Λ > 0) = 1 и

Λ(t)/d(t) =⇒ Λ (t →∞).

Тогда для каждого x ∈ IR

P
(XN(t):k(M(t)) − b(t)

a(t)
< x

)
−→ H(x) (t →∞),

где M(t) = (N(t))1/α(d(t))1−1/α. Функция распределения H(x) имеет
вид H(x) = EΦ(

√
Λu(x)), а функция u(x) однозначно определяется

функцией G(x) и с точностью до сдвига и масштаба может иметь
только три формы:

u1(x) =
{−∞, x ≤ 0,

β ln x, x > 0; u2(x) =
{−β ln |x|, x < 0,

+∞, x ≥ 0; u3(x) ≡ x

где β > 0.
Этот результат, полученный в работе (Королев, Здоровцов и Сур-

ков, 2002), исправляет теорему, приведенную в работе (Шериф, 1983).
При этом Теорема 12.4.5 отличается по форме от приведенной в статье
(Азларов и др., 1991) и приводит не к сдвиговым (как в (Азларов и др.,
1991)), а к специальным масштабным смесям нормальных законов.

Последнее обстоятельство позволяет сделать вывод, основанный на
следующей простой лемме, доказываемой с помощью неравенства Иен-
сена.

Лемма 12.4.2. Предположим, что случайная величина Λ удовле-
творяет условию нормировки E

√
Λ = 1 (сохраняющему масштаб). То-

гда
1− EΦ(

√
Λu(x)) ≥ 1− Φ(u(x)), x > 0.

Из этой леммы вытекает, что 1 − G(x) ≤ 1 − H(x) при x > 0, что
означает, что классическая теория порядковых статистик с промежу-
точными рангами недооценивает риски катастрофических шоков по
сравнению с подходом, рассматриваемым в данном разделе.

Применение приведенных выше результатов к анализу надежности
волоконно-оптических линий связи железнодорожного транспорта Рос-
сии описано в монографии (Здоровцов и Королев, 2004).
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12.6 О распределении Стьюдента как аль-
тернативе нормальному и другим
устойчивым законам в статистике

В этой главе мы, используя результаты и методы, изложенные выше,
развиваем идеи раздела 12.4.

12.6.1 Распределение Стьюдента как масштабная
смесь нормальных законов

Как известно, распределением Стьюдента называется абсолютно
непрерывное распределение вероятностей, задаваемое плотностью

pγ(x) =
Γ((γ + 1)/2)√

πγΓ(γ/2)

(
1 +

x2

γ

)− γ+1
2 , −∞ < x < ∞. (12.5.1)

Здесь γ > 0 – параметр, Γ( · ) – эйлерова гамма-функция,

Γ(z) =

∞∫

0

e−yyz−1dy, z > 0.

В частности, при γ = 1 плотность (12.5.1) имеет вид

p1(x) =
1

π(1 + x2)
, −∞ < x < ∞,

что соответствует распределению Коши. Несложно видеть, что у рас-
пределения Стьюдента с параметром γ отсутствуют моменты порядка
δ ≥ γ.

Если γ = n – натуральное число, X, X1, . . . , Xn – независимые слу-
чайные величины, имеющие одно и то же стандартное нормальное рас-
пределение, то, как известно, случайная величина

Y =

√
n ·X√

X2
1 + . . . + X2

n

(12.5.2)

имеет распределение Стьюдента с параметром n, который в таком слу-
чае называется числом степеней свободы. На представлении (12.5.2)
основан критерий проверки гипотез о среднем значении нормальных
выборок, предложенный в 1908 г. У. С. Госсеттом (W. S. Gossett), ко-
торый подписал свою статью “On the probable error of the mean” псев-
донимом “Student” (Student, 1908).
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Как известно, случайная величина X2
1 + . . . + X2

n, фигурирующая в
(12.5.2), имеет распределение хи-квадрат с n степенями свободы, зада-
ваемое плотностью

hn(x) =
xn/2e−x/2

2n/2Γ(n/2)
, x > 0.

Пусть Gα,λ(x) – функция гамма-распределения с параметром формы α
и параметром масштаба λ,

Gα,λ(x) =





0 при x ≤ 0,

λα

Γ(α)

x∫

0

e−λyyα−1dy при x > 0.
(12.5.3)

Несложно видеть, что распределение хи-квадрат с n степенями сво-
боды является гамма-распределением с параметром формы α = n

2
и

параметром масштаба λ = 1
2
. Следовательно, в представлении (12.5.2)

случайная величина 1
n
(X2

1 + . . . + X2
n) имеет гамма-распределением с

параметром формы α = n
2
и параметром масштаба λ = n

2
. При этом по

теореме Фубини из представления (12.5.2) вытекает возможность запи-
сать функцию распределения Стьюдента Pn(x) с n степенями свободы,
Pn(x) =

∫ x
−∞ pn(y)dy, в виде

Pn(x) = P(Y < x) = P
(
X < x

√
1
n
(X2

1 + . . . + X2
n)

)
=

=

∞∫

0

Φ(x
√

y)dGn/2,n/2(u) = EΦ(x
√

Un/2), −∞ < x < ∞, (12.5.4)

где Φ(x) – стандартная нормальная функция распределения, а случай-
ная величина Un/2 имеет гамма-распределением с параметром формы
α = n

2
и параметром масштаба λ = n

2
. Таким образом, распределение

Стьюдента с целочисленным параметром γ = n принадлежит к семей-
ству масштабных смесей нормальных законов.

12.6.2 Распределение Стьюдента как
асимптотическая аппроксимация

Общеизвестна важная роль, которую распределение Стьюдента играет
в математической статистике при анализе нормальных выборок. Здесь
параметр γ тесно связан с объемом выборки и принимает натуральные
значения. Однако можно сказать, что в таких задачах роль распреде-
ления Стьюдента в значительной мере вспомогательна, оно является в
определенном смысле абстрактной, идеальной теоретической моделью.
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Вместе с тем, в описательной статистике распределение Стьюдента
практически не используется в качестве аналитической модели, “под-
гоняемой” к экспериментальным данным1. Лишним подтверждением
этого служит то обстоятельство, что ни в одном руководстве по теории
(или практике) статистического оценивания не рассматривается задача
оценивания параметра распределения Стьюдента.

По-видимому, недостаточное доверие прикладных статистиков к
распределению Стьюдента как к модели, описывающей статистическое
поведение реальных данных, связано с тем, что, в отличие от, скажем,
нормального или пуассоновского распределений, фигурирующих в ка-
честве предельных соответственно в центральной предельной теоре-
ме и теореме Пуассона о редких событиях, распределение Стьюдента
не считается асимптотической аппроксимацией. В прикладной матема-
тике вообще и в статистике в частности, принято считать, что адек-
ватной может быть лишь та аналитическая модель, в основе которой
лежит какая-либо предельная теорема с довольно простыми и общи-
ми условиями, в то время как та асимптотическая схема, которая ис-
пользуется для обоснования возможности применения распределения
Стьюдента в качестве предельной аппроксимации (в тех редких случа-
ях, когда распределение Стьюдента используется в таком качестве) и
связана с его безграничной делимостью (кстати, установленной срав-
нительно недавно), довольно сложна. А именно, известно, что любое
безгранично делимое распределение может быть слабым пределом для
распределений сумм независимых равномерно предельно малых слу-
чайных величин. Поэтому в принципе, если при статистическом ана-
лизе реальных данных можно предположить, что каждое наблюдение
является результатом суммарного воздействия большого числа случай-
ных факторов, которые вносят примерно одинаковый (в определенном
смысле) вклад в наблюдаемое значение, то при выполнении условий, га-
рантирующих сходимость распределений сумм независимых равномер-
но предельно малых случайных величин к распределению Стьюдента,
последнее вполне может быть использовано в качестве модели, описы-
вающей статистическое поведение экспериментальных данных. Однако
упомянутые условия формулируются в терминах элементов так назы-
ваемого канонического представления безгранично делимой характе-
ристической функции и имеют сложный вид, что серьезно затрудняет
их практическую проверку. В результате в рамках такого подхода до

1Лишь относительно недавно появились работы, в которых распределение Стью-
дента применяется (впрочем, без надлежащего теоретического обоснования) для
описания динамики некоторых финансовых индексов, в частности, приращений ло-
гарифмов биржевых цен. В первую очередь здесь следует упомянуть работы П.
Прэтца (Praetz, 1972) и Р. Блаттберга и Н. Гоундса (Blattberg and Gonedes, 1974).
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сих пор не удалось найти достаточного обоснования возможности более
или менее широкого применения распределения Стьюдента в задачах
описательной статистики.

Следует особо подчеркнуть, что распределение Стьюдента в силу
относительной простоты представления (12.5.1) могло бы быть удобной
аналитической моделью, описывающей вероятностно-статистические
свойства больших рисков, так как оно имеет более тяжелые хвосты,
нежели нормальный закон. Например, оно могло бы стать удобной аль-
тернативой устойчивым законам, часто применяемым в таком качестве
(см., например, (Золотарев, 1983), (Uchaikin and Zolotarev, 1999)). Пре-
имущество распределения Стьюдента перед устойчивыми моделями за-
ключается, например, в том, что статистический анализ стьюдентов-
ских моделей намного проще, так как для них функция правдоподо-
бия выписывается в явном виде в терминах элементарных функций, в
то время как для устойчивых законов это невозможно (за четырьмя
исключениями). Вместе с тем, для 0 < γ ≤ 2 асимптотическое пове-
дение хвостов распределения Стьюдента (при |x| → ∞) совпадает с
аналогичным поведением хвостов устойчивых законов.

Легко убедиться, что, в отличие от устойчивых законов, максимум
плотности распределения Стьюдента стремится к нулю при все боль-
шем и большем “утяжелении” хвостов. Поэтому распределение Стью-
дента с “числом степеней свободы”, близким к нулю, может считаться
аналогом равномерного распределения для случая бесконечного носи-
теля.

В этом разделе мы укажем довольно простую асимптотическую схе-
му, непосредственно приводящую к распределению Стьюдента как к
предельному, и, как следствие, дадим обоснование возможности более
широкого использования распределения Стьюдента в задачах описа-
тельной статистики. Материал данного раздела основан на работе (Бе-
нинг и Королев, 2003).

12.6.3 Вспомогательные утверждения

Наши дальнейшие рассуждения будут основаны на двух следующих
леммах.

Рассмотpим случайные величины N1, N2, . . . , X1, X2, . . . , опpеделен-
ные на одном и том же измеpимом пpостpанстве (Ω,A). Пусть на A за-
дано семейство веpоятностных меp {Pθ, θ ∈ Θ}. Пpедположим, что пpи
каждом n ≥ 1 случайная величина Nn пpинимает только натуpальные
значения и независима от последовательности X1, X2, . . . относительно
каждой из семейства меp {Pθ, θ ∈ Θ}. Пусть Tn = Tn(X1, . . . , Xn) –
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некотоpая статистика, то есть измеримая функция от случайных ве-
личин X1, . . . , Xn. Для каждого n ≥ 1 опpеделим случайную величину
TNn , положив TNn(ω) = TNn(ω)

(
X1(ω), . . . , XNn(ω)(ω)

)
для каждого эле-

ментаpного исхода ω ∈ Ω. Будем говоpить, что статистика Tn асимп-
тотически ноpмальна, если существуют функции δ(θ) и t(θ) такие, что
пpи каждом θ ∈ Θ

Pθ

(
δ(θ)

√
n(Tn − t(θ)) < x

)
=⇒ Φ(x) (n →∞). (12.5.5)

Примеры асимптотически нормальных статистик хорошо известны.
Свойством асимптотической нормальности обладают, например, выбо-
рочное среднее (при условии существования дисперсий), центральные
порядковые статистики или оценки максимального правдоподобия (при
достаточно общих условиях регулярности) и многие другие статистики.

Лемма 12.5.1. Пусть {dn}n≥1 – некотоpая неогpаниченно
возpастающая последовательность положительных чисел. Пpедполо-
жим, что Nn →∞ по вероятности пpи n →∞ относительно каж-
дой вероятности из семейства {Pθ, θ ∈ Θ}. Пусть статистика Tn

асимптотически ноpмальна в смысле (12.5.5). Для того чтобы пpи
каждом θ ∈ Θ существовала такая функция pаспpеделения F (x, θ),
что

Pθ

(
δ(θ)

√
dn(TNn − t(θ)) < x

)
=⇒ F (x, θ) (n →∞),

необходимо и достаточно, чтобы существовало семейство функций
pаспpеделения H = {H(x, θ) : θ ∈ Θ}, удовлетвоpяющее условиям

H(x, θ) = 0, x < 0, θ ∈ Θ;

F (x, θ) =

∞∫

0

Φ
(

x
√

y
)
dyH(y, θ), x ∈ IR, θ ∈ Θ;

Pθ(Nn < dnx) =⇒ H(x, θ), n →∞, θ ∈ Θ.

Пpи этом, если функции pаспpеделения случайных величин Nn не за-
висят от θ, то не зависят от θ и функции pаспpеделения H(x, θ), то
есть семейство H состоит из единственного элемента.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Данная лемма по сути лишь пеpеобозна-
чениями отличается от Теоpемы 3 из (Королев, 1995), доказательство
которой, в свою очередь, основано на общих теоремах о сходимости
суперпозиций независимых случайных последовательностей (Королев,
1994), (Королев, 1996). Эту лемму также легко получить из Теоремы
5.2, доказанной намного позже упомянутых работ.
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Пусть Np,r – случайная величина, имеющая отрицательное биноми-
альное распределение,

P(Np,r = k) = Ck−1
r+k−2p

r(1− p)k−1, k = 1, 2, . . . (12.5.6)

Здесь r > 0 и p ∈ (0, 1) – параметры, и для нецелых r величина Ck−1
r+k−2

определяется как

Ck−1
r+k−2 =

Γ(r + k − 1)

(k − 1)! · Γ(r)
.

В частности, при r = 1 соотношение (12.5.6) задает геометрическое
распределение. Известно, что

ENp,r =
r(1− p) + p

p
,

так что ENp,r →∞ при p → 0.
Отрицательное биномиальное распределение с натуральным r до-

пускает наглядную интерпретацию в терминах испытаний Бернулли.
А именно, случайная величина с распределением (12.5.6) – это чис-
ло испытаний Бернулли, проведенных до осуществления r-й по счету
неудачи, если вероятность успеха в одном испытании равна 1− p.

Лемма 12.5.2. Для любого фиксированного r > 0

lim
p→0

sup
x∈IR

∣∣∣P
(

Np,r

ENp,r

< x
)
−Gr,r(x)

∣∣∣ = 0,

где Gr,r(x) – функция гамма-распределения с параметром формы, сов-
падающим с параметром масштаба и равным r, см. (12.5.3).

Доказательство. Характеристическая функция случайной ве-
личины Np,r равна

E exp{itNp,r} = eit
[

p

1− (1− p)eit

]r

, t ∈ IR.

Поэтому, используя представление ez = 1 + z + o(|z|) (|z| → 0), при
каждом фиксированном t ∈ IR мы имеем

E exp
{
it

Np,r

ENp,r

}
= E exp

{ itpNp,r

r(1− p) + p

}
=

= exp
{ itp

r(1− p) + p

}[
p

1− (1− p) exp { itp
r(1−p)+p

}
]r

=
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= exp
{ itp

r(1− p) + p

}
×

×
[
1

p

(
1− exp

{ itp

r(1− p) + p

})
+ exp

{ itp

r(1− p) + p

}]−r

=

= exp
{ itp

r(1− p) + p

}[
− 1

p

( itp

r(1− p) + p
+ o(p)

)
+ 1 + O(p)

]−r

−→

−→
[
1− it

r

]−r

при p → 0. Но правая часть этого соотношения в точности совпадает
с характеристической функцией гамма-распределения Gr,r(x). Ссыл-
ка на теорему о непрерывности соответствия между распределениями
и соответствующими им характеристическими функциями устанавли-
вает сходимость допредельных функций распределения к предельной
в каждой точке x ∈ IR, а замечание о монотонной непрерывности и
ограниченности предельной функции распределения завершает дока-
зательство.

12.6.4 Основные результаты и выводы
В подавляющем большинстве ситуаций, связанных с анализом экспери-
ментальных данных, можно признать, что число случайных факторов,
влияющих на наблюдаемые величины, само является случайным и из-
меняется от наблюдения к наблюдению. Поэтому вместо различных
версий центральной предельной теоремы, обосновывающих нормаль-
ность распределения наблюдаемых случайных величин в классической
статистике, в таких ситуациях следует опираться на их аналоги для
выборок случайного объема (см. раздел 12.2 и Лемму 12.5.1).

Теорема 12.5.1. Пусть γ > 0 произвольно и {dn}n≥1 – некотоpая
неогpаниченно возpастающая последовательность положительных
чисел. Пpедположим, что Nn → ∞ по вероятности пpи n → ∞ от-
носительно каждой вероятности из семейства {Pθ, θ ∈ Θ}. Пусть
статистика Tn асимптотически ноpмальна в смысле (12.5.4). Для
того чтобы пpи каждом θ ∈ Θ

Pθ

(
δ(θ)

√
dn(TNn − t(θ)) < x

)
=⇒ Pγ(x) (n →∞),

где Pγ(x) – функция распределения Стьюдента с параметром γ, необ-
ходимо и достаточно, чтобы

Pθ(Nn < dnx) =⇒ Gγ/2,γ/2(x), n →∞, θ ∈ Θ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Несложно убедиться в том, что при произ-
вольном γ > 0 плотность pγ(x) распределения Стьюдента с параметром
γ представима в виде

pγ(x) = E
√

Uγ/2φ(x
√

Uγ/2),

где φ(x) – стандартная нормальная плотность, а Uγ/2 – случайная ве-
личина с функцией распределения Gγ/2,γ/2(x). Действительно,

E
√

Uγ/2φ(x
√

Uγ/2) =

=
γγ/2

2(γ+1)/2
√

πΓ(γ/2)

∞∫

0

exp
{
− u

(x2 + γ

2

)}
u(γ−1)/2du =

=
γγ/2

2(γ+1)/2
√

πΓ(γ/2)

(x2 + γ

2

)−(γ+1)/2
∞∫

0

exp{−z}z(γ+1)/2−1dz =

=
γγ/2

2(γ+1)/2
√

πΓ(γ/2)

(x2 + γ

2

)−(γ+1)/2
Γ

(γ + 1

2

)
=

=
Γ((γ + 1)/2)√

πγΓ(γ/2)

(
1 +

x2

γ

)− γ+1
2 = pγ(x).

Но плотность pγ(x) = E
√

Uγ/2φ(x
√

Uγ/2) соответствует функции рас-

пределения EΦ(x
√

Uγ/2) (для натуральных γ этот факт был отмечен во
введении). Теперь требуемое утверждение вытекает из Леммы 12.5.1 с
учетом идентифицируемости масштабных смесей нормальных законов.
Теорема доказана.

Следствие 12.5.1. Пусть r > 0 произвольно. Пpедположим, что
при каждом n ≥ 1 случайная величина Nn имеет отрицательное
биномиальное распределение с параметрами p = 1

n
и r. Пусть ста-

тистика Tn асимптотически ноpмальна в смысле (12.5.5). Тогда при
каждом θ ∈ Θ

Pθ

(
δ(θ)

√
rn(TNn − t(θ)) < x

)
=⇒ P2r(x) (n →∞)

равномерно по x ∈ IR, где P2r(x) – функция распределения Стьюдента
с параметром γ = 2r.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу Леммы 12.5.2 мы имеем

Nn

nr
=

Nn

ENn

· ENn

nr
=

Nn

ENn

· r(n− 1) + 1

nr
=

Nn

ENn

[
1 + O

( 1

n

)]
=⇒ Ur
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при n → ∞, где Ur – случайная величина, имеющая гамма-
распределение с параметром формы, совпадающим с параметром мас-
штаба и равным r. Теперь требуемое утверждение непосредственно вы-
текает из Теоремы 12.5.1.

Замечание 12.5.1. Распределение Коши (γ = 1) возникает в ситу-
ации, описанной в следствии 12.5.1, когда объем выборки Nn имеет от-
рицательное биномиальное распределение с параметрами p = 1

n
, r = 1

2

и n велико.
Замечание 12.5.2. В ситуации, когда объем выборки Nn имеет от-

рицательное биномиальное распределение с параметрами p = 1
n
, r = 1

(то есть геометрическое распределение с параметром p = 1
n
), то в пре-

деле при n →∞ мы получаем распределение Стьюдента с параметром
γ = 2, которому соответствует функция распределения

P2(x) =
1

2

(
1 +

x√
2 + x2

)
, x ∈ IR. (12.5.6)

Это распределение уже неоднократно упоминалось нами в разделах
11.3, 12.1 и 12.4. Оно впервые описано как предельное для выборочной
медианы, построенной по выборке случайного объема, в которой объем
выборки является случайной величиной с геометрическим распределе-
нием, по-видимому, в работе (Гнеденко, 1989). Следует отметить, что
в упомянутой работе распределение (12.5.6) получено как масштабная
смесь нормальных законов при показательном смешивающем распреде-
лении, но при этом не указано, что функция распределения, стоящая в
правой части (12.5.6), соответствует именно распределению Стьюдента
с “числом степеней свободы”, равным 2.

Замечание 12.5.3. Скорость сходимости распределений регуляр-
ных статистик к распределению Стьюдента исследовалась в работах
(Бенинг, Королев и У Да, 2004), (Беврани, Бенинг и Королев, 2005)
и (Гавриленко, Зубов и Королев, 2006). В частности, в последней из
упомянутых работ показано, что, если в условиях Следствия 12.5.1

sup
x

∣∣∣Pθ

(
δ(θ)

√
n(Tn − t(θ)) < x

)
− Φ(x)

∣∣∣ = O(n−1/2)

при n →∞ и фиксированном θ, то

sup
x

∣∣∣Pθ

(
δ(θ)

√
nr(TNn − t(θ)) < x

)
− P2r(x)

∣∣∣ =

=





O(n−1/2), если 1
2
≤ r < ∞,

O(n−1/2 log n), если r = 1
2
,

O(n−r), если 0 < r < 1
2
.
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Таким образом, основной вывод из приведенных выше результа-
тов можно сформулировать следующим образом. Если число случай-
ных факторов, определяющих наблюдаемое значение случайной ве-
личины, само является случайной величиной, распределение которой
может быть приближено гамма-распределением с одинаковыми пара-
метрами (например, является отрицательным биномиальным с вероят-
ностью успеха, близкой к единице, см. Лемму 12.5.2), то те функции
от значений случайных факторов, которые в классической ситуации
считаются асимптотически нормальными, в действительности являют-
ся асимптотически стьюдентовскими. Следовательно, в силу довольно
широкой применимости гамма-моделей с одинаковыми параметрами и
отрицательных биномиальных моделей распределение Стьюдента мо-
жет рассматриваться в задачах прикладной (описательной) статистики
как вполне разумная модель.

Необходимо отметить, что в пользу большего внимания приклад-
ных статистиков к распределению Стьюдента также свидетельствует
и так называемый энтропийный подход, согласно которому в усло-
виях неопределенности математическую модель стохастической ситу-
ации следует выбирать так, чтобы выбранная модель соответствовала
максимально возможной (при некоторых разумных условиях) неопре-
деленности. При этом в качестве меры неопределенности выбирается
(дифференциальная) энтропия абсолютно непрерывного вероятностно-
го распределения. Хорошо известно, что при соответствующих ограни-
чениях на носитель и моменты плотности p(x) “наиболее неопределен-
ными” в смысле классической дифференциальной энтропии

H[p] = −
∞∫

−∞
p(x) log p(x)dx (12.5.7)

являются, например, равномерное распределение (среди всех распреде-
лений с ограниченным носителем), показательное распределение (сре-
ди всех распределений, сосредоточенных на неотрицательной оси и
имеющих конечное математическое ожидание) и нормальное распре-
деление (среди всех распределений, сосредоточенных на всей число-
вой оси и имеющих конечный второй момент). Как показано в книге
(Kapur, 1989), в классе плотностей p(x), положительных на всей чис-
ловой оси и удовлетворяющих условию

∞∫

−∞
ln(1 + x2)p(x)dx = c, 0 < c < ∞,

максимум функционала H[p] достигается на плотности распределения
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Стьюдента pγ(x), параметр γ которой зависит от числа c и удовлетво-
ряет уравнению

ψ
(γ + 1

2

)
− ψ

(γ

2

)
= c,

где ψ(z) – дигамма-функция, ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z). (Интересно отметить,
что и в цитируемой книге (Kapur, 1989) данное распределение не рас-
познано как распределение Стьюдента, а названо “обобщенным распре-
делением Коши”.)

Более того, в работе (Tsallis, de Souza and Maynard, 1995) показано,
что если вместо (12.5.7) в качестве меры неопределенности рассмотреть
обобщенную q-энтропию (non-extensive entropy)

Hq[p] =
1

q − 1

[
1−

∞∫

−∞
pq(x)dx

]
, q ∈ IR

(для которой функционал (12.5.7) является предельным случаем при
q → 1), то для 1 < q < 3 максимум функционала Hq[p] при условиях

∞∫

−∞
xp(x)dx = 0 и

∞∫

−∞
x2pq(x)dx = 1

доставляет распределение Стьюдента с параметром γ = (3− q)/(q− 1).

12.6.5 Случай малого “числа степеней свободы”

Выше мы уже упоминали, что отрицательное биномиальное распреде-
ление (как мы убедились, тесно связанное с распределением Стьюдента
Следствием 12.5.1), при натуральном r может быть интерпретировано
в терминах испытаний Бернулли, проведенных до r-й неудачи. В то
же время, особенно в задачах, связанных с анализом больших рисков,
большой интерес представляет изучение распределения Стьюдента с
малым параметром r, то есть с очень тяжелыми хвостами. Более то-
го, можно показать, что при γ = 2r → 0 максимум плотности pγ(x)
распределения Стьюдента (см. (12.5.1)) стремится к нулю как O(

√
γ).

Одновременно хвосты распределения Стьюдента становятся все более
и более тяжелыми. Поэтому распределение Стьюдента с малым пара-
метром может рассматриваться как некий аналог равномерного рас-
пределения на бесконечном интервале.

Чтобы Следствие 12.5.1 можно было использовать и в такой си-
туации, следует разобраться, что из себя представляет отрицательное
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биномиальное распределение, то есть как оно может быть проинтер-
претировано, при 0 < r < 1. Мы приведем два примера такой интер-
претации.

Пример 12.5.1. Этот пример хорошо знаком. Скажем, в кни-
ге (Кендалл и Стьюарт, 1966) он приведен со ссылкой на работу
(Greenwood and Yule, 1920). Также см. Пример 7.6.1. Рассмотрим слу-
чайную величину Mp,r, имеющую смешанное пуассоновское распреде-
ление

P(Mp,r = k) = E exp{−Ur,p/(1−p)}
Uk

r,p/(1−p)

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ,

где Ur,p/(1−p) – случайная величина, имеющая гамма-распределение с
параметром формы r и параметром масштаба p/(1−p). Легко убедить-
ся, что безусловное распределение случайной величины Mp,r имеет вид

P(Mp,r = k) = Ck
r+k−1p

r(1− p)k, k = 0, 1, 2, . . . , (12.5.8)

Несложно убедиться, что при этом Mp,r = Np,r−1, где, как и ранее, Np,r

– случайная величина, имеющая отрицательное биномиальное распре-
деление с параметрами r и p (см. (12.5.5)).

Таким образом, если сначала реализуется значение u случайной ве-
личины Ur,p/(1−p) с гамма-распределением Gr,p/(1−p), а затем реализуется
значение случайной величины Mp,r, имеющей пуассоновское распреде-
ление, параметр которого равен полученному значению u, то, прибавив
единицу к итоговой реализации случайной величины Mp,r, мы получа-
ем реализацию отрицательной биномиальной случайной величины Np,r

с параметрами r и p. При этом требуемая асимптотика p → 0 (гаран-
тирующая применимость Следствия 12.5.1) и r → 0 для Np,r и P2r(x)
естественно возникает как аналогичная асимптотика для Ur,p/(1−p).

Пример 12.5.2. Вновь наряду со случайной величиной Np,r, вве-
денной выше, рассмотрим случайную величину Mp,r = Np,r − 1, имею-
щую распределение (12.5.8). Рассмотрим независимые одинаково рас-
пределенные неотрицательные целочисленные случайные величины
Z1, Z2, . . ., каждая из которых имеет производящую функцию

p(z) =
log[1− (1− p)z]

log p
, |z| ≤ 1,

где p ∈ (0, 1). Эта производящая функция задает так называемое лога-
рифмическое распределение Фишера

P(Z1 = k) =
(1− p)k

k log p
, k = 1, 2, . . .
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(Кендалл и Стьюарт, 1966). Пусть N – случайная величина, имеющая
распределение Пуассона с параметром µ > 0, независимая от случай-
ных величин Z1, Z2, . . . Положим

S = Z1 + . . . + ZN .

Если N = 0, то полагаем S = 0.
Можно показать (Quenouille, 1949), (Gurland, 1957), что в таком слу-

чае числа qn в представлении обобщенной пуассоновской производящей
функции случайной величины S

EzS =
∞∑

n=0

qnz
n = exp {µ(p(z)− 1)}, |z| ≤ 1,

равны
qn = Cn

n+r−1p
r(1− p)n, n = 0, 1, 2, . . . ,

где
r = − µ

log p
. (12.5.9)

Другими словами, в рассматриваемом случае распределение пуассонов-
ской случайной суммы S совпадает с распределением (12.5.8) случай-
ной величины Mp,r при r, удовлетворяющем соотношению (12.5.9).

Таким образом, отрицательное биномиальное распределение с па-
раметрами r и p можно интерпретировать как сдвинутое на единицу
распределение суммы случайного числа независимых одинаково рас-
пределенных случайных величин, в которой слагаемые имеют лога-
рифмическое распределение с параметром p, а число слагаемых имеет
пуассоновское распределение с параметром µ = r log 1

p
. При этом тре-

буемое соотношение r < 1 выполняется, если µ < log 1
p
, а распределение

Стьюдента с r → 0 может выступать в качестве асимптотической ап-
проксимации, основанной на Следствии 12.5.1, если µ = µ(p) = o( log 1

p
)

при p → 0.
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Kutato int. Közl., 1956, vol. 1, No. 4, p. 519-527.
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