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Capitolul 1

Mecanica geometrica

”La inceput a fost mecanica. (Max von Laue, Mecanica, cf. [43], p. 25)”

Mecanica clasicd (newtoniand) are un caracter limitat, scos in evidenta,
printre altele, de trei din caracteristicile sale fundamentale:

1. Nu se face distinctie intre masa si materie. Astfel, un punct material
reprezinta un punct din spatiul fizic caruia i se atageaza un numar pozitiv,
numit masa (cf. [76], p. 3, 8).

2. Mecanica este deterministd (cunoscand pozitia si viteza unui punct
material la un anumit moment, considerat initial, se pot determina pozitia
si viteza punctului material la orice moment) (cf. [34], p. 213, [32], p. 19).
Mecanicile avansate (care tin seama de structura microscopica a materiei)
pierd, in general, aceasta calitate. Astfel, este binecunoscut faptul ca in
mecanica cuantica particulele atomice nu au simultan pozitia si viteza bine
stabilite (cf. [32], p. 22). Asemenea teorii! utilizeaza relatii privind valorile
medii ori probabilitati ale marimilor specifice (cf. [56], p. 285, [34], p. 680).

3. Masa este independenta de viteza (cf. [54], p. 10) si, in general, de
timp.

'Acad. O. Onicescu le atribuie titlul generic de mecanici aleatoare (Langevin, Doob,
Kolmogorov, De Broglie, Schrédinger). Fird a disemina excesiv, trebuie spus c& in fizicd
(electrodinamicd, mecanicd ondulatorie), procedeul medierii este fundamental: medierea
statistica a electronilor in teoria lui Lorentz asupra electrodinamicii microscopice, formula
intensitatii de polarizare in cazul unui dielectric gazos, sectiunea eficace diferentiala a
difuziei luminii pe electronul sferic liber, . a. m. d. (cf. [565], p. 138, 152, 172). O
abordare detaliatd a unor asemenea chestiuni poate fi cititd in [81].

7



8 CAPITOLUL 1. MECANICA GEOMETRICA

Exista, de asemeni, o serie de fenomene fizice (de exemplu, cele legate
de electromagnetism) care nu pot fi explicate prin intermediul miscarilor
mecanice (cf. [32], p. 15).

1.1 Modelul matematic al spatiului fizic

”Spatiul nu reprezintd o insusire a vreunor lucruri in sine, nici pe acestea in
raporturile lor reciproce, adica nici o determinare a lor care ar fi inerenté obiectelor
insele si care ar subzista, chiar dacd am face abstractie de toate conditiile subiective
ale existentei. (Immanuel Kant, Fxpunerea transcedentala a conceptului de spatiu,
cf. [37], p. 7T7)”

Pentru a defini spatiul fizic, notat SF', vom da un model al punctelor si
directiilor sale.

Acesta va tine seama de faptul ca, in mecanica clasica, spatiul este infinit
(fira inceput sau sfarsit), omogen (simetria la translatii) si izotrop (simetria
la rotatii) (cf. [76], p. 7, [54], p. 8, [32], p. 53, 56). In particular, doi
observatori trebuie sa evalueze lungimea unui obiect in mod identic, marimea
obtinuta coincizand la améandoi, independent de miscarea instrumentelor de
mdasurd ori a obiectului (cf. [32], p. 47).

1.1.1 Punctele spatiului fizic

S# considerim multimea R? = R x R x R numitd si spatiu aritmetic.
Elementele sale, notate A, B, C, ... se numesc punctele spatiului fizic?.
Folosim scrierea A = (T4,ya,24).

Pe R? introducem o structurd de spatiu metric. Mai precis, dacd P =
(xp,yp,zp) 81 Q = (zg,Yg, 2g), atunci distanta euclidiana dintre punctele

spatiului fizic este
A(P.Q) = /Y (zq — zp)?

(cf. [57], p. 111).
Spatiul metric complet F3 = (R3, d) d4 modelul punctelor spatiului fizic.

2Subliniem lipsa operatiilor in spatiul aritmetic.
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1.1.2 Directiile spatiului fizic

Pe R? x R? introducem urméatoarea relatie de echivalenta: (A, B)p(C, D)
daca, prin definitie, avem

Ip — XA =Tp — T
Ys — YA =YD — Yc
ZB — RA = ZpD — ZC-

Elementul (A, B) se noteaza cu AB si poarta denumirea de segment ori-
entat. A este originea segmentului orientat, iar B extremitatea sa. Doud
segmente orientate apartinand aceleiasi clase de echivalenta se numesc echipo-
lente (cf. [57], p. 113).

Elementele multimii V'L = R3xR3/p sunt numite vectori liberi sau directi
ale spatiului fizic. Ele se noteazd cu AB, CD, T, 7, ...

Pe multimea V' L introducem o structura de spatiu liniar real. Aceasta
este data de operatiile:

1) 7 +7: VL x VL — VL definitd prin formula

AB + BC = AC (regula lui Chasles);
2)7 .7 :Rx VL — VL definitd prin formula
A AB = AC,

unde
To—Ta=X(xp—xa)
Yo —ya = A (Y — ya)
20— z2a =N (2B — z4)-

Operatiile +, - sunt bine definite, adica nu depind de alegerea reprezen-
tantilor claselor de echivalenta. Vectorii 7, ¥, unde ¥ = X - T, poarta denu-
mirea de vectori coliniari.

Spatiul TR3 = (VL,+,-) se numeste spatiul vectorilor liberi sau spatiul
tangent la R3.

S& considerdm punctele O = (0,0,0), I = (1,0,0), J = (0,1,0) si K =
(0,0,1) din F5. Vectorii i 2 OI, 7 "2 0J, k "2 OK formeazs o bazi a lui
TR3. Aceasta se numeste baza canonica a spatiului vectorilor liberi. Ea d&
orientarea spatiului (cf. [44], p. 488).
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In particular, putem scrie
AB = (zp —wa) i+ (yp —ya) -7+ (28 — za) - F. (1.1)

Spatiul TR? este organizat ca spatiu liniar euclidian. Astfel, formula
produsului sau scalar este

O(AB,AC) = (x5 —x4) - (¢ — x4) 2 AB-AC.

Cu ajutorul produsului scalar definim unghiul ¢ € [0, 7] facut de vectorii
T, y. Formula sa este

not

cosp = = cos(7, 7).

Ty
Mirimea |Z| = VZ2 se numeste lungimea (modulul, norma) vectorului Z.
Spatiul TR? este dotat cu o topologie de tip produs. Aceasta este intro-

dusd cu ajutorul filtrelor de vecinatati (cf. [38], p. 56, [64], p. 14, [39], p.

113). Mai precis, fie @y € TR3. Atunci, existd si sunt unici scalarii reali z,

Yo, 2o astfel incat @y = xoi + yoj + 20k. Multimea B(ag, e) = {xi + yj + 2k |

|z — ol , |y — ol , |2 — 20| < €} este o vecindtate a vectorului @, . Sistemul

fundamental de vecinatiti al lui @y este V = {B(aop,e) | € > 0} (cf. [39],

problema I1.1.64, p. 144-145).

Observam c& lungimea vectorilor liberi defineste o norma pe TR3. Aceasta
genereazd, la randul ei, o topologie a lui TR? care, dat fiind faptul c&
dimg TR? < 400, va coincide cu topologia de mai sus (cf. [53], p. 196).

Se arati usor ci operatiile cu vectori din TR? sunt continue in raport cu
topologiile produs (cf. [39], p. 181) ale lui TR? x TR3, respectiv R x TR?.
Astfel, TR3 este un spatiu liniar topologic.

Spatiul liniar euclidian si topologic TR? modeleaza directiile spatiului
fizic.

In final, observim c& cele doud modele, cel al punctelor si cel al directiilor,
sunt interrelationate, in sensul ca

iP.Q) = /7T

1.2 Spatiul vectorilor legati

Fie A un punct din F3. Atunci, introducem multimea VL, = {A—B> |
B € Es}.



1.3. GEOMETRIA SPATIULUI FIZIC 11

Elementele multimii V' L4 se mai numesc si vectori legati in punctul A.

Aplicatia bijectiva f4 : VL4 — VL data de formula f A(A—B>) — AB, unde
B € Ej3, permite inducerea structurii liniare euclidiene si topologice a lui TR?
pe VL4 (cf. [57], p. 114). In particular,

—_ — R —
AB - AC = AB - AC,

unde B,C € Ejs.

Utilizdm notatia TaR® = (V L4, +,) (cf. [57], p. 115).

Trebuie precizat chiar de acum ca diferitele marimi fizice vectoriale (forta,
viteza, etc.) cu care opereazd mecanica teoreticd sunt exprimate analitic
prin tipuri diferite de vectori: liberi, legati, alunecatori (sau glisanti — ce
vor fi definiti ulterior). De exemplu, forta aplicatd unui punct material se
reprezintd printr-un vector legat. In schimb, vectorul vitezd unghiulard al
unui corp solid rigid aflat in miscare de rotatie in jurul unei axe fixe este
dat printr-un vector alunecator (cf. [34], p. 166). O altd marime vectoriala,
momentul unui cuplu de forte ce actioneaza asupra unui solid rigid, poate fi
consideratd vector liber (cf. [32], p. 149).

Mentiondm cé in lucrarea de fatd folosim doar baze ortonormate. De aceea,
asupra caracterizarilor de tip tensorial ale marimilor vectoriale nu se va insista.
Pentru detalii, vezi [76], p. 952-981 sau [66], p. 236-253.

1.3 (Geometria spatiului fizic

Modelul matematic al SF' fiind deja prezentat, ne vom referi in continuare
la o serie de elemente ale geometriei acestuia. Astfel, geometria spatiului fizic
este de tip euclidian (punctual) (cf. [44], p. 530).

O multime de puncte din Es, notata D, constituie o dreapta daca exista
A € FEj si vectorul 7 cu proprietatea ca

D={Me€E;: AM =\-7,A € R}

(cf. [44], p. 503).
In mod echivalent,

D={MecE;:AM =X-7,A€R},

unde 7 € T4R3.
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O multime de puncte din Ej3, notata P, constituie un plan daca exista
A € Fj3 si vectorii necoliniari 7, 7 cu proprietatea ca

P={McFE;:AM =a -7+ -7,a,3 € R}

(cf. [44], p. 503).
In mod echivalent,

P={MecE:AM=a-7+B-7,a,B€R},

unde 7, 7 € T4R3.

Spatiile liniare Sp({7}), Sp({7,7}) (adicd, acoperirile liniare ale sis-
temelor de vectori {7}, respectiv {7,7} dotate cu operatiile induse de TRR?,
cf. [67], p. 65, [75], p. 164) poartd denumirea de spatii directoare ale dreptei
D, respectiv planului P (cf. [44], p. 500).

Doua drepte (plane) sunt paralele dacd nu au puncte comune (intersectia
lor este vida) si spatiile lor directoare coincid. O dreapta este paraleld cu un
plan daca nu are puncte comune cu acesta si spatiul director al dreptei este
un subspatiu al spatiului director al planului (cf. [49], p. 83).

Fiind date doua drepte coplanare Dy, D5 ai caror vectori directori sunt
7, 7 vom spune ca, prin definitie, unghiul facut de ele este £(7,7).

O familie de puncte (M,),c55 este afin dependenta daca existd numerele

n

reale (ay),co5 cu proprietatea ca ) o, = 1 i punctul M € E3 (numit
p=0

baricentru) astfel incét

OM =3 a,-OM, (¥)O¢cMs

p=0
O familie de puncte din E3 care nu este afin dependenta va fi considerata
afin independenti (cf. [44], p. 500). Folosim notatia M "2 S ay, - M,
=0

p
O familie de puncte (M,),55 este afin dependenta daca si numai daca

vectorii MoMy,..., MyM, sunt liniar dependenti (cf. [44], p. 501). Astfel,
punctele A, B, C € E3 sunt coliniare daca si numai daca familia lor este afin
dependenta.

Aplicatia F' : F3 — E3 se numeste afind daca pentru orice A, B € FEj3 si
a, f € R, unde a + 3 = 1, are loc relatia

F(aA+ BB) =a-F(A)+3- F(B).
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Introducem functia 7' : TR? — TR? prin formula T(AB) = F(A)F(B), unde
A, B € E3. Aceasta va fi, evident, liniard (cf. [44], p. 506).

Aplicatia F' : E3 — FEj3 se numeste izometrica dacd d(A, B) = d(F(A),
F(B)), unde A, B € E3. Atunci, F este bijectiva, iar F~! este izometrica
(cf. [69], p. 128). O aplicatie izometricd este, in mod obligatoriu, si afina.
In acest caz, functia T asociatd ei devine o aplicatie ortogonald (cf. [44], p
533) sau un operator izometric in sensul utilizat in [67], p. 268.

Dandu-se o aplicatie izometrica F', va exista o baza ortonormata a spati-
ului TR? in raport cu care matricea de reprezentare a operatorului T' s se

scrie sub forma
cose —sina O

sina  cosa 0 )

0 0 +1

unde « € [0,27) (cf. [67], p. 95, 301)3.
Atunci cand aplicatia F' admite un punct fix (F(A) = A, unde A € Ej),
iar matricea operatorului 71" este

cosae —sina 0
sina  cosa 0 |,

0 0 1

spunem ca aplicatia F' desemneaza o rotatie a SF de unghi a in jurul punc-
tului A (cf. [67], p. 301, [75], p. 50, 53, [56], p. 23). Conform [56], teorema
2, p. 25, orice rotatie a SF in jurul punctului A este o rotatie in jurul
unei aze ce trece prin A. Asa cum se poate observa din structura matricei
de reprezentare a operatorului 7', vectorul director al acestei axe este acel
vector din baza ortonormata caruia ii corespunde ultima coloana a matricei.

Rotatiile spatiului fizic joaca un rol fundamental in mecanica teoretica
(cf., de exemplu, [56], p. 22-30).

1.4 Repere carteziene

Spatiul fizic SF _§zste studiat cu ajutgul reperelor carteziene, adica al
dubletelor R = (O, B), unde O € Fj iar B este o bazd a lui ToR? (cf. [57],

3Matricea de reprezentare M a operatorului T verifici relatia formals
(T(e) T(ez) T(es) )= (e e e )-M,

unde {€1,€2,€3} este o baza a spatiului TR3.



14 CAPITOLUL 1. MECANICA GEOMETRICA

p. 115).

In cele ce urmeazs vom da o reprezentare graficii acestor repere.

Asadar, fie B = {€;,e,€3} o bazi a lui TR3. Considerim ci baza B
este ortonormata, adica €; - €¢; = 6;;, unde 0 este simbolul lui Kronecker.
Baza B — {7€’1,7¢"y, €3} a spatiului TpR? se introduce conform relatiilor
e, €e;,unde 1 < i< 3. Cand B este baza canonici a lui TR?, R se numeste
reper canonic al spatiului fizic.

Construim in Es trei drepte perpendiculare D', D?, D3, concurente in
punctul O (vezi Figura 1.1). Dreapta D' = {B € Ej | OB = \- e,
A € R} se noteazd cu Ox' gi se numeste azxd de coordonate a reperului R,
unde 1 < ¢ < 3. Planul PY = {B € Fj3 | O—B):a-?ﬁ—ﬁ-?j, a, € R}
se noteaza cu Ox'z? si se numeste plan de coordonate al reperului R, unde
i # jsil<i,j <3. Larandul siu, reperul R se noteaza cu Oz'z?2? si se
numeste sistem (triedru) de axe de coordonate.

Figura 1.1

Fie M € FE5. Coordonatele lui M in R sunt scalarii reali 2" cu propri-
etatea ca
——
OM = > z" €,

u=1

3
De asemeni, OM = ) z* - €,.

u=1
Au loc relatiile urmatoare:

Eu:&ul'2.—|_Oéu2'j_’_Oéu?)'k? u:172737
unde numerele a,; = cos(€y,1), ez = cos(€y,]), g = cos(€y, k) se mai

numesc si cosinugit directori ai vectorului €, in raport cu baza canonica a lui
TR? (cf. [66], p. 121, [44], p. 532). Evident, det(ay;) # 0.
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Atunci,

3
OM = > z"-e,
1

u=
1 2 3. \F 1 2 3
= (z aq; + 2% + 2°a31)i + (2 g + 2°ane + T°032)J

+(zt s + 2%ans + 2 as3)k.

In acest mod, punctul M este raportat la reperul R. Intr-adevir, conform
relatiei (1.1) avem

1'10411 + 1'2(1/21 + 1'3(1/31 =Tp — TO

1 2 3 _
T g + %00 + 27032 = Yum — Yo (1.2)
5131@13 + 51320423 + 3330433 =ZM — RO-

Astfel, numerele z* sunt unic determinate pe baza elementelor x,; — xo,
YM — Yo, ZM — 20, Q- Relatiile (1.2) sunt relatiile de raportare ale punctului
M la reperul R.

In acest reper, segmentul orientat OM va fi reprezentat de segmentul de
dreapta OM dotat cu o sageata care il indica pe M. Deci, din punct de
vedere grafic, prin segment orientat se intelege un segment de dreapta pe
care s-a stabilit un sens de parcurs, ales aici de la O catre M. Punctul O
este originea (punctul de aplicatie) al lui 5?\_)4 , ilar M este extremitatea sa.
Dreapta OM se numeste dreapta-suport a segmentului orientat O—]\>4 .

Fie acum A € E3, cu A # O. Atunci, vectorul AM va fi reprezentat
sub forma unui segment orientat in reperul R. Mai mult, ducand paralele
prin A la axele de coordonate Oz*, obtinem reprezentarea grafici a reperului
R = (A, B).

Utilizarea segmentelor orientate in studiul SF poarta denumirea de meto-
da grafica. Un exemplu clar in E:}easté_l))rivin_)gé este dat de requla paralelo-
gramului: dacd are loc relatia OA + OB = OC, atunci punctele O, A, C' si
respectiv B sunt varfurile unui paralelogram.

Numsrul 2* = OM - €, reprezintd proiectia vectorului OM pe directia
.. In general, prin proiectia vectorului @ pe directia b vom intelege numsirul

|a| cos(@, b) = %’T 2 .

=

Sa consideram vectorul v = =, unde b # 0. Acesta se numeste versorul

|

|
l
Sl

sau vectorul-unitate al directiei b. Atunci, vectorul p = a, -7 = 2% - b se

<

numeste vectorul-proiectie pe directia b al vectorului @.
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Vectorul p admite urmatoarea caracterizare specifica analizei in spatii cu
produs scalar (prehilbertiene). Fie V' subspatiul liniar generat de vectorul b
in TR3. Atunci, pe baza teoremei Schmidt (cf. [44], p. 364), exista si este
unic vectorul p € V' (numit proiectia ortogonala a vectorului @ pe V') astfel
incat

|a — P :_inf la — o] = dist (@,V).

In cazul de fatd, aceastil proprietate poate fi justificatdi in mod direct.
Astfel, cum V = Rb, ca si gisim numsirul real )y pentru care o = A\ob,
calculam expresia de mai jos

—Ja—\b|"= (@—b)* =@ + 2% —2\(@-b), AeR.

Discriminantul trinomului de gradul al II-lea in A este

Ay=4[@ 02 —a -] =—-4@xb?<

conform identitatii lui Lagrange (cf. [34], p. 34).
Minimul expresiei F(\), care are loc pentru

@-b
Ao = =120 (13)
[b]
este A ]
E(\) = -2 = — . laxb|. 1.4
(M) e ‘5|2 ‘a | (1.4)
Asadar, p——l_7 b.

Aceste IlOtlulll| se transpun cu usurinta in cazul vectorilor legati. De
exemplu, dacd @ € TA]R3 7 € a, unde A € Fj3, atunci vectorul-proiectie
pe directia b al lui @ este p € TA]R3 P €7 (cf. [34], p. 24). Din punct de
vedere grafic, semnificatia marimii P’ este imediata (vezi Figura 1.2).




Capitolul 2

Mecanica punctului material

2.1 Cinematica

Cinematica', in cadrul cireia se introduc notiunile de traiectorie, viteza
si acceleratie ale unui punct material, se ocupa cu studiul miscarilor acestuia
din punct de vedere geometric, fara a tine seama de masa lui si de fortele la
care este supus (cf. [76], p. 5) .

Se considera un reper canonic R al SF'. Structura topologica a spatiului

liniar TR? permite introducerea notiunii de diferentiabilitate.
n

Astfel, fie Q = ][ I,, unde I, C R sunt intervale netriviale inzestrate
a=1

cu topologia 77, indusd de topologia uzuald a lui R (cf. [39], p. 112, 133).
Multimea €, la randul sdu, este inzestratd cu topologia produs [] 77, (cf.

a=1
[39], p. 181).
Dacs o : 2 — TR? este o aplicatie scrisé sub forma

J(qlu ) qn) - $(Q1, sy qn)g + y(qlv L) qn).] + Z(qla a3) qn)k7

unde ¢, € I,, 1 < a < n, vom putea spune ci o € C™(Q, TR?) daci si numai
dacd z, y, z € C™(,R). Atunci cand cel putin unul dintre intervalele I,
nu este deschis vom presupune ca exista multimea G, deschisa in topologia
uzuald a lui R", astfel incat Q@ C G si 0 € C™(G,TR?), respectiv z, v,

Lkimesis, adica deplasare, migcare, schimbare. Cf. [58], p. 149.

17
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z € C™(G,R). Aici, n € N, m € NU {+o0}. Mai mult (m < 400),

"o o™z - o™y - oz —
1 ha = S hi U ey It k
04y ¢x*...0qpm Oqy*qy*..0qpm  Oqi*qy®...0qpm"  Oqi*qy®...0qpm

n A
unde 0 < h, < msi Y hy, = m. In mod analog, putem vorbi de diferentiabi-
a=1
litate relativ la T4yR?, unde A € Ej.

2.1.1 Traiectoria. Viteza. Acceleratia

Fie M(t) € Es, unde t € R. Dubletul (M(t),m), unde m > 0 este o
constantd numita masd, poartd denumirea de punct material (cf. [56], p.
16). Componentele punctului material (ca element al spatiului aritmetic R?)

M = (zum(t), ynr(t), 20 (t))

putdnd varia, punctul material trebuie privit ca fiind perpetuu in miscare
(mobil) (cf. [32], p. 18). Variabila consideratd aici este timpul (cf. [34], p.
214, 220).

Modelul matematic al timpului ca variabila reala tine seama de caracteris-
ticile acestuia, admise de mecanica clasica: timpul este infinit (fird inceput
sau sfarsit), ireversibil (succesiunea evenimentelor nu poate fi modificatd),
absolut (independent de spatiu) si omogen (cf. [76], p. 8, [32], p. 42, 59,
[54], p. 58). In particular, doi observatori evalueaza timpul in mod identic,
”durata” unui fenomen coincizand la améandoi (cf. [34], p. 179, [32], p. 191),
independent de migcarea instrumentelor de masura (cf. [32], p. 47).

Scopul mecanicii punctului material este acela de a studia comportamentul
acestuia (migcare/repaus) fatd de diferite repere ale SF. Astfel, calculele
specifice mecanicii teoretice nu au sens daca nu se precizeaza reperul (numit,
de obicei, sistem de referinta) in raport cu care au fost efectuate (cf. [32], p.
17, [76], p. 2).

Despre vectorul

OM = z(t)i +y(£)] + 2(t)k "2 7(t)

se presupune, in general, ci apartine lui C*°(R, TR?); in acest sens, mecanica
newtoniand este neteda (cf. [32], p. 19). Desi derivatele de ordin n > 3 nu
vor fi prezente in ecuatiile mecanicii teoretice, se pare ca anumite marimi
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fizice care caracterizeaza fenomene ce implica variatia extrem de rapida in
timp a modulului fortelor (ciocniri, cutremure, etc.) pot fi exprimate cu
ajutorul acestora (cf. [76], p. 292). Gradul de confort al unui autovehicul
este precizat folosind derivatele de ordinul n = 3 (supraacceleratia) (cf. [63],
p. 144). Vectorul 7(t) se numeste raza vectoare a punctului material M.

Vectorul OM este vectorul de pozitie al punctului material M. Multimea
L={M():teR}

(locul geometric al punctelor prin care trece mobilul) se numeste traiectoria
punctului material M. Asupra sa vom reveni in detaliu in subsectiunea
urmatoare.

Vectorul

T (t) =2 ()it Y ()] + 2 (0)F 2 ()

. o . . . . not . .
este vectorul-viteza al punctului material M. Aici, 7 -7 = %. Prin wviteza

punctului material M intelegem vectorul M N € ©(t). Atunci cand nu este
. . . . o “ . o . def _
pericol de confuzie, prin viteza vom intelege si marimea v(t) = [v(t)].
Vectorul
T () =z ()it Y (8)f+ 2 ()E 2 at)

este vectorul-acceleratie al punctului material M. Prin acceleratia punctului

material M intelegem vectorul M P € a(t). Atunci cand nu este pericol de

confuzie, prin acceleratie vom intelege si marimea a(t) e la(t)].

Incheiem aceastd subsectiune cu observatia ci notiunile cinematice de mai
sus se definesc in raport cu oricare dintre reperele din SF in mod analog. In
plus, punctul material M poate fi in repaus fatd de un reper al SF (7(t) =
constant) si in miscare fatd de altul (v(t) > 0). Este, de asemeni, subinteles
cd orice doud repere ale SF' se migca neted (C*°) unul fata de celalalt.

2.1.2 Geometria traiectoriei

”Existenta lumii bazata pe evidenta experientei naturale nu mai poate fi pentru
noi un fapt evident, ci doar un fenomen de valabilitate. (Edmund Husserl, Drumul
catre ego-ul transcedental, cf. [33], p. 48)”

Vom analiza in cele ce urmeaza o serie de chestiuni privitoare la multimea
I'. In mod obisnuit, traiectoria punctului material este prezentati ca hodogra-
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ful® razei vectoare a acestuia (cf. [32], p. 23, [2], p. 134-135). Aceasta pentru
cd, in principiu, traiectoria se stabileste ca urmare a observatiei (colectarii
de date “empirice”, experimentale®; etc.). Un exemplu elocvent il consti-
tuie migcarea planetelor in jurul Soarelui, explicata de Kepler pornind de la
tabelele de observatii asupra planetei Marte apartindnd lui Tycho Brahe (cf.
[34], p. 212). O situatie total diferitd apare insd atunci cand, de exemplu,
punctul material este obligat sa se miste pe o elipsa data situata in planul
vertical (cf. [34], p. 401-402). Intr-o formulare echivalents, traiectoria punc-
tulut material M este locul geometric al pozitiilor succesive pe care le ocupa
punctul material in miscarea sa fatda de sistemul de referinta (cf. [76], p.
282). Din acelagi motiv (observatia), traiectoria trebuie sa satisfacd anumite
restrictii impuse de fenomenul fizic al miscarii punctului material (cf. [76],
p. 281).

Traiectoria punctului material este, astfel, continua (punctul material nu
poate trece de la o pozitie la alta fard a parcurge pozitiile intermediare),
univocd in raport cu timpul (punctul material nu poate ocupa simultan mai
multe pozitii in spatiu) si permite introducerea notiunilor de viteza si accel-
eratie (cf. [76], p. 281, [32], p. 19).

Totusi, traiectoria punctului material trebuie privita ca o entitate geo-
metricd (mai degrabd decat ca o curba parametrizata netedd, cf. [44], p.
572), independenta de parametrizarea aleasid. Mai precis, traiectoria I' C Fj
este, in general, o curba neteda orientatd in sensul dat in [48], p. 13-23. A se
vedea, de asemeni, prezentarile facute in [44], Cap. IV, § 5 gi [45], Cap. V.

Sa consideram « : [ — FEj3 o aplicatie introdusa prin formula

OM = 2(q)i +y(q)j + 2(¢)k = o(q),

unde M = 7(q), g € I. Aplicatia -y defineste un drum neted (curba parametri-
zata neteda) (C*) in SF dacd o € C®(I, TR?).

Drumul neted v : I — Ej3 este numit reqular cand o’(q) # 0 in I, respectiv
biregular cand o'(q) x 0”(q) # 0 in I.

Doua drumuri netede v : I — FE3, ( : J — FEj3 sunt echivalente daca
existd difeomorfismul (C*) A : I — J (numit schimbare de variabila) astfel

2Fie w(t) € TR3, t € I, unde I este un interval netrivial al lui R, si A € E3. Locul
geometric al extremititii vectorului w € T4R3, W € w(t), atunci cand t variazi este
hodograful vectorului w(t).

3Pentru deosebirea dintre empeiria (cunoasterea cazurilor individuale, cf. [58], p. 269,
299) si experimentum crucis (experimente semnificative in conceptia lui I. Newton, cf.

[12], p. 203) a se vedea excelentul tratat [12].
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incat v = (o A. Cand XN (u) > 0, unde u € I, drumurile v, ¢ devin pozitiv
echivalente (cf. [48], p. 11, 22).

Multimea I" C Ej5 reprezintd o curba (netedd) in SF dacd pentru orice
M €T existd drumul neted regular v : I — E3 (numit parametrizare locald)
avand urmatoarele proprietati:

1) v(I) este o vecindtate a lui M deschisa in raport cu topologia indusa
pe I' de topologia metrica a lui Ej;

2) v: (I,71) — (v(I),Ty)) este homeomorfism (cf. [48], p. 13, [44], p.
584).

Despre curba neteda I' spunem ca este orientabila in SF daca exista
familia de parametrizari locale (7,)aca, unde v,:1,— FEs3, (numitd familie
orientata) astfel incat:

= LGJA%(Ia);

2) dacd I'yp este o componenta conexd a multimii v,(,)Ny, (1), a # b, in
raport cu topologia indusa de topologia metrica a lui Fj3, atunci drumurile

’7a|1ab oy — Es ’Yb‘[ba : Iya — B, (2.1)

unde Iy =75 (Ca), Toa =75 '(Lap), sunt pozitiv echivalente (cf. [57], p. 96,
[44], p. 587, [48], p. 22).

O parametrizare locala v : I — FEj3 a curbei orientabile I' este com-
patibila cu familia orientatd (7,).ca dacd pentru orice a € A astfel incat
Y(I)Mry, (1) # 0 si pentru orice componentd conexa I', a multimii ()N, (1,),
drumurile

Va1 1" — E3 Yalja : J* — Es,

unde [* =~71(T,), J* =v,(T's), sunt pozitiv echivalente (cf. [44], p. 587).

In legiturs cu definitiile de mai sus, se cuvin ficute urmitoarele afirmatii
de natura topologica:

D) (Tr)y,00) = Th,10);

2) multimile v, 1(I'y;) sunt intervale in R;

3) multimile Iy, sunt deschise in spatiul (T", 7r).

Justificarea afirmatiei 1). Cum v,(I,) € 7r, existd multimea G C F3 de-
schisd in raport cu topologia metricd a acestuia astfel incat v,(f,) = GNT.
Fie M € (Tr)y,(1,)- Atunci, exista H C Ej3 deschisa in raport cu topolo-
gia metricd a lui Ej3 astfel incat M = Wy, (1,), unde W = H N T, deci
M = HMvy,(1,), adica M € T, (j,). Invers, daca M = Hvy,(1,), atunci
M Cy,(I,) i M = (HNG)NT, de unde M € Tr. In sfarsit, cum
M = Mvy,(1,), avem ca M € (Tr)y,(1.)-
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Justificarea afirmatiei 2). Data fiind suprarelativizarea® conexitétii (cf.

[39], problema I1.2.78, p. 174), multimea I'y;, este conexd in spatiul (v4(1,),
T, (1,))- Atunci, cum aplicatia v, *: (v,(1), 75, (1)) — (La, 71,) este continug,
multim- ea v, () va fi conexd in spatiul (I,,77,). Tinand incd o data
seama de suprarelativizarea conexititii, deducem c& v, *(I'ss) este o multime
conexd si in spatiul R dotat cu topologia uzuald 7, adicd un interval (cf.
[39], problema I1.2.73, p. 172).

Justificarea afirmatiei 3). Sa ardatdm ci spatiul (I', 7r) este local conex,
adica fiecare punct M € I' admite un sistem fundamental de vecinatati for-
mat din multimi conexe (cf. [39], p. 152). Dacd M € TI', exista parame-
trizarea locald v : I — FEj5 astfel incat M € y(I). Fie V' o vecindtate a lui
M 1in raport cu 7r. Atunci, exista r > 0 astfel incat B(M,r)NT C V, unde
B(M,r) = {N € Es : d(M,N) < r}. Evident, W " ~(I) N B(M,r) =
y(I) N (B(M,r)NT) € (Tr)yay st M € W. Aplicatia v : I — ~(I) fiind con-
tinud, cum W € Ty, avem c& v~ (W) € 7;. Ins#, dat fiind c& submultimile
lui R deschise in raport cu topologia sa uzuala se scriu ca reuniuni cel mult

numarabile de intervale deschise nevide, disjuncte doud céate doua (cf. [39],
problema I1.1.43, p. 133), deducem ca

YWy =1n(U L)= U INT),

ecE eckE

unde I, sunt intervale deschise in R, nevide si £ C R. Exista ey, € E
astfel incat M € (I, N I). Multimea I.,, NI € 7; este conexa in raport
cu topologia uzuala a lui R, deci, pe baza suprarelativizarii conexitatii, si in
raport cu 7;. Atunci, y(1c,, N1) este conexa in (y(1), Zyr)), deci si in (I', 7r).
Am folosit din nou suprarelativizarea conexitatii si afirmatia 1). Pe de alta
parte, deoarece v este homeomorfism, avem c& y(I,, N 1) = y(i(L.,, N 1)) =
i(y(Ie,, NI)) (cf. [39], p. 180), unde ¢ desemneaza operatorul de interior (cf.
[39], problema I1.1.7, p. 120). Adica, (I, N 1) € Ty si, cum (1) € Tr,
ajungem la y(I.,, N I) € 7r. Multimea ~y(I.,, N I) face parte din sistemul
fundamental de vecinatati cautat.

4 Adica, pastrarea conexititii in spatii mai ”largi”. Detalii privind transmiterea prin-
cipalelor proprietdti topologice la subspatii (ereditate), produse (productivitate) respectiv
caturi (divizibilitate) de spatii topologice pot fi citite in [38], p. 133. Astfel, conexitatea
nu este ereditara. De exemplu, multimea numerelor reale, dotata cu topologia uzuala este
conexd pe cind multimea numerelor rationale, cu topologia indusa de topologia uzuala,
nu mai péstreazd aceastd proprietate (cf. [38], p. 54).
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Spatiul (I', 7r) fiind local conex, deoarece 7,(1,) Ny (lp) € Tr, avem cé
Loy € Tr. Aceasta pentru ca un spativ (X, 7)) este local conex daca si numai
daca componentele conexe ale multimilor deschise sunt multimi deschise (cf.
[39], p. 152).

Justificarea afirmatiilor 1), 2), 3) s-a incheiat.

Sa consideram curba neteda orientabild conexa I' si familiile orientate

(Va)acas ((p)pben, unde
Ya i o — B3 (o Jpy — Es.

Fie ag € A, by € B astfel incat o, (Lag ) Cho (Jpy) 7 0§ Cagp, © components
conexa a multimii ya, (Zay) N Cpy (Jb,)- Au loc urmétoarele proprietati:
1) drumurile %0|Ia0b0 : Lagp, — E3 si CbO|JaobO ¢ Jaghy — Es3, unde Iy, =

Yoo Tagbo)s Jagby = ij)l(ljaobo), sunt echivalente;

2) (cf. [57], propozitia 2, p. 98) dacd drumurile de la 1) sunt pozitiv
echivalente, atunci pentru orice a € A, b € B astfel incat v,(1,) N G(Jp) # 0
si pentru orice componenta conexa Iy, a multimii v, (Z,) N ¢(Jp), drumurile

'Valjab gy — B3 Cbljab s Jap — Es (2.2)

sunt pozitiv echivalente.

Demonstratia partii 1). Se poate ardta ugor cd, daca f : (X,7) —
(Y,G) este continua si M C X, atunci f|,, : (M, Ty) — (f(M),Gr)) este
continua (cf. [39], problemele 11.3.1, 11.3.2, p. 187). Astfel, aplicatia A =
Coot © Vao ¢ Lagho = Jagh, este homeomorfism. Urmand [44], propozitia 4.25,
p. 585, si consideram ty € Iy, $i uo = A(tp). Drumurile 74, @ Ioop, — Fs,
Coo & Jaghy — L3 sunt date prin formulele

{ ﬂw = x(ch)_l + y(Q1)j_+ Z(Ch)kf Oag (Q1)7 M = Vao(q1)7 q1 € Iaobov
OM = z1(q2)i + y1(a2)) + 21(@2)k = 04, (q2), M = Goy(a2), @2 € JaobE- )
2.3
Dat4 fiind regularitatea lui (y,, avem c&> oy (ug) # 0. S& presupunem ca
x(ug) # 0. Atunci, conform teoremei de inversiune locald (cf. [64], p. 77),
existd intervalele deschise U, V in R, unde uy € U, z1(ug) € V, astfel incat
z1|,; : U — V sd fie difeomorfism (C*°). Multimea U N Jop, € 75 de

agbp’

5

>Conform celor mentionate la pagina 17, in cazul unui drum neted ¢ : J — Ej3, daci
intervalul J nu este deschis va exista un drum neted ¢* : J* — FEj3 astfel incat J C J*,
JReT s ¢y = C
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unde W ™2 A\"HU N Jygp,) € 11, Fie acumt € W. Avem ca M = 7,,(t) =
Cho(A(2)), de unde OM = 04, (t) = o, (A\(t)). Ajungem la x(t) = x1(A\(t)) si
At) = @(x(t)), unde ¢ = (z1],) ", relagie valabild pe intervalul W. Deci,
A€ Coo(VVa Jaobo)'

Demonstratia partii 2). Construim multimile Iy, I'_ in felul urmator.
Fie M e 'si a € A, b € B astfel incat M € I'y,. Dacd drumurile (2.2)
sunt pozitiv echivalente, atunci M € I' .. Altfel, M € I'_. Conform ipotezei,
Cogpe € Iy, deci T'y # (). Presupunem prin absurd c¢a I'_ # (). Evident,
daca M € TI'y, si M € T'_, atunci 'y, C I'_. Deoarece I' este local conexa
sily =T\I'_,T_ =T\T,, deducem c& multimile 'y, I'_ sunt simultan
inchise si deschise in (I', 7r). Am folosit faptul ca 'y, € 71, unde a € A,
b € B. Ceea ce, conform [39], p. 151, este in contradictie cu conexitatea lui
I'. Demonstratia s-a incheiat.

Vom reaminti faptul ca notiunile de conexitate gi local conexitate nu sunt
echivalente (cf. [39], problema I11.2.88, p. 177).

Fie A multimea tuturor familiilor orientate ale curbei netede orientabile
conexe I'. Definim o relatie de echivalentd pe A spunind ca doua familii
orientate (7V,)aca, (C)oep sunt echivalente daca existd ag € A, by € B astfel
it Yoo (Lag) Moo (Jog) 7 0 51 Tag, 0 componentd conexa a multimii v,,(Zy, )N
Cpo (Jby) cu proprietatea ca drumurile

7a0|[aobo : Iaobo — b3 Cboljaobo : Jaobo — b3

sunt pozitiv echivalente (cf. [57], p. 98). Despre doud familii orientate
echivalente spunem ca sunt la fel orientate.

Conform celor demonstrate anterior, multimea claselor de echivalenta ale
acestei relatii de echivalenta are doar doua elemente. De aceea, o curba
netedd orientabild conexa I' este consideratd orientatd (cu orientarea data
de familia orientatd) daci se precizeaza o familie orientatd a sa. Existd doar
doud asemenea orientari (cf. [57], p. 99).

Exemplul tipic de curba neteda orientata este dat de curba simpla. O
curba neteda I' se numeste simpla daca exista parametrizarea v : I — Fj
(numita globald) astfel incat y(I) = I'. Orientarea sa este data de familia
orientata {7} (cf. [48], p. 23, [44], p. 587).

S& consideram curba neteda orientata I'. Fie (7V4)aca, unde v, : I, — Ej,
familia de parametrizari locale care da orientarea curbei gi M, € I'. Exista
a € A astfel incat My € v,(1,). Aplicatia v, : I, — F3 este introdusa prin
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formula

OM = z4(q)t + Ya(@)J + 2a(@)k = 0a(q), M =7a(q), ¢ € Lo

Dreapta Tp ot {N € Ej : W = AW, A € R}, unde w € Ty, R3,
w € o' (q), My = 7a(qo), este tangenta la curba I' in punctul My. Fie
T a1, versorul vectorului w. Acesta are sigeata indreptatid in sensul cresterii
variabilei q (cf. [66], p. 261) gi este independent de parametrizarea adoptata
din familia orientatd (V,)eca. Intr-adevir, fie b € A, b # a, astfel incat M, €
Ya(La) N (Ip). Notdm cu I'y, componenta conexa a multimii vy, (1) N vs(1y)
care il contine pe My (cf. [39], p. 151). Fie A schimbarea de variabild
corespunzatoare drumurilor (2.2). Atunci, conform (2.3), o,(q) = op(A(q)),
unde ¢ € I. Prin derivare, o’ (q) = MN(q)o,(A(g)) si obtinem cid W, =
N(qo) Wy, unde W, € 0’(q), Wy € 03(Mqo)), Wa, Ws € Tay,R3. Cum
N (qo) > 0, versorii vectorilor w,, W coincid.

Figura 2.1

Practic, in cazul unei curbe netede orientate I', putem spune ca orientarea
face ca sigetile versorilor 7 j; sé fie indreptate in aceeasi parte atunci cand M
parcurge curba (vezi Figura 2.1), deci cd existd un sens de parcurs (miscare)
pe curba.

In acest moment putem preciza modul in care traiectoria punctului mate-
rial este privita, in general, in mecanica teoretica, si anume ca o curba neteda
ortentata. De cele mai multe ori, miscarea punctului material este investi-
gata pe portiuni ale traiectoriei sale care sunt curbe simple avind parame-
trizarea globald (numitd cinematicd) data de formula o = 7(t). Variabila
parametrizarii cinematice este timpul. Puncte singulare apar, de exemplu, la
migcarea pe cicloida (cf. [32], p. 38, [59], problema 1.5.5, p. 11, [76], p. 297,
312-313, [75], p. 98). Situatii speciale se intalnesc in cazul ciocnirilor, unde se
impun diferite restrictii privind netezimea parametrilor cinematici (cf. [34],
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p. 614-622). ”Neregularitati” aseménatoare intervin si in alte capitole ale
mecanicii teoretice (vezi, de exemplu, [35], p. 80-94). Ele trebuie analizate
separat (cf. [32], p. 19).

2.1.3 Triedrul lui Frenet. Formulele Frenet-Serret

Construim in continuare un reper cartezian special legat de punctul ma-
terial M, si anume triedrul lui Frenet. Sa consideram ca traiectoria I' este
o curba simpla a cérei parametrizare cinematicd (globald) este biregulara.
Relatia o7(q) x 07(q) = (N'(q))*(0,(A(q)) x 03 (A(a))), ¢ € I, unde oq, 0
sunt formulele drumurilor (2.1) iar A : I, — I, este schimbarea de variabila,
ne asigura cd orice altd parametrizare (locald sau globald) rdméne biregu-
lara, deci ca biregularitatea parametrizarii cinematice este o proprietate a
traiectoriei I' (geometricd).

Aplicadm procedeul de ortonormare Gram-Schmidt (cf. [44], p. 367-369,
[67], p. 255) sistemului de vectori {7, a}:

1) vectorii by = v, by = @ — my (@) sunt ortogonali, unde V', 7y (@) reprez-
int& subspatiul liniar generat de vectorul ¥ in TR3, respectiv proiectia ortog-
onala a vectorului @ pe V;

2) versorii T = |_ |b1, =1 b2|b2 alcatuiesc sistemul ortonormat cautat.
De asemeni, Sp({v,a}) = Sp({7,7}). ~
Conform (1.3), (1.4), my(@) = 22 - v si |bs]| = /E(N) = £ - [7 x@. Au
loc formulele:
1 t v(t) -alt
T I SV O

v(t)

unde —co < a < < oo si I = (a, ).

Introducem un al treilea vector 3 X T

Atunci, reperul R = (M, B ), unde B = {7,7, 3}, este triedrul lui Frenet
al traiectoriei in punctul M. Se mai intalnesc si denumirile de triedrul axelor
intrinsect ale traiectoriei in punctul M ori reperul natural al traiectoriei in
punctul M (cf. [76], p. 66).

Triedrul lui Frenet este invariant la parametrizarile locale pozitiv echiva-
lente. Mai precis, 7 este invariant la parametrizari locale echivalente ale
aceleiasi vecinititi deschise conexe a punctului M, pe cand 7, 8 devin +7,
+(3, semnul coincizand cu cel al derivatei X’ a schimbérii de variabil (cf.
[48], p. 21). De aceea, el este atagat curbelor orientate.
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Un fapt esential se cuvine reamintit: orice drum neted regular v poate
fi parametrizat natural (adica, |0’(¢)| = 1, unde ¢ € I) cu pastrarea poz-
itiv echivalentei (cf. [48], p. 12). Inlocuind parametrizarea cinematics a
traiectoriei cu cea naturald, versorii din B devin

dr d°T

— U = — . —
ds ‘ﬂg‘ ds?
S

=T xT7,

T =

U

unde s reprezinta variabila parametrizarii naturale. Putem astfel introduce
triedrul lui Frenet apeland doar la parametrizarea naturala a traiectoriei.
Aceasta este o practica uzuald in lucrdrile de mecanica teoretica (cf. [76], p.
64-67, [63], p. 155-158, [14], p. 89-91, [2], p. 138-139, [54], p. 24, etc.).

Pentru a avea la indemana o expunere a triedrului lui Frenet adecvata
nevoilor specifice ale mecanicii teoretice, urmam calculul ficut in [34], p.
79-82.

Punctul material M, ca in Figura 2.2, se deplaseaza din pozitia M, catre
pozitia M;. Sensul de parcurs pe traiectorie este, evident, cel al cresterii
variabilei ¢.

Putem defini functia (coordonata curbilinie) care calculeazd lungimea ar-
cului de curba MyM:

s(t) = /M b= / V@ @) (2.4)

(cf. [53], Teorema 7.4.4, p. 337). Aceasta reprezintd variabila parametrizarii
naturale a traiectoriei I" pozitiv echivalenta cu parametrizarea cinematica (cf.
(48], p. 12).

Cum s (t) > 0 pentru ¢ > ty, coordonata curbilinie s este inversabils

(local) si avem
it 11

ds & ()

Introducem vectorul

dr dr dt 1 _

= a(t)i+B(t)] +(t)k.

T o=

Se observd cd |T| = 1 (caracteristica parametrizarii naturale) si v(t) =s
(t) - 7. Asadar, T este versorul vectorului-viteza, vectorul-viteza este directia



28 CAPITOLUL 2. MECANICA PUNCTULUI MATERIAL

tangentei la traiectorie (G. Roberval, 1635), iar viteza v’ (t) este indreptata
in sensul miscarii.

“t

R
M,

| Mg=M(1y)
M, = M(t))

Figura 2.2

In continuare, cum 72 = 1, derivand in raport cu s obtinem ci

_dT
5 dTt dt dt 1 :
LoD e (0)i+ B ()4 (1) (2.7)

3t ds oD

Prin calcul direct ajungem la formula

L d (x) _ %[5& W + )= 0+ 25)

“dt \v
si analoagele ei. Vectorial, plecand de la

. 1 .. .2 .2 .2 .
azﬁ[x(x +¥ +2z)—z (x4 YY + 22)],
vom putea scrie ca

1

T= E[UQ -a— (a-o)). (2.8)
Folosind (2.8), se aratd imediat ca ?7& 0 dacd gi numai dacd T x @ # 0
(conditia de biregularitate a parametrizarii cinematice a traiectoriei). Deci,
Z—Z # 0 si, conform (2.6), % 17
Introducem scalarul R > 0 si versorul 7 plecand de la relatia
dr 1
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Versorul 7 defineste directia normalei principale la traiectorie in punctul
M, iar marimea R reprezinta raza de curbura a traiectoriei in punctul M.
Planul determinat de M cu spatiul director generat in T);R? de vectorii 7,
7 este planul osculator al traiectoriei in punctul M.

Versorul 3, care defineste directia binormales la traiectorie in punctul M,
este introdus prin formula § =7 x 7.

Tripletul (7,7, ), de sens direct (Fx7 =B, vx 3 =7, Bx7T =71)5,
alcituieste o bazi a lui TR?, astfel ci existd si sunt unici scalarii reali A, B,
C cu proprietatea ca

dj _
d—f — A7+ Br+ CB. (2.10)
Deoarece -7 = 0, 4(3 - 7) ) %'F%—B‘(%ﬁ) = Z—f.?gi 52 =1,

%(?2) =2-4- Z—f, deducem ca A =C = 0.
In cazul cand B # 0, introducem scalarul real T" plecand de la relatia
g
ds
Marimea T reprezinta torsiunea traiectoriei in punctul M. Semnul lui
T este luat astfel incat T sd fie pozitiv pentru o rotatie” pozitiva (in sens

trigonometric) a reperului natural in jurul lui 7 (cf. [76], p. 65).
Folosind faptul ca  x T =7, avem ca

~T-7. (2.11)

dv dg — 47 1 —

N = _T.TXT4+—. 7 2.12

7 dSXT~|—6><dS VXT+R B XD ( )
1 _

Relatiile (2.9), (2.11) si (2.12) se numesc formulele Frenet-Serret (cf. [44],
p. 578).

Cazul B = 0 este cel al curbelor plane (cf. [48], p. 27). Planul osculator
al unei curbe plane este chiar planul curbei (cf. [48], p. 18), in timp ce
torsiunea "méisoard” abaterea curbei (strambe) de la planul osculator (cf.

[48], p. 27).

6Faptul c& baza B = {7, 7, B} are aceeasi orientare ca baza canonic a spatiului TR? este
o consecintd a urmatoarei observatii. Fiind dati vectorii g, d, unde ¢x d # 0, determinantul
schimbarii bazei, de la {7, 7, k} la {¢,d,¢ x d}, este (¢,d,¢ x d) = ‘E X 8’2 > 0.

TA se vedea interpretarea torsiunii cu ajutorul unghiului ficut de vectorii § in dou#
pozitii din apropierea punctului M (cf. [48], p. 27).
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Cercul de raza R al carui centru are, in raport cu triedrul lui Frenet,
vectorul de pozitie R- 7" poartd denumirea de cerc de curburd (osculator) al
traiectoriei in punctul M. Centrul sau este centrul de curbura al traiectoriei.
Cercul de curburd are tangenta la traiectorie ca tangenta in punctul M (vezi
Figura 2.3) (cf. [32], p. 24, [44], p. 566, 581). De aceea, in anumite probleme
de mecanicd teoreticd, se poate aproxima traiectoria (pland) cu un "mic” arc
al cercului de curburd, ”infinit” de aproape de M (cf., de exemplu, [32],
problema 3.8, p. 70, [59], problemele 3.2.9, 3.2.11, p. 40-41).

- (_.‘-’-
Figura 2.3
2.1.4 Raza de curbura si torsiunea ca functii de timp

Au loc formulele

3 _

R-—Y_ p-@%3 (2.13)
v x al v x @
Intr-adevir, din (2.8), (2.9) deducem ci
1 1| @a-v_ 1
}_% = ﬁ a ?U = E |U X a|

S& justificim cea de-a doua formuld. Cum Sp({v,a}) = Sp({7,7}), unica
directie perpendiculara pe planul osculator este data de v x @, deci

8=

vXa

(2.14)

|t x @l
(cf. [57], p. 148).

Atunci, avem ca

= [xal(wxa) - @xa)-L(vxal)

5= : |

v xa
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Cum L(jvxal) =4,/(v xa)? = &A@ tinand seama de formula dublu-

[vxal
lui produs vectorial, putem scrie ca

b= T x al® - 7 x al®

@0,0),— . o @&8 . o,

= |Ex6|3[(vxa)xv]:|ﬁ (T-a)v—v*-a
o w(ﬁ,a—‘,g @) EU-Q%)

Concluzia rezultd imediat aplicand (2.11).

2.1.5 Forma traiectoriei in apropierea lui M

Triedrul lui Frenet permite ”vizualizarea” formei traiectoriei I' in vecina-
tatea unei pozitii oarecare a punctului material M, pe baza formulelor Frenet-
Serret (cf. [57], p. 157-159, [44], p. 581-583).

Fie ty € (to,t1) (vezi Figura 2.2) gi coordonata curbilinie

s(t) = / V@ @)dg, t € [to.t). (2.15)

La fel ca anterior, s reprezinta variabila unei parametrizari naturale a
traiectoriei I' pozitiv echivalentd cu parametrizarea cinematica. Vom folosi
triedrul lui Frenet al traiectoriei corespunzator pozitiei My = M (ts).

Conform (2.14), ecuatia planului osculator al traiectoriei " in My se scrie

[T —T(ta)] - [0(t2) x @(te)] = 0.
Sa evaluam expresia de mai jos
E(t) = [F(t) —7(t2)] - [(t2) x alta)], t € [to, ta].
Astfel, dezvoltand functia 7(¢) in jurul lui ¢t = t5, avem c&
1
E(t) = [B(ts) x alta)] - [(t = £2)B(t2) + 5(t = ta) (1)

+%@—mﬁ6@ﬁ+d@—@fﬂ
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= (), 3(0), 7 (1))~ 1) + ol(t — 12)°)

_ %(t —19)3(C + at — t3)),

unde C = T'(ty) - [0(tz) x @tz)[” si Jim a(t —t2) = 0.
(

Cand traiectoria I este spatiala (stramba) in M, (adicd, T'(t2) # 0), existd
e > 0 suficient de mic astfel incat

E(t) <0, t € (t2 — &, t2)
{ E(t) >0, t € (tg, to +¢) T(ty) >0,

respectiv
E(t) >0, t € (ta —e,t2)
{ E(t) <0, t€(tytste)  L12)<0
tnsd, pe de alts parte, E(t) = ‘MQM(t)‘-W(tg) % (ts)]-cos(B(ts), MaM(1)).
Variatia semnului expresiei E(t) in (t; — €,y + ¢) arata ca unghiul facut de
vectorii B(t2), My M (t) devine din ascutit obtuz si reciproc. Ceea ce inseamna
ca punctul material M traverseaza plan&} osculator al traiectoriei I' in My
in sensul indicat de sigeata versorului [, (T'(t2) > 0), respectiv in sens
invers acestuia (7'(t2) < 0) (vezi Figura 2.4) (cf. [44], p. 564, [57], p. 159).

r

2 —
- P
<
M / M, _Tct3]<n_
e - =
2 : VITi,)> 0 <4 AN
Py By
/
/
)
’/
T -
Figura 2.4

S& revenim la (2.15).
Existd gi sunt unice functiile f, g, h € C*(J,R), unde J = s([to, t1]),
astfel incat

7(s) =7(0) + f(s)7(0) + g(s)P(0) + h(s)B(0), s € J.
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Evident, f(0) = ¢g(0) = h(0) = 0. Prin derivéri Succesive, avem ca:

7(0) = Z—ﬂszo, de unde f'(0) =1, ¢'(0) = K'(0) = 0; apoi, d—; = %D(O),
de unde f”(0) = R"(0) =0, ¢"(0) = ﬁ; in final,
d*T B 1 dv  R(s) _
@ s=0 B <R($) dS R2( ) . V<S)) s=0
B 1 _ - R0 _ T00) -

70
5 0(0) = 2

) pum
, hin urul 1111 s = 0, obtinem formulele
f(s )—s 6R2( BEOR 3+ o(s?)
R'(0
g(s) = R 5% — R2((3) 5% 4 0(s%)
h(s ): T(?)) 57+ o(s%).

Admitand, in imediata vecinatate a lui s = 0, aproximatiile ”grosiere”:

de unde f"(0) =
Dezvoltand funcgnﬁ fig

///(

—~

f(s)=s g(s) = 15> h(s) = cys°, ls| < 1,
unde® ¢; = #(0), Co = 61;%(? )) putem proiecta traiectoria I' pe planele triedrului
lui Frenet:
\ g e
\ 7 | , | /

Plan rectificator

£
M,
Plan normal

Ty = nl
Hm=n

LALE]

bl ]
Plan osculator  Plan rectificator Plan normal

T0)<0

Figura 2.5

8Deoarece raza de curburi este practic constanti in vecinitatea punctului My coefi-

cientul
RO 1 d /1
6R2(0) 6 ds \ R

din dezvoltarea lui g este nul.

s=0



34 CAPITOLUL 2. MECANICA PUNCTULUI MATERIAL

2.1.6 Viteza si acceleratia in triedrul lui Frenet

Am obtinut deja, folosind (2.5), relatia
o(t) =s (t) - 7.

Prin derivarea sa, avem ca

alt) = v=s(t)-7+s (t)(fl—z ~ % (2.16)

1}—+Uz T
= T+ —= 7.
R

Atunci, proiectiile vitezei si acceleratier punctului material M pe axele
triedrului lur Frenet sunt

v, = s v, =0 v3=0
. 1
a = v a, = EUQ ag = 0.

Relatiile de mai sus, ca, de altfel, si relatia Sp({v,a}) = Sp({7,7}), arata
ci acceleratia @ (t) a punctului material M se gaseste intotdeauna in planul
osculator al traiectoriei in punctul M.

Rolul formulelor din aceasta subsectiune este, intr-un anumit sens, opus
celui al formulelor obtinute in subsectiunile anterioare. Daca pana acum,
tindnd seama de cunoasterea parametrizarii cinematice o = T(t), se cal-
culau elemente privitoare la forma (geometria) traiectoriei, aici traiectoria
este cunoscuta (ceea ce permite constructia triedrului lui Frenet cu ajutorul
coordonatei curbilinii s), cautandu-se in schimb pozitionarea elementelor cin-
ematice v, @, chestiune specifici mecanicii teoretice.

Putem scrie ca
—

— —
a = ar+ a,,

— o . — UZ _ . . . .
unde a’,€v ‘T i @ ,€ % V. Cu alte cuvinte, acceleratia punctului material

2 v c 1y —> v . .

M se descompune intr-o componenta tangentiala a’, (tangentd la traiectorie
N . 9 v — A . . . .
in punctul M) si o componenta normala ", (avand directia normalei prin-
cipale la traiectorie in punctul M). Componenta tangentiald se datoreaza
variatier modululut vitezer punctului material M, iar componenta normala
variatier directier vitezeir punctului material M.
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2.1.7 Miscarea circulara

Punctul material M se deplaseaza pe cercul C(O, Ry) situat in planul de
coordonate Oxy al sistemului de referintd R (vezi Figura 2.6), gisindu-se la
momentul initial in pozitia My. O asemenea miscare, numita circulara, este
realizata intr-un singur sens.

Introducem méarimea 6 = 0(t) et £(Ox,0OM). Unghiul 6 va cregte in
permanenta (ceea ce da orientarea cercului) si este masurat in radiani. Aici,
M(0) = My si 0(0) = 0. Atunci, s = Ry - 0 si

7(t) = Ro(cosf-i+sinf-j) = Ry - p.

€ »

Cum cosf = =(T - i) si functia ” cos” este inversabili pe intervalele

R
[k, (k+ 1)), unde k € Z, deducem ca 6 € C*(R,R).
Avem ca
= dr d(RO ﬁ) dﬁ . = -
et —_— = = — = — 0 : 9 *
T ds ~ d(Ry-0) b sine -1+ cost -7
= cos(@%—%) -f+sin(9+g) 7.

. A N s —> — — — v v
Astfel, considerand in Tj;R3 versorii p” € p, T € T, observim ci versorul

T se obtine din p’ prin rotire cu % in sens trigonometric (cf. [34], p.

153). Ceea ce aratad cd operatia de derivare a unui vector legat mobil insa
constant in modul are un echivalent (geometric) in miscarea de rotatie in

gurul punctului sau de aplicatie (presupus fix) (cf. [32], p. 95-96).

A
4y s
I,n’;r R( F 4 \'\Ills //,f" - "‘x\,\‘.
i{a) ¢ oL = 2N
: ‘ | 31 »
\ O Mo x RQ'LH’ >0 [P y
) ! - T _/-/ = A%
A e
o i X
Figura 2.6

De asemeni, daca ¢ = £(Oy,OM) si consideram versorul % o,

PN — — — . . — . .
atunci, in Ty R3, versorul ', unde 1’ €7, se obtine din p  prin rotire cu
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5 in sens invers trigonometric. In particular, regasim un rezultat mentionat

anterior, si anume ca versorul legat obtinut prin derivare are sageata indrep-
tata in sensul cresterii variabilei de derivare.
In continuare, cum

aw __dr 1 47
ds N d(Roe) N RO df
1 - -
= — -[cos(f+m7)-i+sin(0+m7)- 7]
Ry
I
- RO p?
deducem ci raza de curburd (constantd) a cercului este Ry si v/ = —p,
unde 7" € Ty R3.
Folosind formula vitezei, avem ca
=s= — 0= Ry 0. 2.17
v=s=— 0 (2.17)

Mirimea "2 w poarti denumirea de vitezd unghiulara (instantanee sau
momentand )’ a punctului material M.

Vectorul-acceleratie al punctului material M este dat de

. 1)2 .
a(t) =v T+ — U= Ryw T — Ryw’ - P,
Ry

conform (2.17), astfel ca formulele proiectiilor acceleratiei punctului material
M pe axele triedrului lui Frenet sunt

ar = Ry w a, = Ry - w?

ag = 0.

Mérimea w2 ¢ se numeste acceleratie unghiulara (instantanee, momen-
tana) a punctului material M. Migcarea circulard va fi consideratd uniforma
cand ¢ (ca functie de t) este identic nuld si uniform variata cand e este o
constantd nenuld (cf. [34], p. 154, [32], p. 33).

9Se poate arita ci, mai general, in miscarea plans are loc formula v = +R 9, unde R
este raza de curburd a traiectoriei iar 6 unghiul facut de viteza punctului material cu o
dreaptd fixd din planul migcarii (cf. [32], problema 1.14, p. 39).
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Sa proiectam vectorul-viteza al punctului material M pe axele de coor-

donate:
not no.
Vi = Uy =—Ry0sinf=—w-y
not ;
vj = vy =Ryl cost) =w-2
not
v = v, = 0.

e —>  —» .. . o . o
Introducem vectorii @', & € TpR?, numiti vector-viteza unghiulara, re-
spectiv wvector-acceleratie unghiulara ai punctului material M, cu ajutorul

relatiilor
w t=c-k, € €E.

m
€l

U=w-k,
Atunci,
T=0T XT,

formulg esentiald in cadrul mecanicii teoretice. In plus, conform [32], p. 33,
avem

ar =€XT a, =w X .

2.1.8 Miscarea plana in coordonate polare (metoda trans-
formarii Priifer)
Ca si la subsectiunea anterioara, sa presupunem ca punctul material M

se migca in planul Ozxy al reperului canonic R. Coordonatele sale pot fi
exprimate prin formulele (transformarea Priifer)

x =r(t) - cosb(t) y =r(t)-sinf(t) z=0,

unde r, 0 € C*(R,R) si r(t) > 0.

Introducem vectorii p = cosf - i + sin
fel ca in cazul miscarii circulare, versorii
ortogonali (vezi Figura 2.7).

= —sinf-i+cosf-j. La

0-jsiE
7, T € TyR? unde € € E, sunt

le

Figura 2.7
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Au loc formulele

SrPrreE (2.18)
a=(r-rf)- —I—(27’9—l—r9)

<3

Intr-adevar, avem ca

v = 2 r(e) 1) = D7

ﬁzé -[cos(6 + g) -+ sin(0 + z i —0 =

5)
Pentru cea de-a doua formuld (2.18), prin derivarea primeia in raport cu
timpul ¢, ajungem la

T = rprr AT ELrOFE LT E
= PP+ (2047 0) E4r0-F

si, cum
£=0 fcos(0 + ) i +sin(d + ) - j] = — 0 - D,

demonstratia se incheie.

2.1.9 Miscarea relativa a punctului material

Miscarea punctului material are loc intotdeauna in raport cu sistemul de
referints. In functie de alegerea acestuia, traiectoria punctului material este
"vazutd” (observatd) ca o curba pland sau stramba (spatiald), degenerata,
etc. Mai mult chiar, o alegere nepotrivita a sistemului de referinta se poate
reflecta prin perturbarea caracteristicilor modelului matematic al spatiului si
timpului (cf. [41], p. 12). Asupra acestor chestiuni vom reveni ulterior.

Pentru a studia migcarile compleze (compuse) ale punctului material,
in afara sistemului de referintda R, se introduc unul sau mai multe repere
carteziene, notate R’, R”, etc. Subliniem faptul ca reperele R, R’ nu trebuie
privite ca nigte ”schelete” (triedre) abstracte, ele fiind desemnate de obicei
prin intermediul corpurilor sau sistemelor de corpuri intalnite in viata de zi cu
zi (trei muchii adiacente ale unei cirdmizi paralelipipedice, ale unei camere,
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s.a.m.d.). S& zicem c& o persoand se giseste langad sofer intr-un automobil
care ruleazd pe gsosea. Persoana discuta cu soferul si isi subliniaza ideile
gesticuland cu ména dreapta. Un stop aflat pe sosea poate fi considerat
drept sistemul de referintd R, in timp ce masgina este reperul (mobil) R’'.
Cand méana dreapta a persoanei sta nemiscata, putem spune ca are aceeasi
migcare ca si magina. Migcarea mainii drepte a persoanei poate fi studiata
mai ugor daca sunt cunoscute miscarea maginii fata de stop si miscarea méainii
drepte fatd de persoane (sofer) sau obiecte (scaune, bordul maginii) aflate in
repaus fata de magina.

Migcarea punctului material fatd de sistemul de referintd R (considerat
aprioric fix in mecanica teoreticd) poartd denumirea de migcare absoluta.
Marimile cinematice ale migcarii absolute se numesc absolute (viteza abso-
lutd, acceleratie absolutd, etc.). La randul sdu, migcarea punctului material
fata de reperul cartezian R’ este relativa, marimile sale cinematice fiind rel-
ative.

Cunoagterea modului cum se misca reperul (mobil) R’ fatd de sistemul de
referinta R permite, prin interrelationarea cu misgcarea relativa a punctului
material, studiul migcarii absolute a punctului material M (cf. [32], p. 196).

La inceputul acestui capitol, notiunea de diferentiabilitate (in acord cu
structura topologicd a SF') a fost introdusa cu ajutorul diferentiabilitatii co-
orch)atelor vectorului in sistemul de refg)in@é R. Acum, fiind date R =
(O, B), unde B = {i,7,k}, si R' = (A, C), unde C = {i1,j,,k1}, si con-
sideram aplicatia w : I — TR3, de clasi C*, pe care o introducem prin
intermediul formulelor

w(t) = x(t)i+yt)]+ 2tk (2.19)
=z ()i + ()], + 21tk
Spunem ca marimea vectoriala
o (Ot ¥ OF+ 21 (k™ (%_l:>
R
(cf. [63], p. 242) reprezintd derivata vectorului w(t) relativa la R’. Evident,

mirimea W (t) =z (t)i+ ¥ ()j+ 2 (t)k se numeste derivatd absoluti a
vectorului w(t) (adicd, derivata sa relativa la sistemul de referintd).

Fie acum p versorul vectorului w(¢). Cu ajutorul formulei dublului produs
vectorial, derivand relatia w(t) =w,p(t), avem ca

T = w, p+w,p (2.20)
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= W, ptuw, (@xP)
= w ﬁ+w (w, - )
= w, P+ XW,

unde W = px p (cf. [32], p. 96).

Folosim ca analogie calculul din (2.20). Astfel, marimea wp'ﬁ joaca
"rolul” derivatei relative, fiind o derivata a ”coordonatei” w,, in timp ce
marimea W X w reprezinta legatura dintre derivata absoluta si cea relativa,
scrisa sub forma unui produs vectorial. O asemenea legatura va fi stabilita in
continuare intre w, (%—T)R,

Formula (2.20), deja intélnitd in cazul particular al vectorului-acceleratie,
arata ca, in general, derivata absolutd a unui vector este oblica fata de vec-
tor gi se descompune intr-o componenta longitudinala (coliniara cu vectorul),
datorata variatiei modulului acestuia, §i 0o componenta transversala (perpen-
diculard pe vector), datorat variatiei directiei p(t) (cf. [32], p. 96). Vectorul

w din (2.20) nu este unic, ci doar perpendicular pe p. Intr-adevir, pentru
orice h € R putem scrie ca p=wp,xXp, unde W= px p +h - p.

In schimb, existd si este unic vectorul W, de clasd C*° (ca functie de t),
cu proprietatea ca

51: w X 51
=3, 220
Elz w X El

Sé justificim asertiunea de mai sus. Conform (2.20), i1L 7y, deci i€
Sp({j,k1}) si exista relatia

1= wia(t) - 1 + wis(t) - ka,

undfz wlg(t) :El '31, w13(t) :El 'El §1 w12, W13 € COO(I,R3>
In mod analog, ajungem la formulele
51: u)12<t) . 31 =+ u)13<t) . El
31: CUQ]_(t) . 21 + w23<t) . El (222)

Elz wgl(t) '51 + u)32(t> *J1-
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Derivand relatia i; - j, = 0 in raport cu timpul ¢, avem

wig =iy '31 = - 31 i = —wy
si analoagele sale.
Putem scrie acum vectorul cautat, si anume
@ = (pk)a+ (B i)+ @cg)k (2.23)
= p(t) -1 +q@)-jy +r(t) - ki
Intr-adevir, dacg tinem seama de identitatea
W= (wu;laEl) 'El + 617@7%1) '31 + (2173175) 'Ela

atunci, in acord cu (2.21), avem

?1 1= (i1, J1,@) = 7(t)
31 k= (@, 7, k1) = p(t)
ki iy = (11,0, k1) = q(t).
Relatia (2.23) admite o formulare in spiritul celei a vectorului @ intre-
buintata in (2.20), si anume

_ 1 - =
v=3 Z(zlx i).

De asemeni, putem scrie ca

gk
T=1|J1 k1 @
kit

facand conventia ca determinantul sa fie dezvoltat dupa prima linie iar pro-
dusele din minorii de ordinul al doilea sa fie produse scalare.

Sa presupunem, in continuare, ca ar mai exista un vector < care sa verifice
(2.21). Aceasta ar implica, in urma scaderii membru cu membru a relatiilor
omoloage,

(@—73) x4 =0
(W—73) x k; =0,
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de unde deducem ci @ = S (singurul vector paralel cu o baza a lui TR? fiind
vectorul nul). Asertiunea a fost probata.

S& revenim la vectorul w(t) dat de (2.19). Prin derivare in raport cu
timpul ¢, avem formula

T o= [ Wit 6 OF+ 5 O]+ 5+ T (2.24)

+Z1(t)%1]
(Y
= o ) W X W.

ow

Se cuvine observat ca w= (—t) - Lste evident cd derivata absolutd a

vectorului w(t) coincide cu derivata sa relativa daca si numai dacd w xw = 0
(cf. [76], p. 323).

Relatiile (2.21) sunt cunoscute sub numele de formulele lui Poisson (cf.
[32], p. 96, [34], p. 169, [76], p. 323, [63], p. 175).

Pe baza (2.24), vom stabili, in continuare, legdturi intre marimile cine-
matice ale miscarilor absoluta si relativa.

Conform relatiei lui Chasles,

OM = OA + AM. (2.25)

Fie x4 (t), ya(t), za(t) si 21(t), y1(t), 21(¢) coordonatele vectorului OA in
R, respectiv vectorului AM in R'.
Prin derivarea (2.25) in raport cu timpul ¢, avem cd

T(t) = aa )i+ Ya (0)]+ 24 (O)k+ AM (2.26)

= Va(t)+ AM

= EA(t)Jr(aA—M) +wx AM.
at ),

Maérimea v4(t) este vectorul-viteza al punctului A fatd de sistemul de
HAM
ot
lui material M fata de reperul R/, si aceasta deoarece AM este raza vectoare

referinta R. Marimea ( ) reprezinta vectorul-viteza relativa al punctu-
R/

a punctului material M in reperul R'. Folosim notatia (%)R, not Urer(1).

Asadar, U,q(t) =z ()i + Yy )71+ z1 ()k1.
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Mirimea 4(t) +@ x AM poarti denumirea de vector-viteza de transport.
Observam ca, daca punctul material M se gaseste in repaus relativ, atunci
B(t) = Va(t) + W x AM. Este cazul mainii nemiscate a persoanei de langs
sofer. Putem spune ca toate persoanele, obiectele in repaus fata de masina
au vitezele absolute date de w(t) = D4 (t) +w x AM. Denumirea de vitezd de
transport (antrenare) devine astfel sugestiva.

In concluzie,

6(t) = 6157'ansp + Upel,

ceea ce reprezinta legea fundamentala de compunere a vitezelor in mecanica
teoretica (cf. [34], p. 180, [32], p. 192, [76], p. 324).
Vom deriva formula (2.24) in raport cu timpul ¢. Atunci,

_ i((a_w) >+wxw+wxw (2.27)

({ =) vax (),

SE
|

+ W Xw

+ ( ) + W x (W X E)}
ow o
= ( ) {wx(—) }—i—wxw—l—wx(wxw}
ot ) 5
T +EXW+ WX (WX W).
ot ) 5
Aplicand (2.27) relativ la (2.25), avem ca

a(t) = aalt)+ AN
= @a(t) + Gralt) +2(@ X Vpa) +EX AM + @ x (@ x AM)
= [aa(t) +x AM +w x (W x AM)] + @ret(t) + Tcor(t)

= atv"ansp + Ape; + Gcor-

Semnificatiile marimilor @yqnsp, Gre; Sunt analoage celor ale marimilor
Utransps Urel- Marimea Gc,, reprezintd vectorul-acceleratie Coriolis (comple-
mentard). Asupra sa vom reveni ulterior.

Am obtinut astfel legea fundamentala de compunere a acceleratiilor in
mecanica teoretica (G. Coriolis, 1831) (cf. [32], p. 193, [34], p. 187, [76], p.
325).
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Un caz particular interesant are loc atunci cand reperul R’ este chiar
triedrul lui Frenet. Pe baza relatiilor (2.9), (2.11), (2.12), avem ca

unde W = vT-T+ -3 (cf. [34], p. 174-175, [15], vol. I, p. 47, [59], problema
3.1.7, p. 35).

In finalul acestei subsectiuni, s& consideram c, in afara reperului (mobil)
R, mai existd si un al doilea reper cartezian (mobil) R"” = (B, 5)), unde
B € E3 51 D = {iy, j,, ko}. Mirimea @ din (2.21), care caracterizeaza intr-o
anumitd masurd migcarea reperului R’ fata de R, va fi notata cu wWs; in cazul
miscarii reperului R” fatd de R’, cu Wiy in cazul migcarii reperului R’ fata
de R”, cu wyp in cazul misgcarii reperului R’ fatd de R si respectiv cu Wy in
cazul miscarii reperului R” fata de R.

Atunci, conform legii fundamentale de compunere a vitezelor,

Tat) = Talt)+ (ag—tB) T x AB (2.28)
R/

= TA(t) + Uper,p + W10 X AB
si, respectiv
OBA —
va(t) = vg(t) + (—) + Wy X BA (2.29)
8t RI L
= Up(t) + Vre,a + oo X BA,

marimile v, B, Urer,a reprezentand vectorul-viteza relativa al punctului B
fata de reperul R’, respectiv vectorul-viteza relativa al punctului A fata de
reperul R”.

Prin sumarea membru cu membru a (2.28), (2.29), avem ci

0= 57’el,A + 51"el,B + (510 - wQO) X E, (230)

relatie la care vom apela ulterior (cf. [34], p. 188).
Au loc formulele

Wip = Wip — Wao Wo1 = Wap — Who- (2.31)
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Sa justificdm, in continuare, aceastd afirmatie. Conform (2.21), (2.24),
putem scrie

de unde deducem ca % = (wlo — 520) X 21, % = (wgo — wlo) X 52.
R// R/
In mod analog, ajungem la formulele
9 — — = ol — — =
(#)R” = (@Wip — Wao) X 11 (ﬁ)w = (Wag — W1g) X 12
97 o - a7 _
< 3t1>7z" = (W10 — W) X J; <3—t2 . (W20 — Wio) X 73
k1 _ T ko T
_ X =2 = — X
( ot ) (wlo w20) k1 ( Dt >R, (wzo w10) ko

Data fiind unicitatea vectorului @ din (2.21), justetea afirmatiilor din
(2.31) este probata.
In particular,
W2 +wo =0

(cf. [34], p. 187).

Introducem marimile
0w not = Owa not 5 not — 5 not —
= €12 = &91 10= €10 20 = €20-
ot ) zu ot ) x

Conform (2.24), (2.31), putem scrie

Wi = €12 + Wyy X Wig (232)
= Zig+ (Wa1 +Wio) X Wiz

= €12 + Wi X Wia,

cacl Wy X Wiy = 0, respectiv

Wa1= €21 + Wip X Wa. (2.33)
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Atunci, prin sumarea membru cu membru a relatiilor (2.32), (2.33), ajungem
la 0= 4 (W + Wa) =E1a + Exn + Wig X (D12 + Wa1), de unde

€12 +¢€2 =0.
In final, conform (2.31), (2.32), (2.33), putem scrie

€10 = €90 + €12 + Wap X W12
€90 = €10 + €21 + Wip X Wo1

(cf. [15], vol. I, p. 100, [63], p. 266).

2.1.10 O formula matriceala in legatura cu vectorul W

Vom nota cu (Wagp)a,s, Tespectiv (whs)a,s marimile corespunzatoare vec-
torilor @yg, Wa in (2.22). Astfel,

- _ - 7 - _ * ry 7
i1= Wiz - J1 +wiz - k1 9= Wiy " Jo + Wiz - ko
J1= Wa1 * 11 + wag - k1 Jo= w3y * lg + Wig - ko
— - - - * - * -
]{?1: w31 * 11 —|—C(J32 ']1. ]{32: w31 * 12 +w32 . ]2.

Stim deja ca wap(t) = —wga(t), wig(t) = —wph,(t) sl wap, whs € C=(1,R).
Introducem cosinusii directori (Qumun)m al bazei D in raport cu baza C
prin formulele

lg = o1ty + 27 + ousky

Jo = o1ty + 042221 + 0423161

ko = asiiy + azajy + azzky.

Evident, i, € C(I,R). Folosim notatia (G )ma = A(t).
Sa consideram matricele

* *
* *
W21 0 Wa3 W1 0 Wosg s
* *
w31 wzz 0 wy; wz 0

notate [w], respectiv [w*] (cf. [15], vol. I, p. 2).
Atunci, are loc relatia

W] = (A +A[w]) A"
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Pentru demonstrarea sa vom utiliza formalismul matriceal. Astfel, putem
scrie

ig 11
22 =A 21 (i2 Jo ko ) = ( i oj1 ki )At, (2.34)
ko k1
respectiv
é1 ?2
w=17 [(ia k) Wi=[7 [(@& 5 k).
El EQ

Evident, in aceastd reprezentare a matricelor [w|, [w*] produsele elementelor
sunt produse scalare.
Prin derivare in raport cu timpul ¢ in (2.34), avem c&

@ " o

w = (Al 4 |+A[F, [1(% 2 k)
kq -
k1
[

= [l . |+A]| 7 (3 4, ki )A

k1 -
k1

In particular, daca reperul R” este in repaus fatd de R’ (adica, marimile
(Qmn)m,n Sunt constante), are loc relatia

[w*] = A[w]A". (2.35)

Conform (2.35), putem spune ca vectorul @ admite o reprezentare ten-
soriala, datd de matricea [w], ca tensor antisimetric de ordinul al II-lea (cf.
[34], p. 46, 169, [32], p. 97, [15], vol. I, p. 18).
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2.1.11 O interpretare geometrica a vectorului ©w

S& presupunem ca operatorul liniar 7' : TR3? — TR3 corespunde unei
rotatii a spatiului fizic F' : F5 — Es3, de unghi . Mai precis, vom considera
ca matricea de reprezentare a operatorului 7" in raport cu baza B a sistemului

de referinta este
cosa —sina 0

sinaw cosa O
0 0 1

N . . _ not __
Notand cu z, y, z, respectiv x1, y1, 21 coordonatele vectorilor u, Tu = wu;
in reperul canonic R, au loc relatiile

T4 =2rcosa—ysino
Y1 = Tsina + y cos o (2.36)
2] = Z.

Atunci, conform [56], p. 26, dacd unghiul de rotatie a este foarte mic,
adicd sina = «, cosa = 1, (2.36) devin

rT1=r—a-y
y=yta-zx (2.37)
21 = Z.
Vectorial, sistemul de formule (2.37) poate fi pus sub forma

W =T+axTq,

unde @ “ o - %. Sau, echivalent (cf. [41], p. 30, [54], p. 56)

Au = -1
= (@-0)x7u
= Aa x 7,

ceea ce permite introducerea expresiei infinitezimale (diferentiale) generale
o = 6a X T (2.38)

(cf. [56], p. 31).
Utilizam notatiile éu, 6@ in locul celor uzuale, respectiv du, da pentru a
scoate in evidenta faptul ca aceste marimi nu sunt, in general, integrabile.
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In schimb, dac# functiile o = a(t), T = T(a) sunt de clasi C* (prezumtie
obignuitd in cadrul mecanicii teoretice), expresia diferentiald (2.38) devine o
expresie eracta, adica

du = da X u,
de unde
W _da e Sy
dt  dt N '

Plecand de aici, putem spune ca vectorul @ dat de (2.23) este vectorul-
viteza unghiulara (instantanee sau momentana) al migcarii reperului R’ fata
de sistemul de referinta R (cf. [32], p. 96, [63], p. 183, [76], p. 303-304, [14],
p. 72). Se mai intélnegte si denumirea de vector de rotatie (instantanee) (cf.
[34], p. 169, [41], p. 30). La randul s&u, vectorul € devine vectorul-acceleratie
unghiulara (instantanee) al migcarii reperului R’ fatd de sistemul de referinta
R.

Nu vom insista in acest moment cu interpretarea miscarii reperului R’ fata
de sistemul de referinta R. A devenit insa evident ca aceasta este o migcare
complexd care include printre ”ingredientele” sale o migcare (instantanee)
semandnd rotatiei (cf. [76], p. 309-310, 318-319).

Totusi, o serie de precizari privitoare la miscarea instantanee a reperului
R’ fata de sistemul de referinta R pot fi facute. Astfel, multimea

cosae —sina 0
U={| sinaa cosa 0 |:«a€eR}
0 0 1

dotata cu operatia interna a inmultirii matricelor, constituie un grup abelian.
In particular, compunerea (obignuitd) a doud aplicatii ortogonale T; : TR? —
TR3, cu matricele de reprezentare in raport cu baza B a sistemului de refer-
inta
cosao; —sina; 0
T, = sina; cosa; 0O |, 2=1,2,
0 0 1

constituie o aplicatie ortogonala, avind matricea de reprezentare

cos(ay + ag) —sin(a; +az) 0
sin(ag + ) cos(a; +az) 0
0 0 1
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(cf. [67], p. 141-142, [56], p. 23). De aceea, pe baza formulei

a(tr) o t
Ao = / do = / adt = / w(t)dt,
ato) to to

putem considera o rotatie a SF' de unghi A« ca fiind compunerea unei suc-
cesiuni de rotatii instantanee, de unghi da = w(t)dt (cf. [54], p. 127). Se
intalnesc aici notiunile de izometrie (deplasare, miscare) finitd si izometrie
(deplasare, miscare) elementard (infinit de mica, instantanee) ale SF, de-
semnéand izometrii (aplicatii izometrice) ce au loc intr-un interval finit de
timp At = t; — to, respectiv intr-un timp infinitezimal dt (cf. [63], p. 174,
[41], p. 137-139, [56], p. 28, [54], p. 83, 110).

2.1.12 Masura si integrala in SF

Notiunea de punct material (corp punctiform), fundamentald in mecanica
clasicd, are o justificare (intuitivd) extrem de sugestivd. Aruncarea in gol a
unei pietre de catre cineva aflat pe marginea unei prapastii, la munte, sau
contemplarea pe timp de noapte a boltei ceresti sunt situatii in care corpurile
materiale (piatra, stelele) se comporta ca §i cum nu ar avea dimensiuni (cf.
[54], p. 8). Astfel, Isaac Newton intelegea prin ”corpus” punctul material,
cu referire la corpurile ceresti (cf. [76], p. 9). Se contureaza ideea ci existad
probleme specifice mecanicii teoretice in care, intr-o prima aproximatie (cf.
[54], p. 8), corpurile materiale pot fi asimilate cu puncte geometrice dotate
cu masa. Un corp material poate fi considerat punctiform intr-o anumita
problema dar acest lucru nu mai este posibil intr-o alta problema. De exem-
plu, globul terestru poate fi asimilat unui punct material in miscarea sa de
revolutie in jurul Soarelui, dar nu si in rotatia proprie diurna (in jurul axei
polilor) (cf. [32], p. 18, [41], p. 7).

In cele ce urmeaz vom introduce un aparat matematic (integrala Lebesgue)
care ne permite sa dovedim intr-un mod satisfacator de ce, de exemplu, in
teoria newtoniana a gravitatiei planetele si Soarele sunt considerate puncte
materiale (cf. [34], p. 352, [32], p. 163, [54], p. 33). Un alt comentariu se
cuvine facut aici. Mecanica teoreticd (clasica) priveste miscarea corpurilor
rigide “macroscopice”, miscare produsa cu viteze obignuite pentru om gi mult
inferioare vitezei luminii (cf. [76], p. 5). Aceasta presupune, in particular,
cd nu se va tine seama de materia incandescenta (plasma, lavd), considerand,
de obicei, densitatea corpurilor ca fiind o aplicatie neteda, radial simetrica
(cf. [76], p. 391).
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Justificarea notiunii de punct material se bazeaza, in esenta, pe utilizarea

integralelor de tip potential avand forma
I(A) = @dA(B), A€ Es.
o |AB]|

Plecand de la teoria atractiei atractiei gravitationale si electromagnetism
(cf., de exemplu, [68], p. 339) a luat fiinta teoria potentialului, disciplind
matematica de sine statatoare. Pentru o expunere riguroasa a se vedea [82],
[7].

Introducem notiunile gi rezultatele acestei subsectiuni urménd prezen-
tarile facute in [80], [61], [68], [52]. O expunere eleganti a teoriilor integrarii
(Henstock-Kurzweil, Lebesgue) poate fi cititd in monografia profesorului C.P.
Niculescu, ” Analiza matematica pe dreapta reald. O abordare contemporand”,
Editura Universitaria, Craiova, 2002.

S& consideram M # () o multime oarecare. Familia S de parti ale lui M
poartd denumirea de semiclan (semi-inel) dacd sunt satisfadcute urméatoarele
conditii:

1)0es;

2) AN B € S pentru orice A, B € S;

3) dacd A, B € S astfel incat B C A, atunci existd o familie cel mult
numarabild de multimi (C),),>1 C S, disjuncte doua cate doud, care verifica
egalitatea

ANB= C,
n>1
(cf. [80], p. 37).

In mod evident, o algebri de parti ale multimii M in sensul dat in [61],
p. 71-72, [52], p. 70, va fi gi semiclan.

O functie o—aditivd  : S — [0, 4+00] pentru care u(f) = 0 se numeste
masurd pe multimea M. O masura u este considerata o—finita daca pentru
orice A € S exista o familie (A4,),>1 de elemente ale lui S, unde p(A,,) < +oo,

astfel incat A C |J A, (cf. [80], p. 86, [61], p. 77, [52], p. 71).

n>1
O functie p* : P(M) — [0, +00] se numeste masura exterioara pe multimea
M daca sunt indeplinite conditiile urmatoare:
1) () =0 .
2) p* este o—subaditiva, adica p*(E) < Y p*(E,), unde £ C |J E, si

n=1 n>1
E, E, e P(M),n>1 (cf. [80], p. 88, [61], p. 82, [52], p. 74).
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Fiind datd masura p : S — [0, +00] pe multimea M, introducem aplicatia
p*: P(M) — [0,4+00] in felul urméator:
1) daca existd o acoperire cel mult numarabild a partii E a multimii M

cu elemente din S, adica £ C |J A, atunci
n>1

1(B) = inf{ g:lumn)},

unde infimumul este luat dupd toate acoperirile posibile (de acest tip);

2) in caz contrar, u*(F) = +o0.

Atunci, p* reprezintd o masura exterioard pe multimea M si pu*(A) =
p(A), unde A € S (cf. [80], p. 89-90, [61], p. 84-85). Masura exterioara u*
este considerata generata de masura p.

Fiind data méasura exterioara p* : P(M) — [0, 4+00], o parte £ a multimii
M se numeste p*—masurabila dacd, prin definitie, p*(F) = p*(ENF) +
p((M\E) N F) pentru orice F' € P(M). Familia A a tuturor partilor
p*—masurabile ale multimii M alcituieste o o—algebra (clan borelian) (cf.
[80], p. 35-36, 91-93, [61], p. 88).

In sfarsit, dacg u : S — [0, +00] este o masurd pe multimea M iar
p*: P(M) — [0,400] este misura exterioara generata de p pe multimea M,
atunci S C A, functia p*|, constituie o masurd pe multimea M si are loc
proprietatea de mai jos

Wl (A)=p(d), A€

(cf. [80], p. 94-95, [61], p. 88, [52], p. 80). Masura ji*| , reprezinta extinderea
standard (Carathéodory) a masurii p la o o—algebra de parti ale mulimii M.
Fiind date marimile —oo < a; < b; < 400, unde 1 < ¢ < 3, multimea

A = {M€E3:a1<x<b1, G2<y<b2, CL3<Z<b3}

not
= [a1,b1;a2,bz;a3,b3)7

unde x, y, z sunt coordonatele punctului M in reperul canonic R, poarta den-
umirea de celuld (paralelipipedicd). Familia tuturor celulelor din E3 alcatuies-
te un semiclan S (cf. [80], p. 109-112).
Functia A : & — [0, +0o0], introdusa in felul urmator:
3
1) M(A) = [[(b; — a;), cand A este marginita,

=1
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2) AM(A) = +o0, in caz contrar,

este o masura o—finita in By (cf. [80], p. 108-109, 112).

Extinderea standard (Carathéodory) a masurii A definite anterior se nu-
mesgte masura (Lebesque) in SF. Partile A*—madasurabile ale lui F3 sunt
multimi masurabile (Lebesgue) (cf. [80], p. 115, [61], p. 98). Pentru sim-
plificarea notatiei, convenim ca in cele ce urmeaza sa desemnam prin A atat
masura definita pe semiclanul S al celulelor cét si extinderea sa Carathéodory.
Rezultatele mentionate anterior fac optiunea noastra totalmente naturala.

o—algebra B generatd de familia partilor deschise (in raport cu topolo-
gia metrica) ale lui F3 (adicd, intersectia tuturor o—algebrelor de parti ale
lui E3 care includ familia multimilor deschise) poarta denumirea de familia
multimilor boreliene, elementele sale fiind multimi boreliene (Borel) (cf. [61],
p. 74-75, [80], p. 57-58, [52], p. 71). Multimile boreliene ale lui E3 sunt
masurabile Lebesgue (cf. [80], p. 117-118, [61], p. 99). Se cuvine reamintit
faptul ca exista multimi masurabile Lebesgue care nu sunt multimi boreliene
(cf. [61], p. 107-108).

In particular, multimile deschise si multimile inchise sunt mésurabile in
SF'. De asemeni, multimile deschise in Fs3 pot fi reprezentate ca reuniuni cel
mult numarabile de celule, disjuncte doua céate doud, cu muchii finite (adica,
|b; — a;] < 400, unde 1 < ¢ < 3) (cf. [80], p. 113, 116).

O functie f : E — R este masurabila (Lebesgue) atunci cand, prin
definitie, pentru orice numar real a multimile Lebesgue introduse mai jos

{r € E:f(z)>a} {reF: f(z) <a}
{z € FE:f(x)>a} {reE: f(zr)<a}

sunt masurabile Lebesgue. Se poate arata ca este suficient ca unul dintre
cele patru tipuri de multimi Lebesgue date mai sus sa fie format numai din
multimi masurabile, pentru ca functia f si fie masurabila (cf. [80], p. 122-
123, [52], p. 88).

Fiind data functia f : F — R marginita, unde A\(E) < 400, putem intro-
duce sumele Lebesgue-Darboux inferioard si superioard in modul obignuit

St )™ S sup fl2) ME)  s(r )" S inf f(x) - A(Ey),

i=1 z€E; i—1 *€E;

unde 7 = {F; : 1 < ¢ < p} constituie o partitie a multimii £ cu multimi
masurabile, disjuncte doua céate doua.
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Atunci, functia f : E — R este integrabila Lebesque pe multimea F daca
inf S(r, f) =sup s(7, f) ot / F(M)dA(M).
T T E

In particular, orice functie marginits f mésurabild pe multimea E va fi inte-
grabild Lebesgue pe multimea E (cf. [80], p. 151-153, [52], p. 97-98).

O multime E C E3 se numeste jordaniand (multime Jordan) daca fron-
tiera sa, notatd F'r(FE), este masurabild Lebesgue si A\(F'r(E)) = 0 (cf. [68],
p. 213).

In mod evident, E = i(F)U(Fr(FE)NE). Misura Lebesgue fiind completi
(adicd, pentru orice F¥ C E, unde £ € A ¢i A(E) = 0, avem F € A si
A(F) = 0) (cf. [80], p. 95, 116), deducem ca orice multime Jordan E este
masurabila Lebesgue.

Un exemplu "natural” de multime jordaniana il constituie multimile de-
schise in F3. Intr-adevir, daci G C Fjs este o multime deschisi (in raport

cu topologia metrica), atunci G C | J A,, unde (A,),>1 reprezinta celule cu
n>1

muchii finite, disjuncte doud cate doud. Conform [64], problema 1.3, p. 31,
Fr(G) C | Fr(A,) si, folosind o —subaditivitatea masurii Lebesgue, putem

n>1
scrie ca

0 < AFr (@) < i_'f ANFr(A,)) = 0.

Aceasta proprietate a multimilor jordaniene de a fi reuniunea dintre o
multime deschisa (interiorul lor), uneori vida, si ceva "neglijabil” (de masura
Lebesgue nuld) da nastere unor complicatii spectaculoase in teoria ecuatiilor
cu derivate partiale (cf., de exemplu, [13], p. 171). In ceea ce priveste
”aproximarea”, in general, a multimilor mésurabile cu multimi boreliene (aga
cum multimile deschise aprozimeaza multimile Jordan), reamintim ca, fiind
data multimea masurabila F din Fj3, exista o multime H, de tip F,, si o
multime K, de tip Gs, astfel incat H C E C K, A(H) = MK), A(KNH) =0
(cf. [80], p. 119-120). Astfel, orice multime m#surabild este reuniunea dintre
o multime boreliana si ceva "neglijabil”.

O functie continua si marginita f, definitd pe multimea jordaniana F,
unde \(E) < +o00, este integrabild Lebesgue (cf. [80], p. 125, [68], p. 215).
Intr-adevir, pentru orice a € R exist§ multimea G, deschisi in raport cu
topologia metrica a lui Fs3 astfel incat

{reE: f(x)>a}=f"(a,+0)) =G, NE € Tg
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(cf. [39], p. 179). Multimea F fiind masurabild Lebesgue, multimea {x €
E : f(z) > a} va fi, la randul ei, masurabild Lebesgue, ceea ce aratd ca
functia f este masurabild pe multimea E. Marginirea functiei f va implica
integrabilitatea sa.

S& consideram o celuld cu muchii finite [ay, by; ag, ba; as, bs) in E5. Evident,
aceasta este o multime jordaniand i au loc egalititile de mai jos (cf. [68], p.
213)

AMA) = A@) = /K dA(A)

_ /Z/ / dzdydz,

ultima integrald (tripld) desemnénd integrala Riemann tridimensionald in
conformitate cu [68], p. 202, 216-217. Aici, A = {M € F3 : a; < x < by,
as <y < by, ag < z < b}

Fiind datd o multime deschisa (in raport cu topologia metrica) si marginita
G C Es, putem deduce cu ajutorul sumelor Lebesgue-Darboux (cf. [80], p.
151), respectiv sumelor Darboux asociate integralei Riemann (cf. [80], p.
154-155, [62], p. 315-317) ca

/6 F(M)AA(M) = /_/ [ 1600, 2)twayi,

unde f : G — R este o functie continus.

Definitia integralei Lebesgue poate fi extinsa in mod natural la functiile
finite aproape peste tot (a.p.t.) (adicd, luand valori finite in toate punctele
domeniului de definitie cu exceptia unei parti ”neglijabile” a acestuia), ca
si la multimile £ masurabile avand masura Lebesgue infinita (cf. [80], p.
180). Astfel, fiind datd functia f : F — [0, 4+o00] masurabild si finita a.p.t.,
marimea

sup / FOMDANM), (2.39)

unde e reprezinta o parte masurabild a lui F astfel incat A(e) < +o0, va
fi notatd cu [, f(M)dA(M). Daci [, f(M)dA(M) < +4oo, atunci f este
integrabila Lebesgue pe multimea FE.

Se cuvine observat faptul ca aceasta definitie a integrabilitatii Lebesgue
se bazeazd esential pe proprietatea misurii Lebesgue de a fi o—finit§. Intr-
adevar, spatiul (Es,d) fiind separabil (cf. [39], p. 114, problema II.1.68, p.
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145-146), orice parte masurabild a sa poate fi acoperita cu o familie cel mult
numarabila de bile deschise, avand raza egala cu unitatea. Aceste bile, fiind
multimi marginite, au masura Lebesgue finita. Justificarea observatiei s-a
incheiat.

In general, dacil f : E — R este o functie misurabili finitd a.p.t., putem
introduce multimile Lebesgue de mai jos

E.={MecE:f(M)>0} E_={MecE:f(M)<0}.

Sa presupunem ca cel putin una dintre marimile

/E S| dA(M) / FD] )

este finita. Marimea

/E |F(M) [ dA(M) - / F(M)] dA(M)

se noteazd cu [, f(M)dA\(M) si, dacd [, f(M)dA\(M) € R, functia f este
considerata ca integrabila Lebesque pe multimea F. Prin conventie, f@ f(M)
dA(M) = 0 (cf. [80], p. 180, 182).

Fiind datd functia f : £ — R, mésurabild finitd a.p.t., unde E C Fj
este o multime masurabila Lebesgue nu neaparat de masura finita, are loc
egalitatea

/E F(M)AA(M) = lim / FOMD)AAM (2.40)

n—>—|—oo

unde (E,),>1 sunt parti masurabile de masurd finitd ale multimii £, E,, C
En1 8t E= | E, (cf. [80], p. 209, [68], p. 277). Aceasta formula va fi

n>1
folosita in cele ce urmeaza pentru calculul integralei Lebesgue a functiilor

radial simetrice.
Astfel, fie numerele reale 0 < r; < 79 < +00 alese arbitrar si multimea

QT17T2 = {M S E3 ' < d(M,O) < 7’2}.

S& considersm functia f : E5 — R, indeplinind urmitoarele conditii:

1) f(M) este constantd pe €2, pentru orice r > 0 (adicd, f este radial
simetrica);

2) f(M) este continud pe €, p pentru orice 0 < r < R, unde R este
arbitrar fixat.
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3) f(0) poate fi +oc0.
Introducem notatia f(M) "2 f(r), unde d(O, M) = r, pentru orice M €

Ej5. Atunci,
/ f(M)dN(M) = 4x / f(r)-ridr
Q k4

71,72

unde 0 < r; < rp < R (cf. [68], p. 280-281). De asemeni, utilizand (2.40),
putem scrie ca

/B(O,R)f( ) =l /er JdAM 47T0/Rf dr.  (2.41)

Factorul r? are o importanti deosebit# atunci cand se calculeazd asemenea
integrale prin trecerea la coordonate sferice (cf. [76], p. 392).

Procedeul descris anterior, de integrare Lebesgue a functiilor masurabile
finite a.p.t. pe multimi masurabile, poarta denumirea de integrare in SF.

In final, mentiondm o proprietate a mésurii in SF profund semnificativa
pentru mecanica teoretica. Astfel, masura Lebesque X\ in E3 este invarianta
fata de aplicatiile izometrice. Mai precis, fiind date multimea F C E3 ma-
surabild gi aplicatia izometricd F' : E3 — FE3, multimea F(F) va fi, la randul
sau, masurabild Lebesgue gi A(E) = A(F(E)) (cf. [80], p. 120, [52], p. 114).

2.1.13 Suprafete in SF. Plan tangent la o suprafata.
Curbe pe suprafete. Triedrul lui Darboux. For-
mulele Darboux-Ribaucour. Geodezice

Introducerea multimilor jordaniene in subsectiunea anterioara poate con-
duce, in mod nejustificat, la concluzia ca integrarea in SF' nu ar tine seama
de frontiera corpurilor materiale. O atare concluzie este incorecta. Aga cum
vom vedea ulterior, formula Gauss-Ostrogradski (fluz-divergenta) (cf. [34], p
108) face legatura intre integrarea in SF gi integrarea pe suprafete (frontiere).
Integralele de suprafata joaca un rol fundamental in mecanica teoretica (vezi,
ca sa nu dam decat un exemplu, expresiile coeficientilor Coriolis si Boussinesq
in mecanica fluidelor, cf. [3], p. 316, 318).

Pentru a trece in revista, in cele ce urmeaza, o serie de chestiuni de
geometrie diferentiald a suprafetelor in SF', ne bazam pe prezentarile facute
in [48], p. 36 si urmatoarele, [44], p. 589-651 si [45], p. 178-192.
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Fie U C R? o multime deschisa si conexd. S& considersam v : U — E3 o
aplicatie introdusa prin formula

OM =z(¢", ¢*)i+ y(¢", ¢*)j + 2(¢". @)k = o(¢", ¢*), (2.42)

unde M = v(q*, ¢%), (¢*, ¢®) € U. Aplicatia y defineste o suprafata parametri-
zatd netedd (C*) in SF dacd o € C*(U, TR?) si

9o
oq!

Oo

a—q2<q17q2) 7& 0 (q17q2) eU.

(q", %) x
Doua suprafete parametrizate netede v : U — FE3, ( : V — FEj3 sunt
echivalente daca exista difeomorfismul (C*) A : U — V (numit schimbare
oyt i) (a".4%)
(¢',¢*) > 0, unde A = (A1, \2) si (¢',¢%) € U, suprafetele parame-

de variabile (parametri)) astfel incat v = ( o A. Céand det ((
D(A1,)\2)
D(q*,¢?)
trizate v, ¢ devin pozitiv echivalente (cf. [48], p. 36).

Multimea S C FEjs reprezintd o suprafata (neteda) in SF dacd pentru
orice M € S exista suprafata parametrizata netedd v : U — FE3 (numita
parametrizare locald) avand urmétoarele proprietati:

1) v(U) este o vecindtate a lui M deschisad in raport cu topologia indusa
pe S de topologia metrica a lui Fjs;

2) v: (U, Tv) = (v(U), Tyw)) este homeomorfism (cf. [48], p. 37, [44], p.
590, [45], p. 178).

O suprafata neteda S se numeste simpla daca exista parametrizarea 7 :
U — E3 (numitd globala) astfel incat v(U) = S.

Despre suprafata neteda S spunem ca este orientabila in SF daca exista
familia de parametrizari locale (7V4)aca, unde v, : U, — E3 (numitd familie
orientata) astfel incat:

1) S = U 7(U);

acA
2) dacd Sy este o componentd conexa a multimii ~y, (U, ) Ny, (Us), a # b, in
raport cu topologia indusa de topologia metrica a lui F3, atunci suprafatele
parametrizate

7a|Uab :Uay — B3 7b|Uba : Upa — Es,

unde Uy, = 75 (Sap); Usa = 7, '(Sap), sunt pozitiv echivalente (cf. [57], p.
96).
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O parametrizare locala v : U — F5 a suprafatei orientabile S este
compatibila cu familia orientatd (7,)eca dacd pentru orice a € A astfel
incat v(U) N ~,(U,) # (0 gi pentru orice componentd conexa S, a multimii
v(S) N74(S,), suprafatele parametrizate

7|Ua U — Es 7a|va :V* — B,

unde U® = v71(S,), V* = ~,1(S,), sunt pozitiv echivalente (cf. [44], p. 587).
In legiturs cu definitiile de mai sus, se cuvin fcute urmstoarele afirmatii
de natura topologica:
1) spatiile (R%,7), (S, 7s) sunt local conexe (cf. [44], p. 590);
2) mulimile v7*(S,;) sunt deschise gi conexe in spatiul (R? 7;).
Justificarea afirmatiei 1). Se stie cd o multime G deschisa in (R?,T.)
este conexa in acest spatiu daca si numai daca, pentru orice u, v € G exista
o linie poligonala situata in G avand capetele u, v (cf. [39], problema I1.2.76,

p. 173). Astfel, pentru orice u € R? gi € > 0, B(u,e) = |J [u,v] este
vEB(u,e)

o multime conexd. Intr-adevir, pentru vi, v, € B(u,¢), putem scrie c&
[v1,u] U [u,v3] C B(u,e). Un spatiu topologic este local conex atunci cand
fiecare punct al sau admite un sistem fundamental de vecinatati format doar
din mul{imi conexe. Ori, fiind dat v € R?, familia V(u) = {B(u,r) : r > 0}
alcdtuieste sistemul de vecinititi ciutat. In concluzie, spatiul (R?,7;) este
local conex. Sa construim acum un sistem fundamental de vecinatati conexe
pentru M € S. Fier > 0 gi multimea v(U)NB(M, ) o W,unde~ : U — Ej3
reprezintd o parametrizare locald a suprafetei S, astfel incat M € ~(U).
Atunci, W € Ty, v (W) € Ty. Fie ug € v (W) cu proprietatea c&
v(ug) = M. Deoarece U € T, v (W) € T si existd rp > 0 pentru care
B(ug,10) € v 1(W). De aici, la fel ca in demonstratia ficutd in cazul curbelor
netede, deducem cd multimea (B (ug, 7)) este deschisa si conexa in (S, 7g).
Ea face parte din sistemul fundamental de vecinatati cautat.

Justificarea afirmatiei 2). Cum spatiul (S, 7g) este local conex, Sy € Ts.
Concluzia rezulta tindnd seama de faptul ca v, este un homeomorfism.

Sa consideram suprafata neteda orientabila conexa S si familiile orientate

(Ya)acas (G)ben, unde
Va:Ua_>E3 Cbi%—>E3‘

Definim o relatie de echivalenta pe multimea A a tuturor familiilor ori-
entate ale suprafetei orientabile S spunand ca familiile (,)4ca, (()rep sunt
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echivalente (la fel orientate) daca exista ag € A, by € B astfel incat v,,(Uy,y ) N
Coo(Viy) # 0 si Sagp, © componentd conexd a multimii g, (Usy) N Cpy (Vay) Cu
proprietatea ca suprafatele parametrizate

7a0|UaOb0 : Uaghy — B3 Cbo"/aobo : Vagby — Es,

unde Uagby = Yoy (Saobo)s Vaoho = Gy (Sagho)> Sunt pozitiv echivalente (cf. [57],
p. 98). In mod analog celor prezentate in cazul curbelor netede, multimea
claselor de echivalenta ale acestei relatii de echivalenta are doar doua ele-
mente. De aceea, o suprafata neteda orientabila conexa S este considerata
orientata (cu orientarea datd de familia orientatd) daca se precizeaza o fam-
ilie orientatd a sa. Existd, asadar, doar doud asemenea orientéri (cf. [57],
p. 99). Exemplul tipic de suprafata neteda orientata este cel al suprafatei
simple. Orientarea sa este datd de familia orientata {7}, unde v : U — FEj
reprezinta parametrizarea globala a suprafetei.

Conform [48], p. 38, [44], p. 590, graficul unei functii netede de doud
variabile este o suprafatd simpld in SF. Mai precis, fie V # () o mulfime
deschisd, marginitd si conex in (R?, 7). S& consideram aplicatia vy : U — Es
introdusa prin formula

OM = ¢'i+¢°j + ¢(¢", )k = o(q", ¢*), (2.43)

unde U C V, M = ~(¢",¢%), (¢",¢%) € U si ¢ € C®(V,R). Multimea

U fiind compactd in (R?,7;), cum functia ¢ este continui pe U, multimea

S ™ ~(U) C E3 va avea misura (Lebesgue) nul in SF (cf. [68], p. 229).
Atunci, urméand [68], p. 261,

80128012____,_8_90_._

0q?
# 0,  (¢h¢)eV

Se verifica imediat ca aplicatia v : U — v(U) este homeomorfism.

Sa consideram suprafata neteda orientata S. Fie (74)aca, unde v, : U, —
Ej3, familia de parametrizari locale care da orientarea suprafetei si My € S.
Existd a € A astfel incat My € 7,(U,). Aplicatia -y, : U, — FEj3 este introdusa
prin formula

OM = z4(¢", )i + ya(d", ) + 2a(a", *)E = 0u(q". ¢),
unde M = ’ya(ql,qg)a ((117(12) € U,.
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Planul {N € Ej : [6"“ (46, 45) 60“ 2(g8,q3)] - MoN = 0} " Ty, unde
My = va(q}, g3), este tangent in punctul My la suprafata S (cf. [48], p. 44-
45, [44], p. 594). Asupra sa vom reveni ulterior. Fie 7y, € Th,R? versorul
dat de relatia

_ %2 (96, 93) X

L %28 (0, 90)
Mo Baa( 1 2) % '
aq! \40> 90

%28 (a8, 93)

(2.45)

Figura 2.8

Versorul Ty, este independent de parametrizarea adoptatd din familia
orientatd (Ya)aca (cf. [48], p. 48). Intr-adevir, fie b € A, b # a, astfel incét
My € v,(U,) N(Up). Notam cu S, componenta conexa a multimii 7, (U,) N
Y (Up) care il contine pe M. Fie X\ schimbarea de variabile corespunzitoare,
adicd 7, = 75 o A. La fel ca in cazul curbelor netede, avem o,(q',¢?) =

op(M(gh, @), Aa(qh, ¢%)) si

do, Oo, DA, A oo
i (4" ¢%) x g — (¢, ¢%) = ﬁ(ql,(ﬁ) a)\b(kl(q 7*), Xa(q', %))
80b

o ——(\i(q", ¢%), Xa(q', 4%),

unde (¢*,¢*) € Sap (cf. [48], p. 36). Cum %(q q?) > 0 in S, justifi-
carea afirmatiei de mai sus s-a incheiat.

Dreapta care trece prin M si are versorul director 7y, poartd denumirea
de normala la suprafata S in punctul My (cf. [48], p. 45, [44], p. 594, [45],
p. 181).

Reamintim faptul ca, in cazul curbelor netede orientate I', orientarea
putea fi "vizualizata” cu ajutorul sagetilor versorilor tangenti la curba, care
erau indreptate toate in aceesi parte, inducand un sens de miscare pe curba I'.
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O asemenea situatie are loc si aici, numai ca indreptarea sagetilor versorilor
T, unde M € S, trebuie precizatd de la inceput.

Astfel, vezi Figura 2.8, putem alege ca versor normal exterior versorul
7y dat de (2.45) pentru orice M € S, respectiv versorul — 7'y, pentru orice
M € S (cf. [48], p. 48, [44], p. 603). Sagetile acestora vor indica un sens
de parcurgere (traversare) a suprafetei (de exemplu, dinspre interior cdtre
exterior in cazul sferei).

Fiind date suprafata neteda S si curba I' spunem ca I' este situatd pe
S daca ' C S (cf. [48], p. 40, [44], p. 591-592). Necesitatea de a veri-
fica invarianta proprietatilor (geometrice) ale curbelor si suprafetelor fata de
schimbarile de variabile face dificil studiul acestora. De aceea, extrapolind
notiunile de baza ori de cate ori este nevoie, vom realiza anumite calcule
(cu semnificatie geometrica) folosind in locul suprafetei S si al curbei T’
suprafata parametrizata v : U — FEj3 si drumul neted regular ¢ : I — FEjs,
unde ((I) C v(U). Aceasta preferinta poate fi justificata in felul urmtor.
Fie My € y(U) si (g3, q2) € U astfel incat v(q3, ¢2) = M. Existd multimea
V' C U deschisa si conexa in (R?, 7;) astfel incat My € (V) si multimea (V)
este o suprafatd simpld in SF avand parametrizarea globald |, : V — Ej
(cf. [48], p. 40, [44], p. 591). Fie acum ¢y € I astfel incat ((qo) = Mo.
Atunci, ¢§ = ¢"(q), 65 = ¢*(qo). Evident, y(V) € Ty, cici functia v este
un homeomorfism, de unde ((I) N y(V) € Z¢(p). Aplicatia ( fiind continua,
CH¢I)Ny(V)) € T;. Ceea ce inseamna, in particular, ci va exista inter-
valul J C I, unde J € 7;, pentru care qo € J si ((J) C v(V). Micgorand
eventual acest interval, multimea ((J) va fi o curbd simpld in SF avand
parametrizarea globald (|, : J — Ej (cf. [48], p. 14, [44], p. 585) situatd pe
suprafata simpla (V).

Sa consideram, agsadar, suprafata parametrizata neteda v : U — FEj3 intro-
dusd prin formula (2.42). Fie, de asemeni, I C R un interval netrivial inzes-
trat cu topologia 7; indusé de topologia uzuald a lui R si functiile ¢* : I — R,
unde ¢' € C*(I,R), astfel incat (¢*(q), ¢*(¢)) € U pentru orice ¢ € I. Acest
lucru este posibil deoarece 7, = Tz X Tg. Sa presupunem, in plus, ca %, %2
nu se anuleaza simultan in 1.

Aplicatia ¢ : I — Ej3 introdusa prin formula

OM = o(q"(9),¢*(q)) = o(q), (2.46)

unde M = ((q), ¢ € I, va desemna un drum neted regular in SF. Intr-
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adevar, prin derivare,

Cﬁzqq( )g;(q q2)+cfiq (g )302(61 ¢*), g€ 1. (2.47)

o'(q) =
Insg g—;’l(ql,qQ) X g—gz(ql,QQ) # (0 in U, ceea ce ne permite si deducem ca

dq?

, 4 (¢) = 0. Afirmatia anterioard a fost

0'(q) = 0 daca si numai daca %(q)
justificata.

Pentru ¢qo € I arbitrar fixat, exista, conform celor precizate inainte, un
subinterval J, J € 7;, al lui I care il contine pe ¢y si pentru care ((J)
constituie o curba simpla in SF. Putem astfel extrapola notiunea de tangenta
in Mg la curba simpla {(J) spunand ca dreapta ce trece prin My i are vectorul
director o’(qo) este tangenta in My la drumul neted ¢ : I — Ej5. Din (2.47)
rezultd cd o'(q) € Sp({g—;(ql,f), 5o %(q',4*)}). Rezultatul este valabil, in
particular, pentru ¢ = qp.

Acum, dandu-se numerele reale a, b care nu sunt nule simultan, exista

e >0 suﬁcient de mic astfel incat (¢f +a-q,¢2 +b-q) € U pentru orice
q € (—&,¢) = I. Drumul regular . : [ — Fj introdus prin formula

OM =o(qy+a-q,¢ +b-q) =o(q), (2.48)
unde M = (,4(q), ¢ € I, are directia tangentei in punctul M,

2

o o
o'(0)=a- 3—(11(%1),(13) +b- g—q2(q(§,qo)
(cf. [45], p. 181, [48], p. 44). In concluzie, multimea directiilor tangentelor in
punctul M, la drumurile netede regulare situate pe suprafata parametrizata
v : U — FEj3, inzestrata cu operatiile cu vectori induse de operatiile din
TR3, alcatuieste un spatiu liniar 2—dimensional, notat T},,S, a carui baza
{ 2o 5 (qo, @), 2% 5 % (qt, ¢3)} poartd denumirea de baza naturala (cf. [44], p. 594).
Astfel, devine clar ca T)y,S reprezinta spatiul director al planului 7),, deci
ca planul tangent in My la suprafata S este, prin definitie, multimea tuturor
tangentelor in punctul My la curbe simple situate pe suprafata S (cf. [48], p
44-45, [45], p. 180-181, [44], p. 593-594).

Introducem matricea G(Mpy,y) data prin formula

G
G(M()?,'Y) = 8aq 0o 380 )q

dq' " 9% 9q>

(ad,93)



64 CAPITOLUL 2. MECANICA PUNCTULUI MATERIAL

Folosim notatiile (cf. [34], p. 85, [48], p. 74)

00 5 no 0o 00 o 00 5 no
(8_ql)2 ot g11 a_ql : a—qQ ot gi12 (8_q2)2 ot gos.

Dacd g11(M) = 1, g12(M) = go1(M) = 0, unde M € U, parametrizarea

locald v : U — E3 se numeste semigeodezica (cf. [44], p. 642, [48], p. 85).
Considerand 7 : V' — FEj3 o suprafata parametrizata echivalenta cu + :

U — FE3s A: U — V schimbarea de variabile corespunzatoare, are loc

relatia
t
c0m) = ( (5) Gt ((52)
% b % “37 N(aha?)

Justificarea acestei afirmatii rezulta din faptul ca v = no\ si putem aplica
formalismul matriceal

o
ﬂ%ﬂz(%)%%f%)

9¢®

(a§.9%)

(qd,43)

Fiind dati vectorii p, § € T3, S de coordonate p;, ps, respectiv g1, g2 in
baza naturala, avem formula

_ _ g1 G12 q1
g = : : 2.49
b (pl p2) (921 922) (Q2) ( )
= gunqi + G12(P1g2 + D2q1) + Go2p2qe
(cf. [48], p. 56, [68], p. 363).

De asemeni, pe baza identitatii lui Lagrange, deducem ca

2

Jo
oq!

Oo

det G(Mp, ) = ‘ (90, 45) ¥ a—f(qé,q(?)

Fiind date suprafata simplad S introdusd de (2.43) si functia continuid
f:(S,75) — R, se numeste integrala de suprafatd marimea

Jdo  Oo
1 2 1 2

[/f(q a5 9(q,q7)) o < g
U

(cf. [68], p. 256, 259-260, [48], p. 94).

dg'dg® ™2 /S F(M)do (M) (2.50)
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- — v

Reperul® R = (M, B), unde B = {g—;(qé,qg),g—;(qé,qg),n}, poartd

denumirea de reper natural al suprafetei S in punctul M, (cf. [48], p. 73).
Aici, M este introdus cu ajutorul reprezentantului sdu, 7'y, € 7.

In spiritul formulelor Frenet-Serret, folosind conventia de sumare a in-

2
. . not . . .
dicelui "mut” Y~ apb® = apb®, se stabilesc coordonatele derivatelor vectorilor
k=1
din B in raport cu B.

1) Formula lui Gauss:
oo} p Oo

— =I"— 3T 2.51
9¢'0qi 7 gk + hijTt (2.51)

2) Formula lui Weingarten:

on olo
= —h..gokF——
8ql hZ]g 8qk’

unde g;; = g;i, g sunt elementele matricei G(Mo, )", T'; sunt simbolurile
lui Christoffel (cf. [48], p. T4, [66], p. 266-267), adica

1 Og  Oga  0gij
Ficj _ _gkl( J + J )

“ 27 Yog T A B¢

sihij=mn- 6:122513' (cf. [48], p. 73-75, [44], p. 628-629, [57], p. 170-171, [68],
p. 385-386).

Fiind date suprafata simpla S cu parametrizarea globala v : U — Ej si
curba simpla I' cu parametrizarea globala ( : I — FEj3 situata pe suprafata
S, reperul R = (M,, ?) dat de My € T 5i C = {7,m,n}, unde! m=n x 7,
poartd denumirea de triedrul lui Darbouz al curbei I' in punctul My (cf. [34],
p. 89, [57], p. 176). Versorii m, 7, fiind perpendiculari pe 7, se gasesc in
spatiul liniar director al planulut normal al triedrulut lui Frenet in punctul
My. Introducem unghiul 6 e/ £(m,7). Evident, 6 € C*(R,R), § = 0(¢) si
are loc formula

M =cosf-U+sinf-f. (2.52)

10Baza B nu este, in general, ortonormat#. Totusi, in cazul unei parametriziri locale
semigeodezice, reperul R va respecta cerintele din definitia reperului cartezian daca in-
locuim, in baza B, directia g—;(qé, q3) cu versorul ei.

Uvipletul C este de sens direct cici (7,m,7) = |7 x 7> > 0.
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Apoi,
nXT (2.53)
= cosf- (UXT)+sinf- (B x7)

= sinf -7 —cosf - .

3l
I

Vom evalua marimile T, Cf; 4% prin coordonatele lor in baza C, plnand
seama de formulele Frenet-Serret (2 9), (2.11), (2.12) (cf. [34], p. 90, [48], p
87-89). Astfel,

dm do dv o — dj
il cosf - Ts U+ sind - E+sm9 s ﬂ—cos&-%
= (sin@-ﬂ—i—cos@-ﬁ)-?—cos@-(—T-ﬁ)—f—sinG-
s
.<_%.?+T.B)
= —Slne-?%—(ﬁ sinf + T - st) ﬁ—i—(ﬁ cos 6
R ds
+ T -cosf)-v
In continuare,
dn , do dv — dg
il —SmQ-dS U+ cosf - E-I—COSQ T - +sinf - o
= (—sinf-v+cosf-p)- d—6+sm9 (=T -7)+cosf -
.(_%.7+T.B)
cosf _ o — ag .
= 3 'T—f—(% cosf + 1T - cosQ)-ﬂ—}—(—E-st
— T -sinf) -7
Pe baza relatiilor (2.52), (2.53) putem scrie c&
V=cosf-m+sinf-m
{ B =sinf -7 — cosf - m. (2.54)

Inlocuind aceste expresii in calculele anterioare, obtinem ca

dr __ sinf ST - cos@ n
(2.55)

dm ds smlg = d@
am = T+(L+T)-
GCZZ_i cos% = _ ( g + T)

-n
-m.
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Relatiile (2.55) se numesc formulele Darbouz-Ribaucour (cf. [57], p. 176).

Revenind la suprafata parametrizatd v : U — FEj3 introdusa prin (2.42),
spunem c& drumul neted ¢ : I — FE3 dat de (2.46) este geodezic dacd, prin
definitie, avem

o"(q) LTS M =((q)

pentru orice ¢ € I. In particular, cum 7(M) = |o’(¢)| " - ¢'(q), V = Ro'(q),
mv(a”(q)) = 0, obtinem ci by = ¢”(q), deci vectorii o”(q), (M), m(M) vor
fi coliniari.

Relatia ¢”(q) L ¢'(q) ne conduce la diq(% o' (q)]?) = d%(%a’(q)Q) =d'(q) -
a"(q) = 0, astfel ca marimea |0'(q)| este constanta in I.

Drumul neted 7 : J — Ej, situat pe suprafata parametrizata v : U — Ejs,
echivalent cu ¢ : I — FEj5 este geodezic daca si numai daca schimbarea de
variabild A : I — J corespunzitoare este afina'?, (cf. [48], p. 83, [44], p.
637). In particular, parametrizarea naturals n : J — Ej pozitiv echivalents a
drumului ¢ : I — Fj3 este un drum geodezic (cf. [48], p. 83, [44], p. 637-638).

Vom spune despre curba I' situata pe suprafata neteda S ca reprezinta o
geodezica (geometricd) a suprafetei daca pentru fiecare punct M € T existd
o parametrizare locala ¢ : I — Fj3 care este drum geodezic astfel incét
M e ¢(I) (cf. [44], p. 635).

Derivand relatia (2.47), avem

_dq' dg’ 0%c d*q* do

o"(q) ” () i (q) - aqiaqj(ql,f)vt i (q) - aqi(ql,ff),

de unde, conform formulei lui Gauss (2.51),

d*q* dg dg’ . Oo
" — (YT Rt 2 AT 90 1 2 9.
o"(q) (dq2 + ”(q,q)dq dq) aqk(q,q) (2.56)
dg' d¢ _

h’i‘ 1 2

(cf. [48], p. 84). Deoarece ¢”(q) este coliniar cu 7(M),

(q) - g—;<ql<q>,q2<q» —0, k=12

12 Adic#, A(q) = c1q + 2, unde q € I si ¢1 # 0.
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astfel cd drumul neted ¢ : I — Ej5 introdus prin formula (2.46) este geodezic
daca si numai daca
d%q* 2 1 dqi dg’
—+ -— =0, k=12, 2.57
dg® ”21 5@ ) dg dq (2:57)
unde g € I (cf. [48], p. 84, [44], p. 638). Relatiile (2.57) poarta denumirea
de ecuatiile diferentiale ale geodezicer.
Introducand mérimile Q' = ¢!, Q? = ¢%, Q@ = %, Q4 = di, ecuatiile
(2.57) pot fi rescrise sub forma

dQl Q3

dQ2 = Q*
9 Q10080
W= HQ\QQ%QY,

qel, (2.58)

unde f,(Q', Q% Q% Q") = Z IH(QY, Q*)Q2Q 2.
i,j=1
Functiile fi, £ = 1, 2, fiind de clasa C*°, problema Cauchy atagata sis-

temului diferential (2.58) va admite solutie unica, de clasa C*°. Existenta si
unicitatea solutiei clasice (C') provin din teorema Picard- Lindel(jf (cf [31],
p. 8, [6], p. 35-38, [4], p. 124-125). Apoi, cum f;, € C*°, deci L& dq , dq e CH,
deducem ci @3, Q* € C?, de unde Q', Q? € C3, etc.
Pentru M = ((q), s consideram p(q) € Tp,S dat de formula
do do
1 2

p(q) = p1(q) - a4 ——(¢",¢°) + p2(q) - 3 —(¢".¢*), g€, (2.59)

unde py, py € C*(I,R). Atunci, conform teoriei generale a dependentei
solutiilor de datele Cauchy, exista € > 0 astfel incat problema Cauchy

( dQl — QP dQ2 — Q!
—4_f1<Q1 Q2 Q3 Q%)
dQ — f2(Q1 Q2 Q3 Q4>
QUOJ=q'la)  QX0) = ¢¥(g)
| @0)=pi(e) QO =p2(Q)
s admitd solutia unicid Q' = Q%(u,q), unde u € (—¢,¢), ¢ € I, i Q' €
C>((=e,¢) x I,R), i = 1,4 (cf. [31], p. 100-101, [6], p. 57-60, 102-105, [1],
p. 259-264, [72], p. 341-352).
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Pe baza celor de mai sus pot fi deduse doua rezultate fundamentale
privind geodezicele.

Mai intéi, pentru orice p € Ty, S, existd un drum geodezic ¢ : (—¢,¢) —
Ej astfel incat ((0) = My si 0'(0) = P (cf. [48], p. 85, [44], p. 639).
Drumul geodezic ¢ : (—¢,e) — Ej este introdus, conform (2.46), prin formula
(p(q) = D) L

OM = U(Ql(u7 CIO)> Q2<u> CIO)) = U(“)?
unde M = ((u), u € (—¢,¢).

Apoi, pentru orice punct M situat pe suprafata S exista parametrizarea
locald semigeodezicd ) : V' — Ej a suprafetei S astfel incat M € n(V') (cf.
[44], p. 643). Sa justificim aceasta afirmatie. Considerdm ¢ : [ — Ej
dat de formula (2.46) un drum situat pe suprafata S. Conform (2.48), un
asemenea drum existd intotdeauna. Introducem vectorul p(g) impunéand ca
B(q) € Te)S, [pla)| = 1, Blg) - 0'(q) = 0 si bazele {B(q),0'(0)}, {55, 5
sd fie la fel orientate, ¢ € I. In acest fel, P(q) este unic determinat, py,
pa € C*(I,R). Fie qp € I fixat arbitrar. Vectoril p(qo), 0'(¢o) fiind liniar
independenti, nu existd numar real a # 0 astfel incat pi(qp) = « - %(QO) si

p2(qo) = - %f(qg). Ceea ce inseamna ca

Pia)  palw) | D@LQ)|
- (q0) 4 (q0) D(u,q) |gg)

Conform teoremei de inversiune locala, exista 0 < h < € si intervalul deschis
not

J C I, q € J, astfel incat aplicatia ® : (—=h,h) x J =V — &(V) C U cu
formula ®(u,q) = (Q'(u,q), Q*(u, q)) si fie un difeomorfism (C*). Notam
cu oy functia 0 o ®, 0y : V — TR3. Aplicatia n datd de n(u,q) = M,
unde OM = o,(u,q), este parametrizarea locald a suprafetei S cautati.
Intr-adevir, conform rezultatului anterior, pentru ¢ € J fixat, drumul neted
(1 : (—h,h) — Ej introdus prin formula

OM = 01 (U, q) Tgt 0'2(’&),
unde M = (;(u), u € (—h, h), este geodezic. Atunci, |o)(u)| = }%(u,q)‘ =
constant. De unde,

%(QM Q)

80'1 '
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Si calculdm, in cele ce urmeazi, expresia 2 (92t (u,q) - (u q)). Mai

intai,
80’1 0 80’1 . 8 0 80’1
T g (o) = Gra 4 (G

du
8 1 80'1 2

- 5 (3G wa?)
& | 1|80y 2

= dq [— %(qu) ]
0.

Ins#, conform (2.56), (2.57),

820'1

52 (u, @)|Im(u, q),

unde (M) "2 (u, q) si M = n(u q). De asemeni,

oy o o0Q! 12 8@2 do , 1
In concluzie, %2521 (u,q) - %(u,q = 2(%2(u,q) - ‘9"1( q)) = 0, adica
functia u —— 3"1 L (u,q) - 8 (u, q), u € (—h,h), este constantd (¢ =fixat).
Atunci,
80'1 80'1 80'1 80'1

a9 wa) = Fo(0.0) 50 0,9)
- Q0.0 52@.@)+ Q0.0 53@)
: —(Q)-g—;(Ql,QQH%(Q)-g—;(Ql»QQ)]

= plg)-0'(¢) =0.

Am obtinut ca gi1(u,q) = 1, g12(u, q) = ga1(u,q) = 0, unde (u,q) € V.
Justificarea afirmatiei s-a incheiat '3

13Prezenta parametrizirii locale semigeodezice constituie un corespondent matematic
al faptului c& universul curb (einsteinian) gi experientele lui Galilei (lansarea unei bile de
fildes pe o placd de marmurd agezatd orizontal), care au condus la formularea principiului
inertiei, coexista (vezi [79], p. 158).
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Fie v : U — FEj3 o parametrizare locala semigeodezica a suprafetei S,
(g8, q3) € U i ¢ : I — F3 un drum neted introdus prin formula

OM = o(qy +q,q3) = o(q),

unde M = ((q), ¢ € I. Atunci, drumul ¢ : I — Fj3 reprezintd un drum
geodezic parametrizat natural pe suprafata S (cf. [48], p. 85, [44], p. 642).
S& consideram «, B € I, cu a < s My = ((«), My = ((3). Atunci,

B
/ l0'(9)ldg = B — .

Fiind dat drumul neted n : I — FEj3 situat pe suprafata S astfel incat
n(l) C y(U) si n(a) = My, n(8) = M,, avem, conform (2.46), relatiile
(a) = ¢ +a, P(a) = ¢ si ¢*(B) = ¢t + 3, ¢*(a) = ¢¢. Atunci, pe baza
formulei (2.49), putem scrie ca

s A 1 1 2
/ o'(@)ldg = / {gn@)(%(q))?+2gm<q>%<q>-Cfiiqm)

2 3

(o) @)
> /ﬁ '%(q)’ dq > q"(B8) — ¢'(a) =8 —

(cf. [48], p. 86, [44], p. 642).

Asgadar, drumul geodezic este cel mai scurt drum situat pe suprafata S
care leaga intre ele punctele M, M,. Trebuie mentionat ca nu orice doua
puncte ale unei suprafete pot fi legate intre ele printr-o geodezica a suprafetei.
Un exemplu elocvent se giseste in [57], p. 234-235.

2.1.14 Formula Gauss-Ostrogradski. Prima formula a
lui Green. Integrale de tip potential. Ecuatia
lui Poisson

Introducem, in cele ce urmeaza, multimea jordaniana G C FE3 pe care
o vom numi domeniu in SF. Astfel, fie Uy, Vo, Wy # 0 multimi deschise,
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marginite si conexe in (R? 7;). Spunem c& M € G daci, prin definitie, au
loc inegalitatile

p1(y,2) < T<pa(y,2), (y,2) €U (2.60)
Ui(z,2) < y<ola,2), (v,2)eV
771(5[’,3/) < Z<772<5U7y)a (x,y) GWa

unde U - UO; V C ‘/07 W C WO; Pi € COO(U()?R)? ¢’L € COO(VEHR)a U €
C>*(Wy,R) sii =1, 2. Aici, z, y, z reprezinta coordonatele punctului M in
reperul canonic R. Cu alte cuvinte, o dreaptd avand una din directiile 7, 7, k
sau va intersecta domeniul G dupd un segment (eventual, degenerat intr-un
punct) sau nu il va intersecta deloc (cf. [68], p. 309).

Daca punctul M are coordonatele xg, o, 2o in reperul canonic R, (yo, 20) €
U, (zo,20) €V, (x0,y0) € W si inegalitatile (2.60) sunt stricte, atunci M €
i(Q). Tntr—adevér, functia ¢, fiind continua pe Uy, inegalitatea @i (yo, 20) < o
ne conduce la existenta numarului € > 0 pentru care

1(y,2) <,

unde = € [xg — €, 20+ €|, Y € [Yo — €, Y0 + €], 2 € [20 — €, 20 + €]. Am folosit,
implicit, faptul ¢ T.(E;) = T.((R,d)) x T.((R?,d)) = (Z.((R,d)))?, unde d
reprezintd metrica (distanta) euclidiand corespunzitoare (cf. [39], problema
I1.1.68, p. 145-146). In final, micsorandu-1 eventual pe ¢, ajungem la

[0 —&,%0 + €] X [yo — €,90 + €] X [20 — €,20 + €] C G.

Multimile de forma {M € E5 : p1(y,2) < z < va(y, 2), (y,2) € Fr(U)}
au masura Lebesgue nula. Pentru a explica aceasta, facem observatia ca
masura si integrala Lebesgue pot fi introduse pe spatiile R, R? intr-un mod
absolut analog introducerii lor pe R3. In particular, Fr(U) este neglijabils
in (R?, Agz, A\gz). Tinand seama de marginirea functiilor ¢y, @9 pe Fr(U),
deducem ca multimea de mai sus este o submultime a produsului cartezian
dintre Fr(U) si un interval compact din R, notat [a,b]. Privind masura
Lebesgue in SF ca o mésurd produs a masurilor Lebesgue in R si R? (cf.
[68], p. 204-205), obtinem c&

AMFr(U) x [a,b]) = Mgz (Fr(U)) - Ar([a,b])
= 0-(b—a)=0,

unde —oo0 < a < b < +00, ceea ce justifica afirmatia facuta.
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De asemeni, multimile de forma {M € Es : 2 = ¢1(y, 2), (y,2) € U} au
masura Lebesgue nula. Masura Lebesgue in SF' fiind completa, putem spune
cd domeniul G este reuniunea dintre multimea punctelor M, unde (y, z) € U,
(x,2) € V, (z,y) € W, pentru care inegalitatile (2.60) sunt stricte (notatd
GY) si ceva "neglijabil”.

Trebuie spus c& multimea G° este chiar interiorul domeniului G. Justi-
ficarea acestei afirmatii se poate face in mai multe feluri, apeland la teoria
masurii Lebesgue, teoria gradului topologic, etc. Astfel, cum orice multime
deschisa in E3 contine macar o celula cu muchii finite netriviald, deducem ca
multimile neglijabile (Lebesgue) au interiorul vid.

Conform (2.43), multimile

Ssup == {M € E3 L= 772<x7y)7 (x,y) € W}
Sinf - {M€E3 52’:771(357?J>a (xay) GW}

reprezintd suprafete simple in SF pe care, dat fiind faptul ci directia &
desemneaza verticala, le vom numi partea superioard, respectiv inferioara a
frontierei lui G (cf. [68], p. 309).

Pentru a nu trivializa definitia multimii G, vom presupune ca multimile

{(y,2) € U:z=upi1(y,2) =¢a(y,2), MeG}
{(z,2) € V:yzlﬁl(m,z =1(x,z), MeGqG}
{(z,y) € W:z=m(z,y) =m(z,y), MeG}

sunt "neglijabile” in R2. O asemenea prezumtie are un suport intuitiv ime-
diat; practic, cerem ca intersectia gsup N Sine sd fie o curbd (nu neapérat
neteda). Atunci, frontiera multimii jordaniene G va fi formata din reuniunea
suprafetelor simple Sgup, Sine $i ceva "neglijabil” in R?. Ceea ce ne permite,
apeland la (2.50), sa introducem o integrald pe F'r(G) pentru marimi definite
doar pe Ssup, Sint-

Suprafetele Sqp, Sint fiind simple, orientarea lor va fi data, prin conventie,
de (M) pentru M € Sgyp, respectiv —n(M) pentru M € Siye. Justificarea
acestei optiuni va fi facuta ulterior. Notidm cu N (M) versorul normal exterior
in ambele situatii.

Atunci, conform (2.44), avem relatiile

— _ 1
NM)- -k = , M € Sqp

0 o)
NESERC
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N(M)E = — > = , MGSinf.
VO (G2 1

S& consideram functia f : F3 — R, unde f(M) = f(z,y, z), continud pe
G astfel incat functiile %(M ), g—i(M ), %(M ), continue pe multimea G°, s&
fie prelungibile prin continuitate la G (cf. [78], p. 18). Egalitatea G° = i(G)
ne permite si vorbim de prelungirea prin continuitate a unei functii de la G°
la G.

Atunci, conform teoremelor generale de transformare a integralelor mul-
tiple in integrale iterate (vezi [68], p. 221, 233, [52], p. 105-108), putem scrie

ca

z=n2 zy)
///g(x,y,z)dxdydz = // / (x,y, z)dz]dzdy
z
€] W z=m(=zy)

= / f(%@/;ﬁz(xay))dﬁdy

EV//Wf(:v,y,m(:v,y))dedy-

Apoi, conform (2.50),

/fxyngxydwdy /fxynamy)(W(M)E)

\/<8’72> +<%’§> +1dady

/ T Rydo ().

Analog,

J[ r@vmie sty =~ [ o0 -Fasan

(cf. [68], p. 309-310).
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In concluzie,

of

22 —(M)d\(M) = / f(M)(N(M) - k)do(M). (2.61)
Fr(G)

”"Procedand” in acelasi mod pe directiile 7, 7, obtinem ca

[Fonaan = [ fan®oan-dieon, e
Fr(G)
respectiv
of . _
5y MaAD = [ JDN(M) - Jdo(M). - (2.63)
Fr(GQ)

Fiind datd functia F : E3 — TR? unde F(M) = fi(M)i + fo(M)j +
fs(M)k, M € Ej3, daca functiile f; : E5 — R indeplinesc aceleasi conditii ca
functia f : F3 — R, atunci, pe baza relatiilor (2.61) - (2.63), putem scrie cd

/G div F(M)dA(M) = /F  FOD Tnds(), 261

unde div F(M) 8f (M) + %—’;Q(M )+ %(M ) reprezinta divergenta functiei
F(M) (cf. [76], p. 393, [34], p. 97).

Relatia (2.64) poartd denumirea de formula Gauss-Ostrogradski (flux
divergentd) (cf. [34], p. 108, [68], p. 307-308). Functia F : E3 — TR?,
unde F(M) = F(z,y, z) (conform (1.2)), desemneazd un camp de vectori in
SF (cf. [34], p. 95).

Figura 2.9

Formulele (2.61) - (2.64) pot fi generalizate pentru reuniuni de domenii ale
SF. Alegerea lui N, ca versor normal exterior (vezi Figura 2.9) atunci cand
S reprezinta partea inferioara a frontierei lui G, respectiv a lui N; atunci
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cand S reprezinta partea superioara a frontierei lui G, face ca integralele pe
suprafata S corespunzatoare sa se anuleze reciproc prin sumare in momentul
cand calculdm o integrald pe multimea G; UGs (cf. [68], p. 310). Justificarea
orientarii suprafetelor S, Sint s-a incheiat.

Utilizarea integralei (Lebesgue) in SF' permite aplicarea formulelor (2.61)
- (2.64) si in situatiile in care functiile (continue) %, 88’;, %’2 sunt modificate
pe o reuniune cel mult numarabila de suprafete simple interioare lui G.

S& consideram functia ¢ : F5 — R continud pe G si admitand derivate
partiale de pans la ordinul al II-lea, continue pe multimea G°, care si poaté
fi prelungite prin continuitate pe G. Folosim notatiile

’nﬁt@ - @ - @ N
o 29 (MYT+ 2 (M)F + S (M)

dy
not 0%g 0%g 0%g
= —=(M)+——=(M)+—=—=(M

SO+ SR M) + 0
ca s desemnam marimile numite gradientul, respectiv laplacianul functiei
g(M) (cf. [34], p. 96, 101). Prin calcul direct se verificd urméatoarele iden-

titsti

Vg(M)

Ag(M)

div (Vg(M)) = Ag(M) (2.65)
div (¢(M) - F(M)) = ¢g(M)-div F(M)+ Vg(M) - F(M).

Atunci, are loc egalitatea
/G[f(M)Ag(M) + V(M) - Vg(M)|dA(M) (2.66)
= [l SNV N4 (1)

Relatia (2.66) poartd denumirea de prima formuld a lui Green (cf.
[29], p. 108). Ea provine din teorema flux-divergenta (2.64) aplicatd pentru
F(M) = f(M)-Vg(M) si tinandu-se seama de (2.65).

Fie punctul My de coordonate zg, o, 2o in reperul canonic R si r > 0
astfel incat B(My,r) C G°. Aplicand formula (2.64), putem scrie c&

/ div F(M)AA(M) = / div F(M)d(M)
G\B(Mo,r) a

_ / div F(M)dA(M)
B(Mo,r)
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_ /F sy FOD TN Ao()
_ /F o, FOn) - N ()
T / F(M) - N(M)do(M)
Fr(B(Mo,r))

/ F(M) - N(M)do(M),
Fr(G\ B(Mo,r))
unde 7(M) = - MyM si M € Fr(B(Mo,r)), conform [48], p. 47. Am
obtinut astfel teorema flux-divergenta pentru domeniile ”cu gauri” (cf. [29],
p. 118).

Fie p : E3 — [0,400) o functie continud pe G ale cirei derivate de
ordinul I, continue pe multimea G°, pot fi prelungite prin continuitate la G.
Introducem functia f, : E3 — [0, +00) prin formula

_ [ (4
fa(M) _/G ‘m}ad)‘(A)7 M e Eg,

unde 0 < a < 3.
S& ardatam cd marimea f,(M) este finitd in Es. Astfel, conform (2.41),

[ B0 ﬁd)\(fl) = 47?{ ér¥edr = #= - 67, unde § > 0. Apoi, aplicand

invarianta la translatii a masurii Lebesgue, avem [ B(PS) ﬁdk(z‘l) ==

83~ P € Es. In sfarsit, putem scrie ci

PA) a — PA) 14 ACI
ST = [ TR [ TR

1
< sup p(B) - / ———d)\A
BEG B) cnB(s) |[AM]| (4)
+/ (5“d)\(A)]
G\B(M,$)
—a 47T 3
< 6 -6+ AMQ)| - sup p(B)
3—-a BeG

< 400
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(cf. [78], p. 28).
Au loc urmatoarele proprietati:
1) f, € CP(R3 R), unde a + p < 3 (cf. [78], p. 28-31, [80], p. 211-212);
2)
Afi(M) = 0, M € E\G lim  fo(M) =0
03] 420

Afi(M) = —4m-p(M), M € G°

(cf. [78], p. 28-31, [68], p. 340).
Pentru justificarea afirmatiilor de mai sus vom urma expunerile facute in
[78], p. 28-31, [68], p. 290-292, 294-297, [29], p. 113-119, [34], p. 382-386.
Mai int4i, si stabilim continuitatea lui f,(M). Fie M € Es\G. Multimea
FE5\G fiind deschisi in raport cu topologia metrici a spatiului Fj, va exista

R > 0 astfel incat B(M, R) C Es\G. Atunci, inf{d(N, P) : N € B(M, R),
PeG}™ dy >0 (cf. [39], problema I1.1.64, p. 144-145). Mirginirea
multimii G implic sup{d(N, P) : N € B(M,R), P € G} "2 Dy < +0.

Sunt valabile inegalitatile ‘mrl - \mﬁ < (|MN| + |NAJ)* - }M|“,
respectiv \M}“ — |m\“ < (|MN|+ |MA|)* - \m}“, de unde

|[MA|* - |NA|"| < {}MA\“- :<1+%>a—1:

+|NA|" :<1+%>a—{}.

Daca 0 < b < 1, atunci, conform inegalitatii lui Bernoulli (cf. [40], p.
23), avem

7| — [NAL| < v([37A]"" + [NA"") - [’
< 2b-dyt - |[MN|,

unde N € B(M, R).
Cum 0 < a < 3, adicd a = 3b, unde b € (0, 1), deducem ca

[MTA|" — [NA|"| = (|MA["+|MA|"-|NA|" + |[NA[")
| [rAl - [NAY
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< 6D -b-dy - [MN|

2a i
= 2 (%) - prw
dO

— C(a)- [MN],

unde N € B(M, R). De aici,

M) — ()] < /G p(4) -

L
|MA|"  |NA|
< dy ™" sup p(B)

BedG
/G [F7A|" — [WA|"| dA(A)

< dy**C(a): sup p(B) - A(G) - |MN
BeG

Y

relatie care dovedegte continuitatea aplicatiei f,(M) in punctul M (cf. [29],

p. 114).

Fie M € G. Si consideram e > 0 fixat arbitrar si § = §(e) > 0 astfel incat

G\ B(M,26) # 0, 2=

) 30

obtinem ca

|fa(M> - fa(N)| < /GP<A) ’ ‘ ‘M—lA}a - |

a

<

N

unde dy = inf{d(Q,
sup{d(Q, 4) : Q €

& v

- (36)* sup p(B) < £. Atunci, pentru N € B(M, )

Bea@

N_z‘a dA(A)
sup p(B) - [ | = | dAA)
BeG sorzs) | |MA]" N4
+ [ p<A>~'_1a—_1adA<A>
G B(M,26) |MA|"  |NA|
47 —a 1
zlé% p(B) - — (26)°7% + /B i WdA(A)

+dy**C(a) - A(G) - [MN|],

) 1 Q € B(M,§), P € G\B(M,25} > 6, Dy
(M,6), A € GNB(M,20)} < sup{d(M,A) : A

m |l
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G} + 6. Insi B(M,26) C B(N,36). Intr-adevir, pentru P € B(M,26) avem
d(N,P) < d(N,M) +d(M, P) < 36, conform inegalitatii triunghiului. Ceea
ce ne conduce la

/ %dA(A) < / _;ad)\(A) - A - (36)%"
B(M,25) ‘NA} B(N,36) ‘NA| 3—a

In concluzie,

‘fa(M) _fa(N)‘ < sup ,0<B) { Am -(26)37a+ A ,(36)3—a

Be@ 3—a 3—a
+dy**C(a) - X(G) - |[MN|]
< £ +dy**C(a)- sup p(B) - A(G) - |MN]|.
2 BeG
Alegand n = n(e) € (0,6) astfel incat dy**C(a)- sup p(B)-ANG)-|MN| <
BeG
<, ajungem la

’fa(M)_fa(N)’<e7 NGB(MJ?)-

Continuitatea functiei f,(M) a fost stabilita.
Prin calcul direct obtinem relatiile

0 To— T % - ‘AM| — (g — x)?
iy _
o V0 =T a0 =

(2.67)

unde z, y, z respectiv g, Yo, zo reprezinta coordonatele punctelor A, M in
reperul canonic R. Atunci,

0 1 _ a . AN o
Fan (|AM|a> = cos(AM 1)

82 1 . o J—
% (i) = el ~ (0 2)-coR (A1)

(2.68)

(cf. [68], p. 294).

De asemeni, sunt valabile estimarile

a+1
— ( — ) “AN‘GH cos(AM 1) ‘AM!GH

cos(AM,i)  cos(AN,i)
T

|AM|~|AN|
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a+1
-cos(AN,7)| = (WI'M_M) : ‘(|AN‘GH — |AM‘G+1) - cos(AM,, i)

+[cos(AM,7) — cos(AN, )] ‘AM‘GH

C_\
;J>
E
_)—‘
:I>
i
\_/
x

: \m}‘”l ‘AN‘GH‘ W +|cos(AM, 5) — cos(AN,7)|
si
|AM|a+2 [1— (a+2)cos?(AM,i)] — a+2[ (a+2) cos?(AN, )]
+2
——|a+2 ——=|a+2

S |AMl|a+2 yA—zvla+2 +(a+2) { T A ’ANl MAM\ " - |4x]| +‘
+|ﬁ|‘”2 |cos?(AM, 1) — cos? _NE
Aici,

- _ - ||AN| AM-— |AM] AN|
|cos(AM,7) — COS(AN,Z)’ < W TiEY |AM| ] HAN} (AN
+NM) — |AM| - AN| = H ] (JAN]| - }AM\ JAN + |AN|-NM|
< || [0 4 [0 < iy [OT0

AM|

%2

i

cos?(AM,7) — cos?(AN, 5)} <2 ‘COS(AM,E) - cos(m,m < ﬁ |MN]|.
Folosind estimarile anterioare se poate arata ca functiile f¥, f>*: EF3 — R

introduse prin formulele

f1(M) = [3 p(A)a% (ﬁ) INA),  at1<3,

respectiv

F(M) = /Gp(A)a%% (’A_LMO d\A), a+2<3

sunt continue. o
Fie M € Es\G si N = N(h) € B(M, R), unde B(M, R) C E3s\ G, avand
coordonatele zo + h, 3, 2o in reperul canonic R. Atunci,

1 1 0 1
— = -h h
}AN|CL |AM}a +8£E0 (}AMCL> +0(| |)7
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de unde rezulta ca

fa(N) = fa(M) + f5(M) - h + o(|h])

(cf. [68], p- 223). Un calcul asemandtor celui cu care se justificd unici-
tatea diferentialei unei functii intr-un anumit punct (cf. [53], p. 260-261) ne
permite sa afirmam ca

Ofa
8330

(M) = f*(M), a+1<3.

a

In mod analog,

2 f,
oxd

(M) = (M), a+2<3

a

(cf. [29], p. 114).
Fie M € G. Introducem functia reqularizantd h. : [0,+00) — [0, +00)
datd de formula (cf. [68], p. 296)

1
T

,r}e
hem:{ (3-5), 0<r<

unde e € (0,1) (vezi Figura 2.10).

& 1 he rn,%

iR

S~

o e ;
Figura 2.10

Atunci, h, € C([0,4+00),R) si BT < p(r) < 10 < |RL()| < 5,
unde r > 0. Deducem ca, pentru 0 < r < e,

O<hi(r)<r?+e? yek
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Aplicatia f¢: F3 — [0, +00) introdusd prin formula
F(M) = / he((ATT)p(A)INA), M € By a+1<3,
G

se giseste in C'(R?,R). In plus,

gZ(M) = /SP(A)B%)WZ(}W\))MA).

Justificarea acestor afirmatii se bazeaza pe un calcul asemanator celui
facut anterior.
In continuare,

100 = O] <[ )| [N = (AR | a(4)
= [y AT (AT ar

< sup p(B) - {/B(M?e) [AM| " dA(A)

BeG

i /B . hg(\mpcum)]

4
< 2 sup p(B) - e

Be@ 3=

o2 ([AM))| < 1.

§1, cum |5~

ron=Lan| < [ o

o (A7) — - he ([ 0))

RN - 5 (AT X(4)

Zo

4
sup p(B) - {a - —————e37(@tD
BEG 3 — (CL + 1)

ta- / o ey

[AM| 7 dn(A)}
4—a

N

-1

- sup p(B) - e* ™.
Be@

= 4ma -
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Estimérile de mai sus araté c functiile {f© : e € (0,1)}, {8f “e€(0,1)}
converg uniform in G la f,, respectiv f atunci cand e tinde la zero (Cf [29],
p. 115, 117, [68], p. 295). Aceasta implici existenta in G a derivatei a—g’:‘;
data de formula

afa f*

8m0 @
(cf. [53], p. 283-284).

Formula corespunzatoare derivatei de ordinul al II lea se va stabili in mod
analog.

Justificarea afirmatiei 1) s-a incheiat.

Prima jumaétate a afirmatiei 2) poate fi motivata usor. Astfel, din calculele
facute in prima parte reiese ca functia f, este indefinit derivabila pe multimea
E5\G si ci derivatele sale (partiale) se obtin prin derivarea marimii ‘m‘ -
sub semnul integral. Putem, a§ada,r scrie ca

— 2 —_——1 2 ———1
Af(M) = [, p(A [8% [ANM| ) + Z(|AM| ) + & (AN )] dA(A)
(258) fG p(A) Y —lgTZS;FMﬂ) d\(A) = 0.
Apoi, 0 < fo(M) <sup p(B)-AG)-dy*, M € Es\G, unde dy are aceeasi
BeG

semnificatie ca la inceput. Astfel, cum

lim dy = +oo pentru R > 0 fixat,

[y
rezultd cd  lim  f,(M) =0.
L
Fie M € G°. Atunci, af L = [ap(A 810 | AMl)d)\(A). Folosind relatia
31%(|A=:;\/I’) £(|AM’) (Cf [68] . 337) si (2.40), putem scrie ca

Oy = tim oA = | ara)
81'0 8\0 G\B(M,e) ‘AM|

1 0
T " = A A
+ L g
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1 0
+ GW'%(P(A))CD\(A)
Conform (2.62), (2.40),
o1 _ 1 — -
o, M) = —lm [ G\B(Me))P(A) il (N(A) -1)do(A)

/ [AM] oz A

= :NA‘EdO’A
/m) - }<<> Jdor(A)

1 0
_— A dA A .
T A A
Se cuvine facuta urmatoarea observatie. Desi, din ratiunile mecanicii
teoretice, am considerat ca functia p(A) ia doar valori nenegative, aceasta
proprietate a sa nu a influentat in nici un fel calculele de pana acum.
De aceea, cum inf{d(M, A) : A € Fr(G)} > 0, deducem c& marimea

1

. PO D i)

este indefinit derivabila iar derivatele sale (partiale) se obtin prin derivarea
marimait }AM ‘_1 sub semnul integral. In ceea ce priveste mirimea

/G ‘ﬁ} L (A)iA(A),

aplicatia %(A) fiind continua pe G, putem scrie c&

0 L/ dp 5, 1
([ e 2o - [ 22 2 () v

Am folosit afirmatia 1).
Asadar, exista si este continua functia

Phn N4y 2L (=
M) = - /F T(GJP(ANN(A“”'a—%(W) do(A)
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Op 0 1
+ ; %(A) D (}A——M]) d\(A)

Prin sumare,

Af(M) = Za—ng)

Cum M € G existd r > 0 astfel incat B(M,r) C G°. Prima formula
a lui Green (2.66), scrisa pentru domeniul "cu gauri” G\ B(M,r), unde

f=plA),9= ‘m}_l, arata ca

1 1
/G\B(M,r) o) (\AM|>+V'D( ) v(‘AM|>

/ v | ma
Fr(GNB(M,r)) |AM|

Ca si anterior, A (‘A—LMO =01in G\B(M,r), astfel ca

1
/G\B(M’T)p( ) (|AM}>CM( )=0

dN(A)

p(A) do(A).
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Apoi,

Deoarece N(A) = —n(A) = —1. MA, se ajunge la

1 — 1 —_— = 1 —2
¥ ) 8=~ VD 0 = =

unde A € Fr(B(M,r)).
Atunci, cum p(A) = p(M)+o(1) cand d(A, M) tinde la zero, deducem ca

1 -
A rp——— M A
/Fr(B(M,r»p( ) V(W‘ﬂ) A

— [p(M) +o(1)]- / a9
srlp(M) + of1))

do(A)

(cf. [68], p. 262).

N

In concluzie, apeland la (2.40), putem scrie c&

1
/G Vp(A) -V <‘A_—M|> dA(A)

- lim p(A)V (W) N (A)do(A)

Fr(GN\B(M,r))
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_ /F . p(A) - [V (é) N (A)do(A) + 4 - p(M).

Justificarea afirmatiei 2) s-a incheiat.
Egalitatea Af;(M) = —4x - p(M), unde M € G°, poartd denumirea de
ecuatia lui Poisson (1813) (cf. [68], p. 358, [34], p. 381).

2.1.15 O formula asimptotica pentru f;(M)

Rezultatul continut in aceasta subsectiune apeleaza la teoria polinoamelor
Legendre (1785). Conform [23], p. 255-257, polinomul Legendre de ordinul
n, notat P,(x), este unica solutie a ecuatiei diferentiale ordinare

(1—2)y —2xy +n(n+1y=0, |z]<1
care verificd relatia lirri y(x) = 1.

Polinoamele {P,(z) : n > 0} admit urmatoarea reprezentare, cunoscutd

sub numele de formula lui Rodrigues (1814)
1 dr 9 n
R (N B

(cf. [67], p. 256-258, [78], p. 395-396).
Are loc, de asemeni, egalitatea

Py(x) =1 P,(x) =

1—2:1:h+h2 Z Lo s LRl <,

convergenta seriei din membrul drept fiind uniforma gi absoluta (cf. [23],
propozitia 3.3, p. 257-258, [78], p. 397-398, [72], p. 283-285, [66], p. 513-
514).

Fie M € Es\G. Ridicand la p#trat relatia AM = OM — OA, avem

[AM|* = [OM|* + |OA|" — 2[OM| - [OA| cos(OM, OA).

De aici rezulta ca

_ i\ 2
S 1—2’O_A| -cos(OM,0A) + @
[AM|  [OM] |0M] |0M]

[MIE

= |O:L‘ZP”(COS8><%> ) AEG’
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unde 6 = £(OM, OA), cand sup |OA| < |OM].
Ae@

Prin integrare termen cu termen (datorita tipului de convergenta a seriei)
ajungem la

AOD) = e [ o
X o 1
+W-/Gp(fl)‘0/l’cos€d)\(/l)+0<‘O—M‘3>
|
- = /G p(A)dN(A)
|

_ OM 1
+—|0M}2 ./Gp(A) <OA |OM}>dA(A)+O<—}O_M‘3>

- o ¥ \O_WJ\Z|3 {O—M.E /G p(A)mdMA)]

1
+O0| —= | -
(\0M|3>

Invarianta la izometrii (aplicatii izometrice) a méasurii Lebesgue arata ca

m = /G p(A)AA(A) (2.69)

este independentd de alegerea reperului R. Intr-adevir, deoarece bazele din
TR? luate in considerare sunt ortonormate, matricea schimbérii de baz va fi
ortogonala, putand fi astfel "privita” drept matricea de reprezentare a unui
operator izometric (cf. [68], p. 268, [34], p. 39-41). Asadar, marimea m
constituie, conform calculului tensorial, o marime scalard in SF' (cf. [66], p
242).

Fie N € E5 dat de

m-ON = / A)OAdN(A

Atunci, cum
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_ m.ON+ / p(AYNAGA(A),
G

deducem ca

/ p(AYNAIA(A) = 0.

Schimbéand originea reperului R in punctul N, obtinem

m 1
fi(M) = W + O (W) (2.70)

pentru orice punct M aflat suficient de departe de G.

Formula (2.70) reprezinta alura la distante mari a potentialului newtonian
fi(M) (modulo o constantd multiplicativd) al unui corp (mediu) material
ocupand in SF domeniul G. Aici, marimea m desemneaza masa corpului
material iar functia p(A) (numitad densitate sau masa specifica) este stabilita
prin consideratii de naturd experimentald (cf. [34], p. 378, 384-386, [76],
p. 559-560, [56], p. 103-104). Punctul N constituie centrul de masa al
corpului material (cf. [56], p. 18, [34], p. 285, [76], p. 148). Este intalnitd
si denumirea de centru de inertie (cf. [41], p. 29). Asupra acestor chestiuni
vom reveni ulterior.

2.1.16 Viteza areolara a punctului material

Legea ariilor, care este valabila in cazul migcarii punctului material M sub
actiunea fortelor centrale (cf. [54], p. 17, [56], p. 129-130, [34], p. 229-232),
d& nagtere marimii numitd viteza areolard a punctului material (cf. [32], p.
162, [41], p. 47, [76], p. 288, [63], p. 145-146, [14], p. 87-88, etc.).

Multimea segmentelor OM (t), t € I, reprezinta in SF' o suprafatd conica
(adicd, o suprafatad riglata, desfasurabila, ale carei generatoare OM trec prin
originea O a sistemului de referintd R; cf. [48], p. 41). Considerand traiecto-
ria ' a punctului material M parametrizata natural cu ajutorul coordonatei
curbilinii s introdusa prin (2.4), suprafata conicd va admite parametrizarea
locala data de formula

OP =k -7(s) = o(k, s)

(cf. [15], vol. 1, p. 52-53, [48], p. 41).
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Aria suprafetei "maturate” de segmentul OM atunci cand punctul mate-
rial M a parcurs un arc de curba de lungime s pe traiectoria I" este, conform

(2.50),
- ]
T(s)

unde U(s) = [0, 1] x [0, s]. Astfel, cum

OJo Oo _ dr
%(k, s) X %(k},s) = T(s) x k-—

Jo Jo
%(lﬁ Q) X a_q(k> Q)‘ dkdga

putem scrie ca

1
dr
A(s) = kdk T(q) X —|d
© = |/ [ | < 5| da
0
1 f dF

et — r —_ > .
2/T(q)xdquJ S/O

0

ds 2 ds 2 ds
1 _
= §|7"><v|

— - = =
Introducand vectorul € ToR3, unde Q € Q, Q = %? X U, numit viteza
areolara a punctului material M, are loc relatia

(cf. [32], p. 162, [34], p. 234).
Vectorul ) se numeste vector-vitezd areolard al punctului material M.
Sa descompunem vectorii 7, ¥ dupa doua directii ortogonale, dintre care
una coliniard cu k. Astfel, dacs

T=T kk+7, =rk+7. =@ -kk+70, =vk+7,,
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deducem ci

—_ 1 _ _

Q-k = E(TokXEL-I—FJ_XU()/{J-‘rTLX@L)'kI
— lrixm) F=trnnB
= 271 V1 —27’J_777J_7 .

Am folosit distributivitatea fata de adunarea vectorilor a produsului vectorial

(cf. [34], p. 29). Prin derivare in raport cu timpul ¢, avem F=rq k+ 7.

Cum o= GE k) =F -k =T -k = vy, se ajunge la7, =7, . Aplicand metoda

transformarii Priifer marimii 7, obtinem ca

Q=g b, (2.71)

unde 7, = ry(cosf; -i+sinf; - j), relatie la care vom apela ulterior (cf. [76],
p. 402).

2.1.17 Comentarii

In incheierea discutiei privind elementele de cinematic a punctului ma-
terial, sa trecem in revista céiteva chestiuni semnificative pentru mecanica
teoretica a sa.

1) (cf. [32], p. 23) In general, migcarea punctului material M se descom-
pune (prin descompunerea vectorilor) in trei migcari rectilinii ale proiectiilor
acestuia pe trei axe ortogonale de coordonate (MacLaurin, 1742). In fiecare
moment, viteza si acceleratia punctului material M se compun (vectorial)
din vitezele si acceleratiile acestor proiectii (H. Resal, 1862).

2) Presupunem ci punctul material M se deplaseaza pe curba netedd
orientatd I' in intervalul de timp I. Atunci, pentru to € I are loc formula

T(to + At) =T(to) + At - (ty) + o(|At]).
Cand At este suficient de mic (infinitezimal), putem scrie ca
T(to + At) =T(to) + At - T(to). (2.72)

Ecuatia (2.72) apartine tangentei in punctul M(t,) la traiectoria I'. In
concluzie, "infinit” de aproape de M (ty), miscarea punctului material M
poate fi aprozimata cu o miscare rectilinie (in linie dreapta) uniforma des-
fasurata pe tangenta in M(ty) la curba T (cf. [76], p. 285).
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3) Fie A € Ej5 considerat fix in raport cu sistemul de referintd R si
U A(t) € TyR?, unde v 4(t) € v. Notdm cu v hodograful vectorului-viteza
U al punctului material M (R. Hamilton, 1846) dat cu ajutorul vectorilor
0 A(t), unde t € I. Atunci, vectorul director 7’y al tangentei in punctul
N(t) la v verifica relatia

WN ea(t), tel.

Cu alte cuvinte, acceleratia punctului material M pe traiectoria I' este
echipolentd cu viteza extremitatii vectorului v 4 pe hodograful «y (cf. [32], p
23, [76], p. 285).

4) Supraacceleratia punctului material M in miscarea pe curba simpla
biregulara spatiala I' este mnenula. Mai precis,

S (R VR T

A
(cf. [76], p. 292).
5) Presupunand ca punctul material M se deplaseaza pe suprafata netedd

simpla S, putem stabili cu ajutorul formulelor Darboux-Ribaucour relatiile
de mai jos

R) T+—T-F

| S

T=WXT
m=wXm
=T X 7,
unde W = v(L 4+ T) -7 — 28 . 4 208 .y (cf. [34], p. 175-176). Alici,

marimile 7 ot de -+T, K, et 5129 K,™ C‘};o reprezinta torsiunea si curbura
geodezice, respectlv curbum normala (cf. [48], p. 64-65, 88-89, [57], p. 177).

6) Sa consideram suprafata netedd S avand parametrizarea locald v :
U — Ej data de (2.42). Introducem vectorul p € Ty(q1 42)S prin formula

B oo oo
p(q". ¢*) = pi(d", @) - a—ql(ql,f) +pa(q', ¢*) - a—qg(ql,f),

unde p;, po € C(U,R), (¢',¢?) € U. Atunci, prin liniarizare, urmand
expunerea facutd in [76], p. 962-964, putem scrie ca

pi(d" + Ad', ¢ + A¢®) = pild', ) + & (q',q 2) Agl
22(q" + A¢', ¢ + AP?) = 22(¢", ) + A¢ - 5555 (q", %),
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unde i = 1, 2. Am utilizat conventia de sumare a indicelui ”mut”

termenii de ordinul al doilea in Aq', Aq?, obtinem

0o

A A ——
Bla +Ad',¢* + A¢®) = 900

p(d",q%) + (ps -
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. Neglijand

Oo
g

Op;i

50 3 AT

In continuare, conform formulei lui Gauss (2.51), avem ca

— (90' _ 8pk Jo
8pk Jo
_ Tk
= (L% + aJ)Aq 94 =+ pihy A T
Cum Ap, = 2 Ag/, ajungem, trecand la mérimi infinitezimale, la relatia

oq’

_ , do -
0p = (piFfjéqJ + 6pr.) - a_qk<q1’ ¢*) + pihiioq’

-nlq', ¢%).

(2.73)

Fiind dat drumul neted ¢ : I — FEj3, situat pe suprafata S, introdus prin
formula (2.46), egalitatea (2.56) arata ci expresia diferentiald anterioara este
eracta pentru p = o’(q).

Sa consideram gy < ¢; in intervalul I si problemele Cauchy

(Ch) { 91T (g (), 4%(0) % (q) - ps

pilqr) = a? € R,
unde ¢ = 1, 2 si £ = 0, 1. Sistemul diferential fiind liniar, aceste probleme
vor admite solutie unica, de clasi C*, definita pe intreg intervalul I (cf. [6],
p. 78-79).
Introducem functia F' : Thy(g)S — Th(q)S care asociazi vectorului af -

o (ql(qO) ¢*(a0)) + a3 55(a"(90). 4*(90)) vectorul pi(aq1) - 57 (" (q1), ¢*(@1)) +

pg(ql) T 99 (¢*(q1), ¢*(q1)), unde {p;(¢) : i = 1,2} reprezints solutia proble-
mei Cauchy (Cy) (cf. [57], p. 175). Folosind iardsi liniaritatea ecuatiilor
diferentiale de mai sus, se arata usor ca aplicatia F' este liniara si injectiva.
Existenta in ¢ = qo a solutiei problemei Cauchy (C}) pentru orice a} € R,
unde ¢ = 1, 2, implica surjectivitatea functiei F. Astfel, F' defineste un
izomorfism liniar intre spatiile Thr(q)S §1 Thrr(q)S-

Fiind data o suprafata neteda S, calculul realizat anterior arata ca, pentru
orice curba simpla I situata pe S si pentru orice doua puncte My, My € T,

=0,qel
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exista un izomorfism liniar intre spatiile T, .S, T, S care pastreaza valoarea
produsului scalar (2.49) al vectorilor §i care nu depinde decat de curba I
Acesta se numeste paralelism Levi-Civita (transport paralel) (cf. [57], p. 174,
[76], p. 964).

Curba I' este considerata autoparalela in sens Levi-Civita daca pentru
orice M € I' existda o parametrizare locala a sa care il contine pe M astfel
incat vectorii tangenti la portiunea de curba data de parametrizarea locala
respectiva si-si autocorespunda in transportul paralel (cf. [57], p. 176, [76],
p. 965).

Conform ecuatiei (2.57), drumul neted ¢ : I — Ej situat pe suprafata S
este geodezic daca gt numai daca este autoparalel in sens Levi-Civita.

Cu ajutorul relatiei (2.73) se d& o justificare intuitiva notiunii de transport
paralel. Astfel, in SF, vectorul w € ToR?, unde @ € w, poate fi transportat
prin echipolents in orice punct A: w4 € TyR3, W 4 € u. Vectorii w, u 4
fiind paraleli (geometric), 67 = 0. Atunci, considerand vectorul p € Ty/R3,
unde P’ € psip € TS, spunem ci p este transportat paralel de-a lungul
drumului neted ¢ : I — E3 din punctul M(gp) pana in punctul M(q;) daci
vectorul-proiectie pe planul Ty ) S al lui 6P este nul pentru orice q € [qo, ¢1]-

2.2 Statica si dinamica

Consideratiile facute pana acum, neimplicAnd masa punctului material,
s-au limitat la mentionarea anumitor aspecte de algebra liniara, geome-
trie diferentiala a curbelor si suprafetelor, analiza reala si teoria integralei
Lebesgue, etc. Nu trebuie insa trasa concluzia, de aici, ca mecanica teoretica
ar reprezenta o ingiruire de procedee matematice (cf. [34], p. 215-216), farad
legiturs cu viata de zi cu zi. In schimb, mecanica teoretici urmireste ”repro-
ducerea” in cadrul unui model matematic a fenomenelor de miscare mecanica
sau de echilibru ale corpurilor materiale, dand astfel posibilitatea descrierii si
prevederii unor asemenea fenomene (cf. [34], p. 211). Fireste, aceste ”repro-
duceri” se realizeaza in mod aproximativ, simplificat, prin ”schematizarea”
fenomenelor studiate (cf. [32], p. 11). Ca exemplu de model matematic
(teoretic) am intalnit deja punctul material (particula), notiune prin care
este desemnat un corp material ale carur dimensiuni i rotatii instantanee
proprii sunt neglijabile in problema data (cf. [32], p. 18, [34], p. 220-221,
[76], p. 3). De asemeni, prin punct material intelegem si cea mai "mica”
diviziune dintr-un corp material care are proprietatile fizice ale acestuia (cf.
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[63], p. 18), ceea ce este in acord cu caracterul de marime aditiva al masei
corpurilor materiale (cf. [56], p. 15). Vezi (2.69).

Rolul de baza in cele ce urmeaza il joacd notiunea de forta. Aceasta
are la origine senzatia de efort care apare atunci cand ridicam sau tinem o
greutate, cand tragem sau impingem un corp pe o suprafata (cf. [32], p. 43).
Cum putem preciza directia si sensul in care realizam acest efort, ca si locul
(punctul) in care "apasam” ori de care ”tragem”, este normal ca forta sa fie
abstractizata sub forma unui vector (cf. [32], p. 43, [34], p. 6, 221). Astfel,
spunem cé) asupra punctului material M actioneaza forta F daci precizam
vectorul F' € TyR? (cf. [34], p. 8). Utilizarea unui alt model matematic al
corpurilor materiale va afecta, in general, definitia fortei. In cazul corpurilor

solide rigide, de exemplu, fortele sunt reprezentate prin vectori alunecatori
(cf. [34], p. 8).

Statica si dinamica constituie parti ale mecanicii teoretice (structurat,
din punct de vedere metodologic si istoric, in statica, cinematica si dinamica;
cf. [76], p. 4, [34], p. 218) cu o evolutie diferitd. Statica s-a dezvoltat inca din
antichitate!* in legdturs cu probleme specifice constructiilor, care necesitau,
mai ales, studiul echilibrului diferitelor corpuri materiale. Spre deosebire
de statica, dinamica este o stiinta relativ "tanara”, ale carei principii sunt
formulate satisficator abia in secolele XVII-XVIII (cf. [76], p. 109, [34], p.
211). D’Alembert considera pentru prima oard statica drept un caz particular
al dinamicii (cf. [34], p. 211). In 1743, el formuleaz& metoda cinetostatici
de rezolvare a problemelor de dinamica (cf. [34], p. 217, [76], p. 13, [63], p.
497-498).

Statica studiaza transformarea sistemelor de forte aplicate corpurilor ma-
teriale in sisteme echivalente si conditiile de echilibru ale acestor corpuri sub
actiunea sistemelor de forte date (cf. [34], p. 218, [76], p. 4, [63], p. 15).

Dinamica'® studiazs miscarea corpurilor materiale bazandu-se pe rezul-
tatele cinematicii si tindnd seama de fortele care actioneaza asupra lor, pre-
cum si de masa lor (cf. [34], p. 219, [76], p. 5, [63], p. 15).

Mt [12], p. 26, "pentru filozofia antic#, staticul, imobilitatea, obtinuse un accent de
intaietate fatd de tot ce este dinamic, miscdtor, in sensul c aceste categorii din urma sunt
socotite ca derivate, ca atribute ale neexistentei sau ale semiexistentei.” Zenon eleatul
”demonstreazd” ci migcirea este o contradictie, o imposibilitate (vezi op. cit., p. 111).

15 dyinamis, adica putere (Platon), potentialitate (Aristotel), cf.[58], p. 69.
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2.2.1 Principiile dinamicii

Mecanica clasica este constituita pe baza a trei principii fundamentale,
numite lex (legi), descrise de I. Newton in 1687 in lucrarea ”Principiile
matematice ale filozofiei naturale” (cf. [32], p. 41, [34], p. 214, [63], p.
19).

Principiul inertiei (lex prima). Un punct material igi pastreaza starea
de repaus sau de migcare rectilinie uniforma atdta timp cdt nu intervine vreo
forta care sa-i modifice aceasta stare.

Acest principiu a fost dat initial, intr-o formulare asemanatoare, de Galilei
(1632) (cf. [76], p. 12, [32], p. 41, [34], p. 213, [63], p. 15-16). El combate
teoria aristoteliand conform careia un corp se opreste atunci cand fortele
aplicate asupra lui isi inceteazd actiunea (cf. [63], p. 14).

Principiul inertiei nu poate fi verificat ”in practica” deoarece corpurile
materiale nu pot fi sustrase complet actiunii altor corpuri materiale!®.

Experienta arata ca un corp material se opune actiunilor exterioare menite
sa-1 schimbe starea de repaus sau de miscare rectilinie uniforma descrisa de
principiul inertiei. Astfel, un automobil care se deplaseaza pe sosea cu viteza
mare (constantd) are tendinta de a derapa la viraje, adicd de a-si mentine
traiectoria dreapta (cf. [32], p. 42). Aceastd opozitie la schimbarea starii de
miscare/repaus reprezintd inertia corpurilor materiale.

Intr-o formulare mai cuprinzitoare a principiului inertiei, putem spune c&
particulele suficient de departate unele de altele (izolate intre ele) se misca
unele fata de altele rectiliniu uniform!™ (cf. [32], p. 42).

Principiul fundamental al dinamicii (lex secunda). Acceleratia
unui punct material este proportionala cu forta motoare aplicata si este in-
dreptata in directia dupa care actioneaza forta. Newton a introdus masa m a
punctului material M pentru a exprima aceasta proportionalitate intre forta
si acceleratie:

F=m-a (2.74)
(cf. [76], p. 9).

Principiul actiunii si reactiunii (lex tertia). Oricarei actiuni i
corespunde intotdeauna o reactiune egala g1 contrara; sau, acliunile reciproce
a doua puncte materiale sunt intotdeauna egale si indreptate in sens contrar

160 interesant# analizi a acestei chestiuni poate fi cititd in [12], p. 83.

17Un punct material, deplasandu-se pe o hiperbold sub actiunea fortei newtoniene (2.76),
se va misca rectiliniu uniform la infinit fatd de originea sistemului de referinta - focarul
traiectoriei sale. Vezi [60], exercitiul 8.2, p. 14.
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(cf. [76], p. 10). Cu alte cuvinte, fiind date punctele materiale My, M,
aflate suficient de departe de alte puncte materiale pentru ca acestea _s>é nu
le influenteze miscarea, daca M, actioneaza asupra lui Ms cu forta F 15 €
Ty, R3, atunci si M, actioneazi asupra lui M; cu forta ?21 € Ty, R? astfel
incat vectorii F'yp, Fo; sunt coliniari cu My M, si Fig + Fa = 0 (cf. [34], p.
223-224). ?12 este actiunea, respectiv ?21 este reactiunea.

Se cuvine subliniat faptul cd avem de a face cu o interactiune, fortele

R —
F'15, F o fiind aplicate simultan, si nu cu un proces cauza-efect (cf. [32], p.
46).

Extensia d’Alembert a legii lui Newton (2.74) (cf. [73], p. 494)

(ma — F)éF =0

impreuna cu folosirea sistematica a lucrulus mecanic permit renuntarea la
principiul actiunii si reactiunii (cf. [56], p. 86, 113) in anumite situatii (de
exemplu, in absenta frecarii, cf. [76], p. 763, [41], p. 20). Nu vom urma
aceasta cale aici. -

Trebuie mentionat faptul ca Newton numeste reactiunea F'9; cu care M,
se "impotriveste” actiunii lui My forta de inertie (cf. [32], p. 201).

In comentariul fcut de Newton principiului fundamental al dinamicii,
comentariu denumit Corolarul I (cf. [76], p. 10, [63], p. 19), este precizata
modalitatea de compunere a fortelor care actioneaza asupra unui punct ma-
terial, §i anume regula paralelogramului. Aceasta era cunoscutad in statica
inca din antichitate (Heron), dar o formulare precisi a sa a fost datd abia de
Stevin (1586) (cf. [32], p. 43, [76], p. 12, 109, [34], p. 215).

Principiul paralelogramului (independentei actiunii fortelor). Un
punct material aflat sub actiunea simultand a doua forte descrie (pornind din
repaus) diagonala unui paralelogram avind ca laturi aceste forte, in acelagi
timp in care ar descrie separat fiecare latura sub actiunea fortei corespunza-

toare. Astfel,
S Fy e (£
h h

Principiul conditiilor initiale (enuntat de Galilei, cf. [34], p. 213,
224). Daca doua puncte materiale se gasesc suficient de departe de orice alte
puncte materiale, fortele cu care ele interactioneaza sunt bine determinate
la momentul t, in marime, directie si sens, daca se cunosc la acel moment
pozitiile relative ale celor doud puncte materiale si vitezele lor relative. In
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acest fel este combatuta conceptia scolastica potrivit careia migcarea unui
corp poate fi determinatd doar prin cunoasterea pozitiei lui initiale (cf. [34],
p. 213).

In teoria sa, Newton considerst masa drept méasura a cantitatii de materie
continuta in corpul material gi element caracteristic al existentei acestuia (cf.
[32], p. 43, [76], p. 8, [63], p. 13). Asa cum apare in (2.74), masa m a
punctului material M reprezinta o masura a inertier lui M, adica a gradului
de opunere a punctului material la actiunile exterioare menite sa-i schimbe
starea de repaus sau de miscare rectilinie uniforma (cf. [34], p. 223). Intr-
adevar, cu cdt masa unui corp este mai mare, cu atat acceleratia corpului,
produsa de o forta data, este mai mica. Practic, daca se afla la inceput in
repaus, corpul este tot mai greu de wrnit concomitent cu marirea masei lui.
Ca masura a inertiei corpurilor, masa m poarta denumirea de masa nerta
(inertiala), m = m,.

In mecanicile avansate, spre deosebire de mecanica newtoniani, masa
corpurilor nu mai este independenta de timp. Astfel, in mecanica relativista
avem -

m=——, mo = masa de repaus,

V2
1-3
in mecanica invariantiva (O. Onicescu)
Mo

m = ————, e € {1},
1—5-5—2

unde w poate fi considerat ¢ (viteza luminii in vid), etc (cf. [32], p. 44,
[56], p. 323). Cand v < ¢, adicd £ = 0, obtinem m = mg. Deci masa m
este constanta (cf. [32], p. 49). Viteza ¢ este aproximativ 3 - 10® m/s, fapt
descoperit de Romer in 1676 pe baza observatiilor astronomice asupra unuia
dintre satelitii lui Jupiter (cf. [43], p. 52).

O altd manifestare a materiei in mecanica clasica este data de propri-
etatea corpurilor materiale de a atrage corpurile din jur, adica de a crea
camp gravitational (cf. [63], p. 17, [32], p. 45-46, 173, [76], p. 508). Astfel,

%
F=m-T, (2.75)

unde T reprezinta intensitatea cAmpului gravitational generat de corpul
punctiform M. Legea atractiei universale, descoperitd de Newton in
1687 (cf. [32], p. 163, 182, [54], p. 10) afirma c& doud corpuri punctiforme se
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atrag intre ele cu o forta direct proportionald cu produsul maselor lor (grav-
itationale) §i invers proportionald cu patratul distantei dintre ele. Asadar'®,

mime M1M2
. . ,

F=-y r2 r

(2.76)

unde v = 6,67 - 107 N - m?/kg? desemneazd constanta atractiei univer-
sale (H. Cavendish, 1798) (cf. [34], p. 358, [32], p. 163-165, [43], p. 45).
Coeficientul de proportionalitate m din (2.75) poartd denumirea de masa
gravifica (grea, gravitationala, sarcina gravifica) (cf. [32], p. 46, [76], p.
508), m = m.

In mecanica newtoniani se admite egalitatea masei inertiale cu masa grav-
ifici. Experienta ficutd de E6tvés aratd cu o precizie de 1077 (cf. [54], p.
10) ca cele doud mase sunt proportionale, raportul lor nedepinzand de forma
corpului ori de materialul din care acesta este confectionat (natura sa) (cf.
[32], p. 183). In concluzie, inertia si gravitatia (calitatea materiei de a crea
camp gravitational) sunt proprietdti ale unei mase unice:

m;

My

Astfel, intensitatea T va cipita semnificatia unei acceleratii, notate g,
numits acceleratie gravitationald (cf. [32], p. 29, 173). In vid, experimentele
arata ca toate corpurile cad cu aceeagi acceleratie g, independenta de masa,
natura, dimensiunile ori forma lor (cf. [32], p. 29-30, 45). Vectorul g~ are lo-
cal directia verticald (perpendiculara pe podeaua camerei) si sens descendent
(cf. [34], p. 242). Utilizand modelul sferic al Pamantului, dreapta-suport
a lui g trece prin centrul acestuia (cf. [32], p. 29, 183, 205). In realitate,
"verticala” locului, determinata cu ajutorul firului cu plumb, sufera o devi-
atie o (vezi Figura 2.11) ce se datoreaza migcarii de rotatie a Paméantului in
jurul axei polilor si care isi atinge valoarea maxima (auax = 6') pe paralela
A =45° (cf. [32], p. 205-206, [76], p. 148, 507-508, [34], p. 434-436).

Acceleratia gravitationald g variaza cu latitudinea si altitudinea. La ecu-
ator, g = 9, 7805 m/s? iar la paralela 45° g = 9,80616 m/s? (cf. [32], p. 30).

O formula de calcul aproximativa, cu valabilitate la nivelul marii, este

.
g:go-(1+%-51n2)\>,

18 Conceptul lui Newton de ”actiune la distantd” a fortei este de natursd metafizics: ”Si
nu incape vorba ca acest concept inchidea in sine reziduuri paradoxale de gandire magica”,
cf. [12], p. 109.
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unde A defineste latitudinea locului, iar gy desemneaza acceleratia gravi-
tationald la ecuator (cf. [34], p. 436, [76], p. 508-509). Ea va fi stabilitd
ulterior.

2\\4

f ’l’.‘f,:‘( 1
| AN |
0

~— -

~t —

Figura 2.11

Egalitatea masei gravifice cu masa inertiala permite determinarea masei
unui corp prin cantarire (cf. [32], p. 45, [54], p. 10).

Greutatea unui corp reprezinta forta cu care acesta este atras de Pamant,
_
G =m- 7 Static, greutatea se manifestd prin forta cu care corpul apasa pe
un plan orizontal sau intinde firul de suspensie. Dinamic, greutatea produce
caderea corpului ldsat liber. Asa cum am spus deja, marimea sa G, determi-
natd prin masuratori fizice (greutate aparenta), reflectd miscarea de rotatie
a Pamantului in jurul axei polilor.

Prin introducerea relatiilor (2.74), (2.76) este combatutd definitiv teoria

aristoteliana a fortei tangentd la traiectorie (cf. [76], p. 431).

2.2.2 Ecuatiile diferentiale ale lui Newton

Relatia (2.74) aratd cd un punct material M;, actionand asupra altui
punct material My, ii imprima acestuia din urm# o anumitd acceleratie @ 12.
Cu alte cuvinte, interactiunea corpurilor se produce prin inducerea de accel-
eratii, independent de natura fizica a respectivelor interactiuni. Spunem ca
forta, aga cum apare ea in (2.74), dd un model al interactiunii corpurilor (cf.
[32], p. 44). Relatia (2.74) se mai numeste si definitia dinamica a fortei.

Ceea ce nu putem preciza in relatia (2.74) este natura fortei: gravitation-
ald, electromagnetica, elastica, etc. Faptul cd relatia (2.74) caracterizeaza
in egald masura toate fortele care intervin in viata de zi cu zi, indiferent de
specificul lor, aratd cd ea reprezintd o lege a naturii (cf. [32], p. 44). Pe
de alta parte insa, necunoasterea naturii fortei se reflecta prin aceea ca nu
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putem afirma nimic, de exemplu, despre traiectoria punctului material supus
el.

Fie punctul material M, de masa m, caracterizat la momentul initial al
migcarii sale fata de sistemul de referinta R de raza vectoare T si de vectorul-
viteza Tp. Presupunem ca asupra sa actioneaza forta F', unde

k

F=—%T,  Ak>0,A#2

Atunci, conform (2.74), avem

m %— —ﬁ T
===
de unde
P (7 )
T-T— i 7T
si
d(rA\_ _k 1 df1,
dt \ 2 m o dt \ 2
Asadar,

Integrand in raport cu timpul £, obtinem ca

2" T =2 T 9T 2"
= constant, t > 1.

Relatia de mai sus, care leaga viteza punctului material M de distanta
dintre acesta si originea reperului R, este extrem de particulara. Dandu-i lui
A valori din (0, 2) respectiv (2, +00) ajungem la rezultate de naturd diferita.
In acest mod a devenit evident, pe de o parte, ci este nevoie de cunoasterea
formulei fortei in (2.74) pentru rezolvarea anumitor probleme de dinamica.
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Pe de alta parte, relatia (2.74) poate fi privitd drept scrierea vectoriald a
unui sistem de ecuatii diferentiale.

Intr-adevir, tinand cont de principiul conditiilor initiale, are sens intro-
ducerea problemei Cauchy de mai jos

m- 7= F(t,7,F), t >t
7 (to) = To

Proiectarea pe axele reperului canonic R a sistemului (2.77) ne conduce la
ecuatiile diferentiale ale lui Newton. Dupa C. Truesdell, aceste ecuatii apar
sub forma explicitd abia in 1749, la L. Euler (cf. [34], p. 216). In ”Principiile
matematice ale filozofiei naturale” nu se gasesc ecuatii diferentiale sub forma
explicita. Ele sunt intalnite in ”Metoda fluxiunilor si a seriilor infinite” scrisa
de I. Newton in jurul anului 1671 si tiparita in 1736. Termenul de ”ecuatie
diferentiald” a fost introdus de G. Leibniz intr-o scrisoare catre Newton din
1676 (cf. [72], p. 498 si nota de subsol, p. 499).

Sistemul diferential

r= %Fm(t,x,y,z,i,y, 2)
Y= %Fy(t,x,y, 2,1, y, 2) (2.78)

é: %Fz(tumvyazui'7y7 Z)

cu datele Cauchy

{ . 2(to) =0 y(to) =y 2(to) = 2
T (to) =voe Y (to) =voy 2 (to) = vo.

va avea solutie unicd in C*°([tg, +00),R) dacd impunem ca functiile F,, F,

F, sa fie de clasa C* in raport cu ansamblul variabilelor lor si, simultan,

19

lipschitziene™” in raport cu x, y, z, =, Y, 2.

19 Aceastd cerintd este generici. In multe situatii din viata de zi cu zi o asemenea
restrictie nu are loc si este nevoie de tehnici speciale (de exemplu, utilizarea principiului
inertiei - V. Valcovici), cf. [76], p. 398-399. Teoreme de unicitate a solutiei unei probleme
Cauchy in absenta ipotezei Lipschitz pot fi citite in [31], p. 35, - teorema van Kampen - sau
in J. Bownds, A uniqueness theorem for non-lipschitzian systems of ordinary differential
equations, Funkcialaj Ekvacioj 13(1970), p. 61-65.
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Existenta in [tg, +00) a solutiei problemei (2.77), respectiv in (—oo, +00)
atunci cand timpul ¢ nu apare sub forma explicitd in (2.77), este in acord cu
caracterul perpetuu al miscirii mecanice (cf. [56], p. 62). Impreuns, exis-
tenta si unicitatea solutiei problemei (2.77) asigurd determinismul mecanicii
newtoniene.

Rezolvarea (integrarea) problemei ( 2.77) se realizeaza prin determinarea
integralelor prime

fi(t,x,y,z,j:,y,,é) =C;, 1=1,6,

astfel ca

D(fla sy fﬁ)
D('T;7 y? Z? jj? y? Z)
(cf. [6], p. 170-171, [72], p. 356-357, [56], p. 62-63).

Din punctul de vedere al teoriei generale a ecuatiilor diferentiale ordinare,
lucrurile sunt ldmurite. Totusi, nu orice integrald a problemei (2.77) gasitd
este multumitoare. Dat fiind c& ecuatiile care intervin, plecand de la (2.77),
in problemele de dinamica sunt, in general, complicate, se cauta integrale
prime care sa poata fi interpretate din punct de vedere fizic. Astfel, sunt de
interes acelea dintre integralele problemei (2.77) care, continand relatii intre
coordonatele punctului material, componentele vitezei sale pe axele sistemu-
lui de referinta si timp, traduc in limbaj matematic proprietati mecanice ale
migcdrii numite legi de conservare (cf. [34], p. 227, [56], p. 64).

£0

2,

2.2.3 Repere inertiale. Principiul relativitatii in meca-
nica clasica

Principiul inertiei, esential in mecanica newtoniana, poate fi regasit prin
integrarea succesiva a relatiei (2.74):

m-T=0, t > t,. (2.79)

Astfel,
T =To+ o (t —to),
ceea ce dovedeste caracterul rectiliniu al migcarii punctului material (vg # 0)
in absenta oricarei forte.
Matematic, calculul anterior este suficient de simplu pentru a parea nein-
teresant. In mecanicd, insd, lucrurile nu se petrec la fel. S& presupunem ci
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tinem in méana dreapta o bila de fier. La un moment dat, prin desfacerea
degetelor, lasam bila sa cada. Ce s-a intdmplat, de fapt? Daca vom consid-
era ca degetele mainii drepte alcatuiesc sistemul de referinta R, atunci bila
de fier este in repaus (fata de reperul R) si, ficand abstractie de presiunea
aerului, asupra sa nu actioneaza nici o forta exterioara. Conform principiului
inertiei, bila ar trebui si stea pe loc sau, in cel mai rau caz (fara valabilitate,
dar ingiduit de dragul contradictiei), si se miste rectiliniu uniform. In re-
alitate, miscarea sa, desi rectilinie, este accelerata, cu formula aproximativa
(se neglijeaza rezistenta aerului)

1
= —g(t — t)?
s 29( 0)

in baza legii de cadere liberd a corpurilor materiale (cf. [76], p. 294, [32], p.
27, [17], p. 68-69).

Exista, agadar, sisteme de referintd in care un punct material liber (adica,
nesupus vreunei actiuni exterioare), aflat la un moment dat in repaus, incepe
s& se miste cu de la sine putere (cf. [41], p. 12). Intr-un asemenea sistem de
referinta principiul inertiei nu mai este valabil. Modelul matematic adoptat
de mecanica clasica nu poate fi utilizat in situatia descrisa mai sus. Astfel,
bila de fier aflati la nivelul mainii drepte cade daci este 13sati liberd. In
schimb, aceeasi bila, odata translatata pana pe sol, va raméne in repaus
(fatd de reperul R). Ceea ce dovedesgte cd spatiul nu este omogen in cazul
de fata.

Analiza ficuta succint problemei cu bila de fier pare, la prima vedere,
complet falsa. Am neglijat in tot acest timp, in mod wvizibil, prezenta cam-
pului gravitational al Paméantului. Putem comenta situatia in doua moduri.
Mai intéi, in cazul Pamantului, efectul gravitatiei este cunoscut, usor de-
pistabil in viata de zi cu zi. Ce se intdmpla insa daca, alegand o alta zona
a spatiului fizic pentru experientele noastre, ne vom afla in raza de acti-
une a unor campuri despre care nu stim nimic si care nu se dovedesc la fel
de facil depistabile? Apoi, putem spune ca, prin introducerea unui model
matematic al SF, in particular cel avand reperul canonic R dat de degetele
mainii drepte, alegem sa axiomatizam, abstractizam, schematizam, etc. an-
umite fenomene fizice. Putem, in concluzie, asimila Pamantul in structura
SF astfel incat el s& nu ”se vads” de la nivelul degetelor. Inglobarea fortei
gravitationale in structura spatiului este specifica mecanicii relativiste a lui
Einstein (cf. [76], p. 429, 432).

Ramanand in cadrul mecanicii newtoniene, vom numi reper inertial acel
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sistem de referintd R in care modelul matematic al SF' descris in primul
capitol si principiile mecanicii sunt aprioric valabile (cf. [34], p. 221, [32], p.
42, [54], p. 11).

Nu exista, evident, reper cartezian care sa poata fi privit ca un sistem
de referints riguros inertial. In marea majoritate a problemelor de mecanici
este ales ca sistem de referinta inertial un triedru cu originea in centrul de
masa al sistemului solar (confundat aproape cu Soarele, cf. [76], p. 525) si
axele dirijate spre trei stele care ne apar fixe pe bolta cereasca (cf. [34], p.
429, [54], p. 11).

Intr-o prima aproximatie, la problemele de zi cu zi, implicand corpuri de
marime obignuita ce se deplaseaza pe distante mici, putem folosi un reper
cartezian local, legat de Padmant (aflat in repaus fata de camera) (cf. [14], p.
7-8, [34], p. 433, [2], p.- 4). Asa cum afirma profesorul C. Tacob, sensul mai
profund al discutiilor duse de Galilei impotriva adversarilor sai, in legatura cu
valabilitatea sistemului heliocentric al lui Copernic revine tocmai la discutarea
problemei daca un reper legat de centrul Soarelui s cu axele de directit fize
poate fi socotit ca un reper inertial sau daca, din contra, un reper cu originea
in centrul Pamdntulut si cu axele de directii fize ar avea aceasta proprietate
(cf. [34], p. 429).

O chestiune subsidiara celei a existentei reperului inertial se cuvine adusa
in discutie. Am mentionat anterior faptul ca, in mecanica newtoniana, du-
ratele evenimentelor gi lungimea obiectelor (distantele) sunt independente de
miscarea instrumentelor de masura. Se poate pune, in mod logic, urmatoarea
intrebare. In ce fel afecteazi miscarea unui reper cartezian, luat ca sistem
de referinta intr-o anumita problema de mecanica, principiile fundamentale
pe care trebuie sa le utilizam la rezolvarea problemei?

In primul rand, conform [56], p. 84-85, tinand seama de relatiile de
raportare (1.2), deducem invarianta scrierii principiilor fundamentale ale
mecanicii newtoniene atat cu vectori liberi cat si cu vectori legati fata de
aplicatiile izometrice ale SF. Apoi, pe baza definitiei dinamice a fortei,
tragem concluzia ca principiile fundamentale ale mecanicii newtoniene sunt
invariante la miscarea rectilinie uniforma (w = 0, Tgransp = Vo) a reperului
cartezian R’ in care ele trebuie folosite fatd de un alt reper cartezian R,
?absolut” fix. Intr-adevir, aplicand legea de compunere a acceleratiilor in
miscarea relativa, putem scrie ca
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de unde
F=m- Erel.

Aceasta invarianta a principiilor fundamentale ale mecanicii newtoniene
poarta denumirea de principiul relativitatii (Galilei, 1632; cf. [32], p. 50)
in mecanica clasica. Profesorul O. Onicescu formuleaza principiul relativ-
itatii astfel: informatiile pe care ni le dau legile mecanicii despre pozitia unui
sistem material sunt insensibile la o translatie rectilinie si uniforma globala
a universului care cuprinde in acelagi timp obiectele si reperul (cf. [56], p.
86).

Cazul general (W # 0) va fi dezvoltat ulterior.

Relatiile (vezi (2.25))

AM =OM — 7o — Ty - t!
' =t—t,

care fac trecerea de la R la R, se numesc transformarile Galilei (cf. [32], p.
48, [34], p. 226, [76], p. 503).

Asadar, principiile fundamentale ale mecanicii sunt invariante la trans-
formarile Galilei iar reperele inertiale (in ipoteza existentei a macar unuia)
se misca unul fala de celalalt rectiliniu uniform (cf. [32], p. 49, 50).

2.2.4 Impulsul punctului material. Teorema impulsu-
lui

Din (2.74), tinand seama de independenta masei m fatd de timp, rezultd
ca
— _ dv  d(m-7)
a=m-— = ——=.

m
dt dt

Vectorul p € TyR3, p € P, unde p = m - T, poartd denumirea de

impulsul punctului material M. O formulare echivalenta a principiului fun-
damental al dinamicii este data de relatia
— d?

F=—. 2.80

o (2.80)

Sub aceasta forma (forta aplicatd unui corp punctiform reprezinta vari-

atia impulsului acestuia pe unitatea de timp; cf. [56], p. 59), principiul

fundamental al dinamicii poate fi folosit in mecanici avansate, de exemplu,
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in mecanica relativistd (cf. [32], p. 225), unde masa nu mai reprezintd, in
general, o mirime constanta (cf. [54], p. 10). Notiunea de impuls a fost
introdusé de Leonardo da Vinci si Galilei sub numele de ”impetus” (cf. [76],
p. 375). Newton foloseste denumirea de ”cantitate de migcare” (cf. [34], p.
227, [54], p. 9). Cautand o masurd a migcarii mecanice, Descartes (1644)
introduce marimea m - v (cf. [76], p. 384, [32], p. 59).

Integrand (2.80), avem (¢ > 0)

to+e
/ Fdt = Ap. (2.81)
to—e
Maérimea din membrul stang al egalitatii anterioare, numita percutie (per-
cusiune, impuls) a fortei F atunci cand intervalul de timp At pe care are
loc integrarea este foarte "mic” (cf. [32], p. 52, [76], p. 400, [54], p. 15),
se noteazs cu H. Astfel, are loc teorema impulsului: impulsul (percutia)
fortei rezultante aplicate punctului material este egal cu variatia impulsului
acestuia (cf. [32], p. 53, [34], p. 616).
In cazul punctului material liber, principiul inertiei aratd c&

D = constant. (2.82)

(cf. [54], p. 9).
Formula (2.81) se utilizeaza in teoria ciocnirilor, acolo unde apar restrictii
de netezime a parametrilor cinematici (cf. [32], p. 53, [54], p. 15, [34], p.
616-617):
to+e
H = lim / Fdt
e\.0

to—e

= m-0(to+0) —m-0(ty — 0).

2.2.5 Momentul fortei. Momentul cinetic (orbital) al
punctului material. Teorema momentului cinetic

Formula care da teorema momentului cinetic va fi obtinuta in doua
etape. Mai intéi, pornind de la (2.74), putem scrie

rXma = _xﬂ = _xg + @x;
rma—mrdt—mrdt dtr
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d/( - _d _
= ~%(rxr>—%(rxmv)
- Lexp)
si
d = _ I
E(TXP):TXF' (2.83)

Apoi, pentru A € FEj ales arbitrar, avem, conform (2.25),

TXp=0AXxp+AM xp TxF=0AxF+AM x F.
Pe baza formulei (2.83), prin derivarea in raport cu timpul ¢ a primeia
dintre egalitatile precedente, deducem ca

d —— —_— =

E(AMxﬁ) +UAa X P+ OAx p=0OAx F+AM x F,

unde T4 reprezintd vectorul-viteza al punctului (mobil) A.
Folosind (2.80), ajungem la

d ——— -
a(AMxTJ) =AM x F — 74 X D. (2.84)

Notiunea de moment al forte: F pleaca de la urmatorul experiment usor
de imaginat. S& consideram, ca in Figura 2.12, un corp solid rigid (bara,
roatd, piatra, etc) care se poate roti liber in jurul unei axe verticale. Se pune
problema masurarii rotatiei acestui corp atunci cdnd actionam cu o anumita
forta asupra sa (in punctul M).

Figura 2.12
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Vectorul /T/io € ToR3, /T/io € Mo, unde My = OM x F, poarts denu-
ﬁ
mirea de momentul fortei F (aplicatd in M ) fata de polul O. Distanta de la

polul O la dreapta A determinatd de punctul M si de vectorul (director) F'
se numeste bratul fortei F (cf. [32], p. 54). Evident, }ﬂo| =rFsina = Fb,
unde b desemneaza bratul fortei.

Fie A € A ales arbitrar. Atunci,

Mo =(OA+AM)x F=0Ax F, (2.85)

vectorii AM, F fiind coliniari. Cu alte cuvinte, aplicand forta F in punctul
A se obtine acelasi efect de rotatie ca in cazul aplicarii fortei in punctul M,
fenomen verificabil in mod direct. Calculul anterior dovedesgte, pe de alta
parte, necesitatea unor informatii suplimentare (in afara marimii F') atunci
cand ne referim la o fortd aplicatd asupra unui corp (multime de puncte) (cf.
[34], p. 26-27). La aceastd chestiune vom reveni ulterior.

Notiunea de moment al fortei F a fost datx riguros de P. Varignon. Sub
denumirea de "momento”, ea apare la Leonardo da Vinci (cf. [76], p. 12).

In mod analog, putem defini momentul oricirui vector legat. Astfel, mo-
mentul vectorului p” fatd de polul O, notat f)o, se numegte moment cinetic
(unghiular) al punctului material M fata de punctul O (cf. [54], p. 16).
Se foloseste si apelativul moment cinetic orbital (extern), fiind vorba de o
marime care caracterizeazi migcarea corpului punctiform pe traiectorie (or-
bita) (cf. [32], p. 55).

Integrand (2.83), avem (¢ > 0)

to+e
Ko™ / Modt = ALo, (2.86)
to—e
unde Lo =T X P, f)o € Lo. Astfel, are loc teorema momentului cinetic:

impulsul momentului fata de polul O al fortei rezultante aplicate punctului
material este egal cu variatia momentului cinetic al acestuia fata de punctul

O (cf. [32], p. 55). o
In cazul punctului material liber putem scrie (F, Mo =0)

fo = constant.

Ca gi anterior, atunci cdnd apar restrictii de netezime a parametrilor
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cinematici, sunt valabile egalitatile

to+e

Ko = lim / Modt
e\0
to—e
= T(to) x P(to +0) —7(to) x B(to — 0)

= AlLp

(cf. [34], p. 618).
In cazul miscirii plane, aplicind metoda transformarii Priifer, obtinem

v

ca — R —
Lo=mr*0-k =2mQ (2.87)
(cf. [32], p. 126, [34], p. 233-234, [63], p. 300).

In cazul migcarii circulare uniforme (¢ = 0) avem, conform (2.74), F =
—mRow? - p = —mw?T, ceea ce ne conduce la (Mo = 0)

fo = constant.

Formula (2.84) reprezinta o variantd a teoremei momentului cinetic data
fata de un punct mobil:
dLs —
—— =My —Tys xDp
i A—UVAXD

(cf. [34], p. 229).

2.2.6 Lucrul mecanic. Puterea

In mod evident, fortele sunt responsabile pentru miscarea corpurilor ma-
teriale (cf. [25], p. 7). O masura a efectului de miscare mecanicd pe care
il are aplicarea fortei F asupra punctului material M este data de marimea
infinitezimala

F - dr, (2.88)

numita lucru mecanic elementar al fortei F relativ la deplasarea elementara
d7 (cf. [34], p. 235, [76], p. 376, [63], p. 292, [2], p. 213, etc) a punctului
material. Folosim notatia d 7" pentru a desemna deplasarea infinitezimal a
punctului material in locul celei generale, 7, cf. [56], p. 31, dat fiind ca d
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7, unde 7 = T(¢), este 0 marime integrabild (in raport cu timpul ¢) (cf. [56],
p. 55, 64, [76], p. 746).

Maérimea (2.88), notatd W, este influentata numai de componenta tan-
gentiala a fortei F (L. Euler, cf. [32], p. 56, [76], p. 377). Intr-adevir,
cum forta se gaseste in planul osculator al miscarii (vezi (2.74)), avem

F =F,7+F, 7. De asemeni, dF = o(t)dt =s 7dt, astfel c&
F - drF = F,uvdt.

Aceasta observatie sta la baza principiuvlui lucrului mecanic virtual din
mecanica analitica (cf. [76], p. 758-761). Asupra sa vom reveni ulterior.
Expresia
SW = F(t,7,0)dr

reprezintd o cantitate diferentiald (infinitezimald) generald, numitd forma
Pfaff (pfaffian) (cf. [76], p. 404), care nu este intotdeauna ezactd (inte-
grabild). Sa justificim aceastd afirmatie. Am spus deja ca sistemul difer-
ential (2.78) admite solutie unica in [to, +00), deci ca existd marimile netede
7 = 7(t), v = o(t). Astfel, la prima vedere, marimea 6W = F(t,7,7)dr =
F(t,7(t),0(t)) - v(t)dt este integrabila.

Insg, pe de il)té parte, chiar in cazul ”simplu” al miscarii rectilinii sub
actiunea fortei F', integrarea efectiva a ecuatiei diferentiale

x=—F(t,x,z) = f(t,x,x), t > 1o,
m

nu se poate realiza. Ca sda dam un exemplu elocvent, ecuatia diferentiala
liniara si omogena de ordinul al Il-lea

T +at) z +b(t)r =0, t > to,
este echivalenta cu ecuatia Riccati
u +u® + a(t)u+b(t) =0, t > to,

conform [46], p. 30, pe baza schimbarii de variabild z /2 = u. Numai ci
solutiile ecuatiilor Riccati nu pot fi, in general, exprimate prin cvadraturi
de functii elementare (cf. [72], p. 52). Fireste, in cazul functiilor a(t), b(t)
analitice, exista posibilitatea obtinerii unor solutii aproximative prin metoda
dezvoltarii in serie de puteri. Cunoasterea, de asemeni, a unei integrale
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(solutii) particulare, permite gésirea solutiilor (cf., de exemplu, [76], p. 857-
858). Cele spuse mai sus justificd afirmatia privind neintegrabilitatea de
facto a mérimii F - dr. Pentru a scoate in evidents gradul de generalitate al
acesteia, am ”fortat” notatiile, apeland la 6W in locul lui dW cum ar fi fost
corect d. p. d. v. matematic.

In cazul cand punctul material M se deplaseazd pe curba simpld T intre
pozitiile M (to) si M (t;) sub actiunea fortei ?, unde F reprezintd un cdmp
de vectori in SF', lucrul mecanic total corespunzator deplasarii este dat de
integrala curbilinie

M(t1)

W = /f-d?z/ F,dx + F,dy + F.dz
M (to) M (¢1)

M (to)

(cf. [34], p. 236, [76], p. 378). O asemenea fortd F se numeste forta de
camp (cf. [32], p. 65). Evident, integrala curbilinie de mai sus depinde de
orientarea curbei (sensul de parcurs pe curbd) (cf. [76], p. 379). In general,
lucrul mecanic total va fi desemnat prin

t1
W:/F-Edt.
to

Marimea P(t) introdusa de formula

to

se numeste puterea dezvoltatd de forta F la momentul t (cf. [32], p. 57, [63],
p. 295). In mod analog, P =F,v.
Notiunea de lucru mecanic (”travail”) este introdusa in 1835 de Prony in

legatura cu forta de greutate G, Ulterior, G. Coriolis utilizeaza notiunea de
lucru mecanic si in cazul altor forte (cf. [76], p. 557).
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2.2.7 Energia cinetica a punctului material. Teorema
energiei cinetice

Pornind iardsi de la (2.80), avem

— d
F.-dr = %(mﬂ) - dr
= %(m@) U dt
da (1
= d(lmUQ)
2
De unde,
M(tl) ]
W = / F-dr=A <§m1}2> : (2.89)
M(to)
Marimea 1
E. = —mv*
2

se numeste energia cinetica a punctului material M. Astfel, are loc teorema
(variatiei) energiei cinetice: lucrul mecanic efectuat de forta rezultanta
aplicata punctulur material intre momentele t = ty gi t = t1 este egal cu
variatia energiei cinetice a punctului material intre aceste momente (cf. [32],
p. 58, [34], p. 235, [76], p. 404).

Formula (2.89) poate fi scrisa sub forma

Bu(to) + W = E.(t), (2:90)

egalitate care exprima, in particular, faptul ca energia cinetica a corpului
punctiform este egala cu lucrul mecanic ”cheltuit” pentru a aduce particula
din repaus pdna la viteza v sau cu lucrul mecanic necesar pentru a opri
particula (cf. [32], p. 58-59).

Notiunea de energie cinetica a aparut ca urmare a incercarilor de a gasi
o masurd (scalara) a migcarii mecanice. Forma acestei masuri era initial
mu (Descartes), apoi mv? ("vis viva”, fortd vie) si ulterior $mv?. Numele
de ”forta vie” apare pentru prima oara in 1695, la Leibniz. Titulatura de

”energie cinetica” a fost introdusa dupa 1850 de Thomson, Rankine gi Umov.
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Forma actuald a energiei cinetice a fost datd de Rankine (cf. [76], p. 384,
556, [34], p. 235, [32], p. 59).

Din (2.90) reiese ca lucrul mecanic W poate fi pozitiv (lucru mecanic
motor), negativ (lucru mecanic rezistent) sau nul.

2.2.8 Legi de conservare (I)

Sa consideram doua puncte materiale, de mase my, ms si raze vectoare 7,
T9, aflat suficient de departe de orice alte puncte materiale ca acestea sa nu le
influenteze, practic, m@cgea Eecaniczi. Punctele materiale interactioneaza
prin intermediul fortelor F';, F 5, conform principiului actiunii si reactiunii,
unde
Fi+Fy,=0.

Aplicand teorema impulsului fiecaruia dintre punctele materiale, obtinem

t1 t1
/Fldt = A(mﬁl) /ngt = A(mgﬁg).

to to

De unde, prin sumare, avem ci A(m;7; + maUs) = 0, adicd
m1U1 + MoUs = constant.

Se produce, asadar, un transfer de impuls de la un corp punctiform la
celalalt, realizat prin intermediul fortei, in procesul interactiunii, cu pastrarea
constantd a marimii totale p, +p, (cf. [32], p. 53). Cu alte cuvinte, teorema
impulsului exprima o lege de conservare a miscarii mecanice.

In continuare, s considerfm ci are loc situatia descrisd in Figura 2.13.

TN

Figura 2.13
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Aici, O reprezinta originea reperului inertial R. Teorema momentului
cinetic ne conduce la

t1 t1
/0M1 X (Fl + Fg)dt = Afl /OMQ X (Fg + F4)dt = Azg,
to to

de unde, prin sumare, avem ca

t1
AT +To) = /(O—M1 x Ty + O, x Fy) dt

to

t1
- /Wl x Fy + Oy x (—Fy)] dt
to

t1
- / (O, — O,) x Fudt

to

t1
= /M2M1 XFldtZO.
to

In concluzie,
L; + Ly = constant.

Deci, se produce un transfer de moment cinetic de la o particula la cealalta,
prin intermediul fortei, in procesul interactiunii, cu pastrarea constanta a
mirimii totale Ly + Ly (cf. [32], p. 56). Astfel, teorema momentului cinetic
exprima o lege de conservare a miscarii mecanice.

Existenta marimii mecanice impuls si a legii de conservare a impulsului
este legata de proprietatea de omogenitate a spatiului fizic. Existenta marimii
mecanice moment cinetic si a legii de conservare a momentului cinetic tine
de proprietatea de izotropie a spatiului fizic. In sfargit, mirimea mecanic
energie cinetica si legea de conservare a energiei cinetice sunt in legatura cu
proprietatea de omogenitate a timpului (cf. [32], p. 53, 56, 59).

Subsectiunea urméatoare are un caracter auxiliar, cititorul nefiind obligat sa o
parcurga la prima lectura. Rolul sdu este pur ilustrativ si anume acela de a insista
asupra legaturii fundamentale dintre marimile mecanice definite pand acum si
modelul matematic al spatiului i timpului. Argumentele folosite in subsectiunea
urmatoare apartin mecanicii hamiltoniene, complet formalizatd matematic.
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2.2.9 Legi de conservare (II)

S& consideram punctul material M, presupus liber (adicd, in absenta
actiunii vreunei forte, cf. [41], p. 12) fatd de reperul inertial R. Plecand de

la (2.79), prin inmultire cu 7, obtinem
oo d (12 -~ d (1,
mreT = mo (5T ) =mo| v

d (1 ,

Prin integrare in raport cu timpul ¢ ajungem la relatia

%va = constant. (2.91)

Semnificatia energetici a marimii din membrul stang al (2.91) a fost deja
stabilita.

In sine, calculul de mai sus este simplu. S& ne gandim doar ce ar insemna
sa utilizam, in locul produsului scalar euclidian, un produs scalar de tipul
(2.49). Aceasta este numai una dintre complicatiile pe care modelul matem-
atic al SF adoptat in capitolul intéi le evita. Fireste, tot aici se gaseste baza
anumitor limitiri ale mecanicii newtoniene. In esenta, principiul inertiei a
capdtat formularea echivalentd (2.91), care reprezinta o lege de conservare,
adica, o relatie ce statuteaza constanta unei marimi scalare caracterizind
starea mecanica a punctului material.

Dorim, in cele ce urmeaza, sa scoatem in evidenta legatura profunda dintre
modelul matematic al spatiului si timpului si principiile mecanicii newtoniene
(cf. [56], p. 56). Acestea fiind stabilite plecand de la o serie de experiente
(cum ar fi, de exemplu, cea a lansarii unei bile pe un plan orizontal perfect
lucios, cf. [34], p. 444), este evident ca locul experimentului intervine ”subtil”
in formule.

Sa consideram o multime finita alcatuita din puncte materiale pe care o
caracterizam din punct de vedere mecanic cu ajutorul marimilor

q= (q17"'7QS) q: (qla"qu)-

Cantitatile g;, 9;, convenabil alese, se numesc coordonate, respectiv viteze
generalizate. De exemplu, in cazul miscarii plane a punctului material,
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mérimile r, 6, 7, 9 (cf. [54], p. 72). Nu intotdeauna avem nevoie si uti-
liz&m efectiv mirimile z, y, z, z, Y, 2 (cf. [73], p. 500-501).

Atunci, pe baza expunerii facute in [41], p. 7-33, [54], p. 52-60, sistemul
mecanic definit de multimea de puncte materiale are starea mecanica data
de functia

L=1L(tq,9), (2.92)

indiferent de complexitatea ei. Marimea L poartd denumirea de functia luz
J. Lagrange (lagrangian) a sistemului mecanic. Este intalnitd si denumirea
specializata de potential cinetic (cf. [76], p. 788, [73], p. 510).

Intre doud pozitii, corespunzand momentelor t = t; si t = to, miscarea
sistemului mecanic este data de actiunea generala

to
S:/L@%Qﬁ
t1

Experienta dezvaluie ca, in mod natural, corpurile sunt ”lenege”, adica au
tendinta sa faca, in desfasurarea actiunii, modificari cdt mai mici cu putinta
starii lor mecanice. Conditiile de minim care trebuie, agadar, impuse variati-
ilor marimilor ce definesc starea mecanica a corpurilor sunt stabilite intr-un
mod asemandtor determinarii punctelor critice ale unei functii. Astfel, ca sa
aibd un corespondent in realitate, marimea L verifica (plecand de la 6S = 0)
ecuatiile FEuler-Lagrange date mai jos

Aoy 9L 4, 1% (2.93)

Modalitatea de a stabili relatiile (2.93) este prezentatd cu extrema ele-
ganta in [29], p. 349 si urmétoarele, [71], [70], p. 205 si urméatoarele.

Sa consideram cazul particular al unui punct material liber. Teoretic,
acesta poate ocupa orice pozitie in SF' si poate avea orice viteza (constantd).

Atunci, ¢ = (z,y,2) = (r,%,%,2), unde r = /> 22, si q= (i,y,é) =

o 2
(v,2,2,2) unde v = /> = . Marimile

=<8
SHESE
.y
+
SERESN
S
+
SHIENE
]

G+ S sk 7=
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desemneaza versorii vectorilor 7, .

Impunem ca lagrangianul L al punctului material liber sa reflecte omogen-
itatea spatiului si timpului si izotropia spatiului. Adica, marimea L sa nu
depinda explicit de t, de unde

oL
ot
de pozitia punctului material, de unde

oL _ oL _ oL _ oL _
or - o(x) o) o)

r

0,

si de versorul T (acesta, legat intr-un punct al SF', se poate roti), de unde

In concluzie, L = L(v) (cf. [41], p. 13). Pentru simplificarea calculului,
consideram L = L(v?).
Ecuatiile (2.93) devin in acest caz

% (L2 2) =0 % (L@?)-v) =0 % (L@ 2) =0 (299)

Inainte de a trece mai departe, se cuvine observat ca formulele (2.93)
raman nemodificate daca inlocuim lagrangianul L cu marimea

L= L+C g,

unde C7, j =1, s, sunt constante.

Impunem ca lagrangianul L al punctului material sa reflecte si relativi-
tatea Galilei. Aceasta inseamna, cu alte cuvinte, ca ecuatiile ce caracterizeaza
migcarea mecanicd, si anume (2.93) (cf. [41], p. 10), sa nu fie influentate de
miscarile rectilinii uniforme ale reperului R’ in care avem de rezolvat o prob-
lema oarecare de mecanica teoretica fata de reperul R ”absolut” fix.

Dandu-se o variatie infinitezimala a vectorului-viteza al punctului mate-
rial

vt = U460 (2.95)
= T+e it j+e -k,
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unde € = o(1), i = 1,3, putem scrie ca

2

L@?) = L@Y)
= L(v+20-60+ (60)°) = L (v* + 20 67)
= L(?) + L'(0?) - (20 67).

Am liniarizat expresia lui L, neglijand termenii infinitezimali de ordinul
al doilea. Dacd marimea L'(v?) ar fi constantd, adica L'(v?) = C, atunci

L'(?) - (20-0) =2C & q; .

Astfel, privind egalitatea (2.95) ca o lege de compunere a vitezelor (miscarii
caracterizate de 7 i se adaugd o miscare rectilinie uniforma infinitezimala (in-
stantanee) 6U, vezi comentariul 2) de la p. 92), deducem ca lagrangianul L
("considerat” in R’) se modifica in R dupa formula

L*=L+2C-& g,

pastrand intacte ecuatiile de miscare.
In concluzie, pe baza relatiei L'(v?) = C, deducem ci functiile

L = Cv?

pot fi lagrangieni ai punctului material liber. In particular, marimea

1
L ==-mv?

> (2.96)

este lagrangianul punctului material liber M. Formula sa tine seama de
proprietatile de omogenitate si izotropie ale spatiului, de omogenitatea tim-
pului, de invarianta masei m fata de timp ori viteza, ca s de principiul
relativitatii. Aici, masa m a fost introdusa in calitatea sa de caracteristica a
corpului punctiform. Coeficientul % joacd un rol de ”calibrare” (cf. [41], p
11, 16).

Relatiile (2.94), aplicate marimii (2.96), ne conduc la

x,Y,z = constant,

adica 7 = constant. Miscarea punctului material liber poate fi, asadar, doar
rectilinie, vectorul @ € ¥ fiind tangent la traiectorie.
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In acest sens trebuie inteleass notiunea de reper inertial (galilean): adics,
un sistem de referinta in care proprietatile spatiului si timpului concura la
valabilitatea principiilor fundamentale ale mecanicii (cf. [41], p. 12-13, [54],
p. 11).

Sa consideram acum sistemul mecanic format din n puncte materiale, de
mase m; si raze vectoare T;, aflate suficient de departe de orice alte puncte ma-
teriale pentru ca acestea si nu le afecteze starea mecanici (de exemplu, prin
inducerea unui cAmp gravitational). Pe baza unor consideratii asemanatoare
celor precedente, introducem lagrangianul sistemului mecanic prin formula

n 2
L= E 9 - V(T‘l, Tra, ) (297)
=1

(cf. [41], p. 17). Marimea T = >_ miv] poarta denumirea de energie cinetica
i=1

2

a sistemului mecanic, iar marimea V', care caracterizeaza interactiunea celor
n puncte materiale, se numeste energie potentiald a sistemului mecanic.

In formula lagrangianului L se reflectd dous proprietiti fundamentale ale
mecanicii clasice:

1) Interactiunea corpurilor punctiforme apartindnd unui sistem mecanic
inchis (neinfluentat de exterior) este instantance (fapt deja mentionat la
principiul actiunii i reactiunii) (cf. [41], p. 17).

2) Orice miscare mecanicd in cadrul sistemului mecanic inchis este re-
versibila (cf. [41], p. 18).

Sa dam o justificare a reversibilitatii miscarii mecanice independenta de
caracterizarea cu ajutorul functiilor lui Lagrange a starii mecanice. Pentru
aceasta, presupunem ci in (2.77) avem F = F(F). Un asemenea formalism
inglobeaza numeroase situatii intalnite in viata de zi cu zi. Notam solutia
problemei Cauchy (2.77) cu u, unde

(7(t),0(t)) = u (t; to, (To,70)), t € R.
Fie t; <ty §l
U (tlv tO? (F()aﬁ())) - (Th@l) .

Facand schimbarea de variabild t* = ¢y + t; — t, cum 7(t) = T(to + t1 —
(to +t1 — 1)), au loc relatiile

i =T (1) S = ()
4T =a(t).

dex?
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uatia diferentiala vectoriala m- 7= F(7) devine in urm i trans-
Ecuatia diferentiala vectoriala F(7) devine a acestei trans
formari )
7 —
_ - *

W—F(T), t <t0.

Solutia sa u (t*; 1, (To, —Tp)) caracterizeaza migcarea inversata a punctu-
lui material:

m

u (to; t1, (To, —0p)) = (T1, —71)

(cf. [56], p. 61). Justificarea reversibilitdtii migcarii s-a incheiat.

Astfel, 1a proprietatile deja mentionate ale timpului ¢, admise de mecanica
clasica, se adauga cea de izotropie. Conform ei, timpul ”curge” la fel in
ambele sensuri (cf. [41], p. 17, [54], p. 8). Legea t* =ty + t; — ¢t fiind afina,
mdrimea t* are semnificatia de timp (cf. [56], p. 56).

Expresia (2.97) adoptata pentru lagrangianul L al sistemului mecanic
face ca ecuatiile de migcare (2.93) sa nu se modifice in urma schimbarii de
variabild t — C' — t, unde C' € R. De asemeni, formulele (2.93) devin

d (0L oL

Aici, marimea, g—é, unde 7 = u' -5 +u? - j +u? - k, desemneazi o derivata

euleriana (gradient) a scalarului f:
Of aey 0f - Of = Of <

on  oul .Z+8u2.‘]+8u3.k

(cf. [76], p. 870). Evident, & (3mv?) = Z (3mv?) = mv.

Introducand (2.97) in (2.98), obtinem ca

o du_ 9V
“dt  OF

(2.99)

sau, echivalent,

mZm:Fl, 7;:1,’)7,,

unde marimea F)Z € F; reprezinti forta cu care sistemul actioneazi asupra
celui de-al i—lea punct material din componenta sa (cf. [41], p. 18).

Ca si in cazul punctului material liber caracterizat de legile de conser-
vare a miscarii mecanice (2.82), (2.91), vom aréta cd au loc anumite legi de
conservare a migcarii sistemului mecanic.
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Mai intéi, plecand de la (2.92), impunem ca lagrangianul L al sistemului
mecanic inchis sa reflecte omogenitatea timpului, adica sa nu depinda explicit

de marimea t: L = L(q, q) Atunci,

dL. (0L - OL -
S (aqz LA q') '

Tinand seama de (2.93), avem cid

dL “|d [ oL )

— = —|— ] 4%+—q

dt ;;Lﬁ<a%) 8 q; ]
B Zdt(' 8(1@)’

de unde
d [~~~ - 0L
— q, — — L | =0.
dt(%? 84, )
Maérimea .
E = Z q; —, — L = constant
=1 8 qz

se numeste energia mecanica (totala) a sistemului mecanic inchis (cf. [41],

p. 24, [54], p. 58). Evident, avem %ﬁ = 0 pentru expresia lagrangianului L

datd de (2.97), de unde, tindnd seama de (2.99), deducem in mod analog ci
E=2T-L=T+YV.

Impunem acum ca lagrangianul L dat de (2.97) s reflecte omogenitatea
spatiului. Astfel, considerand variatia infinitezimala a razelor vectoare 7;:

Ly
= Tite i+l j+ek,

3]

unde ¢/ = o(1), 7 = 1,3, avem

5 "\ JL
SL = E:am T = 7

=1
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Aici, Z =¢' -7+ ¢€2-j + % k. Formula a fost obtinuta prin liniarizarea
expresiei lui L, neglijaindu-se termenii infinitezimali de ordinul al doilea.
Deoarece € este luat arbitrar, obtinem

OL (
0 = i:l_Ti a dt( (%Z>

Marimea .
D= Z m,;v; = constant
=
se numeste impulsul total al sistemului mecanic inchis (cf. [41], p. 26, [54],

p. 59).
Egalitatea

arata ca, in cazul sistemului mecanic alcatuit din n = 2 puncte materiale,
este valabil principiul actiunii si reactiunii:

Fl +F2:0

In final, impunem ca lagrangianul L dat de (2.97) si reflecte izotropia
spatiului. Astfel, considerand rotatia infinitezimald (2.38), avem

adica
TZ =7; + 0T; 5;‘ =v; + 67;.
Din nou, prin liniarizarea expresiei lui L, ajungem la

oL _ oL __
oL = Z(@FZ 0T %16%)

=1
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(2.98) " [d [(OL _ N
= Zl[dt (8@) or; + m;v; 61}1]

1=

— Zn: (T)Z 0T + ;- 5@) )

=1

unde p;, = m,;T; reprezinta impulsul celui de-al i—lea punct material al sis-

temului mecanic.
Tinadnd seama de proprietatile produsului mixt, putem scrie ca

Z_;i 0T = ]—;i.(gaxﬁ):6@~<ﬂxl_;i>
p; - 0U; = ?i’(‘saxgi):éa'(@ixf_)i)'

Apoi,

oL = da-

n

=1

_d (o -
= 6aa<;rz><pl)

Deoarece 6o este luat arbitrar, obtinem

d (-
0:£<;rixpi>.

Marimea
n
L = E T; X p; = constant
i=1

poartd denumirea de moment cinetic total al sistemului mecanic inchis (cf.
[41], p. 31, [54], p. 60).

2.2.10 Legi de conservare (III)

Plecand de la teoremele impulsului si momentului cinetic, putem obtine in
situatii particulare integrale ale sistemului diferential (2.78) cu semnificatie
d. p. d. v. mecanic, adica legi de conservare.
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Astfel, daca forta F (rezultantd) aplicatd punctului material M este
perpendiculara pe directia fixa u (adicd, u= 0), avem
dmv) _ d, _ _

‘u=—(mv-u).
dt dt ( )

Integrala v - u = constant arata ca proiectlia vitezer punctului material pe
o directie fixd este constanta (cf. [34], p. 228).

De asemeni, intr-o alta situatie, s presupunem ca dreapta-suport a fortei

0=F -u=

F trece prin originea O a reperului inertial R. Conform (2.83), avem
dLo
dt
de unde 7 x T = C = constant. Dacs vectorul C este nenul, atunci C -7 = 0,

integrala prima fiind

MOZ =0,

Clz+C*y+C?2 =0,
unde C' = C'-i+C?-5+C3-k. Miscarea punctului material M se desfasoard,
asadar, intr-un plan fix care trece prin O. Dacd insig C = 0, vectorii 7, ©
sunt coliniari. Atunci, 7 = A(t)-7, unde A(t) = |F| (7 - 7). Tinand seama de
netezimea parametrilor cinematici (r # 0), putem spune ca \ este o functie
de clasa C*°. Au loc urmatoarele relatii

F=r(t)-p T=rp+rp  p p=0.
Astfel, cum r -5 + 7 ﬁ: A(t)r - p, prin inmultire cu p in ambii membri,
ajungem la

r= \(t)r,

respectiv p= 0.
In concluzie,

f A(T)dr f A(T)dr
7(t) = roeto Py = € - To, (2.100)

adica miscarea punctului material se desfasoara pe o dreapta fixa trecand prin
O*. Aici, p, = p(to), To = T(tp). Integralele prime sunt date de (2.100) (cf.

200 altd abordare a acestui caz, cf. [60], p. 2, se bazeaza pe formula
d (@ (Tx W) X T _
2(E) =BT XE
dt \u us

intalnitd deja la p. 31. Astfel, pentru © = 7, deducem cé vectorul p este constant.
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34], p. 231-232).

2.2.11 Forte conservative. Energie potentiala. Con-
servarea energiei mecanice

%
Lucrul mecanic efectuat de forta de camp F' aplicata punctului material
M este introdus cu ajutorul integralei curbilinii

W = F,dz + F,dy + F.dz.
MoM;

Se pune problema sa gasim conditii pe care trebuie sa le indeplineasca
functiile F,, F,, F, pentru ca integrala W sa nu depinda de traiectoria par-
cursa de punctul material M intre pozitiile My, M;.

Spre a intelege semnificatia d. p. d. v. mecanic a unei asemenea
chestiuni, vom folosi metoda planului inclinat (Galilei) (cf. [17], p. 68).
Astfel, sa consideram un plan inclinat perfect lucios al carui unghi de la baza
a € (0, g) poate fi facut sa varieze. Experienta dezvaluie faptul ca viteza
cu care ajunge pe sol o bila lansata in jos pe planul inclinat, de la inaltimea
h, fara viteza initiala, este independenta de valorile lui a. Tindnd seama de
formula Galilei-Torricelli a vitezei in miscarea rectilinie, si anume

v? = 3 + 2as

(cf. [32], p. 27, [76], p. 294), unde a = gsina, gasim viteza bilei la baza

planului inclinat
v =+/2gh.

O atare independenta de drumul parcurs a vitezei v a bilei este transmisa,
conform (2.90), lucrului mecanic W realizat de forta de greutate G. In
concluzie, problema formulata anterior isi gaseste un echivalent in viata de
zi cu zi.

In mod natural, daci pfaffianul F,dz + F,dy + F.dz ar fi exact, atunci
W =U(M,) — U(M,), unde

dU = Fodz + F,dy + F.dz = VU(M) - dr.

Degi nu am precizat acest lucru, considerm ca tripletul (x,y, z) al co-
ordonatelor punctului material M (in reperul inertial R), asupra caruia
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actioneaza campul de forte F, se giiseste intr-o multime deschis si stelatd in
raport cu un punct al sdu din (R3,7;) (cf. [28], p. 277). Vom subintelege in
continuare ca functiile care intervin in discutie sunt de clasa C'*° pe multimea
respectiva.

Conditia necesard gi suficientd ca pfaffianul X (x,y, z)dz + Y (x,y, z)dy +
Z(x,y, z)dz sa fie o forma diferentiala totala exacta este datd de relatiile de
mai jos (cf. [73], p. 425)

0X _ov  oxX _oz oy 0z
oy  Ox 0z Oz 0z Oy’
Justificarea lor se realizeaza la fel ca in cazul a doua variabile indepen-

dente x, y (conditia lui L. Euler), intalnit in cursurile de ecuatii diferentiale
(cf. [47], p. 28). Pentru detalii, vezi [72], p. 104-106, 423, [28], p. 276-277.

-
Sa presupunem ca forta de cAmp F care actioneaza asupra punctului

material M intre pozitiile My = M(to) si My = M(t,) este introdusa prin
formula F' = VU. Atunci, relatia (2.90) devine

E.(to) + AU = E.(t1)
sau, echivalent,
E.(My) — U(My) = E.(M,) — U(M,).

Marimea V(M) = —U(M) se numegte energia potentiala a punctului
material M in campul (de forte) F (cf. [76], p. 385, [34], p. 239). Functia
U poarts denumirea de potential (functie de forta) al campului F (cf. [34],
p. 237, [76], p. 73).

Datorita modalitatii de definire, energia potentiala este unica pana la
o constanta aditivd (cf. [76], p. 385). Aceastd proprietate a sa permite
adoptarea formulei (generice)

V(M) = 7? - dF,

— Mo __
unde ‘_h‘m F(M) = 0. Formal, V(M) = — [ F - dr, ceea ce aratd ci
OM |—-+o00 o)

energia potentiala a punctului material M in pozitia My este lucrul mecanic,
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luat cu semn schimbat, efectuat de fortele campului F pentru a aduce punctul
material de la infinit in pozitia My (cf. [32], p. 60). Pozitia ”de la infinit”
desemneazi, in fapt, o zond unde influenta campului F nu se face simtita
(F(<) = 0) (cf. [59], p. 86). Forta F introdusi cu ajutorul formulei
F = VU se numeste conservativi. La randul sdu, F reprezintd un cdmp de
forte conservative (cf. [34], p. 239, [76], p. 406).

Putem enunta acum teorema conservarii energiei mecanice: intr-
un cdmp de forte comservative are loc, in timpul miscarii, o transformare
reciprocd a energiilor cinetica gi potentiald ale particulei, suma acestora (en-
ergia mecanica) ramdndnd constanta (cf. [32], p. 61).

Sa presupunem, in final, ca asupra punctului material aflat intr-un camp

— —
de forte conservative F' actioneaza forta disipativa (neconservativa) F*. Atu-
nci, conform (2.89), putem scrie ca

My
AE, = W=/(F+W).d?
Mo
My
= —AV+/W-dF,

Mo

de unde

AE.+V)=W"

Astfel, lucrul mecanic al fortei disipative aplicata unui punct material M
este egal cu variatia energiei mecanice a acestuia (cf. [32], p. 61). Cazul cel
mai des intalnit in viata de zi cu zi este cel al fortelor rezistente F (forta de
frecare, de rezistenta la inaintare intr-un fluid, etc), avand sens opus vitezei
relative. Asemenea forte, producand un lucru mecanic rezistent, diminueaza

energia mecanica a corpurilor materiale, transformand-o in caldura (cf. [76],
p. 555-556, [56], p. 66-67).

Numele de ”functie de forta” apare in scrierile lui R. Hamilton. ”Potentia-
lul”, al cdrui gradient da forta de atractie (universald), a fost introdus de J.

Lagrange (1777). Energia potentiala, definita prin schimbarea semnului lui
U, este data de H. Helmholtz (cf. [76], p. 557, [43], p. 45).
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2.2.12 Suprafetele echipotentiale si liniile de forta ale
unui cAmp conservativ

Multimea punctelor M € FEj5 care au proprietatea ca
Ulz,y,z)=C,

unde C' € R este arbitrar fixat, poata denumirea de suprafata echipotentiala
a campului de forte conservative ' (cf. [76], p. 75-76, [32], p. 60). Desi nu
este datd ca o suprafatd parametrizatd neteda, conditia VU (M) # 0 arata
cd, local, suprafata echipotentiald este o suprafatd simpla (cf. [48], p. 38-39).
In concluzie, aceste multimi reprezintd suprafete netede in SF (cf. [44], p.
590-591). Suprafetele echipotentiale se mai numesc si suprafete de nivel ale
functiei U (cf. [76], p. 405).

Daca punctul material M se gaseste pe suprafata echipotentiala .S, atunci
sageata vectorului F € TyR?, F € F, este indreptatd in sensul cresterii
marimii C, deci al descresterii energiei potentiale V(M) (cf. [32], p. 61, [76],
p. 406).

- O curba neteda I' avand proprietatea ca in orice punct M € I' vectorul
F € TyR? este vectorul director al tangentei poartsd denumirea de linie
de fortd a campului (de forte) F (cf. [32], p. 61). Din punct de vedere
diferential, coordonatele in reperul inertial R ale punctelor M care alcdtuiesc
linia de forta I' sunt date de relatiile

dr dy dz

F, F, F/
cu conventia obignuita: anularea numitorului implica automat constanta co-

ordonatei respective (pe o anumitd multime) (cf. [76], p. 71).
H

Evident, lucrul mecanic efectuat de forta de camp F aplicatd asupra unui
punct material M care se deplaseaza pe suprafata echipotentiala S a campului
este nul.

2.2.13 Campul gravitational. Potentialul gravitational.
Modelul punctiform al corpurilor ceresti

Teoriile generale ale cAmpului gravitational (gravific) necesitd cunogtinte im-
portante de mecanicd relativistd, geometria varietatilor diferentiabile, etc. O lec-
turd fundamentald in domeniu este constituitd din lucrarea [42]. Recomandam
excelentul tratat [79].
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Sa consideram ca originea O a sistemului de referinta inertial R ada-
posteste masa myg. Data fiind imobilitatea apriorica a originii O, caracterul
de masura a inertiei atribuit maselor in mecaniva newtoniana poate fi scos
din cauza in discutia de fata in ceea ce priveste masa mg. Asadar, sin-
gura ”activitate” a masei mg este crearea unui cdmp gravitational (gravific).
Experienta ("tubul” lui Newton, cf. [32], p. 29, independenta perioadei
pendulului de natura corpului utilizat, cf. [43], p. 42, etc) dezviluie faptul
ca in apropierea suprafeter Pamdntului se comunica corpurilor o acceleratie
constanta, verticald i orientata in jos (Galilei, Newton) (cf. [43], p. 42).

Atunci, in conformitate cu (2.76), un punct material oarecare M, de masa
m, va capata pe directia vectorului sau de pozitie o marime de tip acceleratie,
notata F), unde T € Th/R3, cu sigeata indreptatd cétre originea O:

— Mo T
I'= o

Forta ? cu care masa my atrage punctul material M este greutatea aces-
tuia (in cAmpul masei my):

— —
F=m-T.
Pe baza relatiilor (2.67), se verificd imediat formula

mmyg
2

<13

:v(7

Astfel, energia potentiala a particulei materiale M in cAmpul gravitational
al originii O devine

mmy )
" .

-
r

M r
V(M) = —/F~ﬁ:/7m;0dq
oommo [
= —
.

(cf. [32], p. 174).

Sa justificam acest calcul. Plecand de la dr = rdp + pdr, unde p desem-
neaza versorul razei vectoare T, si tindnd seama de faptul ca marimile p si dp
sunt ortogonale, obtinem

mmo_

de: _’ymmo

r2

,
= F(r)dr

dr
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(cf. [34], p. 238). Justificarea s-a incheiat.

In concluzie, campul gravitational al corpului punctiform (O, mg) este un
camp de forte conservative.

Sistemul de ecuatii diferentiale pus sub forma simetrica (cf. [72], p. 359-

365)

de  dy  dz
—yEFtr —yhEty . —yEEtz

arata ca suprafetele echipotentiale sunt sfere concentrice iar liniile de forta
sunt razele acestor sfere in cazul campului gravitational punctiform (vezi
Figura 2.14).

Mérimea V,(r) = = - V(M) poartd denumirea de potentialul cémpului
gravitational (punctiform). Evident, T = —VV,,

Se cuvine subliniat faptul cd, in baza principiului actiunii gi reactiunii,
intre particulele (O, mg) si (M, m) are loc o interactiune (gravitationala).
Acest lucru apare pregnant in formula (2.76), simetrica in ceea ce priveste
marimile my, my. De aceea, in mod natural, energia potentiala V' trebuie
privita ca o energie de interactiune, cu repartizare egala a ”contributiilor”
celor doua puncte materiale:

1 1
V= _vmmo =-m (—7@> + =my (—7ﬂ> .
r 2 r 2 r

Practic, putem spune ca energia de interactiune gravitationala a doud
puncte materiale este egala cu semisuma produselor dintre masa fiecaruia din
punctele materiale i potentialul campului gravific generat de celalalt punct
material.

Figura 2.14

In cazul a n puncte materiale (M;, m;), luand in calcul toate interactiunile
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posibile, energia de interactiune gravitationala devine

o 1 m; 1 m;
V= Z l2m1< 7Tij>+2m]( 7%’)]’

1<i<j<n

unde 7;; = d(M;, M;). Cu conventia 7% = 0, introducem o ordine in structura
7

marimii V:
S ) sl (5 )
SR [E () £

=1
ki

Aceasta formulad ne ingaduie sa facem trecerea de la multimi discrete de
puncte materiale la un corp material care ocupa in SF domeniul G. Astfel,
atribuind fiecareia dintre particulele componente ale corpului material o masa
"specificd”, de ”punct”, numita densitate (cf. [76], p. 559), p(A), unde

A € G, vom scrie ca
p(B)
/( "TAs }> dA(B) | dA(A)

Vp dA(A).

V:

N —
b

QA A

N —

Mérimea —V "% Ejey poarta denumirea de energie de legatura gravi-
tationala a componentelor (particulelor) unui sistem (corp, mediu) material
si reprezinta lucrul mecanic necesar pentru a desface sistemul in componente,
duse la infinit, respectiv energia cheltuita la formarea sistemului material din
particule libere aduse de la infinit. De exemplu, energia de legatura a unei
molecule este energia necesard pentru a desface molecula in atomi, etc (cf.
[32], p. 174-175). Energia de legitura gravitationald a unei sfere omogene cu
masa m = 1 kg si raza R =5 cm este Ej; = 8-1071% J (céci J/kg = m?/s?
cf. [32], p. 175). Cand raza sferei scade, energia de legitura gravitation-
ala cregte iar diferenta rezultata se transforma in caldurd. Aceasta poate
constitui o explicatie partiald (Kant?', Laplace, Helmholtz) a incandescentei

211, Kant este adeptul panmatematismului filosofic, cf. [12], p. 142 si urméatoarele. Spre
deosebire de el, G. Hegel, tratand problema caderii corpurilor, ”aspird spre o fizicad mai
empiricd. Exact ca Aristotel in antichitate.” (op. cit., p. 178, nota de subsol)
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stelelor, care ar fi formate teoretic din materie cosmica extrem de rarefiata
(aflata ”la infinit”) prin contractie (legare) gravitationald. Fireste, reactiile
nucleare care se produc méresc considerabil energia (cf. [32], p. 180).

Presupunand ci densitatea p(A) a corpului material, de masa my, care
ocupa in SF domeniul G indeplineste conditiile precizate in subsectiunea
dedicata integralelor de tip potential, a devenit clar ca marimea

T A
T—r.v G/’A_|d)\(A)

reprezinta vectorul-acceleratie (gravitationala) capdtat de punctul material
M € FEj3 din partea caAmpului gravific al corpului material. Alura la dis-
tante mari a potentialului newtonian —~v - fi(M) aratd ci, intr-o anumita

aproximatie, acesta are formula V,(M) = _7|om—131’ unde O desemneaza cen-

trul de masa al corpului material iar punctul M este exterior domeniului G.
Obtinem, asadar, aceleasi valori ale potentialului gravitational ca in cazul
campului gravific punctiform. Ceea ce dovedeste in mod convingator ca
putem considera intr-o serie de probleme ale mecanicii teoretice corpurile
materiale drept particule localizate in centrul de masa al corpurilor materi-
ale si avdand ca masa chiar masa acestora. Sferoidul terestru si, in general,
corpurile ceresti reci (planete, sateliti naturali), fiind corpuri de rotatie d. p.
d. v. geometric, gasesc un model potrivit in domeniul G definit in lucrarea
de fata.

Un calcul bazat pe (2.40) si utilizarea coordonatelor sferice aratd cd, in
cazul unei sfere de razd R omogend (p = constantd) ori avind omogenitate
sferica (p este radial simetricd), au loc formulele

—yBR > R

V<M):{ —%V% 3—]’"{—22),T<R

(cf. [59], p. 85). Pentru detalii, vezi [34], p. 378-381, [76], p. 388-394 ca
si elegantele rezolviri date problemelor din capitolul 5 al cartii [59]. In par-
ticular, conform (2.41), energia de legitura gravitationald a sferei omogene

este
R
™n
Eleg = T /(3——> 2d7“
0
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(cf. [32], p. 179).

2.2.14 Miscarea in caAmp central

O forta ?, aplicaté_} punctului material M, poarta denumirea de forta
centrald dacd vectorul F este vector director al dreptei OM. In functie de
semnul marimii F'-7, forta centrald se numeste atractiva (F-F < 0), respectiv
repulsivi (F -7 > 0) (cf. [76], p. 418, [63], p. 319). Un camp de forte F
este considerat central daca fortele F € F sunt forte centrale. Aici, punctul
O, aprioric fix, repggzinté centrul campului de forte. Cdampul gravitational

D

punctiform, I' = — =2, constituie un exemplu elocvent de cAmp central.

Legea ariilor. Formula lui J. Binet

Am vazut anterior ca miscarea unui punct material M sub actiunea unei
forte (rezultante) centrale este pland. Aceasta ne permite si utilizim metoda
transformérii Priifer in planul miscdrii. Cu notatiile cunoscute, F = Fp.
Proiectand relatia (2.74) pe directiile p, g, avem, conform (2.18),

2
m (é; —rf ) =F
. / (2.101)
m<2ﬂ9—l—r9> =0.

In mod evident, discutia intereseaz atunci cand O # M. Asadar, in-

multind cu r in ambii membri ai celei de-a doua relatii (2.101), obtinem 2 0
= constant. Formula (2.87) aratd ca momentul cinetic fata de centrul O al
punctulut material M se conserva in miscarea sa pe traiectorie. De asemeni,
are loc legea ariilor: in miscarea in cdmp central, in jurul centrului O, a
punctului material M, vectorul sau de pozitie "matura” suprafete de arii egale
in intervale de timp egale (cf. [63], p. 320, [41], p. 47).

Folosim in continuare prezentarea facuta in [34], p. 345-347, 354-357.

Fie n unghiul vectorilor 7y, Tp. Din nou, conform (2.18), avem

To-p=wocosn=p- |7 (to)p+7(ta) O (to)E| =1 (to)
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§i Tp - = vosinng = ry 0 (tp). Atunci, méirimea 72 0 are valoarea C =

r(to)[r(to) € (to)] = rovosiny in timpul miscarii punctului material M.
Prima dintre relatiile (2.101) poate fi pusa sub forma
L2 .
mr —mog = F(t,r,0,r,0)
(cf. [76], p. 421). Am tinut seama de expresia vectorilor 7, ¥ in coordonate
polare (F' = F(t,7,7)).
Prin derivarea functiei compuse r = r (6 (t)) in raport cu timpul ¢ obtinem

: dr drC’ d (1
=T d0 i O_<_)

F- (e ()=o) 0
B (52 d92(>

Formulele elementare §= C ( ) r= (%) ! ne conduc la expresia

mC? [ d? 1 1 1 d /1
S e e S N T A R
r? [d92 (r) + r} (t’ r’e’ do (r))

In cazul particular al fortei centrale F independenta de timp, relatia an-
terioard reprezinta o ecuatie diferentiald ordinara, numita ecuatia (formula)
lui J. Binet (cf. [32], p. 169, [76], p. 421).

Adaugand datele Cauchy

()0 =+
(%)/ (00) = _7’%0) = _ng)(f(;fnnn - _ro t;nfi7

unde? 6(to) ot o, obtinem problema Cauchy a migcarii particulei in cAmp
central:

" -2
) (%) +1% - 1_711122 ' (%) . (2.102)
(;) (00) = E (F) <60) = _rotann'

Fireste, in cazul cAmpului gravitational, marimea F' are aspectul partic-
ular dat de F = F(r) = —y23¢. Insi formularea (2.102) are menirea si
scoata in evidenta importanta unui studiu calitativ al acestui gen de ecuatii
diferentiale ordinare.

*?Dacil ) = 5, atunci (%)/ (00) =0
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Rezolvarea problemei Cauchy a miscarii in cAmpul gravitational
punctiform

In camp gravitational punctiform, ecuatia lui J. Binet capata forma unei
ecuatii diferentiale liniare §i neomogene cu coeficienti constanti:

N 1 ymg
- - = —. 2.103
<7’> + r C? ( )

Termenul neomogen al ecuatiei diferentiale fiind constant, integrarea ecua-
tiei se reduce la determinarea unei solutii particulare constante a sa (cf. [24],

p. 400). In cazul nostru, este vorba chiar de 222 (cf. [63], p. 323). Astfel,

solutia problemei Cauchy (2.102) este datd de

1 My .
- = N + Acosf + Bsinf,
,
unde
_ (1 _ ymo 1 :
A= =~ g% ) cos 0o + oy S 0,
— (L1 _ o : _
B = = — ) sin 0, rotany CO8 0,

(cf. [34], p. 355). Sa introducem marimile A, ¥ prin A = Acos®), B = Asin .
Atunci®?,

Mo

1
; - F +)\COS(9—¢)
2\ C?
= <—> {1+—\/A2+B2cos(9—w) )
Mo Mo
respectiv
r= P . (2.104)

~ 14ecos (0 — )

23Unghiul v se introduce atunci cand cel putin una dintre méarimile A, B este nenuls.
Observam ca, daca n = 5 siro = %, problema Cauchy atagatd ecuatiei (2.103) admite
solutia unicd r = rg, adicd A = B = 0. Miscarea circulard uniforma este, agadar, un
caz particular de migcare in cAmp gravitational punctiform (vezi [60], p. 9-10). Se poate
ardta cd existd o singurd curbd netedd pland, nedegeneratd (R # 0), pe care o particuld
se miscd uniform astfel incat dreapta suport a acceleratiei sale s& treaca printr-un punct
fix, gi anume cercul (cf. [32], problemele 1.23, 1.24, p. 40).
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Cum

A+ B =

obtinem e = \/1 - <ug - 23%), p =2 (cf. [63], p. 325).

Relatia 2 f— C, privita ca o ecuatie diferentiala ordinara cu variabilele
separabile (cf. [47], p. 9-10), ne conduce la formula timpului:

0

C(t—to) = /TQ(q)dq-

0o

In general, C' # 0, ceea ce dovedeste c& punctul material M se misca pe
conica (2.104), cu inclinarea axei focale data de unghiul ¢ (cf. [34], p. 352),

intr-un singur sens (0: & are semn constant) (cf. [41], p. 48, [76], p. 430).
Aceasta ne va permite sa consideram, in cele ce urmeaza, ca unghiul 6 creste
mereu.

O abordare echivalenta (teorema energiei mecanice)

Campul de forte centrale F = —%, unde V' = V/(r), fiind conservativ,
energia mecanicd (totald) a punctului material rdméane constanta in timpul
miscarii:

1
E = §m112 + V/(r) = constant.

Aici, energia cinetica a punctului material M poate fi pusa sub forma

2

E.(M) = o™ rp+rlE =gmrT +§mr 0
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2 mC?
- §mr + 272

.2 2 -
Cumr = 2 [E — V(r)|—%, alegandu-ne un semn pentru valoarea marimii

r, putem scrie, de exemplu, ca

L

m2,r2’

: 2
/2 E=V({) -

2BV
unde Lo reprezinta modulul momentului cinetic al punctului material M fata
de originea O (cf. [41], p. 48). Prin separarea variabilelor ajungem la

d
dt - L 5 )
VEIE-V() - 2

ceea ce ne permite estimarea ¢ = t(r). De asemeni, tot prin separarea vari-
abilelor, avem

(2.105)

Lo , to
o = = g L (%) (2.106)

) d (=
mr? V2m(E - V()] - (L)’

r

(cf. [32], p. 170), de unde, tindnd seama de formula elementard r =
Lo (LTO)fl, obtinem estimarea 6 = 0 (LTO) Ceea ce incheie integrarea para-
metrilor migcarii: 6 = 6(r).

Detalii privind ecuatiile diferentiale de forma f2: X(r) pot fi gasite in
[34], p. 325-327, [72], p. 182-187, etc.

Pozitiile punctului material M in care r= 0 (adics, 7.La, conform (2.18),
(2.101)) poarta denumirea de puncte de rebrusment (intoarcere) ale traiecto-
riei sale (cf. [41], p. 49, [76], p. 314).

In cazul particular al miscirii punctului material in camp gravitational
punctiform, teorema energiei mecanice devine

1 mmg < m Ymyg
E=-m? - :-(2—2—) 2.107
2mU Y ” D) v r ) ( )
de unde v?— 2210 — 03—21—’20 siv? = (v — 21—7’;0) +212¢. Asadar, constanta

care exprima raportul dintre dublul valorii energier mecanice a punctului ma-
terial g1 masa acestuta intervine in formula excentricitatii e a traiectoriei
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punctului material:

E
- ,/1+2?p, (2.108)

unde a "2 ymmo (cf. [34], p. 356, [41], p. 53, [32], p. 171). Aici, p = o

mao”

2.2.15 Legile lui J. Kepler. Problema lui Newton

” Admiratia noastrd pentru acest om sublim (n. n., J. Kepler) se impleteste
cu un alt sentiment de admiratie si veneratie, care, insa, nu mai e legat de o
fiintd umani, ci de misterioasa armonie a naturii in care ne-am niscut. Inci din
antichitate, oamenii au imaginat curbe ale celor mai simple legi posibile: printre
acestea, pe langa linia dreapta si cercul, elipsa si hiperbola. Pe acestea din urma
le regdsim - cel putin cu o mare aproximatie - in orbitele corpurilor ceregti.

S-ar parea ca ratiunea umand trebuie sd construiascd mai intéi, independent,
formele, inainte de a le putea dovedi existenta in naturd. Din minunata opera de-o
viatd a lui Kepler intelegem clar ca experienta simpld nu poate genera cunoasterea,
aceasta fiind produsa doar prin compararea creatiilor spiritului cu faptele obser-
vatiei. (Albert Einstein, Johannes Kepler, [27], p. 57)”

Plecand de la observatiile astronomice ale lui Tycho Brahe, astronomul
curtii imperiale din Praga (cf. [34], p. 212), asistentul si apoi succesorul séu,
Johann Kepler, formuleaza cele trei legi care guverneaza misgcarile planetelor
in jurul Soarelui (cf. [76], p. 430). Primele doud legi sunt enuntate in 1609,
iar cea de-a treia in 1618 (cf. [34], p. 212).

Legea intai (traiectoria). Planetele, asimilate cu puncte materiale, se
misca in jurul Soarelui pe traiectorii eliptice, Soarele aflindu-se intr-unul din
focarele elipsei.

Legea a doua (aria). Vectorul de pozitie, dus de la Soare la planetd,
"matura” arii egale in intervale de timp egale.

Legea a treia (perioada de revolutie). Patratul perioadei de rev-
olutie a planetei in jurul Soarelui este proportional cu cubul semiaxer mart a
tratectoriei, raportul de proportionalitate fiind acelasi pentru toate planetele.

Prin problema lui Newton intelegem calculul pe baza caruia se justifica,
plecand de la (2.76), valabilitatea celor trei legi ale lui J. Kepler (cf. [34], p.
354).
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Am aratat deja, rezolvand problema Cauchy a miscarii in cAmp gravi-
tational punctiform, ca traiectoria particulei este o conica si ca are loc legea
ariilor, adica cea de-a doua lege a lui Johann Kepler. Nu putem, fireste,
stabili doar pe baza consideratiilor anterioare care dintre corpurile ceresti
se deplaseaza pe o elipsa si care, de exemplu, pe o hiperbola. Totusi, in-
formatia astronomica indica faptul ca traiectoria este aproximativ eliptica
in cazul migcarii planetelor in jurul astrului solar ca si in cazul revolutiei
satelitilor naturali ai acestora (cf. [34], p. 358). Traiectorii de tip hiperbolic
au, se pare, anumite comete care traverseaza sistemul nostru solar (cf. [32],
p. 173).

Traiectoria particulei in cAmp gravitational punctiform devine elipsa atun-
ci cand e € (0,1). Parametrii (geometrici) ai elipsei sunt marimile a, b, c,
unde

A EL%
pzo 7T 142270 _ & /@2
am a ma?  a
Astfel, cum
2 2 2
c _1-r_qy 2EL
a? a? mao?
deducem c&
e,
a:;‘?_ ;Z}LQ ——=  (BE<0), (2.109)

respectiv

Lo
b— Jap— 29 2.110

Conform (2.87), putem scrie Lo = 2mfS) = 2m A, de unde, prin integrare
in raport cu timpul ¢, avem

T

2mmab [ m
T = /dt /—dA O =TT ﬁ

0

In sfarsit,
T?  4n? 42
— = T m =" = constant (2.111)
a a ymo
(cf. [32], p. 172, [34], p. 356-357). Cea de-a treia lege a lui Johann Kepler

fiind probata, problema lui Newton s-a incheiat. Apeland la legea ariilor,
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putem scrie ca 2 = wab/T, de unde rezulta o formula similara relatiei (2.111),
sl anume
T  WJa L, p
@ ab2/T? e
S& ardtam acum ca formula (2.76) poate fi dedusa pornind de la legile lui
Kepler (cf. [8], problema 11.16, p. 322).
Conform legii intai, migcarea planetei in jurul Soarelui este plana, ceea
ce ne permite s utilizam coordonatele polare (metoda transformarii Priifer).

Mai precis,

(2.112)

B P
"= 14 ecos (6 — ) (2.113)

(vezi Figura 2.15).
Cu notatiile obisnuite, tinand seama de (2.18), (2.83), (2.87) si legea
ariilor, avem

o= d d , —
TXF:E(erU):%nE(Qk):O

deoarece marimile p X € = k, respectiv {2 sunt constante in raport cu timpul

t. Acest lucru dovedeste coliniaritatea vectorilor 7, F. Asadar, forta F
2

este centrald. Putem scrie ci F = Fp = m (%‘ —r @ | p, pe baza relatiilor

(2.101).
Sa calculdm, cu ajutorul formulei (2.113), marimile care intervin in scrierea
vectorului F'.

Figura 2.15

Astfel, derivand (2.113) in raport cu timpul ¢, obtinem

epsin(é’—@b)é __epsin(0—v¢) 20
[1+ecos(@—)> [L+ecos(d—)® 2’
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Insd [1 + ecos (0 — ¥)]” = p?/r?, de unde

r= 27?6 sin (6 — 1) . (2.114)

Derivarea in raport cu timpul ¢ a formulei (2.114) ne conduce la

. 2Qe - 40% 1
= — 0 — 1)) 0= 0—1)- —.
r 5 cos (6 — ) ; cos (6 — 1) =
In sfarsit,
40% 40?2
F=m e cos(@—¢)—r7

Dar, conform (2.113), cos (6 — ¢) = 2 astfel ca

re ’
40%m
pr*

F=

De aici, tinand seama de (2.112), deducem c&

a® m

_ 2
Maérimea a®/T? fiind constants, introducem coeficientul v prin
s @
47 ~ﬁ:7-M, (2.116)

unde M este masa (gravifica) a Soarelui, presupusa ca localizatd in originea
O a sistemului de referinta.
In concluzie,

.p‘

— mM
F=—x 3

Justificarea prezentei termenului M in (2.116) este urmétoarea: in baza
principiului actiunii si reactiunii, planeta atrage Soarele cu o forta egala in
marime dar opusa ca sens fortei ? In plus, cautam o expresie a fortei
generale de atractie gravitationala, ceea ce inseamna ca forta cu care planeta
atrage Soarele trebuie sa aiba aceeasi natura cu forta de atractie a Soarelui.
Ori, o atare cerinta se realizeaza introducind masa M care sa joace ”rolul”
marimii m in (2.115) (cf. [34], p. 358). Justificarea s-a incheiat.
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2.2.16 Problema celor doua corpuri

Calculele anterioare s-au referit la migcarea planetei in jurul astrului solar
presupus (aprioric) fix. De asemeni, s-a considerat c& influenta gravitationala
a Soarelui asupra planetei este atdt de mare incat orice alta influenta, de
aceeagi natura (de exemplu, a Lunii asupra Pamantului, cf. [76], p. 675), se
cuvine neglijatd (cf. [59], p. 89).

Sa reluam discutia dintr-o perspectiva mai larga. Mai precis, sa consid-
eram sistemul mecanic inchis a doua particule materiale M;, Ms, de mase
my, My si raze vectoare 71, T9 in sistemul de referinta inertial R.

Punctele materiale interactioneaza gravitational, astfel ca

mia, =F  mgly = —F, (2.117)

unde F = ™2 . %, r = d(My, M). Are loc legea de conservare a
impulsulur total: m,vU, + myUy = constant.
Notdm cu G baricentrul dat de ponderile o; = m;/(my + ms) al celor

doud puncte (geometrice) ale sistemului mecanic. Evident,
(m1 + mg) : m = MmyT1 + MaTy
si, prin derivare in raport cu timpul ¢, avem
(m1 + mg) . ﬁG = mﬁl + mQEQ. (2118)
Conservarea impulsului total al sistemului mecanic arata ca baricentrul
G are, fata de R, o miscare rectilinie uniforma cu viteza

_ 1 _
Vg = (D, +Da) -

m1+m2

Introducem reperul R’ cu originea in baricentrul G si axele de coordonate
paralele cu axele de coordonate ale sistemului de referinta R. Mai precis,
R = (0, ?) siR' = (G, ?) Conform relativittii Galilei, reperul cartezian
R’ este inertial.

Plecand de la (2.117), putem scrie ca

mims - (61 — 62) = Mo (mlal) — my (mgag)
= mgf —my (—F)
= (m1+my)-F,
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respectiv
mim —
— 2 .g="F, (2.119)
my + Me

unde a =T.
Cele doud puncte materiale au in reperul R’ razele vectoare

™z m=_"1 5 (2.120)

5 =
ml—i—mg

—k
1

ml—l—mg

(cf. [41], p. 45, [32], p. 167).
Astfel, egalitatea (2.119) poate fi pusa sub forma:

my- 7= TF. (2.121)

Relatia (2.121), stabilitd in R, se pastreaza in reperul R’ si reprezinta

legea de miscare in cAmpul de forte centrale F', de centru G, a unui punct
3
mime __ mi1my

2 = T mma)?

material cu masa m; si raza vectoare 7j. Alici, F' = —v

7,1%2 = F(r}) (cf. [76], p. 520).

f G

Figura 2.16

Formula lui J. Binet ne conduce la

2 (1 n I~ m3 v
do? \ r; i C2 (myp+mg)2  C2
Forma acestei ecuatii, identica aceleia intalnite la miscarea particulei in
camp gravitational punctiform, permite sa afirmam ca primele doua legi ale

lui Kepler isi pastreaza valabilitatea in reperul R'. Cat despre cea de-a treia
lege, conform (2.111), avem

3

T _dr 4 (my +ms)® _ 4n” 1( ml)Q, (2.122)
a v Y ma T
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Poate parea ciudat ca un punct "gol” (fara masa), si anume baricentrul
G, atrage particulele cu masa. Totusi, atunci cand m; < ms, adica % « 0,
relatiile (2.120) si (2.122) devin

. _ . T2 47% 1
ry=-—-rT 7o =0 <=
a Yo Mme
De exemplu, in cazul Pamantului, masa Soarelui my este de aproximativ
333.000 ori mai mare decat masa m; a Padmantului (cf. [34], p. 431), astfel
ca regasim legile lui Johann Kepler in formularea data lor anterior.
Relatiile (2.120), (2.118) arata ca

My T] = —MaTs
mlﬂrel,Ml = _m2ﬁrel,M2'

Aici, vitezele relative sunt calculate in R'. Conform (2.107), putem scrie ca
(vezi [60], exercitiul 14.1, p. 28)

3 -2
my {5 yms(my + ms)
E = —|wv -2
rel,M; — 2 rel, My T*
1
2 2 3 -2
omy | My ) o (M2 yms (my + ms)
- Urel,Mz - *
2 my mi 5
mg
- : E’r‘el,M2~
my

In mod asemanator, pastrand notatiile subsectiunii 2.2.14, deducem ca
( Nrel,My = Mrel, M,
Qprel My, = T + Qp’r‘el M

) rel My

DPrel,My; = m_zprel M,

(Wmo)rel , Mo ) (A/mO)Tel,Ml

erel,Mg erel,Ml

A(B)reim, = — (%) B A(B)rein

2

-1
m
)\rel,Mg - <m_1> )\rel,My

rel My —

N

2
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In concluzie, miscirile punctelor materiale ale sistemului mecanic se des-
figoard pe traiectorii asemenea (vezi Figura 2.17 a) in jurul baricentrului G
(cf. [32], p. 167, [54], p. 38, [76], p. 518, 521).

Cat despre migcarea sistemului mecanic, trebuie precizat ca, in general,
cele doua particule materiale realizeaza o migcare plana instantanee in jurul
baricentrului G dar cd planul migcérii (instantanee) se deplaseaza rectiliniu
uniform (cf. [56], p. 145).

—

ma AU

Ve ‘-T:E.’f;? - ﬁw( M
{1 L m:.' ~
T > my LAy
Figura 2.17 a Figura 2.17 b

Intr-adevar, vectorii F', 7 fiind coliniari, deducem ca

_ not __ _ o o . o
Astfel, vectorul @ = Tx T desemneazd o marime constanta, ceea ce ne

ingaduie sa afirmam ca vectorul 7 se gaseste in unicul hiperplan al spatiului
TR? care este perpendicular pe @ (cf. [56], p. 143). In particular, dreapta
M; M, (de vector director 7) rdmane in permanenta paraleld cu un plan avand
directia normald fiza (cici @ -7 = 0) (vezi Figura 2.17 b).

Formula (2.122) aratd ca ce-a de-a treia lege a lui Kepler este susceptibila
de a fi aproximativa. Mai precis, daca inlocuim reperul R’ cu R” = (Mo, ?),
relatia (2.119) poate fi scrisd sub forma

L iy iy (2.123)
ma

T 2 C e _ Zo_ =
Aici, 7= (%) caci w = 0, de unde U,y =T, Gpe =T.
R//

La fel ca anterior, vectorii F*, 7 sunt coliniari. Aceasta ne conduce la o
migcare plana, facAnd posibila utilizarea transformarii Priifer, deci rescrierea
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relatiei (2.123) sub forma unei ecuatii a lui J. Binet. Mai precis,

AN S L A

do? \ r ro myC? r
 y(my +mg)
-

in planul Myzy (am considerat @ = ak, unde o > 0).
Putem, agadar, conform (2.111), aduce o corectie celei de-a treia legi a

lui J. Kepler:
T2 4 2 -1
- (1 N ﬂ)
a Yo meo

(cf. [34], p. 361). Cu alte cuvinte, constanta din enuntul legii a treia depinde
de masa planetei.

2.2.17 Ecuatia lui J. Kepler

Sa revenim la problema miscarii particulei in cAmpul gravitational punc-
tiform al masei mg localizata in originea sistemului de referinta inertial R.

Formulele (2.105), (2.106) realizeaza legatura intre coordonatele partic-
ulei materiale si timp. Urmand expunerile facute in [41], p. 55-56, [76], p.
434-438, acesteia i se poate asigura o reprezentare parametrica extrem de
convenabila.

Mai intéai, se cuvine precizat faptul ca axa focala a traiectoriei particulei
materiale este imobila fatd de axele sistemului de referintd R (vezi Figura
2.15). Ea este caracterizatd, dupd cum am vizut anterior, de unghiul .
Este posibil, asadar, pentru simplificarea calculelor, sa alegem drept axa de
coordonate Ox chiar axa focala a traiectoriei.

Tinand seama de (2.104), putem scrie ca

p p

min — - 1-— max — = 1 R
r T+ e a(l —e) Tnax = T2 a(l+e)
de unde

o T'min + T'max - Tmax — "min

B 2 B Tmax + Tmin

(cf. [59], p. 89), formule extrem de utile in rezolvarea problemelor de
mecanica teoretica.
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Conform (2.105), avem

g - dr _ 1 . mrdr
Wit ghy VO Sy
(2.109), (2110) | M rdr
B —2F \/—r2+2ar—ap.
Insd p = a(1 — €?), astfel c&

[ m /ma
dt = 2E
- \/a262 a—r \/a2e2 a—r2

(cf. [41], p. 56, [76], p. 435).
Facem schimbarea de Varlablla naturala a — r = aecosu si integram
ecuatia diferentiala cu variabilele separate obtinuta:

t:a,/@-/(l—ecosq)dq
«
0

S-a considerat c& la momentul initial (o = 0) particula materiala se gasea
in pozitia datd de r = a(1 — ecos0) = ryy,, numitd periheliul traiectoriei**
(pozitia 7 = Tyay reprezintd afeliul traiectoriei) (cf. [76], p. 431, 435, [41], p.
54, 56).

Asadar,

ma? 111) T

t: E — — 1 = —
- (u— esinu) 5 (u—esinu),

formuld cunoscutad sub numele de ecuatia lui J. Kepler (cf. [34], p. 364, [76],
p. 436).
Apoi, conform (2.104), putem scrie ci

x = rcos(&—"gb):p;r:é[a(l—GQ)—a(l—ecosu)}

= a(cosu —e)

y = Vr2—a2=aV1-—e’sinu.

2411 astronomie, aceastd pozitie se numeste pericentru. Daci masa mg reprezints Soarele
sau Pamantul, vorbim de periheliu, respectiv perigeu. In cazul unui corp ceresc oarecare,
pozitia este periastrul traiectoriei, cf. [60], p. 6.
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De asemeni, cum cos (6 — ¢) = “(Cosru_e) = {225 avem
; 60— 1 —cos (0 — 1) \/1+e \/1—cosu
an = = .
2 1+ cos (0 —1) l1—e V1+4cosu
1+e U
= -tan —
1—e 2

(cf. [34], p. 364).

Parametrul u admite urmétoarea interpretare geometrici (cf. [76], p.
436). Sa notdm cu My, M, (vezi Figura 2.18) piciorul perpendicularei coborata
din pozitia M a particulei materiale, in miscare pe elipsa, pe axa focala
Oz, respectiv intersectia acestei perpendiculare cu cercul, situat in planul
miscarii, care are drept diametru axa mare a traiectoriei. De asemeni, fie O,
centrul cercului. Egalitatea O1M; = O;0 + OM; = ae + x ne conduce la
acos £ (MyO1M;) = ae + a(cosu — e) = acosu, de unde £ (MO, M;) = .

Figura 2.18

2.2.18 Limitele teoriei newtoniene a gravitatiei

In aceastd subsectiune urm&m prezentarea ficuti in [76], p. 428-429.

Teorema conservarii energiei mecanice in cazul miscarii particulei in cam
p gravitational punctiform, si anume %va—% = F, explica de ce traiectoriile
hiperbolice (E > 0) corespund unor puncte materiale care vin de la infinit cu
viteza "initiala” nenuld (facem ca r sa tinda cdtre +00) in timp ce traiectoriile
parabolice (E = 0) corespund unor particule care au la infinit viteza nuld (cf.
[41], p. 55).

Sa consideram un punct material de masa my si raza vectoare T in sistemul
de referintad inertial R care vine de la infinit cu vitezd nenuld (vezi Figura

2.19).
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Figura 2.19

Impunénd in (2.104) ca r = +00, obtinem ecuatia trigonometrica a unghi-
urilor facute cu axa focala Ox de asimptotele traiectoriei:

cos (0 —v) = —~ (e >1),

€

deunde §—v¢ = £+ (% + arcsin é) +2km, k € Z. Diferenta celor doua cantitati
ne conduce la unghiul ¢ al asimptotelor hiperbolei, drepte pe care am stabilit
un sens de parcurs (orientare):

@ = 2arcsin —.
e

Daca n = 7, cum

02
e:\/H O (i-222) = s
Y mg To

obtinem

ro2\?  _rovd| .,
— ) —2——| -sin“n,
AL Mo

Tovg

Mo
Atunci cand valoarea lui e este suficient de mare, putem scrie ca

1 2 2ymyg
p = 2arcsin— © — = 5
e e T
Marimea ¢ = 2:0% reprezintd unghiul de deviere a traiectoriei unei par-
0

ticule rapide in campul gravitational punctiform.
Calculul anterior are urméatoarea justificare practica. Sa presupunem ca
lumina este constituita din particule materiale, numite fotoni, avind viteza
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constantd vo = 3-10® m/s. O razd luminoasa, provenind de la un astru inde-
partat, trece razant fata de suprafata Soarelui si sufera o deviere a traiectoriei
de unghi . Datele numerice sunt ry = 696 - 10° m (raza Soarelui), n = 3
(vezi Figura 2.20), mg = 2 - 103 kg. Obtinem ¢ = 0”,87 (grade sexagesi-
male). Valoarea determinatd prin observatie astronomica, in timpul eclipsei
totale de Soare, este pea = 17,74 (cf. [76], p. 429, [42], p. 339, [79], p. 159).

r=ry

Figura 2.20

O alta neconcordanta intre masuratorile fizice gi calculul facut in teoria
newtoniana a gravitatiei priveste asa-zisul imobilism al axei focale a traiecto-
riei planetelor in migcarea lor circumsolara. Observatia astronomica a aratat
ca pozitiile periheliului planetelor variaza in timp. Astfel, in cazul planetei
Mercur avem de a face cu o deplasare seculard de 43", 5 (grade sexagesimale)
(cf. [76], p. 432).

S-a incercat corectarea teoriei clasice a gravitatiei prin introducerea unui
termen aditiv in formula (2.76) sau luand in discutie prezenta unor planete
fictive (incd nedescoperite). Rezultatele obtinute nu au fost insd multumi-
toare. Abia teoria relativistd a cAmpului gravitational [42], [79], oferd jus-
tificari fenomenelor descrise mai sus. O serie de detalii interesante privind
variatia pozitiei periheliului planetelor pot fi citite in [41], p. 49-50, 59-60.

In incheiere, si considerim ci asupra particulei materiale actioneazs un
camp de forte centrale (gravitationale) avand formula F(r) = —% + rﬁg, unde
6> 0.

Atunci, problema (2.102) devine

{ (3)"+1+x)
(7)) =5 ()
unde A\ "2 2

—%z. Convenim sa lucrdm cu ordinul de aproximare 3?2 < 0.

)

mo

C2

o (2.124)

1

rotann’

P e L
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Rezolvarea ecuatiei diferentiale din (2.124) presupune, conform [24], p
399-400, stabilirea formulei soluties pentru ecuatia diferentiala liniara si omo-

gena
AN 1
() it
r r

adica, in particular, determinarea solutiilor ecuatiei algebrice 22 + 1+ X = 0.
Astfel, folosind dezvoltarea limitata a functiei radical in vecinatatea lui 1,

avem \
210 = VI F Ao £ (1 + 5) .
Obtinem, agadar, solutia problemei (2.124) sub forma

I ymg A ) A
T—02(1+)\)+Acos(1+2)9+381n(1+2>9,

unde

A= [1 CQ(lJr)\)} coS (1+ )Ho—l— (i

— |1 1 A
B = |:r0 C—’Y(1+—)\)i| sin (1 + ) 90 - W COS (1 + 5) 90.

Se ajunge la

=
—~
—_
—+
N>
~—
>
o

_ Px
1+excos [(143) (0 —v)]
Aici,
C%(1+ X C2(1+ A
P/\Zg e,\:\/l—k%[ (1+/\sm n)—27m0
Yo Un To

Am tinut seama de ordinul de aproximare: (1 + %)2 1+ A Casgi

anterior, 8> 0, deci unghiul 6 cregte in permanenta.

Ay

-~}
) Imin
Tmax _T

1+7./2

Figura 2.21
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Sa presupunem ca la un moment dat planeta se gaseste la periheliul traiec-
toriei sale: r = ry;,, 8 = 1. Miscarea desfagurdndu-se in sens trigonometric
(vezi Figura 2.21), planeta ajunge la afeliu pentru prima oard dupi ce vec-
torul sau de pozitie s-a rotit cu unghiul{% 75 Planeta revine la periheliul dat

_ <o . > . o . .
de r = rmin dupd inca o rotatie a vectorului sau de pozitie cu unghiul 175 73"

Insi noua pozitie a periheliului traiectoriei nu mai coincide cu pozitia in-
itiala. Diferenta de unghi produsa este echivalenta unei rotiri in sens invers
trigonometric a dreptei ce uneste centrul O cu pozitia initiala a periheliului,
de unghi

Ay = 27—2. — = o M2 :2n5<1—5)

Tra2 T2 T2 2
. ™ _nB
T mC?2 ap’

unde p reprezinta parametrul traiectoriei ”neperturbate” (p = py), cu ordinul
de aproximare dat de 3% = 0 (cf. [41], p. 60).

2.2.19 Teorema virialului

Aceastd subsectiune are un caracter auxiliar. Ea vine in continuarea calculelor
de mecanica hamiltoniand prezentate in subsectiunea "Legi de conservare (II)”.
Cititorul nu este obligat sd o parcurga la prima lectura.

Teorema virialului (Clausius) priveste media temporald a energiei cinetice
a unui sistem mecanic inchis. Ea are o semnificatie exceptionalad in procesele
de masurare fizica (cf. [56], p. 195-196).

Sa consideram, asadar, sistemul mecanic inchis a n puncte materiale, de
mase m; $i raze vectoare T; in raport cu sistemul de referinta inertial R (cf.
[41], p. 178), a cdrui stare mecanica este caracterizatd de lagrangianul (2.97).

Spunem ca energia potentiala V a sistemului mecanic este o functie
omogend de ordinul k € Z daca, prin definitie, V (aF1, aT, ...) = ofV (1,7,
...), unde « reprezintd o constantd reald oarecare. Are loc urmétoarea teo-
rema a lui L. Euler:

"0V _
KV =>" 5 T (2.125)
=1

(cf. [41], p. 37).
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Intr-adevar, putem scrie ca

d d
%V(@Tl,aFg,...) = %[akV(Fl,Fg,...)]

= k()ékil -V (71,72, )

d L - d (aT;) " /1 VN _
%V<CW1,OH‘2,... Za Oﬂ‘z . dor _i_zl (a aﬂ) - T
Egaland cele doua expresii obtinem

ko -V (71,7, ...) = E 87" V (ary, aT, ...) - T;.
1

=1

Justificarea relatiei (2.125) se incheie dacd alegem o = 1.

Acest tip de formule se dovedeste esential, printre altele, in calcule legate
de reducerea numarului de variabile. Cititorul poate consulta, de exemplu,
lucrarea recenta a cercetatorilor canadieni A. Béna si M. Slawinski, Raypaths
as parametric curves in anisotropic, nonuniform media: differential-geometry
approach, aparutd in Nonlinear Analysis, 51(2002), p. 983-994.

In continuare, conform (2.97), avem

27 = " (mT;) T =Y P T = % (Zﬁi T) ST B
=1 =1 =1 =1

Consideram, in acord cu problemele vietii de zi cu zi, ca particulele sis-
temului mecanic raman ”permanent” intr-o zona marginita a SF si ca exista
o limitare superioara a valorilor vitezelor acestora.

Media temporald a unei anumite marimi ©(t) este data de formula

(cf. [41], p. 36).
Marimea > p; - 7; fiind marginitd, media derivatei sale temporale este
i=1
nula:

% (ZTJZ 'Fi> B tggloo % {Z [Pi(t) - Ti(t) — Pi(to) 'Fi(to)]}

=1
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marginit
infinit
Conform (2.99) si (2.125), deducem ca

p Ti D= ri-%:k‘v.

In concluzie, M =kV.ms8a E=FE =T + ﬁ, de unde

Formula T = £V reprezintd teorema virialului.
2

In cazul particular al interactiunii gravitationale (n = 2 ¢i una dintre
particule este localizatd in originea sistemului de referintd), cum V(7)) =

—y™22 constituie o functie omogena de grad k¥ = —1, avem 2T = -V si

E = —T < 0. O atare situatie corespunde realitdtii. Intr-adevir, atunci cand

energia mecanicd este negativd (e < 1), migcarea se produce intr-o regiune
marginitd a SF (cf. [41], p. 37).

2.2.20 Punct material liber. Punct material supus unor
legaturi. Conditii de echilibru. Forte de frecare

Migcarea punctului material in cAmp central (gravitational) se datoreaza,
dupéd cum am vézut, actiunii la distanta (r > 0) a unei forte de tip atractiv,
fara ”atingerea” dintre particula si corpul generator de cAmp. Acest caz
”cosmic” de migcare prezinta o serie de avantaje pe care nu le regasim in
viata de zi cu zi. Astfel, in vid, corpul punctiform nu intalneste nici un
obstacol, nu se ciocneste de nimic.

Doua exemple extrem de sugestive se cuvin aduse in discutie. Primul este
cel al unui creion legat cu sfoara de degetul aratator al mainii drepte (varianta
simplificatd a jucariei yo-yo care apare in filmele americane, méanuita cu
incantare de vreun pusti de 5 — 6 ani). El se poate deplasa in orice directie,
dar distanta de la varful sau la degetul aratator al persoanei care realizeaza
experimentul nu poate depasi valoarea dp.x = [+ (D — d), unde [ reprezinta
lungimea sforii iar d (d < £) distanta de la capatul creionului la nodul ficut
de sfoard pe creion (”grosimea” creionului se neglijeaza) (vezi Figura 2.22).
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Ceea ce arata ca varful V' este supus unei restrictii data printr-o inegalitate,
sl anume
d(0,V) < dumax
sau, echivalent,
2y () + Yy (1) + 23 (1) — dia <O
(cf. [76], p. 123, [34], p. 387, [63], p. 328-329).

Al doilea exemplu este furnizat de cartea ”"Un veac de singuratate”,
apartinand scriitorului sudamerican G. G. Marquez, aflata intr-un raft de
biblioteca, la etajul al doilea al Bibliotecii Judetene din Craiova. Volumul
respectiv poate fi scos din raft (deplasat orizontal) dar nu poate fi ridicat
sau coborat (miscat pe verticala) atata timp cat se gaseste in raft. Cu alte
cuvinte, litera "U” din titlul cartii este supusa unei restrictii data printr-o
egalitate, si anume

U (t) = h'7

unde h reprezinta indltimea (constantd) a raftului.

[

i

Figura 2.22

Exemplele anterioare arata ca, in problemele vietii de zi cu zi, asupra
corpurilor actioneazi o serie de restrictii, numite legdturi. In cazul unei
particule, se intalnesc denumirile de punct material liber si punct material
legat desemnénd un corp punctiform care poate ocupa, in principiu, orice
pozitie in SF relativ la sistemul de referinta R, respectiv un corp punctiform
obligat, de exemplu, sa raména pe o suprafata, pe o curba sau intr-un punct
fix (cf. [76], p. 110).

Astfel, legaturile constituie restrictii de natura geometrica si/sau cinemat-
tca ale posibilitatilor de miscare ale punctului material. Legaturile bilaterale
se exprima prin egalitdti (ecuatii) de forma

.0

(' ©

<

so(t7m7y7z7i'7y72.> :O7
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pe cand legaturile unilaterale vor fi date cu ajutorul inegalitatilor
o (tay,22,9,2) <0,

In functie de prezenta explicitd, respectiv absenta timpului ¢ din formula
legaturii, aceasta este reonoma (in prezenta timpului ) sau scleronoma (in
absenta timpului t).

Admitem in cele ce urmeaza cd o legatura nu cedeaza (punctul material
nu poate fi "smuls” legaturii) i nu se modifica sau distruge in timp. In plus,
prezenta explicita a timpului ¢ in formula legaturii permite evolutia acesteia
dupa o lege data, independent de fortele care actioneaza asupra punctului
material (cf. [76], p. 476-477, [34], p. 387-388, [63], p. 328). Un exemplu
in aceasta privinta este oferit de prezenta unei pietricele in interiorul unei
anvelope (aproximata, pentru simplitate, cu un tor 3—dimensional). Datorita
existentei unei sparturi de dimensiuni reduse, anvelopa se dezumfla in timpul
miscarii autovehiculului. Ceea ce inseamna ca pietricica se gaseste intr-un loc
din ce in ce mai "stramt”, fenomen independent de fortele care actioneaza
asupra sa.

Nu insistam in privinta unor asemenea chestiuni, ele fiind tratate pe baza
calculelor specifice mecanicii analitice (cf. [76], p. 482, 493). Oricum, a de-
venit clar ca, atat in situatia creionului legat de degetul aratator cat si in cea
a cartii din raftul de biblioteca, legaturile constituie expresii matematice ale
interactiunii corpurilor, dar ca efectele acestor interactiuni sunt neglijabile
in cazul unuia dintre cele doua corpuri implicate in proces. Astfel, tendinta
creionului de a "trage”, la randul sau, de degetul aratator, respectiv a cartii
de a apdsa raftul de biblioteca atunci cand cineva incearca sa o deplaseze
vertical au consecinte practic nule asupra degetului aratator ori a raftului de
biblioteca. Cu alte cuvinte, legaturile au un sens local, identificAndu-se dege-
tul arititor si raftul de bibliotecs cu mediul inconjuritor (cf. [32], p. 65). In
particular, cele doua aspecte referitoare la punctul material liber, si anume
absenta actiunii vreunei forte (venite din partea ”mediului” inconjurator) si
posibilitatea de a ocupa indiferent ce pozitie in SF' sub actiunea unor forte
corespunzatoare se pun de acord.

Vom stabili in continuare, pe baza expunerii ficutd in [76], p. 112-124,
ecuatiile care intervin in statica, numite conditii de echilibru ale punctului
material. Urmatorul experiment poate fi usor imaginat. Pe un plan inclinat
(vezi Figura 2.23) este agezatd o bucatd de sdpun de casd (avand forma
paralelipipedicd) pe care o legadm cu sfoard. Variind unghiul # (0 < 8 < 90°)
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facut de sfoara cu suprafata planului, putem impiedica bucata de sapun sa
alunece in jos pe planul inclinat. Evident, forta intrebuintata cu aceasta
ocazie (f}, ?’1, ?’2, etc) va depinde de unghiul .
Asupra bucatii de sapun (privitd ca un ”punct” material) actioneaza (in
mod wvizibil) doua forte:
I

N
F

—
I...
|
> Q B

Figura 2.23

F (transmisa prin intermediul sforii) si greutatea G . Bucata de sapun
este, in plus, supusa unei legaturi unilaterale, fiind obligata sa se miste pe
suprafata planului inclinat (legdtura este unilaterald cici, daca forta F este
suficient de mare, bucata de sapun va parasi planul inclinat, fiind ridicata
in aer). In mod evident, bucata de sipun interactioneazd cu planul inclinat
"responsabil” de existenta restrictiei de miscare a sa; mai precis, bucata de
sapun apasd planul inclinat (actiune), acesta intervenind cu o forta necunos-
cuti R (reactiune) asupra bucitii de sipun (cf. [32], p. 46). In concluzie,
asupra bucatii de sdpun actioneaza trei forte: doua ”vizibile” ?, el (forta
? exercitatd prin intermediul sforii se mai numeste si activa, cf. [32], p. 65,
[14], p. 18) si o a treia, E}, venind din partea "mediului”. Putem, in mod
natural, face sa dispara planul inclinat punand in locul sau forta ﬁ

Conditiile de echilibru ale bucatii de sapun trebuie sa asigure raméanerea
acesteia in repaus dupa asezarea pe planul inclinat. Pentru determinarea
lor utilizdm principiul paralelogramului (independentei actiunii fortelor) si
principiul inertiei (cf. [76], p. 112). Asupra bucatii de sdpun actionand
trei forte diferite, ele pot fi inlocuite cu una singura, rezultanta lor. Efectul
actiunii acesteia asupra corpului material va ingloba efectele actiunii fiecareia
dintre cele trei forte. Cum bucata de sdpun trebuie sa raméana in repaus
odata agezata pe planul inclinat, starea sa mecanica nu sufera vreo modificare
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(initial, s@punul era tinut cu ména), ceea ce arata ci, pe baza principiului
inertiei, are loc relatia

- = =

F+G+ R=0. (2.126)

7Slabind” putin sfoara, bucata de sdpun va incepe sa alunece in jos
pe planul inclinat. Miscarea sa este rectilinie. Aceasta ne permite sa de-
scompunem ecuatia (2.126) dupa doud directii ortogonale: una paraleld cu
suprafata planului inclinat (directia migcarii posibile a bucatii de sdpun) si
cealaltd perpendiculara pe planul inclinat (vezi Figura 2.24).

Figura 2.24

Putem da si o altd justificare (partiald) a acestei descompuneri: relatia
— — = - = —

(2.126) aratd c& R € Sp({F,G}). Fortele R, F, G fiind, asadar,
coplanare, ele se vor gasi in planul sectiunii verticale (6 are directia ver-
ticalei descendente) avand unghiul la baza « (cf. [76], p. 118) prin planul
inclinat ce contine punctul material. Descompunerea relatiei (2.126) se poate
face dupa directiile oricdrei baze (ortonormate) a spatiului director al secti-
unii.

Asadar, conditiile necesare si suficiente (cf. [76], p. 113) ca bucata de
sapun sa raméana in echilibru pe planul inclinat sunt

N+F —G, =N+ Fsin—Gcosa =0. (2.127)

{ Fy+T—-Gy=Fcos+T—Gsina=0
— —_ =
Aici, R = N + T iar semnul lui T depinde de tendinta de miscare a
bucétii de sapun (vezi Figura 2.25) (cf. [63], p. 39-40, [14], p. 23-24, [76], p.
128).
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\N) ﬁ'nin
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|T=_'|'|L'Ii nid de cuh«.\r:‘lre| Tendinta de urcare

Figura 2.25
In general, daci asupra unui punct material liber actioneazi mai multe
—)
forte F;, atunci forma vectoriala a conditiilor sale de echilibru este

F=YF =0 (2.128)

unde F desemneazi rezultanta fortelor f; Conditiile de echilibru se obtin
proiectand (2.128) pe trei (doud) directii ortogonale alese convenabil (cf.
[14], p. 18). Problemele staticii punctului material liber (cf. [63], p. 29,
[14], p. 18) se referd, pe de o parte, la determinarea pozitiei de echilibru a
acestuia in reperul canonic R (fortele f; fiind cunoscute) si, pe de alta parte,
la determinarea fortelor f; care trebuie aplicate punctului material pentru
ca acesta sa ré,mé,néir)l echilibru intr-o anumiti pozitie. In acest al doilea
caz, asupra fortelor F; este necesar sa fie impuse conditii suplimentare (in
particular, 3 < 90°; tragand de sfoara perpendicular pe suprafata planului
inclinat nu putem opri alunecarea bucatii de sapun ci, cel mult, desprinde
bucata de sapun de planul inclinat) (cf. [76], p. 113-114).

Forta R poartd denumirea de forta de legatura (reactiune) (cf. [32], p.
65, [63], p. 31, [14], p. 18, [76], p. 115, 480). Daca asupra componentelor
sale ]_V), T nu se impune nici o conditie, problema echilibrului bucatii de
sapun este nedeterminata (cf. [76], p. 115). Asa cum vom vedea ulterior,
intre méarimile N i T are loc relatia |T'| < uN, constanta p fiind determinata
experimental (cf. [14], p. 23).

Sa consideram punctul material M obligat sa raméana pe suprafata sim-
pla v : U — FEj3. Legatura sa este bilaterala, punctul material M neputand
parasi suprafata. Migcarea (posibild) a punctului material M sub actiunea
unor forte oarecare avand loc pe suprafata, pozitia acestuia este caracterizata
complet de parametrii (variabilele) suprafetei, numiti grade de libertate ale
punctului material (cf. [76], p. 110, 117, 479-480, [41], p. 7, [2], p. 57).
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Micile variatii (”slabirea” sforii in cazul bucétii de sapun) ale pozitiei punc-
tului material M in jurul pozitiei sale de echilibru se fac pe un arc ”infinit”
de mic de curba situat pe suprafata v : U — FEj5. Ori, aga cum precizam la
comentariile facute in finalul sectiunii precedente, o asemenea miscare poate
fi aproximata cu deplasarea punctului material pe tangenta la arcul de curba
in pozitia sa de echilibru. Ceea ce implica faptul cd deplasarile (posibile)
”infinit” de mici ale punctului material M se realizeaza, practic, in planul
tangent la suprafata v : U — Ej3 in pozitia de echilibru a acestuia (cf. [76], p.
750). Apare astfel, in mod natural, ideea de a descompune forta de legdtura
necunoscuta ﬁ in doua componente N), ?, una coliniara cu versorul normal
ex_t)erior al suprafeg_e;i v : U — FEj in pozitia de echilibru a punctului material
(N) si cealaltd (7') situatd in planul Ty, unde M, reprezinta pozitia de
echilibgl a punctului nﬁterial M. In mod evident, "rolul” componentei nor-
male N a reacliunit R este de a impiedica punctul material sa paraseasca
legatura (bilaterala). La randul sdu, componenta tangentiala T a reactiunis
R wa impiedica punctul material sa se deplaseze pe legatura (cf. [76], p.
116, [14], p. 19, [63], p. 31-32). Componenta T poartd denumirea de forta
de frecare (cf. [76], p. 116, 480, [14], p. 19, [2], p. 61). Ea se datoreaza
" asperitatilor” suprafetei v : U — Ej3 (cf. [14], p. 21). Legatura v : U — FEj
este ideald (lucioasd, lucie) daci T = 0.

Consideratiile anterioare isi pastreaza valabilitatea atunci cand punctul
material este obligat sa ramana pe curba simpla v : I — FEj3. Singura deose-
bire consta in faptul cd, acum, componenta normala N a fortei de legatura
R nu mai are o directie precizata, ci se gaseste in planul normal la curba
v : I — FEj5 in pozitia de echilibru M, a punctului material M.

Forma vectoriala a conditiilor de echilibru ale punctului material M supus
unei legaturi lucii este

= —

F +X-npy, =0
(cf. [76], p. 117-118, [15], p. 60, vol. II), unde F desemneazi rezultanta
fortelor efectiv (”vizibil”) aplicate punctului material M, respectiv

F 4+ M- 0ap 4+ Aa - Bar = 0.

In practics, este util§ referirea la curba ~ : I — Fj5 ca intersectie a doud
suprafete (cf. [48], p. 15). Atunci, putem scrie cd

—

— b
F +)\1 . (nl)MO —|—)\2 . (ng)MO = 0,
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unde 717, 5 reprezintd versorii normali exteriori ai suprafetelor ~y; : U; — F,
i=1,2 (cf. [76], p. 120-121, [14], p. 20, [34], p. 399, [25], p. 20).

In ceea ce priveste legiturile unilaterale (date cu ajutorul inegalititilor),
acestea constituie legatur: ce pot fi parasite de punctul material M in anu-
mite conditii (situatia creionului legat de degetul ardtator al méainii drepte
atunci cand sfoara nu este intinsa, respectiv a bucatii de sapun ridicata de
pe planul inclinat prin actiunea fortei f)) (cf. [76], p. 122). O problema
de statica a punctului material M supus unei legaturi unilaterale se trateaza
in felul urmator: presupunem, mai intai, ca legatura este bilaterala si deter-
mindm pozitia (pozitiile) de echilibru; apoi, pentru fiecare din aceste pozitii,
analizim sensul rezultantei . Dac acesta nu asigura legatura (de exem-
plu, in cazul bucatii de sapun, rezultanta F=TF + [el asigura legatura,
apasand asupra planului inclinat), atunci pozitia de echilibru respectiva tre-
buie eliminata din solutia problemei (cf. [76], p. 123, [34], p. 390).

Legile lui C. Coulomb privind frecarea. Unghi de frecare. Conuri
de frecare

Initiem urmatorul experiment, inand seama de expunerea facuta in [32],
p. 63-64. Pe o masd de lemn este agezatd o caramida (vezi Figura 2.26).

. _Fe=t,
N F< N F=1,
=0 agl
B ve. 2z > T
by —~F Fperg—1—F Fy
= = >
G G G
Repaus Urnire Alunecare
Figura 2.26

Forta de frecare ?, notata aici cu ?} , poate fi pusa in evidenta prin impin-
gerea ugoara a caramizii pe directie orizontald; in absenta frecarii, caramida
ar trebui sa se deplaseze pe directia fortei F. Ori, evident, acest lucru nu
se petrece decat atunci cand forta F ajunge suficient de intensa (F' este
suficient de mare). Ceea ce arati cd, la contactul cdrdmizii cu masa de lemn,
intervin anumite forte, datorate intrepatrunderii “neregularitatilor” micro-
scopice ale celor doud suprafete care se intalnesc (ating). Identificind masa
cu "mediul” inconjurator, interactiunea celor doud corpuri (caramida, masa)
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ne va interesa doar din punctul de vedere al reactiunii mediului, si anume
T. Faptul ca, la un anumit moment, sub actiunea unei forte F suficient
de intense, caramida se urneste din loc, incepand sa alunece intr-o directie
oarecare, dovedeste ca acele forte necunoscute care apar in proces nu pot
fi oricat de intense, avand o valoare mazima (determinabild experimental).
Forta necunoscuta care "retine” caramida (identificatd cu un ”punct” mate-
rial) in repaus pana cand forta activa F devine suficient de intensi poarta
denumirea de forta de frecare statici (aderentd). Valoarea sa maxima este
notata cu f;. Odata urnita, caramida poate fi facuta sa alunece in mod uni-
form (v = constant) sub actiunea unei forte active F = —}7; putin mat mica
decat forta necesarsi pornirii din loc. In acest caz, faptul c&, sub actiunea
unei forte active ?, migcarea este uniforma (e = 0) implicd prezenta unei
forte necunoscute, datorata ”ruperii” continue a ”neregularitatilor” micro-
scopice in procesul alunecdrii (cf. [32], p. 64, [76], p. 125). Aceasta fort4,
de marime f., se numeste forta de frecare de alunecare (cinetica) (cf. [76], p.
124, [63], p. 35). Asa cum am precizat anterior, f. < fs (cf. [63], p. 36).

O serie de experimente au evidentiat proprietatile marimilor f, f.. Ast-
fel, sunt valabile, cu un anumit grad de aproximatie (cf. [34], p. 388),
urmatoarele legi ale frecarii:

1) Valoarea maxima a fortei de aderenta, fs, nu depinde de aria de con-
tact dintre corpuri, ci numai de natura materialelor din care acestea sunt
constituite gi de starea (felul prelucrarii) suprafetelor de contact. Marimea
fortei de frecare de alunecare, f., indeplineste aceleasi conditii ca si fs, fiind,
in plus, independenta de viteza relativa a corpurilor.

2) Marimile fs, f. sunt direct proportionale cu marimea N a reactiunii
normale la suprafata de contact.

Astfel, putem scrie ca f, = usN, fo = p.N. Marimile ps, p. reprezinta
coeficientul de aderenta, respectiv coeficientul de frecare de alunecare (cf.
[32], p. 63, [63], p. 36, [76], p. 125-126).

Legile frecarii, supranumita si frecare uscata (fara lubrifiere), cf. [63], p.
36, ori coulombiana, cf. [76], p. 778, au fost stabilite partial de Leonardo da
Vinci (cf. [76], p. 12), fiind redescoperite ulterior de G. Amontons (1699). C.
Coulomb a subliniat deosebirea dintre frecarea statica si frecarea cinetica (cf.
[32], p. 64). Legile frecarii prezintd o serie de inexactitéti, cea mai usor de
dovedit aparand in experimentul placilor de control din metrologie. Acestea
sunt suprafete extrem de fin polizate, puse in contact. Teoretic, forta de
frecare statica ar trebui sa fie foarte mica, dar, in realitate, ea creste extrem
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de mult in intensitate, fenomen datorat interactiunii (coeziunii) moleculelor
situate pe suprafetele de contact (cf. [76], p. 126). La randul s&u, coeficientul
de frecare de alunecare variaza cu viteza: el scade brusc la inceput (intre 0
si 10 km/h) dupa care prezinta o evolutie lentd (scadere) (cf. [63], p. 36).
In acest mod poate fi explicat de ce un autovehicul franeazi mai usor daci
rotile sale nu sunt blocate complet, ci se rostogolesc gi alunecd simultan (cu
o vitezd mai mica decat cea initiald) (cf. [76], p. 126).

In problemele privind echilibrul cu frecare al corpurilor materiale sau
rostogolirea fara alunecare apare coeficientul ug, pe cand in problemele de
dinamic# se foloseste coeficientul p, (cf. [32], p. 64, [76], p. 608-611). In
tehnicd intervin si frecarea de rostogolire (cf. [32], p. 64, [63], p. 99-100, [76],
p. 605-607, 2], p. 85-86), de pivotare (cf. [63], p. 102-103, [76], p. 617, [2],
p. 87-89), hidrodinamica (cf. [76], p. 778), etc.

Sa revenim la ecuatiile (2.127). Asa cum se poate observa in Figura 2.25,
este de asteptat ca marimea fortei active F sk fie cuprinsa intre o valoare
inferioara Fi, si una superioard Fi..; intr-adevar, in primul caz, bucata
de sapun are tendinta sa alunece in josul planului inclinat pe cand in cel
de-al doilea caz, sub actiunea fortei ?, bucata de sapun este gata sa inceapa
ascensiunea pe planul inclinat. Inegalitatea |T'| < pN, unde p ot [bs 2 e
(cf. [34], p. 389, [32], p. 64), ne conduce la

sina — 4 cos a sin o + pcos o

Fin = G <F<G

cosB—psing ~ cosfB+psing

max

(cf. [14], p. 24). Cu alte cuvinte, in cazul echilibrului punctului material
supus unei legdturi aspre (cu frecare), marimea F' nu poate fi determinata
precis, ci doar incadrata intre anumite valori-limita. Aceeasi situatie are loc
in cazul caramizii agezatd pe o suprafatd orizontald (masa de lemn). Aici,
intensitatea fortei active F nu poate depasi valoarea puN. Acest fenomen
face utila iﬂt}roducerea unor modalitati geometrice de pozitionare a fortei
rezultante F, si anume conurile de frecare. Introducem unghiul ¢ € [0, %),
numit unghi de frecare (cf. [14], p. 21), prin formula tany = p. Atunci,
inegalitatea |T'| < pN ne conduce la (vezi Figura 2.27) § < ¢, unde [
desemneaza unghiul facut de fortele ﬁ, N. Evident, legatura data de masa
de lemn find unilaterala, pentru a mentine caramida in repaus este necesar
ca forta F sa se afle in zona hasurata (cf. [76], p. 129, [14], p. 21). Daci
legatura ar fi fost bilaterala, rezultanta F putea fi situata si in portiunea
simetrica (fatd de suprafata mesei) a zonei hagurate (cf. [76], p. 130).
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Figura 2.27

In general, dacd punctul material este supus unei legdturi bilaterale aspre,
fiind obligat sa raména pe suprafata simpla v : U — FEj3, putem construi
conul cu doud panze (vezi Figura 2.28) avand unghiul la centru 2¢ si axa
de simetrie (longitudinald) datd de normala la suprafata in My. Punctul M,
d_e;eemneazd o pozitie de echilibru a punctului material M daca rezultanta
F se gaseste in interiorul sau, la limita, pe suprafata conului (cf. [76], p.
130, [34], p. 391, [63], p. 37). In cazul unei legdturi bilaterale desemnate de
curba simpléd vy : I — Ej, construim conul cu doud panze (vezi Figura 2.29)
avand unghiul la centru m — 2¢p si axa de simetrie (longitudinald) data de
tangenta la curba in pozitia My. Punctul % reprezinta o pozitie de echilibru
a punctulur material M daca rezultanta F se gasegte in exteriorul sau, la
limita, pe suprafata conului (cf. [76], p. 131, [34], p. 398-399, [63], p. 38).

Cele doua conuri poartd denumirea de conuri de frecare (cf. [76], p. 131,
[14], p. 21, [34], p. 391, [63], p. 37).

L

Figura 2.2 Figura 2.29

In sfarsit, in cazul legiturilor aspre, atunci cand sunt cunoscute fortele
f; efectiv aplicate punctului material M, este de agteptat sa existe o infini-
tate de pozitii de echilibru ale acestuia, grupate in arcuri de curba, respectiv
"regiuni” ale unei suprafete (cf. [76], p. 127). Chestiunea delicatd a aprox-
imarii ps 2 p. ii face pe unii autori sa prefere scoaterea din discutie, la acest
nivel, a cazului punctelor de echilibru limita (determinate prin pozitionarea
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rezultantei F pe suprafata conurilor de frecare) (cf. [14], p. 21, [34], p. 391,
399, [26], p. 115).

Axioma legaturilor. Sensul fortei de frecare

Restrictia de migcare impusa bucatii de sapun, din experimentul descris
in subsectiunea precedenta, de catre planul_i)nclinat se face ”simtita” in calcul
prin introducerea reactiunii necunoscute R . Practic, odata luata in consid-
erare aceasta forta, putem elimina planul inclinat din problema. Obtinem
astfel un principiu general, cunoscut sub denumirea de axioma legaturilor
(azxioma eliberarii, principiul fortelor de legatura, etc.) (cf. [76], p. 115, 480,
[63], p. 31, 329, [14], p. 19, 135): o legatura, prezentd in cadrul unei prob-
leme de statica sau dinamica punctului material, poate fi inlocuita cu o forta
necunoscuta, numita forta de legatura, in asa fel incdat, sub actiunea fortelor
efectiv aplicate si a fortei de legatura, punctul material sa poatd fi considerat
liber. In cazul unui corp material solid rigid, in afara fortei de legiturs se va
tine seama si de momentul acesteia (cf. [63], p. 31).

Asadar, ecuatia generald a miscarii punctului material M poate fi scrisa
sub forma I

m-a=F+ R, (2.129)

unde F reprezinta rezultanta fortelor efectiv aplicate punctului material
M iar R desemneazd rezultanta reactiunilor (fortelor de legatura) datorate
legaturilor la care punctul material M este supus.

Forta de frecare T avand rolul de a se impotrivi deplasarii punctului ma-

terial M pe legatura, sensul sau va fi opus celui al vitezei relative a punctulus
material M fata de legatura (cf. [34], p. 389).

2.2.21 Ecuatiile intrinseci ale lui L. Euler. Ecuatiile
miscarii in triedrul lui Darboux. Legatura cu
teorema energiei cinetice

A devenit clar, deja, ca rezolvarea unei probleme oarecare de mecanica
teoretica comporta doua etape majore. Mai intai, se stabileste un anumsit
reper al SF pe axele ciruia vor fi proiectate expresiile (vectoriale) ale legilor
naturii care intervin in proces. Apoi, se determind solutia ecuatier sau Sis-
temului de ecuatii diferentiale obtinute in urma proiectiei. In general, aseme-
nea solutii nu pot fi exprimate cu ajutorul functiilor elementare, apelandu-se
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la dezvoltari in serie, reprezentari integrale pe baza unor nuclee specifice,
etc. A se vedea, de exemplu, ecuatia balisticii exterioare, cf. [34], p. 338-
344, [76], p. 411-417, [63], p. 312-318 ori ecuatia pendulului sferic, cf. [34],
p. 410-413, [76], p. 497-498, [41], p. 51. Utilizand forma particulara a unor
asemenea ecuatii diferentiale ori anumite reprezentari integrale ale marimilor
fizice legate de procesul in cauza, putem face o serie de consideratii calitative
asupra fenomenului respectiv fara a rezolva efectiv ecuatia ori sistemul difer-
ential; cum ar fi, de exemplu, determinarea perioadei unei miscari repetabile
(periodice), cf. [41], p. 41, stabilirea unghiului de deplasare al vectorului de
pozitie apartindnd unui punct de rebrusment pe traiectoria miscarii in cAmp
central, cf. [41], p. 49, calcule & la problema lui Abel, cf. [34], p. 405-406,
[41], p. 43-44, s. a. m. d. Triedrul lui Frenet, respectiv cel al lui Darboux
joaca in acest context un rol fundamental.

Astfel, in cazul miscarii unui punct material M pe o legatura bilaterala
ideald data de curba fiza I' in raport cu sistemul de referinta inertial R este
utild proiectarea ecuatiei generale (2.129) pe axele triedrului lui Frenet in
pozitia curenta a mobilului. Traiectoria acestuia este cunoscuta, fiind data
chiar de curba I' cu orientarea impusa de sensul de miscare al punctului
material M (cf. [76], p. 483). Atunci, putem scrie ca

2

m o= F, m% —F,+N, 0=F;+N,. (2.130)

Formulele (2.130) poartd denumirea de ecuatiile intrinseci de miscare ale
lui L. Euler (cf. [34], p. 240). Ele permit determinarea in mod direct a
componentelor V,,, N apartinand fortei de legdturad (cf. [15], p. 38).

Daca corpul punctiform M este supus legaturii fixe bilaterale ideale data
de suprafata simpld S, proiectarea ecuatiei (2.129) pe axele triedrului lui
Darboux atasat traiectoriei particulei in pozitia sa curenta ne conduce la

2 2

mu=F, m% cosf =F,+ N m% sinf = F,, (2.131)

unde 0 = £ (m,7) (cf. [34], p. 394, [76], p. 494). Datd fiind modalitatea
de introducere a triedrului lui Darboux, relatiile (2.131) capata semnificatia
unor ecuatii intrinseci (cf. [48], p. 54, [76], p. 494).

Un caz particular esential este acela in care, incepdnd cu un moment
oarecare tg, rezultanta Fa fortelor efectiv aplicate mobilului M isi inceteaza
actiunea. Atunci, cum F,= F,, = F,, = 0, deducem ca

v = vy = constant # 0 sinf = 0,
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de unde 6 € {0,7}. Evident, cum 6 € C*([to,t1],R), O(t) este constant:
0(t) = 0 sau (t) = 7, t € [to,t1]. In concluzie, in intervalul de timp [to, ]
punctul material M se deplaseazi uniform pe o geodezica a legaturii S (cf.
[48], p. 88).

Prima dintre ecuatiile intrinseci (2.130), (2.131), si anume m v=7F;, con-
stituie o reformulare a teoremei energiei cinetice (cf. [76], p. 484). Intr-

adevar, plecand de la F,=F - T =m v=m7v ‘T, avem ca

(f%) ds — (F+N)-dr=F-dr

- dr dv
= m(v-E)dS—ma-dF

dv _ d v2

()

2.2.22 Principiul echivalentei. Forte inertiale

In c#litoriile cu automobilul devenim constienti frecvent de efectele in-
ertier corpurilor materiale. Mai precis, ori de cate ori soferul franeaza brusc,
pasagerul aflat pe ”locul mortului” simte ca este aruncat in parbriz. O
alta situatie din viata de zi cu zi in care inertia se face remarcatd constd in
alunecarea oblica a picaturilor de ploaie pe fereastra unui vagon de pasageri,
in timpul mersului. Putem reproduce asemenea situatii imagindndu-ne ur-
matorul experiment (vezi Figura 2.30): un cdrucior inchis (fard geamuri) se
deplaseazi rectiliniu uniform accelerat, cu acceleratia @’.

> 4
=2/

Tz
-2

Repaus [Miscare]

Figura 2.30 Figura 2.31
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O persoana aflata in interiorul caruciorului constata devierea firului de
suspensie al unei bile de otel, in timpul migcarii, cu unghiul  dat de tan 6§ = %.
Fata de persoana din experiment, bila de otel se gaseste in repaus (dupa
incheierea micilor oscilatii specifice, cf. [32], problema 3.6, p. 70, [59],
problema 7.1.40, p. 111). Mai mult, persoana nu are posibilitatea si sesizeze
migcarea ciruciorului fatd de sol. In concluzie, putem afirma c& bila de otel se
comporta ca si cum, in afara Pamantului, ar mai exista o ”planeta” in spatele
peretelui caruciorului (vezi Figura 2.31), responsabila de existenta unui cAmp
gravitational suplimentar IT; — — . Amatorii de filme science-fiction au
putut remarca in secventele cand camera de luat vederi survoleaza ”statia
spatiala” ca aceasta, ”oprita” intr-o zona ”pustie”, ”indepartata” a spatiului
cosmic, se roteste in jurul unei axe imaginare. Acceleratia (centrifugd) creata
de o asemenea miscare le permite astronautilor sa umble pe pereti (cf. [73],
nota de subsol, p. 364). Iata, asadar, o ilustrare elocventd a consideratiilor
anterioare.

Pe baza legii fundamentale de compunere a aceleratiilor in mecanica teo-

reticd putem scrie ca (w = 0)

0 = Upep = @ — at?"ansp — QCor

a — a'transp7

de unde @ = @yqnsp- Apoi, conform (2.129), avem

0 = m Tra=F + R —m T transp (2.132)

— F+R+m-(-7)

(cf. [34], p. 425, [31], p. 200). Formula anterioarad arata ci, in problemele
privind comportamentul bilei de otel relativ la sistemul de referinta dat de
cdruciorul in miscare, fortelor efectiv aplicate corpului punctiform (bila de
otel) si fortelor de legatura li se adaugd o forta speciald, numita inertiala. Ea
nu trebuie confundata cu forta de inertie, neavand o ewxistenta reala, ci fiind
un efect al miscarii (cf. [76], p. 503, [32], p. 202). Asupra fortelor inertiale
vom reveni ulterior.

In concluzie, persoana din carucior nu poate distinge daca se gdseste intr-
un mediu aflat in miscare accelerata fata de un sistem de referinta inertial
sau, dimpotriva, se misca inertial (fata de stele) dar in prezenta unui camp
gravitational suplimentar F_; (cf. [32], p. 184). Are loc astfel principiul
echivalentei dintre fortele de gravitatie si fortele inertiale. Acest fapt este
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in concordanta cu egalitatea dintre masa gravifica si masa inerta. Se cuvine
mentionat ca echivalenta dintre gravitatie si inertie are un caracter local (in
zone limitate ale SF - interiorul automobilului - si pe intervale mici de timp
- perioada in care se produce franarea - ).

Reducerea formala prin formula (2.132) a unei probleme de dinamica
punctului material la o problema de statica constituie esenta metode: cine-
tostatice (cf. [32], p. 202, [73], p. 469-471, [63], p. 489, 497-498).

2.2.23 Miscarea in cAmp gravitational terestru, in vid.
Bataia si sageata traiectoriei. Parabola de sig-
uranta

Un corp punctiform de masd m este lansat din vecinatatea solului (cf.
[34], p. 242), cu viteza vy fécand unghiul a € (0,%) cu planul orizontal (vezi
Figura 2.32). Dorim s& determindm traiectoria sa neglijind rezistenta aerului
(migcare in vid).

O asemenea problema aproximeaza situatia reald a unui proiectil expulzat
dintr-o arma de foc (problema balisticii exterioare, cf. [34], p. 338; balistica
interioara desemneaza, generic, studiile privind explozibilii folositi la lansarea
proiectilelor, cf. [76], p. 412) atunci cand viteza acestuia este foarte mica
(cf. [34], p. 244). In particular, nu se tine seama de curbura Pamantului,
raportand calculele la ”planul” orizontal (cf. [76], p. 409).

In realitate, traiectoria proiectilului depinde sensibil de forma sa (cf. [63],
p. 313, [32], p. 31), de viteza de lansare, etc. In plus, proiectilele au o miscare
de precesie in jurul centrului lor de masa (vezi Figura 2.33), datoratd actiunii
rezistentei aerului (cf. [76], p. 663). Aceasta poate produce "rasturnarea’
proiectilului in aer, fenomen corectat cu ajutorul ghinturilor din interiorul
tevii armei de foc (cf. [17], p. 127, [73], p. 403).

<
-
|
N v
| f‘N

lasy

19) %5 0

Figura 2.32
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Relatia (2.74) ne conduce in acest caz la

=17, (2.133)

de unde, tinand seama de (2.13), deducem ca miscarea punctului material
este plana. Justificarea acestui fapt poate fi realizatd si in mod direct (cf.
[76], p. 407-408). Vom presupune, pentru simplitate, ci pozitia initiald a
mobilului M este originea O a planului de coordonate Oxy care coincide cu
planul migcarii (vertical).

Proiectand ecuatia (2.133) pe axele de coordonate, avem

=0 Y= —g
z(0) =0 y(0) =0
z (0) = vy cos a Yy (0) = vpsina
si, prin integrari succesive, ajungem la
1
r=uvptcosa Y= —§gt2 + votsin (2.134)

relatii care constituie ecuatiile parametrice ale traiectoriei punctului material
M (cf. [76], p. 408).

Eliminand timpul ¢ din (2.134), obtinem ecuatia unei parabole cu axa de
simetrie verticala (Galilei, cf. [76], p. 12, [73], p. 293), si anume

g 2
= ————x" +xta 2.135
Y 21}300820490 rrana ( )
2
— xtana—%(l—l—tanQa).
2 2

Formula v?> =x + ¥ permite determinarea vitezei corpului punctiform
M numai in functie de inaltime si viteza initiala:

v = \/(vo cos )’ + (vpsina — gt)? = /02 — 2gy (2.136)

(cf. [34], p. 243). Ea poate fi obtinutd, in mod echivalent, aplicand teorema
energiei cinetice (cf. [76], p. 409, [34], p. 243, [25], p. 86)

1 -
d (§mv2> =mg-dr = —mgj - dr

i impunéand ca energia potentiala la nivelul solului (y = 0) sa fie nula (cf.
[59], problema 2.5.12, p. 28).
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Figura 2.33

Varful traiectoriei este determinat pe baza calitatii sale de punct critic al
graficului functiei y = y(x) (cf. [32], p. 30), deci tindnd seama de ¥/ (Zmax) =
0:

Tmax = %vg sin 2a Ymax = 2—1911(2) sin? a.

Datorita simetriei parabolei, punctul material M va reveni pe sol in poz-
itia (2Zmax, 0). Marimile b ot 2% maxs N ot Ymax S€ numesc bataia, respectiv
sageata traiectoriei balistice (cf. [76], p. 409, [32], p. 31).

Timpul de urcare (migcare pe parabold corespunzand lui 0 < = < Zyax),

egal cu timpul de cobordre, are formula

Lmax Vo .
tax = = —sina.
Vg COS g

Date fiind aplicatiile practice ale unor asemenea chestiuni, se pune prob-
lema determinarii unghiului de inclinare « al tevii armei de foc, numit si
unghi de tragere (cf. [34], p. 244), pentru care proiectilul va lovi o tinta
aflatd in pozitia M, datd. Introducédnd parametrul v = tana in (2.135),
obtinem ecuatia algebrica de gradul al II-lea

2 2
gr 2 gr
a2 ZZ ) =0
2v§ U T u+(y—l—2v(2)> ,

care arata ca un proiectil nu poate atinge decdt tintele situate in regiunea
(x,y) caracterizatd prin inegalitatea

2 2
2 gr gr

Mai precis, pentru a fi lovita, o tinta trebuie sa se gaseasca dedesubtul
parabolei sau, la limita, pe parabola de ecuatie

2

g o2, Y
= —— — 2.137
V=527 Ty, (2.137)
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(cf. [76], p. 410). Aceasta poarta denumirea de parabold de siguranta (pentru
un anumit vy) a gurii de foc (cf. [25], p. 87, [34], p. 245, [32], p. 32).
Curba (2.137) desemneaza infasurdtoarea familiei de traiectorii ale unui
proiectil lansat cu viteza initiala vy realizata prin variatia unghiului de tragere
a (cf. [63], p. 310). Astfel, conform [24], p. 262, formula (2.137) se obtine

prin eliminarea parametrului v intre ecuatiile

{ f(x,y,u) =0
8 (2,y,u) =0,

unde f(z,y,u) = % (1+u?) — zu + y. Prin fiecare punct M, al parabolei
de sigurantd (2.137) trece céate o curba din familia (2.135), iar tangentele
celor doud curbe in punctul My coincid (cf. [72], p. 148). Detalii interesante
privind traiectoriile (2.135) pot fi citite in [34], p. 245-246.

Varful P al parabolei (2.135) este, in particular, singurul punct de re-
brusment (v1g) al acesteia. Evident, aici viteza punctului material M are
valoare minimi (v= 0) si, tindnd seama de 7 = i, ¥ = —j si egalitatea
(2.136), obtinem formulele

v(P)=R-g  w=+/g(R+2h)

(cf. [32], problema 1.4, p. 37).

2.2.24 Miscarea pe un plan inclinat in cAmp gravi-
tational terestru, in aer. Viteza limita a punc-
tului material M

Un punct material M, de masa m, avind viteza initiala vy, coboara de la
indltimea h pe un plan inclinat cu unghiul de la bazd « (vezi Figura 2.34).
Coeficientul de frecare de alunecare este p = tant, unde 0 < ¥ < « (cf.
[59], problemele 2.3.13, 2.3.15, p. 25), iar viteza vy este paraleld cu planul
inclinat.

4 . =4 — . =

In afara fortei de frecare Fy = —uN - 7 (M) si a greutatii G, asupra
particulei actioneaza rezistenta aerului, sub forma unei forte noi, si anume

—

Fre. = —mggp(v) : ?(M)

(cf. [76], p. 411-412). Functia ¢(v) este, in general, necunoscuta, fiind sta-
bilita prin consideratii experimentale (gazodinamicd). Vom admite, totusi,
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cd p(v) = 0 gi p(0) € 0,1), tindnd seama de faptul cd un corp punctiform,
fara viteza initiala, cum ar fi, de exemplu, o bila de fier de mici dimensiuni
tinuta in palma la nivelul umerilor, va cadea pe verticala in jos, odata lasat
— —
"liber”. Adica, ‘G‘ > ‘sz). De asemeni, ¢ € C*°([0,+00),R), ¢'(v) > 0 si
liIJZl o(v) = 400 (cf. [34], p. 335).
La fel ca in cazul miscarii in vid, traiectoria este o curba plana. Mai

precis, daca (2.129) se scrie sub forma

ma = mg+ N+ C@t)7 (2.138)
= constant + C(¢)T,

atunci, prin derivare in raport cu timpul ¢, avem

- %{C’(t)?-i—c(t) [%%H

»l

Figura 2.34

In particular, ac Sp({7,7}) si, cum Sp({7,7}) = Sp({v,a}), deducem ca
(T x @) a= (ﬁ,&,d) = 0.

De aici, pe baza (2.13), rezulta ci torsiunea 7' a traiectoriei este identic
nula. Desigur, traiectoria particulei se va afla pe suprafata planului inclinat,
nefiind, insd, in general, rectilinie (cf. [34], p. 395). Impunem, in vederea
obiectivului final al acestei subsectiuni, o conditie suplimentara simplifica-
toare: la momentul initial, vectorii v, N st G sunt coplanari. Atunci,
traiectoria punctului material M va fi dreapta de intersectie cu suprafata
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planului inclinat a sectiunii verticale prin planul inclinat corespunzatoare
unghiului diedru a.
Relatia (2.138) devine in acest caz

mT=mg+ N — [N tan 1) + mgp(v)] - 7(M).

Prin proiectarea ei pe axele de coordonate, avem ca
. ' N .
r= —g [sina — — tany) — ¢(v) y=0= N — mgcosa.
mg

Aici, coordonata curbilinie este datd de s(t) = | — x(¢). Eliminand ne-
cunoscuta N intre cele doua ecuatii, obtinem

N LU Gt ) SR (2.139)
o)

In mod evident, exista si este unicd mirimea v* > 0 astfel incat p(v*) =
sin(a—1)

sy - Ecuaia diferentiald (2.139) se scrie sub forma

v=g[p(v) = p(v)], t > to, (2.140)

unde v(ty) = vg. La fel ca pana acum, solutiile ecuatiei (2.140) se gisec in
C>([to, +0), R) iar problema Cauchy atagatd ei admite solutie unica.

Fiind data solutia v(t) a ecuatiei diferentiale (2.140), este valabild una si
numai una dintre afirmatiile urmatoare:

1) Daca vg > v*, atunci v(t) este descrescatoare i tlir+n v(t) = v*.

2) Daca vy = v*, atunci v(t) = v* pentru orice t > to.
3) Daca vy < v*, atunci v(t) este crescatoare si lim v(t) = v*.

t——+o0

Vom justifica doar afirmatia 1). Afirmatia 3) va fi probata absolut identic
cu prima afirmatie. In ceea ce priveste afirmatia 2), justificarea acesteia se
bazeazd pe unicitatea solutiei problemei Cauchy atagate ecuatiei (2.140).

S& presupunem ca exista t; > o astfel incat v(ty) = v*. Atunci, functia
v =(t), unde vy = v(ty) > v*, trebuie sa verifice problema Cauchy

v=glp(w) —p)], t >t v(t;) ="

Dar aceastd problema admite solutie unicé, si anume v(t) = v*, ceea ce
contrazice ipoteza v(tg) # v*. Asadar, v(t) > v* pentru orice t € [tg, +00).
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Cum ¢ este crescatoare, deducem ca ¢(v*) — p(v(t)) < 0, de unde rezulta
¢ v< 0. Monotonia functiei v = v(¢) impreuna cu marginirea sa inferioars
dovedesc existenta limitei
lim o(t) =v™ € R,
t—+o00

*

unde v** > v*.
S& presupunem ca v** > v*. Cum v(t) € [v**, vg], putem separa variabilele
in (2.140), astfel ca

o) — (o) 9

si, prin integrare, ajungem la

v(t) ) t

/w(v*)diw(ﬂ :/W:g/dq:g“_“)‘

vo v(t) to
Insa, pentru 7 € [u(t), vo], putem scrie c&

o(1) = p(v") = p(v(t) — e(v),

de unde

vo

vo — v(t)

(o) —plv7) /dT ~ o(w(t) — (o)’

v(t)

g(t—to) < t > to.

Trecand la limita dupa ¢ in ambii membri ai inegalitatii, ajungem la o
contradictie .

+00 = g+ (+00) < =i < +00.
p(v) — p(v*)

In concluzie, v** = v*. Mirimea v* reprezinti viteza limitd a punctului
material (cf. [63], p. 318). Spunem ci prezenta rezistentei aerului are un
efect nivelator de viteze asupra miscarii pe planul inclinat a particulei M, cu
tendinta de a o uniformiza (cf. [76], p. 414-415).

Folosind ecuatia (2.140), putem calcula marimile x, t in functie de viteza
v a punctului material. Astfel, prin integrarea ecuatiilor diferentiale

dr — —vdt  di =+ dv

g @(v7) —p(v)
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obtinem

respectiv

I N L
#(v) = o g /w(v*)—w(Q)'

Vo

Miscarea este, agsadar, complet determinata.

Cazul limita al miscarii pe verticala (a = 7, ¢ = 0) ne conduce la aceleasi
rezultate. In particular, timpul de cobordre pe sol a mobilului M este mai
mare decdt cel de urcare. Detalii privind migcarea pe verticala sub actiunea
gravitatiei intr-un mediu rezistent pot fi citite in [34], p. 335-337, [63], p.
313-315, [76], p. 413-415, etc.

2.2.25 Solutii convergente ale unei ecuatii diferentiale
ordinare de ordinul I. Convergenta unor functii
p—absolut integrabile

Aceastd subsectiune are un caracter auxiliar, cititorul nefiind obligat s& o par-
curga la prima lectura.

S& analizdm ecuatia (2.140) dintr-un alt punct de vedere. Mai precis,
vom ardta cd dacd v(t) este o solutie a ecuatiei (2.140) pentru care existd
[ € R astfel incat lim w(t) =1, atunci [ = v*.

t—+o00

Aceste solutii ale ecuatiei (2.140) se numesc convergente (cf. [5], p. 121).
Ele au fost studiate intensiv in cadrul teoriei calitative a ecuatiilor difer-
entiale si provin din probleme specifice mecanicii teoretice, fizicii matemat-
ice, chimiei, ecologiei, etc. O abordare multidimensionald a unor asemenea
chestiuni, bazatd pe metoda multimilor w—Ilimita, poate fi cititd in [6], p.
150-156.

In cele ce urmeazi, vom justifica afirmatia fcuts in deschidere sub forma
datd in [5], p. 122. Astfel, si consideram f : R — R o aplicatie continu si
ecuatia diferentiala

v=f(v), t > to. (2.141)

Daca v(t) reprezinta o solutie convergentd a ecuatiei (2.141) i tliin
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v(t) =1, atunci f(I) = 0. O demonstratie a acestui fapt se gaseste in [18], p.
80, 235. In ce ne priveste, vom urma o cale diferita.
Incepem prin a dovedi ca (I. Barbélat) o conditie necesara si suficienta ca

tli+m v (t) = 0, unde v reprezintd o functie continuu diferentiabila cu limita
—T 00

finitd la +oo, definitd pe [ty, +00), este ca functia v s fie uniform continud
pe [to, +00).

Implicatia directa rezulta din proprietatea generala a functiilor continue
avand limita finita la 400 de a fi uniform continue in ”vecinatatea” lui +oo.
Reciproc, sa presupunem ca exista sirul strict crescator gi nemarginit superior

(tn)n>1, unde t,, 1 — t, > 1, astfel incat ’1} (tn)‘ > g¢ > 0 pentru orice n > 1.

Deoarece v este uniform continud, exista n = n(gg) > 0 cu proprietatea ca

. . c
‘v (t)—v (s)] < 50,
unde |t —s| < n, ¢, s > to. Introducem intervalele V,, "2 (t, — ¢, t, + )

impunand ca 0 < ¢ < min{3,n}. Evident, V,, N V,, = 0 pentru n # m.
Fiet € V,, i s = t,. Atunci, |t — s| <7, de unde

v ()= ()] < 2 ‘uw>@.
2 2
Conform teoremei lui Lagrange, exista s, € (t, — 5,1, + §) pentru care
€ € :
v(t, + 5) —v(t, — 5) =¢e v (sy), n=1. (2.142)

Trecénd la limita dupa n in ambii membri, ajungem la o contradictie

&
O>5~§0>0.

S& revenim la demonstratia principald. Deoarece lim wv(t) = [, existd

t—+00
M > 0 astfel incat [v(t)] < M, t > t,. In plus, functia v este uniform
continud. Cum restrictia functiei f la intervalul [—M, M] este, la randul ei,
uniform continui, deducem ci f o v, adici v, este uniform continus.
In sfarsit,

0= lim v (t) =lim f (v(t)) = f ( lim v(t)) = f(1).

t——+oo t——+00 t——+4o00
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Justificarea afirmatiilor privind ecuatia (2.141) s-a incheiat.

In cazul ecuatiei (2.140), f(v) = glp(v*)—p(v)] si, datd fiind injectivitatea
aplicatiei ¢, deducem cad f(I) = 0 va implica | = v*.

Fie functia v : [0, +00) — [0, +00) definitd prin

R {exp [(t—n)Q (n+2n73 _tﬂ _1}7 e [rn 20

0,1n rest,

W

unde n > 17. Atunci, functia v este continuu diferentiabild pe [0, +00) si
lim wv(t) = 0. Totusi,

t—+o00

: 1 1
nl_i)rfoov (n + 5717) = g # 0,
ceea ce dovedegte necesitatea unei ipoteze suplimentare (de exemplu, a condit-
iei de uniform continuitate).

Se cuvin facute cateva comentarii cu relevanta hermeneutica.

Mai intéi, in cazul unei functii continue si nenegative g(t), integrabila
pe [to, +00), este relativ ugor de dovedit ezistenta unui sir strict crescator si
nemdrginit superior (t,),>1 de numere reale pentru care nl_l)g_loo g(t,) =0. O

asemenea proprietate intervine, de exemplu, in demonstratia unor rezultate
privind stabilitatea in sens Liapunov a solutiilor sistemelor de ecuatii difer-
entiale (cf. [6], p. 137). Se pune in mod natural problema obtinerii unor
conditii necesare si suficiente ca tiiinoo g(t) = 0. Ori, o asemenea conditie

rezulta din calculele anterioare, si anume uniform continuitatea functiei g.
t

Ea se determing apeland la functia convergentd v(t) = [ g(s)ds, unde ¢ > to.
to

O a doua problema se referd la cazul unei functii continue g(t), definita

pe [to, +00), despre care stim ca verificd relatia liI}_l g(t,) = L € R. Sunt

cerute conditii necesare si suficiente ca tLi+moo g(t) = L.

Profesorul C. Avramescu stabileste in lucrarea Sur le comportement as-
ymptotique des solutions des équations différentielles ordinaires, aparuta in
Analele Stiintifice ale Universitatii ”Al. 1. Cuza”, Tasi, XIV, 2(1968), p. 297-
311, urmatorul rezultat elegant: Fie dat girul (t,),>1 tinzdnd la +oo astfel
incdt 0 < t, < tpy1, nEIfoo (tne1 — tn) = 0. Fie g(t) o functie scalara con-

tinua pentru care lirf g(t,) = L. Atunci, pentru ca limita t1i+m g(t) sa



2.2. STATICA SI DINAMICA 181

existe, este mecesar gi suficient ca g(t) sa fie uniform continua pe R, (op.
cit., § 8, p. 309).
Constructia unui asemenea sir (¢,)n>1 in cazul functiei v (¢) nu poate fi

realizata datorita conditiei lim (¢,41 —t,) = 0. Cum sirul (s,),>1 joacd in
n—-+0o

acest context ”rolul” girului (¢,),>1, restrictia anterioara, odatd introdusa in
(2.142), ar necesita inlocuirea constantei pozitive € cu o mérime (depinzand

de n) care s tind4 spre zero pe masura ce n cregte. Atunci, conditia lim v
n——+00

(sn) = 0 nu ar mai putea fi asigurata.
In concluzie, daci L = 0, cerinta lirf (tns+1 — tn) = 0 poate fi inlocuita

t
cu aceea a convergentei primitivei v(t) = [ g(s)ds.
to

Prima din cele doua probleme precedente poate fi transpusa in cazul
general al functiilor p—absolut integrabile. Mai precis, fiind data functia

oo
g : [to,+00) — R continud astfel incat [|g(t)["dt < +oo, unde p > 0,
to
o conditie necesara §i suficientd ca tlim g(t) = 0 este ca g(t) sa fie uni-
——400
form continua. Justificarea acestei afirmatii se realizeaza in doua etape.
Mai intéi, vom arata ca o conditie necesara §i suficientd (mai restrictiva) ca

tli+m g(t) = 0 este ca g(t) sa fie marginiti si uniform continud. Aceasta se

reduce la a proba ci functia |g(¢)|”

este uniform continud atunci cand g(t)
este marginitd si uniform continud. Aici, v(t) = }|g(s)|p ds. In cea de-a
doua etapa vom stabili ca orice functie g : [to, +oot)0—> R uniform continua
astfel incat Oj3|g(t) |” dt < 400, unde p > 0, este marginita.

to
Vom dovedi prin inductie matematica valabilitatea inegalitatii de mai jos

lg(t)"™ = |g(t)["™| < Cn-llg(t2) — g(t1)] (2.143)
+g(te) — g(t1)] a + |g(t2) — g(t)]' ]

pentru orice t1,ty > to, unde C,, < +oo, n € N, a € [0,1).
Pasul "k = k + 1”7 se bazeaza pe formulele (a = |g(t2)], b = |g(t1)])

an+1+a - bn+1+a — an+1 .a® — bn+1 LY = (an+1 - bn+1)(aa 4 ba)

_(ab)a(an+lfa . bn+1fa)
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s
‘an+1+a _ bn+1+a‘ <D - ’a _ b| + Dy - }an+ﬂ _ bn+ﬂ‘ ,

unde Dy = 2(n + 1)- sup |g(t)|"**, Dy =sup |g(t)[**, B =1 — a. Asadar,
t>to

t>to

jam e — e < (D) 4 Dy +1) (Ja — b + |0 — b

=+ ‘anJra o anra‘).

R#mane de aritat ¢ |a® — b*| < |a — b]® pentruorice a, b > 0si s € (0, 1).
Pentru aceasta este nevoie de inegalitatea

(r+y)’ <z*+y’, z,y>0, s€(0,1).

Intr-adevir, presupunand ci 0 < z < y, avem, conform inegalititii lui
Bernoulli,

s z\° x x
(z+y) = ys-<1+—) <ys-<1+s—>=ys+5 -
Yy Yy ye

< Y +s

xl-s <Y+t

Atunci, a®* —b°* < (b+ |a —b])* — b* < |a — b]®, ete.

In concluzie, inegalitatea (2.143) are loc pentru n = [p], @ = {p}, deci
functia v (t) este uniform continud. Prima etapd a demonstratiei s-a incheiat.
Functia ¢ : [1, +00) — R, unde g(t) = t, t > 1, este uniform continua. In
schimb, functia [g(¢)]", unde n € N*\ {1}, nu mai are o asemenea proprietate,

dat fiind ca y
Jim Ao} = im0 = 4o

Acest fapt dovedeste necesitatea unei conditii suplimentare pentru a ” pas-
tra” uniform continuitatea trecand de la g(t) la |g(¢)[", unde p > 0, si o
asemenea conditie este marginirea functiei g(t).

S& presupunem acum, in etapa a doua a demonstratiei, cd g(¢) nu este
marginitd. Atunci, exista girul strict crescator si nemarginit superior (¢,),>1
astfel incat |g(¢,)| = n pentru orice n > 1. Existd, de asemeni, girul strict

crescdtor gi nemarginit superior (p,),>1 astfel incat ¢, < p,, [9(pn)| = %,
lg(t)| > & si sgn g(t) = sgn g(t,) pentru orice t € [t,,py], n > 1.
Deoarece

n\ P Pn
(3) =t < [ lator dt < gl < o

n
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avem
lim (p, —t,) =0. (2.144)

n—-+o0o

Deoarece ¢(t) este uniform continud, existd n > 0 cu proprietatea ca

lg(t) —g(s)] <1,
unde |t —s| <7, t, s > t;. Conform (2.144), existd numarul natural N > 2
pentru care p,, — t, <, adicd |g(p,) — g(t,)| < 1, unde n > N. Ajungem la
o contradictie, caci

1< =lg(ps) —g(ta)l <1,  n>N. (2.145)

|3

Facem observatia ca, pe baza (2.144), (2.145), o aplicare a teoremei lui
Lagrange ne permite sa inlocuim uniform continuitatea lui g(t) cu marginirea
functiei ¢'(t) (presupusa continua). O discutie in acest sens poate fi cititd in
lucrarile cercetatorilor japonezi K. Kamo si H. Usami, Classification of proper
solutions of some Emden-Fowler equations, publicata in Hiroshima Mathe-
matical Journal, 29(1999), p. 459-477 (aut. K. Kamo) si Asymptotic forms of
positive solutions of third-order Emden-Fowler equations, aparuta in Journal
of Mathematical Analysis and Applications, 271(2002), p. 297-312 (aut. K.
Kamo si H. Usami), respectiv in articolul lui O. Mustafa si Y. Rogovchenko,
Limit-point criteria for superlinear differential equations, publicat in Bulletin
of The Belgian Mathematical Society Simon Stevin, 11(2004), p. 431-44.

2.2.26 Problema balisticii exterioare

Presupunem ca ne gasim in aceleasi conditii ca in cazul miscarii cur-
bilinii in vid sub actiunea cAmpului gravitational terestru. Dorim sa stu_di)em
migcarea corpului punctiform M tindnd seama de rezistenta aerului, F,., =
—mgp(v) - T (M) (vezi Figura 2.35).

Atunci, (2.129) devine

ma = mg — mgp(v)T. (2.146)

Firegte, conform celor deduse pentru ecuatia (2.138), miscarea punctului
material M wva avea loc in planul vertical care contine viteza sa initiala (cf.
[76], p. 412). La fel ca anterior, putem proiecta relatia precedentd pe cele
doua axe de coordonate, Oz (orizontala) si Oy (verticala locului)

= —gyp(v)cosf Y= —g — go(v)sin,
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unde 6 A(T,1).

Ay

Traiectoriain vid

Traiectoria in aer

Figura 2.35

Vom inlocui, in cele ce urmeaza, necunoscutele z, y cu marimile v, 6.
Intr-adevar, plecadnd de la formula ¥ = v - 7, putem scrie ca

T=vcosf Y= vsinb.

Astfel,
{ bcos@—vésinez—ggp(v)cosﬁ
v sing + v cosf = —g[1+ p(v)sinb].
Privind formulele anterioare ca un sistem algebric avand necunoscutele

v, v 0, obtinem

v=—g[sin 6 + o(v)] v f= —gcosé.

In sfarsit, folosind teorema de derivare a functiei compuse v = v(8(t)),
ajungem la

dv

5=

g — [tan@ + %} v(a) = . (2.147)

Inlocuirea m&rimilor z, y cu mérimile v, v # constituie esenta metodei
hodografice, aplicatd cu mult succes in probleme de hidrodinamica (cf. [34],
p. 338, [20], p. 344 si urmitoarele). Ecuatia (2.147) poartd denumirea de
ecuatia balisticii exterioare (hodografului) (cf. [34], p. 339). Traiectoria
particulei M se numeste curba balistica (cf. [32], p. 31).

Determinarea marimilor x, y, t in functie de unghiul 6 facut de viteza
punctului material cu orizontala se bazeaza pe relatiile diferentiale de mai
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jos
de x  wcosh v
oy =t g
respectiv
dy v? dt v
— === ——tanf — =— .
db 0 g do gcosf

185

(2.148)

(2.149)

Doua formule utile in rezolvarea problemelor de mecanica teoretica sunt

d2 2
5=-2 ROH=—

2 2
dz v2

B gcosf

(cf. [32], problema 3.19, p. 73, [63], p. 317).
Intr-adevir, conform (2.148), (2.149), putem scrie ci

d2y d (4 d
SV - 2@ ) = % (tang
dz? dm(d dx(an)

24
dz
{1 g1 e
= — (tanf) - — = C— = v . —
dt (tan6) r cos?f 5, cos?O v,
- -9 _1__s
veosh v, v2’

Pentru stabilirea celei de-a doua relatii tinem seama de (2.16), (2.146).

Astfel,
2

R(M)

a, = =a-V=9-UV=gcosb.

Urméand expunerile facute in [34], p. 339-342, [76], p. 415-417, [25], p.
90-92, vom stabili o serie de proprietati general-constitutive ale solutiilor

ecuatiei (2.147), respectiv curbei balistice.

Impunem, in mod natural, ca, atita timp timp cat vectorul o este situat
deasupra paralelei dusa prin pozitia curenta a mobilului M la orizontala Oz,
s& considersm 6 > 0. In schimb, atunci cand ¥ se va gisi dedesubtul
paralelei respective, avem 6 < 0. Aceastd presupunere este in acord cu

formula

; gcosf T
0= — Oa 0 <__a_>7
v < < 2°2
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care arati ci unghiul 0 descreste mereu pe traiectorie. In acest sens, problema
Cauchy (2.147) trebuie inteleasa ca o problema a valorii finale.

1) In problema balisticii exterioare, viteza punctului material M este lim-
itatd superior. Intr-adevar, din (2.147) rezultd ca

@_ )
dd  cosf

[sin 6 + ¢(v)] . (2.150)

Atunci cand 0 < 0 < «a (mobilul se giseste pe portiunea ascendentd a
traiectoriei), avem cosf > cosa > 0. In plus, sinf > 0, deci % > 0. Apoi,

cum v= %‘ 6, obtinem ci v< 0, de unde v(M) < vy.

Cand 0 € (—%,0], avem cos > 0. Este insd posibil ca sinf + ¢(v) < 0
pentru o anumita valoare a lui . Data fiind continuitatea functiei ¢, va
exista un subinterval al lui (—%, 0] pe care

sinf + ¢(v) < 0.

Atunci, —14¢(v) < sinf+ p(v) < 0, de unde p(v) < 1. Cum [1, +00) C
©([0,4+00)), va exista marimea v* > 0 pentru care ¢(v*) = 1. De asemeni,
v(t) < v* pe subintervalul in cauzad (functia ¢ este strict crescdtoare).

2) Solutia (unici) a problemei Cauchy (2.147) este pozitivd. Intr-adevar,
daca ar exista 0; € (—%,a] pentru care v(6;) = 0, atunci, cum problema
Cauchy

)

I

[SIE
e

cosf |’

%:v[tané’nLM] 06(—
0(91)20

are solutia identic nuld, ar rezulta cd v (o) = 0, contradictie. Acest rezultat
poate fi imbunatatit considerabil.

3) In problema balisticii exterioare, viteza punctului material M este lim-
itatd inferior de o marime pozitiva. Din nou, plecand de la (2.150), putem
scrie ca

dv )
i cosf —vsinfd = vp(v)
= @(vcose)
s
1 d _ 9
veosh dQ<UCOSH) ~ cosf)’
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adica

dile [log(v cos )] = %. (2.151)

Cand 6 € [0, o, functia v = v(6) creste (functia v = v(t) descreste); deci,
v(0) = v(0) " wy > 0, conform 2). Ce se intAmpla insd pe (—%,0]7

Dacil v(f) > v* pentru orice § € (—%,0], unde ¢(v*) = 1, atunci afir-
matia de demonstrat ar fi justificata. Altfel, existd subintervalul [0y, 6;] al
lui (—%,0] pe care v(6) < v*. Marindu-1 pe 6;, mai precis luand

07 =sup{6; <0:v(0) <v*, 0 € [0q,0,]},
obtinem intervalul [0,,0]) pe care sau
07 <0  v() <o v(0]) =v*

sau
=0 v0) < v(07) = wp < V™.

In concluzie, v(#) < v*, unde 6 € [f,,0]. Atunci, conform (2.151), avem

v

Cca

d 1 *
@ [10g(U COS@)] < @, 0 S [02,61],
ceea ce se mai scrie si
d 1 —siné
7 log(v cos 0) + log ~d :

respectiv
d
— — si < 0.
7 {log[v (1 —sinf)]} <0

Integrand aceasta ultima inegalitate pe intervalul [05, 0], ajungem la

v (07) (1 — sin67)
1 <0,
80 (1 —sing) SV
respectiv
v (67) (1 — sinf7) .
< 17 ) .
v(0) (1 —sin ) o€ 10:61]
De aici,
1 —sin 6]

> N —_—
o) 2 v 0 T4
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Insd 0, 67 < (—g,()], de unde 1 — sinf; > 1 si (1—sin0)71 > [1-—
sin (—%)]™' = 3. Asadar,

1 Lw, 02 =0
> @) =<4 270 1
0(9) = 2,0(91) { %0*7 HT < 0.

4) In problema balisticii exterioare, traiectoria (curba balisticd) admite o
asimptota verticala. Intr-adevar, tinand seama de (2.148), (2.149), putem
scrie ca

d dy
d_y = % = tand,
ST
«
. d . .
de unde hrP% ¢ = —oo. Apoi, cum IHP% z(0) = é-fWUQ(q)dq < é-
-3

max{v,v*" }- [ dg < +o0 (cf. [76], p. 417), justificarea s-a incheiat. Asimp-

tota verticala ezste "responsabild” de reducerea semmnificativa a bataii gurii
de foc, fiind unul dintre efectele principale ale rezistentei aerului (cf. [34], p.
341).

5) In problema balisticii exterioare, existd o disimetrie a ramurii descen-
dente fata de ramura ascendenta a traiectoriei. Sa consideram P;, P, doua
puncte situate pe curba balistica la aceeasi inaltime yj.

Tinand seama de (2.151), (2.148), avem c&

dv, d%(vdcose) _ . () <0,
dx % v

ceea ce aratd ca marimea v, descreste mereu pe traiectorie (cf. [34], p. 341).
Pe de alta parte, sunt valabile relatiile

hmax Tmax

d? d*y d

Yy = Y Yo
dx? dz? dx

Yo x1

Tmax

- [ £{5we@r}a - —suer,

1

Cicl Tmax reprezintd un punct critic al functiei y = y(x).
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l\y
hmnxh"__"__'_:Z-”"_:f""---\\__
- !
Vi .
‘0, !
ot I —— P XTA
P 1 : l2|'| “2
o x Xmax ’(2||T:?:2 X
Figura 2.36
Asadar,
hmax
1 / 2 dy
—y(x)]" =g —.
s =g [ &
Yo
In mod analog,
hmax
1 / 2 dy
st =g [
Yo

ceea ce ne conduce la |y (z2)| > v/ (x1), respectiv [tan fa| > tan #; sau, echiva-
lent, |02| > 01.

6) Viteza punctului material M in pozitia Py este mai mare decdt cea in
pozitia P,. Conform teoremei energiei cinetice, avem ca

I ALY
d(imv> = (G+Frez) dr

= —mgdy — mgp(v) cos Bdxr — mgp(v) sin Ody
= —mgdy — mgp(v)v cos? fdt — mgp(v)v sin® Odt
—mgdy — mge(v)vdt.

Prin integrare, obtinem

Yo t2

1 1

§m’02(P2) - §mv2(P1) = —mg- /dy —mg - /(p(v)vdt
Yo t1

to

= —mg- /(p(v)vdt <0,

t1

ceea ce justifica afirmatia anterioara.
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7) Daca v = v(0) este solutia problemei Cauchy de mai jos

{ % = [tan@ + fo(:g] , ¢ (—%,0} (2.152)
v(0) = wy,

iar el\imﬂ v(0) =1 € R, atunci p(l) = 1. Cu alte cuvinte, daci ecuatia
~3

balisticii exterioare admite o solutie de tip convergent, atunci limita acestei
solutii are o valoare predefinita.

S& presupunem cé, in cazul solutiei v a problemei (2.152), am avea (1) >
1. Atunci, existd 6y € (—%,0) astfel ca v(d) € [£, 2], respectiv p(v(d)) €
[HTW), 3‘07(”] pentru orice § € (—%,6]. Integrand ecuatia (2.152) in raport

cu ¢, putem scrie ca

0

v(0) = wo — /v (q) [tanq+ %S(Z))

0o

}dq—I(H),

6o .
unde I (0) = [v (€) Wdf. Dubla inegalitate
b

90 90

gsoa)—l./ ¢ <I(9)<3_1,3so<l>_/ ¢

2 2 cos€é 2 2 cos&’

unde —% < 6 < 6, ne conduce la l\imﬁ I(0) = +o0, fapt care intrd in
-3

contradictie cu marginirea vitezei v (6). Un rationament asemanator are loc
atunci cand ¢ (1) < 1.

La fel ca in cazul miscarii pe planul inclinat, se poate dovedi ca witeza
punctului material M aflat in miscare curbilinie sub actiunea gravitaties intr-
un mediu rezistent tinde catre viteza limitd v* datda de ¢ (v*) =1 (cf. [34],
p. 342). Pentru detalii privind dependenta de viteza, inaltime ori forma
proiectilului a functiei ¢ (formula lui Siacci) ca si transformarea ecuatiei
(2.147) intr-o ecuatie diferentiald de tip Bernoulli (cf. [4], p. 78-79, [47], p.
25, [24], p. 378, etc) a se vedea [63], p. 312-313, [34], p. 342-344.
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2.2.27 [Ecuatia diferentiala a miscarii pe o curba fixa
ideala. Lucrul mecanic al fortelor de legatura

Sa consideram migcarea punctului material M pe o legatura bilaterala
ideala data de curba simpla I', avind parametrizarea globala v : I — FEjs,
unde v = ¥(q), sub actiunea fortei F. Curba T este presupusa fixa in raport
cu sistemul de referinta inertial R iar F = ?(q)

Pe baza teoremei energiei cinetice, avem

d(%mzﬂ) =(F+N)-dr=F-dr

—
deoarece forta de legatura N se gaseste in planul normal al traiectoriei I' in
pozitia curenta a mobilului. Lucrul mecanic elementar al fortei de legatura,
$t anume

Wiey = N - dr,

este intotdeauna nul, fapt valabil, evident, si atunci cand legatura bilater-
ala ideala este data de o suprafata simpla. Aceasta proprietate constituie,
dupa cum spuneam in subsectiunea dedicata lucrului mecanic elementar, es-
enta principiului lucrului mecanic virtual (deplasarilor virtuale) din mecanica
analitica (cf. [63], p. 505, [14], p. 227).

Au loc formulele

pey ey () = Y
respectiv
F-dr=Y Fdz= [Z Fo(q) - o' (q)] dg.
Agadar,
3 Trard-ew

de unde, prin integrare in raport cu timpul ¢, obtinem

m

q(t)
2o [10] - et 1]} = [oee



192 CAPITOLUL 2. MECANICA PUNCTULUI MATERIAL

Aici, ¢ (to) "2 g0, ¢ (2) € 3 [2/ (¢))*. Mai departe,

q(t)
v+ [ QE)dE

©(q(t)) ’

o] -

unde v (to) "2 vy. Ecuatia diferentials autonoma

q=+ o Lt >t

caracterizeaza miscarea punctului material M (cf. [76], p. 482, [34], p. 400).
Cititorul poate consulta i prezentarea ficutd in [56], p. 95-96.

2.2.28 Ecuatia diferentiala a pendulului gravitational
simplu (matematic). Formula perioadei miscarii.
Legile pendulului simplu

Pendulul simplu este constituit dintr-un punct material M care se de-
plaseaza farad frecare pe o circumferintd situatd in plan vertical (cf. [76], p.
484, [63], p. 331). Din punct de vedere practic, pendulul gravitational simplu
poate fi realizat apeland la o legatura bilaterala, ca in situatia miscarii unei
bile metalice in interiorul unui jgheab cu sectiune circulara (cf. [34], p. 419);
aici, rezultatele sunt influentate de prezenta frecarii (cf. [76], p. 491); putem
utiliza, de asemeni, legatura unilaterala care intervine in cazul miscarii oscila-
torii a unui corp punctiform, suspendat de tavanul laboratorului printr-un
fir inextensibil si de masa neglijabila, in jurul punctului de suspensie, sub
actiunea fortei de greutate (vezi Figura 2.37) (cf. [63], p. 332, [32], p. 67);
folosind obiecte de dimensiuni si masa reduse, ca si un fir de suspensie scurt,
efectele rotatiei terestre nu se vor face "simtite” (migcarea in rozeta) (cf.
[32], p. 208-209, [34], p. 439).
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Figura 2.37

In ceea ce priveste firul de suspensie, vom admite (vezi Figura 2.38) ci
distanta dintre punctele materiale (particule) ce il alcatuiesc nu se modifica
(inextensibilitate) pe parcursul experimentului. Mai precis, distantele d, D
dintre centrele sferelor tangente care simbolizeaza punctele materiale din con-
stitugia firului de suspensie, respectiv punctul material greu (adica, =2 = 0,
unde mg reprezintd masa firului, cf. [17], p. 75) suspendat r&man constante
indiferent de fortele care actioneaza asupra lor. Punctul material greu, fiind
atras de Pamant cu forta gravitationala 5), actioneaza asupra sferei tangente
lui, apartindnd firului de suspensie, cu o forta necunoscuta, notata m; la
randul sau, sfera va reactiona cu o forta egala in marime si de sens contrar
pe care o vom nota tot m Forta m, aplicata primei sfere a firului de
suspensie, tinde sa deplaseze aceasta sferd. Atunci, dat fiind ca distanta d
dintre prima si cea de-a doua sferd apartinand firului de suspensie trebuie s&
ramana nemodificata, putem spune ca forta TT@: se transmite celei de-a doua
sfere a firului de suspensie.

N

P——
e -
Py

Tie |@

Figura 2.38 a Figura 2.38 b Figura 2.39

Modelul firului de suspensie are drept caracteristica fundamentala faptul
cd aceastd transmisie de fortd se realizeaza integral (fara pierderi). In con-

tinuare, prezenta fortei m avand punctul de aplicatie in centrul celei de-a



194 CAPITOLUL 2. MECANICA PUNCTULUI MATERIAL

doua sfere a firului de suspensie (vezi Figura 2.39) poate fi considerata ca
rezultat al actiunii primei sfere din constitutia firului de suspensie; acest fapt
implica, in baza principiului actiunii si reactiunii, prezenta unei "noi” forte
771'; (reactiune) aplicatd in centrul primei sfere.

Acum, forta m aplicata celei de-a doua sfere se va transmite celei de-
a treia sfere aflatd in componenta firului de suspensie, forta 7? "noua”
aplicata sferei intai va ”aluneca” pana in centrul celei de-a doua sfere a
firului de suspensie, devenind "noua” forta 77@; a celei de-a doua sfere, s. a.
m. d. Practic, putem spune ca forta m aluneca (gliseaza) instantaneu de-a
lungul firului pdna in punct_ul) se suspensie al acestuia. Pentru ilustrarea unui

asemenea fenomen, forta T%;, poartd denumirea sugestiva de tensiune in fir
si este utilizat elementul grafic de mai jos.

% i
Trioo e _ ‘1_21.5/ I\
S RER
® A
II(-.i Lir L[:
Figura 2.40

In cele ce urmeazi vom stabili ecuatia diferentiald care caracterizeaza
pendulul simplu (vezi Figura 2.41). La momentul initial ¢y, punctul material
M se gaseste in pozitia My, fara viteza initiala. Notam cu € unghiul facut
de dreptele OM si Oy (verticala locului). Aici, coordonata curbilinie s este
data de

s=1l(a—0).
Putem scrie ca
M - _
p = %:sin&i—cosﬁ-j
= sin(m —6) i+ cos(m—0)-7,
respectiv
_ _ dr__d(l-p) dp
T e - = —_— = —
ds d[l(a—0)] de
dﬁ - . -
= m—cos(w—@)-x—sm(w—@)-j

= —cosf-i—sinf-j.
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. — v N VoA . .
De asemeni, versorul 7  are sageata indreptata in sensul cregterii vari-
abilei de derivare, adica al scaderii unghiului 6.
In sfarsit, conform (2.9), avem

1

l

&1 dr

6 1 d(x—6)

\N|

E

o~ =

de unde
U= —sinf-i+cos-j=—p.

—_ . . —_ . . A .
Versorul 7" se obtine din versorul 7" prin rotire cu § in sens invers
trigonometric.

In mod natural, vom presupune ca 0 € (—%, %) astfel incat 6 > 0 daca si

numai daca z > 0.

Figura 2.41

Proiectand (2.129) pe axele triedrului lui Frenet al traiectoriei in pozitia
curenta a punctului material M, obtinem

maT:mb: (T—F@) T
=G -T =mgsinf
mal,:m§ = (T+6) ‘v
= —T — mgcos¥.

(2.153)

Aici, T = T -p. Tinand seama de formula v =s= —[ 9, prima din relatiile
(2.153) ne conduce la ecuatia diferentiald a pendulului matematic, $i anume

0 +% sing = 0 (2.154)

(cf. [32], p. 67). Unghiul  scizand mereu pe traiectorie atunci cand particula

M se deplaseaza de la M, catre My, avem < 0. Prin inmultire cu 6 in ambii
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membri ai (2.154), deducem ca

d (12 g d
— | = . — > .
o (20> 7T (cosf) =0, t >t

=

Daca integram aceasta relatie in raport cu timpul ¢, avem

{é (t)} o {é (to)] T 2% [cos B () — cosa],

de unde
v* = 2gl (cos  — cos @) (2.155)

(cf. [34], p. 416). Am folosit faptul cd vy = —I 0 (to) = 0.
Ecuatia diferentiald a pendulului matematic poate fi stabilita si intr-un
alt mod. Astfel, deoarece

le.p:l[cos@—g)-€+sin(9—g)'j]>

deducem, pe baza (2.87), c& Lo = mi® § -k. Atunci, conform teoremei
momentului cinetic, putem scrie ca

m 9 = “0 F=[rx (@+T)] F=(7GF)

= —mglsinf

(cf. [32], p. 67, [63], p. 334-335).

Pe de alta parte, formulele (2.154), (2.155) pot fi obtinute direct, prin
aplicarea teoremei energiei cinetice (cf. [34], p. 415). Recomandam cititoru-
lui s& consulte expunerea ficuta teoriei pendulului matematic in [63], p. 332
si urmatoarele, respectiv detaliile relative la tensiunea in fir 7" din [34], p.
419.

Relatia (2.155) aratd cd v(—a) = 0. Cu alte cuvinte, punctul material
M se va opri in pozitia M;, simetrica pozitiei initiale M, fata de verticala
Oy. Miscarea se reia in sens invers, cu pastrarea formulelor (2.154) si (2.155)
(cf. [76], p. 486). Astfel, perioada pendulului simplu (adicd, durata necesara
revenirii particulei M in pozitia initiald) reprezintd dublul duratei miscarii
acesteia din pozitia My pana in pozitia M.
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Conform (2.155), avem

0= V29l (cos§ — cos ),

ﬁ—— 19 sin2g—sin2€
dt l 2 2)

Separand variabilele gi integrand in ambii membri, obtinem ca

de unde

e i

unde sin & = w(6) -sin ¢ (cf. [34], p. 418). Schimbarea de variabild §(u) =

2arcsm(u sin§), u € [—1,1], ne conduce la

l i du ) i du
Tz\@'[\/a_uﬂu—kzua4\ﬁ'0/¢(1—u2)<1—k2u2)'

Aici, k " sin 3
Pe baza formulei lui Abel (cf. [53], p. 285),

1

_1 1 5 2n—1
2 2 - | += ¥ M/ — & — ¢ — . . . Qn- 2n
(l—k 2 = 1+ E n' 5 5 k" eu

1:3-5--(20—1) ,
~ 1 2 qn,
+Z > 16 (2n) "

g,

/ 135 (2n—1)
g \/7 /\/1—u2+2 2~4'6-...'(2n) K

0

1
. u2n o
De asemeni, { F—du =

Y du
V1—u2
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Folosind ordinul de aproximare a* v 0, putem scrie c&

. a a o L, a?
sin— = — — — sin® — = —
2 2 1 2 4’

de unde T' = 271'\/% : (1 + ?—;) (cf. [76], p. 487). Cu ordinul de aproximare

a? = 0, obtinem formula lui Galilei

l
T 2W\E (2.156)
(cf. [34], p. 417).

Ordinul de aproximare o = 0 este acceptat pentru unghiurile o < 6° (cf.
[32], p. 68). Atunci, ecuatia (2.154) devine

9 +%0 —0, t > to, (2.157)
iar solutiile sale pot fi scrise sub forma 6(t) = Acos(wt + ¢), unde w = ﬂ
(cf. [76], p. 485). Evident, perioada lor principald este data de (2.156).

Forma solutiilor ecuatiei (2.157) permite stabilirea legilor pendulului sim-
plu (cf. [32], p. 68):

1) Legea substantei. Perioada miscarii nu depinde de masa punctului
material ori natura materialului din care acesta este alcatuit.

2) Legea izocronismului micilor oscilatii (Galilei, cf. [17], p. 75).
Oscilatiile punctului material in jurul punctului de suspensie nu depind de
amplitudinea lor unghiulara atunci cand aceasta este mica (o < 6°).

3) Legea perioadei. Perioada oscilatiilor este direct proportionald cu
radacina patrata din lungimea firului (pendulului) gi invers proportionald cu
radacina patrata din acceleratia gravitationala.

2.2.29 Problema lui Wittenbauer si ecuatia diferentiala
a oscilatorului armonic

Sa presupunem ca punctul material M se migca in planul Ozy al sistemu-
lui de referinta inertial R respectand legea

7“201'6020, Cg<0<01,
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astfel incat viteza sa unghiulard w sa fie constanta (vezi Figura 2.41). Notam
cu P proiectia punctului M(z,y) pe axa Oz. Se pune problema de a deter-
mina ecuatia diferentiala

f(za2) =0
care caracterizeaza miscarea rectilinie a punctului P (Wittenbauer, cf. [8]).

e Mixy)
e s

s

.0 TP0X) T
Figura 2.41

Prin derivarea relatiei x = C; - 2% cos 6 in raport cu timpul ¢ deducem

ci
z= 01w - (Cycos0 — sinf) = wz - (Cy — tan ). (2.158)

O noua derivare in raport cu timpul ¢ ne conduce la

T = C1e?w® [(CF —1)cosf — 20, sin 0] (2.159)
= W (022 —1—2C;tand) .

C2—1-20, (Cg—i)],
wxr

T —205w T +w? (1+ 022) x = 0.

Conform (2.158), avem

r= w2m :

de unde

In cazul particular Cy = 0, obtinem ecuatia oscilatorului armonic (liniar)
“og
T +wr=0

(cf. [32], p. 66, [34], p. 330). Ea caracterizeaza miscarea (rectilinie) a
punctului l)material” i sub actiunea unei forte de tip central, numita elastica,
si anume F = —k-OP, unde k = mw? (cf. [76], p. 452, [19], p. 12). Cazul
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Cy # 0 corespunde oscilatorului cu amortizare (vdscoasa) (cf. [19], p. 22),
in prezenta fortei de rezistentd Froo = —m - Nv - i, unde A2 = —2Chw si
i € TpR?, 7 €1 (cf. [34], p. 333).

In general, ecuatia miscirii punctului material M sub actiunea unei forte
elastice (A > 0)

MmT=—\-T, t > to,

ne conduce la
0 = m(??) —l—A(T-?) :% lm (%@2> +%721

d A
= E(Ec—i—ar)

(cf. [76], p. 448).

Formula E. + %7“2 = (', obtinuta prin integrare in raport cu timpul ¢,
arata ca migcarea punctului material M se desfagoara intr-o zona marginita
(r? < & < +00) a SF. Mai pr(f)is, traiectoria (plana) a punctului material
M sub actiunea fortei elastice F' = —\- 7 constituie o elipsd in SF (cf.
[76], p. 445-446, [34], p. 332).

Nu vom insista asupra unor asemenea chestiuni, pe care le consideram
ca facand parte, mai degraba, din deschiderea unui curs de teoria vibratiilor
mecanice ori a elasticitatii (rezistenta materialelor).

Ecuatia (2.157) coincizdnd cu ecuatia oscilatorului armonic, proiectia
punctului material M pe tangenta la traiectorie in punctul sau cel mai jos
(Ymin = —1) va executa o miscare oscilatorie liniara (cf. [76], p. 450, [34], p.
414). Aici, x = 1.

2.2.30 Ecuatia diferentiala a pendulului gravitational
sferic

Revenim la problema corpului punctiform suspendat de un fir inextensibil
gt lipsit de masa, fara a mai impune insa ca viteza initiala a mobilului sa fie
nula. Pentru valori mici ale acesteia, migcarea se va desfagura in interiorul si,
la limita, pe suprafata semisferei S, de raza egald cu lungimea [ a firului de
suspensie gi avand centrul in punctul de suspensie (vezi Figura 2.42). Notdm
cu P(z, z) proiectia punctului material M pe planul orizontal Ozz (tavanul
laboratorului).
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lu
Figura 2.42

Vom face referire in cele ce urmeaza doar la situatia cand firul este intins.
Acest fenomen se produce odatd cu ”potolirea” miscarii. Utilizand metoda
transformarii Priifer, introducem marimile r, # date de

x =rcosft z=rsinb,
unde r € [0,1], 8 € C*(R,R).

2.2 -2 -2
Atunci, 2 =Y 2?2 =r?+ ¢ si vt =Yz =r +r20 + y (cf. [34], p
411).
Aplicam teorema energiei cinetice §i tinem seama de faptul ca lucrul
mecanic elementar al fortelor de legatura este nul. Astfel,

1 _
d <§mv2) =G - dr = —mgdy,

d 1mvz — —mg¥
at - g

Prin integrare in raport cu timpul ¢, ajungem la

respectiv

2 1
v? = p” [mg (Yo —y) + 2”“’0] = —2g9y + h. (2.160)

Ca gi anterior, teorema momentului cinetic implica
dLo - — - _
—j=—=(2m-j) = (OP,G

o )= (2mQ-j) = (OP,G,j) =

de unde, conform (2.71), avem ci r? = C.
Prin derivarea in raport cu timpul ¢ a relatiei [? = r? + 2, putem scrie ci

rT 4y y=0.
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Introducand mérimile r= —yr—y, - 7%, r = /I?> —y? in (2.160), obtinem

—2gy + h

|
|
<
<.
S~
(3]
+
—
i)
|
<
[\%)
SN—
N
Gl
~_
[\&)
+
<
[V}

y2.y C2 .2
- 12_y2+12_y2+y

1 2.2 9
s (B +C?).

Ly=++/(—2gy + h) (12 — y2) — C? (2.161)

constituie ecuatia diferentiala a pendulului gravitational sferic (cf. [76], p.
497, [34], p. 412). Integrarea sa apeleazi la teoria functiilor eliptice (cf. [76],
p. 645, [34], p. 413).

Separand variabilele in (2.161), putem determina parametrii migcarii punc-
tului material M

Formula

dy o — %dt — 4+l dy :
P(y) r (2 —y*)\/P(y)

unde P(y) = (—2gy + h) (I — y*) — C? (cf. [34], p. 412).
O abordare asemanatoare a problemei, bazata pe utilizarea coordonatelor
sferice, poate fi cititd in [41], p. 51.

Dat# fiind forma polinomului P(y), avem P(£l) = —C? < 0 si lirf
y—+o0

P(y) = 4+o00. Deducem de aici ¢ polinomul P(y) are méicar o raddcind ys
in intervalul (I, +00). Daca celelalte doud radécini ale sale, notate yi, ya, se
vor afla in (—1,1), adicd |y,y2| < [?, atunci, conform relatiei lui Viete

dt =+l -

Y1Y2 + Yoy + ysyr = — 12,

obtinem
(y1 +y2) ys = —1> — y1y2 < 0.

Din y;+y- < 0 rezulta ca macar una dintre radacini se gaseste in intervalul
care ne intereseaza, si anume (—I,0).

Daca, in plus, P(0) < 0 < P(yo), se poate demonstra ci migcarea pe
semisfera a punctului material M are loc in segmentul delimitat de planele
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Y=y, y =1y unde —l < y; < yo < ya < 0, gi ca functia y = y(¢t) admite

perioada
Y2

du

VPu)

Y1
De asemeni, proiectia pe planul orizontal Oxz a unghiului facut de dreptele
OM(t*), OM(t* +T), unde y(t*) € {y1,y2}, este determina un unghi obtuz
(cf. [34], p. 413, [76], p. 497).

T =2l-

2.2.31 Stabilitatea echilibrului punctului material M

Experienta arata ca, in cazul pendulului gravitational (simplu sau sferic),
exista o unica pozitie de echilibru, si anume Y, = —l. De asemeni, corpul
punctiform M, odatd miscat din aceasta pozitie, executa oscilatii in jurul
punctului de suspensie raménand, atunci cdnd ”perturbarea” sa este "mica”,
in apropierea pozitiei de echilibru. Un asemenea fenomen poarta denumirea
de stabilitate a pozitiei de echilibru (cf. [34], p. 421). Mai mult chiar, tindnd
seama de (2.160), putem scrie ca

=l —yo < y(t) —yo < o,

unde y(to) 2 yo (cf. [34], p. 413). Astfel, y(t) € [, yo+%‘z], ceea ce aratd cd
pozitia st viteza initiale yo, vy ale mobilului M controleaza pozitiile ulterioare
ale acestuia.

Pozitiei ymin = —I i corespunde, in problema pendulului matematic,
solutia identic nuld a ecuatiei (2.154). Fenomenul descris anterior, al sta-
bilitatii pozitiei, este reflectat, d. p. d. v. matematic, prin aceea ca solutia
0(t) = 0 a ecuatiei (2.154) este stabila in sens Liapunov. O demonstratie a
acestui fapt poate fi cititd in [6], p. 126.

In general, fiind dati ecuatia diferentiald autonoms

z +g(z) =0, t > to, (2.162)
unde functia g : R — R este continug, g(0) = 0 si g(x)z > 0 pe un mic

interval centrat in O, se poate ardta ca pentru orice € > 0 exista 6(g) > 0
astfel incat, fiind date marimile xq, vo € R, cu |xo|, |vo| < 8(€), orice solutie
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z(t) a ecuatiei (2.162) care verifici datele Cauchy x(ty) = xo, x (to) = vo va
fi definita pe [to, +00) gi, in plus,

|um,&@ﬂ<at>m

Regéisim, in particular, controlul marimii z(¢) cu ajutorul cantitétilor x,
vg. Demonstratia rezultatului precedent se bazeaza pe functia lui Liapunov
V(z,y), unde V : R? — R, introdusi prin formula

x

me=1f+/mmm

2
0
(cf. [6], p. 143).
Este evident ca V(0,0) = 0 si V(x,y) > 0 pe o mica vecinatate a lui (0, 0)
in (R?,7;). Caracteristica esentiald a functiei lui Liapunov V(z,y) provine
din calculul urmator

Vo) = Fiorio
= () [g@®)+i )
= 0,

si aflume 4 [V <x (t),x (t))} < 0.

In cazul particular al ecuatiei (2.154), avem

. 1 .2 g
V(9,0) = 5 0 —1-7 (1 —cos#).

Impunand ca [ = 1 si atribuind pozitiei Yy = —! nivelul de energie

potentiala nula, observam cd marimea V(6,0) desemneaza energia mecanica
(totala) a punctului material M (de masd m = 1) in migcarea sa pe legdtura
unilaterald ideala I" (cf. [6], p. 142).

Teoria stabilitatii ecuatiilor diferentiale se datoreaza cercetarilor intre-
prinse de H. Poincaré si A. Liapunov, in mod independent. In timp ce
studiile lui H. Poincaré au un caracter topologic (el introduce notiunea de
ciclu-limita), A. Liapunov se preocupd de wvalabilitatea si limitele problemei
stabilitatii solutiilor unui sistem diferential neliniar in prima aproximatie



2.2. STATICA SI DINAMICA 205

(liniarizare) (cf. [72], p. 527-528). Punctul de plecare il constituie teza sa
de doctorat, intitulatd ”Problema generala a stabilitatii miscarii” (Harkov,
1892) (cf. [6], p. 123, [76], p. 806). Cititorul poate consulta in aceastd
privintd prezentdrile facute in [6], Cap. IV, [76], p. 806-809, 814-820, [4],
etc. Cateva dintre lucrarile fundamentale in domeniu sunt [10], [22], [30]. O
serie de aplicatii practice si detalii extrem de interesante se gésesc in [9], [21],
ete.

Sa presupunem acum ca asupra punctului material M, supus unei lega-
turi bilaterale ideale - constituitda din suprafata simpla S a carei parame-
trizare globala este data de (2.42) -, actioneazd campul de forte conservative
F = VU. Daci punctul material M réméne_ﬁ)q echilibru, ig)acest camp
conservativ, in pozitia My, deducem ca forta F € Ty,R3®, F € F, va fi
ortogonala vectorilor din Ty, S. Astfel,

Jo oo oU

0=F — = — =
g’ oqt  Oqt’

i=1,2

(cf. [34], p. 420). Insd formulele anterioare reprezinti conditii necesare de
extrem pentru functia U(q*, ¢%) (cf. [68], p. 97, [24], p. 251, etc.). Acest
fapt este evident in cazul pendulului gravitational, unde pozitia de chilibru
Ymin = —1 se caracterizeaza prin valoarea minima a energiei potentiale V =
-U.

Se poate arata, privind marimea V' ca o forma patratica pozitiv definita
in vecinatatea echilibrului My (cf. [76], p. 794, [56], p. 174), ca pozitia de
echilibru My a punctului material M in campul de forte conservative F este
stabila daca My reprezinta un punct de minim izolat al energiei potentiale V.
Rezultatul in cauza poarta denumirea de teorema Lagrange-Dirichlet (J.
Lagrange (1788), G. Dirichlet (1846), cf. [32], p. 62) in mecanica teoretica
(cf. [34], p. 421, [76], p. 794, [6], p. 143, [63], p. 551, etc.). Demonstratia sa
riguroasa apartine lui G. L. Dirichlet (cf. [76], p. 795-797).

Un rezultat interesant, in ”spiritul” teoremei Lagrange-Dirichlet, priveste
sistemul diferential de tip conservativ

T+VV =0. (2.163)

Aici, V' = V(uy,ug,u3). Daca (Cy,Cy,C3) reprezinta un minim izolat al
marimii V, atunci u(t) = Cyi + Cyj + Csk constituie o solutie asimptotic
stabila a sistemului (2.163) (cf. [6], teorema 9, p. 144-145).
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Mecanica solidului rigid

In subiectele dezbitute anterior (teoria newtoniand a gravitatiei, migcarea
proiectilelor pe curba balistici) am folosit, in locul unor corpuri materiale
distincte prin forma si structura interioara, puncte geometrice. Natura prob-
lemelor studiate a facut posibil acest lucru. Analiza unor fenomene diferite,
in schimb, cum ar fi cel al migcarii titirezului (sfarlezei), cf. [32], p. 132-133,
necesita introducerea altor modele matematice ale corpurilor materiale. Cel
mai simplu dintre acestea, solidul rigid, inlocuieste, intr-o prima aprorimatie
(cf. [76], p. 133) a situatiilor intalnite in viata de zi cu zi, corpul material
cu un ansamblu discret de puncte materiale (cf. [54], p. 108, [41], p. 136).
Modelul matematic al solidului rigid necesita, de asemeni, o actualizare a
definitiei fortei.

Generic, un sistem mecanic reprezinta o multime de puncte materiale

S = {(M@,mz) D= 1,n},

supuse unor legituri reciproce (interactiuni), care alcituiesc un ”intreg”,
deformabil intr-o masura mai mica sau mai mare (R. Boscovich, 1758) (cf.
[32], p. 75, [63], p. 18, [54], p. 108, [76], p. 3, [14], p. 7). Practic, putem
considera ca un corp este sistemul mecanic al ”particulelor” sale.

Legile care guverneaza miscarea mecanica a oricarui sistem de puncte ma-
teriale (mecanic) nu necesita axiome noi, ci se deduc din principiile mecanicii
punctului material (cf. [32], p. 75).

Solidul rigid este acel sistem mecanic S caruia i se atageaza o proprietate
esentialmente geometrica (cf. [76], p. 560), si anume

d
% [d (MZ7MJ)] = Oa t > t07

206
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unde 1 < 4, j < n. Cu alte cuvinte, distanta dintre doud puncte oarecare
ale solidului rigid S nu se modifica in timp, indiferent de marimea fortelor
aplicate asupra corpului material ori a miscarii efectuate de acesta (cf. [34],
p. 161, [63], p. 18, [32], p. 76).

Nu exista, in realitate, corpuri perfect rigide. Totusi, obiectele confection-
ate din materiale dure (metal, lemn, zidarie, etc.) pot fi privite ca solide
rigide, intr-o prima aproximatie, atunci cand fortele care se exercitda asupra
lor nu depdsgesc in intensitate (marime) anumite limite (cf. [34], p. 8).

Pozitia unui corp solid rigid S fata de reperul canonic R este caracter-
izata de sase parametri. Acestia pot fi alesi in mai multe feluri (cf. [76], p.
168). Mai precis, si consideram drept fixat un punct oarecare A al solidului
S (in mod sugestiv, migcarea generald a solidului rigid poate fi asemanata cu
aceea a unei caramizi care "se da peste cap”; aici, punctul A va fi "fixat” cu
cretd intr-unul din colturile caramizii). Pozitia sa este data cu ajutorul a trei
parametri, coordonatele punctului in R. Orice alt punct al corpului material
se va gasi pe o sferd de raza constanta in timp, centrata in A. Alegand,
de exemplu, un punct B situat pe sfera de raza egala cu unitatea, putem
caracteriza pozitia acestuia cu numai doi parametri. Intr-adevir, cu ajutorul
paralelelor duse prin punctul A la axele reperului R obtinem un sistem de
coordonate care ne furnizeaza, prin intermediul coordonatelor sferice, pozitia
punctului B. Un al treilea punct C, situat la distante neegale de A, B, va
apartine cercului comun sferelor centrate in A si B de raze d(A, C'), respectiv
d(B,C). Porzitia sa pe cercul fix se determind cu un parametru. Asadar,
pentru a preciza (fixa) pozitia unui corp solid rigid S la momentul t este
suficient sa se precizeze pozitiile pe care le ocupd in sistemul de referinta R,
la acel moment, trei puncte necoliniare ale acestuia (cf. [76], p. 167).

Cunoasterea pozitiei punctelor A, B, C ale rigidului S (vezi Figura 3.1)
permite introducerea unui reper (mobil) R’ solidar (rigid) legat de corpul
solid (cf. [41], p. 136). Intr-adevir, daci O, reprezintd centrul cercului pe
care se gasegte punctul C', putem alege pe acest cerc un al patrulea punct,

notat D, astfel ca versorii vectorilor O;C', O1B, O1D sa alcatuiasca un sis-
tem ortonormat, de sens direct. In acest fel, putem spune ci studiul miscirii
solidului rigid S fata de sistemul de referinta R este acelagi cu studiul migcarii
unui reper R’ solidar legat de rigid fatd de reperul R. In formularea pro-
fesorului O. Onicescu, rigidul este un corp ale carui miscari sunt replica
miascarilor euclidiene ale spatiului care proced exact ca si cum spatiul intreg
ar fi un rigid (cf. [56], p. 145). De asemeni, miscarea unui sistem rigid se
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extinde in mod firesc la intreg spatiul s se studiaza fara a specifica sistemul
particular considerat pentru a o defini (T. Levi-Civita) (cf. [56], p. 354).
Formula vy, = vp, +w x O1 M, pe care o vom stabili ulterior, arata ca viteza
punctelor M ale spatiului "rigid” creste indefinit cu distanta dintre M si
dreapta determinata de O, si de vectorul director w, ceea ce face inutiliz-
abil un asemenea model al corpului material in mecanicile avansate (tindnd
seama de limitarea superioard a vitezei in Univers) (cf. [56], p. 354, [32],
p. 94). Aici, @ constituie vectorul-viteza unghiulars instantanee al migcarii
reperului R’ fata de R iar vy, Do, vitezele absolute ale punctelor M, O;.

Figura 3.1

3.1 Vectori si tensori

3.1.1 Vectori alunecatori. Principiul suprimarii fortelor

Trecerea de la corpurile punctiforme (puncte geometrice) la solide com-
pleze (multimi de puncte materiale) presupune luarea in discutie a fenomenu-
lui de transmitere (propagare) a fortei. Exemple de asemenea propagari se
intdlnesc la tot pasul in viata de zi cu zi: apasarea furculitei asupra unei
bucati de branza, ridicarea ménerului unui geamantan, apasarea clantei unei
usi, fmpinsul pedalei de ambreiaj, etc. Aceste ”apasari pe buton” comunica
presiunea exercitata de palma obiectelor cu care se afla in contact: felia de
branza, arcul broastei, etc. Astfel, un model matematic al fortei care se ex-
ercita din partea mediului inconjurator asupra corpului solid rigid va trebui
sa tina seama de conductibilitatea sa in ceea ce priveste forta.

Sa consideram sistemul de referinta R si solidul rigid S. O dreapta A ce
trece prin doua puncte A, _Bi ale corpului S are versorul director w.

Presupunem ci forta F € T4R? actioneazi asupra lui S astfel ca F =
F, - u (adicd, dreapta sa suport coincide cu A). Formula (2.85) arata ca o
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forta ?1 € TgR3, echipolenta cu ?, produce acelasi efect asupra solidului
rigid S, si anume
Mo=0AxF=0BxF (3.1)

(cf. [34], p. 54, [63], p. 44). Asadar, momentul unei forte F fata de polul
O ramane neschimbat atunci cand punctul de aplicatie al fortei se deplaseaza
pe directia F' (cf. [76], p. 45). Cu alte cuvinte, notiunea de moment al fortei
fata de polul O formalizeaza matematic fenomenul de propagare a acesteia.

De aceea, prin definitie, spunem ca a exercita o forta F asupra corpului
solid rigid S inseamni a introduce vectorul F € TR? si aza (linia) sa de
actiune A (cf. [76], p. 24). Un asemenea vector se numeste alunecator sau
glisant (P. Varignon, cf. [32], p. 145, [76], p. 25, [14], p. 24).

Desi nu am insistat anterior asupra acestui fapt, din punct de vedere ”ten-
sorial” | vectorii liberi sunt caracterizati prin trei parametri (coordonatele lor
in baza B a spatiului TR?) iar vectorii legati prin sase parametri (coordo-
natele vectorului liber care constituie clasa de echipolenta a vectorului legat
ca si coordonatele punctului sdu de aplicatie in R). Ceea ce este esential intr-
0 asemenea caracterizare a marimilor vectoriale este tocmai modalitatea de
modificare (variatie) a acestor parametri odat# cu schimbarea reperului. In
mod natural, ne punem problema precizarii acelor parametri care constituie
expresia tensoriald a unui vector glisant. Acesti parametri poarta denumirea
de coordonate pliickeriene (Plicker) (cf. [34], p. 55, [76], p. 49).

Dacd OA = zi+yj + 2k si F = Xi+ Yj + Zk, atunci coordonatele
vectorului My sunt date de marimile

L=yZ —zY M=z2X —x7 N =zY —yX

(cf. [34], p. 53, [76], p. 48)

Conform (3.1), Mo - F = (OB, F, F) =0, de unde
LX +MY +NZ =0.

Cu alte cuvinte, doar cinci dintre numerele L, M, N, X, Y, Z sunt inde-
pendente. Ele reprezinta cei cinci parametri care caracterizeaza tensorial, in
mod biunivoc, un vector alunecator (cf. [2], p. 7, [76], p. 48-49).

Din punct de vedere practic, cum vectorul F si bratul sdu b sunt mérimi
cunoscute, existd doar doud posibilitdti de alegere a dreptei-suport A (vezi

. o . - et
Figura 3.2). Aici, ‘Mo‘ = [F|-b.
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Figura 3.2

Sensul vectorului /\_/l>o este acela care desemneaza dreapta A deoarece
rotatia lui OA in jurul dreptei-suport a lui /T>/lo trebuie sa se realizeze in sens
direct trigonometric si cu un unghi < 180° (cf. [35], p. 49, [34], p. 27).

Sa presupunem acum ca asupra punctului material A, aflat in constitutia
corpului solid rigid .S, actioneaza doua forte ?’1, FQ coliniare, egale in marime
dar de sens opus (vezi Figura 3.3).

- = — =

Evident, F}+ F> = 0, ceea ce exprima faptul ca prezenta fortelor F, F» nu
impieteaza cu nimic asupra starii mecanice curente a corpului S. Facand sa
alunece, pe rand, cele doua forte pana in pozitia particulei B din constitutia
rigidului, putem scrie

Fi4+F,=0 Fy+F, =0.

Cu alte cuvinte, compresia (comprimarea) realizatd asupra lui S de fortele

— —
Fi, F}, respectiv extensia realizata de fortele F», F] nu influenteaza in nici
un fel solidul rigid. Spunem ca aceste forte isi fac echilibru si pot fi suprimate
fara a schimba starea de repaus sau miscare a corpului (cf. [34], p. 8, [76],
p. 134, [63], p. 42, [14], p. 24, etc). Proprietatea in cauzi este cunoscutd
sub denumirea de principiul suprimarii fortelor.

N

[ww)

Figura 3.3
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3.1.2 Momentul unui vector fata de o axa. Momen-
tul cinetic fata de o axa al punctului material.
Teorema momentului cinetic

Dupa cum am vazut anterior, marimea vectoriala /\—/io are o semnificatie
mecanica precisa atat in cazul vectorilor legati cat si alunecatori. Definirea
vectorului liber drept o clasa de echivalenta (echipolenta segmentelor orien-
tate) face ca notiunea de moment de pol O s& nu ii poata fi atagata (cf.
[76], p. 45). Putem obtine, in schimb, o serie de concluzii interesante daca
interpretam anumite produse vectoriale ca ”mom_e)nte”.

Sa consideram vectorul legat sau alunecator F' cu dreapta-suport A si o
alta dreapta A; de versor (director) w. Atunci, pentru Py, P, € A;si A € A,
avem

Mp2 = PQAXF:(ngl—FPlA)XF
= P2P1XF+MPI,

respectiv
Mp, - W = (PP, F,0) + Mp, - W= Mp, - .

Aici, WL = k-w, k € R. Asadar, proiectia pe dreapta A; a momentului
unui vector F fata de un punct (pol) P al acesteia este independentd de
pozitia lui P pe dreaptd (cf. [76], p. 46, [34], p. 55). Marimea Mp -,
notatd Ma,, unde P € Ay, se numeste momentul vectorului F fata de azxa
Ay (cf. [63], p. 44, [35], p. 49).

Momentul M, admite urmatoarea caracterizare. Fie II planul perpen-
dicular pe dreapta A; care o intersecteazad in P (vezi Figura 3.4).

B
N N?.’

F

A

41

- B
I Pt g~ . P
d__ T

]
£

p=>

Figura 3.4

—
Daca proiectam vectorul F' pe planul II, atunci vom putea scrie ca

F=F+Fy,=F+k  -w PA=PA+AA=PA+k T,
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unde k12 € R, si

Mp, = W-[(PA +ky-w) x (F' + k1 -w)]
= (w,PA,F') + (w,PA, kyw) + (w, k,w, F")
+ (W, kyw, ki1w0)

() = s () = <[

H
= :I:d-‘F‘~sina

(cf. [34], p. 55). Cu alte cuvinte, momentul vectorului F fata de ara A
este egal cu momentul fata de aceeasi axd al vectorului-proiectie al sau pe un
plan perpendicular pe Ay (cf. [63], p. 46).
R —
Egalitatea Ma, = Mp (F ! ) -w = F| -d, unde F'| reprezinta proiectia

vectorului F pe dE)ec’gia A'B’, scoate in evidenta faptul ca efectul de rotatie
al aplicarii fortei F' asupra unui corp solid rigid care se poate roti liber in
jurul axei fixe verticale A; este produs numai de componenta transversala
(pe axd) a lui F (cf. [32], p. 54).

— /= — —

La randul lor, formulele ‘Mo (F)) = )F) ~b, Ma, = £d- ‘F) -sina
arata ca: _

1) Momentul vectorului F fata de polul O este nul dacd st numai daca
vectorul Feste nul sau dreapta sa suport trece prin punctul O (cf. [35], p.
48, [34], p. 54).

2) Momentul vectorului F fata de axa A este nul daca si numai daca
vectorul Feste nul sau dreapta sa suport este coplanard cu dreapta Ay (cf.
[76], p. 48, [34], p. 56).

In particular, in cazul unui solid rigid cu axi de rotatie fixdi, o forts
avand linia de actiune paralela cu axa de rotatie ori concurenta cu aceasta
nu produce rotatie (cf. [32], p. 54).

Calculele precedente pot fi aplicate si unor marimi vectoriale diferite de
forte. Astfel, tindnd seama de (2.87), (2.71), marimea

not .
Lo. 2 L, =mr? 6,

reprezinta momentul cinetic al punctului material fata de ara Oz, exprimat
in coordonate polare (cf. [76], p. 402). Aici, planul IT este chiar Ozy.
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In sfarsit, teorema momentului cinetic fati de axa Oz, aplicatd punc-
tului material M, este

Lz: Mza
unde Mo, et M..

3.1.3 Torsorul unui sistem de vectori. Sisteme de vec-
tori echivalente. Invarianti

Operatiile cu vectori glisanti se definesc, in mod evident, prin extrap-
olarea operaii}ilor_} corespunzatoare cu vectori legati. Astfel, avand vectorii
alunecatori Fy, F5 cu dreptele-suport concurente Ay, Ay (vezi Figura 3.5),
putem construi suma lor, reprezentatd de vectorul (alunecitor) ?, unde
F = F, + F,, cu linia de actiune A definitd de punctul A comun dreptelor
A1, Ay si de vectorul director F' (cf. [76], p. 233). O formuls elementars,
utila in cadrul problemelor de mecanica teoreticé, este (vezi Figura 3.5)

Cos =

\FHF’

£ 13 9224). Aici. F' = F, — F,
(cf. [35], p. 224). Aici, | — B

243 T
Figura 3.5

Sa consideram, in cele ce urmeaza, un sistem de vectori legati sau aluneca-
tori E), ey Fn avand dreptele-suport A, ..., A, si punctele A; € A;, unde
1 <4 < n. Fixadnd punctul A € E3 in raport cu reperul canonic R, intro-
ducem vectorii ﬁ A, /\—/l> 4 € TyR3 prin formulele

ﬁA:ZFi, ﬁAEﬁA mA:ZmiXFh mAEHA

i=1 =1
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(cf. [76], p. 55).

Vectorii R 4, My poartda denumirea de rezultanta generala sau vector
rezultant, respectiv moment rezultant al sistemului de vectori {f; ci=1,n}
(cf. [34], p. 57, [35], p. 50).

Fixand un al doilea punct B € Ej3, au loc relatiile

respectiv

o3 (7)

i=1

= Mp+ABXxRp

(cf. [34], p. 59, [14], p. 31). .

Formula (3.2) arata cd rezultanta generald R 4 este "transportatd” in
orice alt punct al SF' intr-un vector echipolent, si anume ﬁ . Aplicatia
care asociaza fiecarui punct A € FEs3 vectorul R 4 € R, defineste astfel un
camp vectorial uniform (cf. [35], p. 52). De aceea, convenim sd spunem
ca rezultanta generala a unui sistem de vectori legati sau alunecatori poate
fi privita ca un vector liber gi constituie un invariant (marime invarianta la
schimbarea polului A) al sistemului (cf. [34], p. 57, 59).

In ceea ce priveste momentul rezultant, deducem c&

My-Ra=Mp-Ra+ (AB,Rp, Ra) = Mg R,

adica proiectia momentului rezultant al unui sistem de wvectori legati sau
alunecatori pe directia vectorului rezultant este independenta de alegerea polu-
lui A, constituind un invariant al sistemului (cf. [32], p. 151).
Dubletul
- —
TA= (RA, MA)

se numeste torsorul de pol A al sistemului de vectori {f; i =1,n} (cf. [76],
p. 56). El exprima efectul mecanic al aplicarii sistemului de forte asupra
corpului solid rigid S (cf. [63], p. 54). Datd fiind existenta celui de-al
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doilea invariant al sistemului de vectori, putem spune ca aplicatia care aso-
— __
ciaza fiecarui punct A € F3 vectorul M4 € M 4 defineste un camp vectorial
echiproiectiv (cf. [35], p. 52).
Atunci cand rezultanta generala a unui sistem de vectori este nuld, cAmpul
vectorial al momentului rezultant devine uniform. Putem considera, astfel,

momentul rezultant ca un vector liber (transportabil prin echipolenta in orice
punct al SF) (cf. [34], p. 59, [35], p. 52-53).

Se pune in mod natural problema simplificarii (reducerii) unui sistem de
forte aplicate asupra corpului solid rigid, cu pastrarea efectului mecanic al
actiunii lor, si aceasta pentru a putea clarifica si rezolva diverse situatii din
viata de zi cu zi, scopul final al mecanicii. Reducerea, prin operatii specifice,
a fortelor care intervin in probleme practice va permite stabilirea cu usurinta,
in general, a efectului acestora asupra corpului material.

Operatiile elementare de echivalenta cu ajutorul carora putem modifica
un sistem de vectori fara a influenta torsorul acestuia sunt:

1) glisarea unui vector pe dreapta sa suport;

2) suprimarea a doi vectori egali in marime dar de sens opus, avand aceeasi
dreapta-suport;

3) compunerea mai multor vectori cu acelagi punct de aplicatie A;

4) descompunerea unui vector cu punctul de aplicatie in A in mai multi
vectori cu acelasi punct de aplicatie (cf. [34], p. 60-61, [76], p. 52-54).

Fiind date doua sisteme de vectori legati sau alunecatori, notate Sy, s,
spunem cd, prin definitie, ele sunt echivalente dacd 74(S1) = 74(S2), unde
A € Ej3. Relatiile (3.2), (3.3) arata cd o asemenea egalitate este independenta
de alegerea polului A (cf. [35], p. 54). Se poate dovedi ca sistemul de
vectort Sy poate fi transformat pe baza operatiilor elementare de echivalenta
in sistemul Sy dacd i numai daca cele doua sisteme sunt echivalente (cf.
[35], p. 54, 57-58, [34], p. 61, 64-65). In particular, un sistem avand torsorul
nul (R4 = M, = 0) nu produce nici un efect mecanic asupra corpului solid
rigid, putand fi eliminat sau addugat in problema in functie de necesitati (cf.
[34], p. 64, [35], p. 57, [14], p. 29).

Un sistem de vectori avind torsorul nul este considerat echivalent cu zero
(nul) (cf. [34], p. 64, [2], p. 22). Dat fiind scopul final al operatiilor de
echivalentd, se intalnesc si denumirile de torsor de reducere (cf. [63], p. 55)
pentru 74(5), respectiv punct (centru) de reducere (cf. [32], p. 150, [63], p.
54) pentru polul A.
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3.1.4 Teorema lui P. Varignon. Cuplu de forte. Re-
ducerea sistemelor de vectori

N n
In cazul in care (| A; = {A}, au loc relatiile
i=1

i=1

i= i=1

=1 =1

—

_ mxm:m(m),

unde k; € R, 1 < i < n, ceea ce arata ca, intotdeauna, un sistem de vectori
cu lintile de actiune concurente poate fi redus la un singur vector, rezultanta
lor (cf. [76], p. 140). Egalitatea

Mg ({E)ZZL_HD = Mg (ﬁ)A)> B € Ej,

este cunoscutd sub numele de teorema lui P. Varignon (1725) (cf. [32], p.
152, [34], p. 60, [14], p. 37). Un alt caz al acestei formule, privind sistemele
de forte in plan, este discutat la p. 229. Considerand o dreapta oarecare A,
introdusa cu ajutorul punctului B € FEj si al versorului director u, putem
scrie ca

Ms (Ra) = Ms(Ra) -a:znj(mi AR

=1
= ;MA (E) ~

Cu alte cuvinte, momentul in raport cu o axa oarecare al rezultantei unui
sistem de vectori cu dreptele-suport concurente este egal cu suma algebrica
a momentelor fortelor componente in raport cu aceeagi azxd (cf. [14], p. 38).
Sub aceasta formulare, teorema lui P. Varignon se mai numeste si teorema
momentelor (cf. [63], p. 48).

Un caz particular important de sistem de Ve(:‘c_<))ri_i)l constituie cuplul de
forte. Prin cuplu de forte intelegem perechea {Fy, 5} alcatuita din forte
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egale in marime si de sens opus care au liniile de actiune paralele (cf. [14],
p. 27). Astfel,

MA = ﬂ1XFl+ﬂ2X(—F1):(ﬂl—ﬂ2)Xfl
= AA x Fy = Mp.

Campul vectorial definit de momentul rezultant al unui cuplu de forte
aplicate solidului rigid S fiind uniform, momentul rezultant al cuplului poate
fi considerat drept vector liber (L. Poinsot, 1804) (cf. [32], p. 148-149, [34],
p. 63).

Egalitatea My = My, (ﬁ) (vezi Figura 3.5) ne conduce la }MA} =
ro - Fy -sina = Fy - b. Alci, b reprezintd bratul cuplului (cf. [14], p. 27).

Figura 3.5

Mirimea M 4 (vector liber) constituie momentul cuplului (cf. [35], p. 56,
[32], p. 146).

Se cuvin facute in acest moment cateva precizari relative la legatura dintre
notiunea de moment al fortei fatd de un pol (axa) si efectul de rotatie produs prin
aplicarea fortei respective asupra corpului material, efect la care am facut referire
anterior. Cum mecanica teoreticd reproduce in cadrul unor modele matematice
intdmplari din viata de zi cu zi, este natural ca introducerea unor notiuni auto-
continute de tip matematic in discutie sa fie ilustratd prin mentionarea unor fapte
experimentale usor de imaginat ori realizat efectiv. De aceea, aceste comentarii
privind rotatia suferitd de un corp cu ”axd fixd” sub actiunea ”apasarii” ori ”
tragerii” noastre trebuie luate numai in sens ilustrativ. Incercati, de exemplu, s
rotiti cu mdinile goale o elice de vapor! Am putea spune, pur intuitiv si neriguros,
cd acolo unde existd un moment ar putea aparea si o rotatie. Dar o asemenea
afirmatie are drept scop sd ne ajute in a ne imagina fenomenul, nu in a realiza
demonstrarea unor ”intamplari” mecanice precise.
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Revenind la chestiunea cuplului de forte, acesta seamand cu o ”pocnitura din
degete” (ansamblu de miscari opuse ale falangelor), deci ne-am astepta sa apara o
rotatie (cf. [35], p. 75). Si, intr-adevar, dacd solidul rigid asupra caruia actioneazi
cuplul {E), ?’2} este in repaus, liber, constituit dintr-un material omogen si avand
forma unei sfere S(O, R), atunci acesta va cipita o migcare de rotatie cand planul
cuplului de forte contine punctul O (vezi Figura 3.6) (cf. [76], p. 137, [63], p.
49). Rotatia se va realiza in jurul axei A perpendiculara in punctul O pe planul
cuplului. Dar, trebuie stiut cd, in ciuda aparentelor, un cuplu de forte nu conduce
in mod automat la o rotatie. In general, determinarea miscirii unui solid rigid sub
actiunea unui cuplu de forte depinde de conditiile initiale, de geometria maselor,
etc (cf. [76], observatia de la p. 137). Priviti un copil care isi aruncd juciriile pe
podea. Actiunea copilului se repetd in mod aproximativ identic, dar "rostogolirea”
jucariei pe sol difera de la caz la caz, fapt ce pare a fi in legatura cu forma jucariei,
greutatea ei, g. a. m. d.

Figura 3.6 Figura 3.7

Revenind la sistemul de vectori {E) .4 =1,n}, si considerdm un plan IT
care nu contine punctele A;. Atunci, dreptele A; vor intersecta planul II in
cel mult n puncte.

Putem, asadar, fixa punctele O;, Oy, O3 € II necoliniare astfel incat
Ok ¢ A; pentru orice k, i. Vectorii Oy 4;, 0105, O103 sunt necoplanari, ceea
ce este echivalent cu

(OlAia 0,0, 0103) = (OlAia 020y, 0301)
= (014;,0:0, 4+ 0:14;,050, + 014;)
= (014;,0,4;,034;) #0.

Vectorii ey;, es;, es;, introdusi prin formula

Cai € O, A;, eas € TAR? a=1,2,3,
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alcdtuiesc o bazd (neortonormatd) a spatiului T4, R3. In concluzie, existd o
descompunere unici a vectorului F; in T, R® pe directiile €,; (vezi Figura
3.7), si anume

|

—

—
E) — F/ _'_EH +F”,, 17n‘

(2 3

3

— = —
Prin glisarea vectorilor F/, F!", F!" pana in punctele Oy, Oy, O3 putem
reduce sistemul initial la un sistem de trei vectori

SIS WA

(cf. [34], p. 61-62, [35], p. 54-55).
— = =
Sistemul {R;, Ry, R3} obtinut poate fi redus in continuare.

Figura 3.8

Astfel, sa notam cu II; » planele determinate de O; si de dreapta-suport

a vectorului }?2) , respectiv O; si dreapta-suport a vectorului }?3) (vezi Figura
3.8). In cazul cel mai complicat, H1 NI, = A. Fixand un punct O’ € A,

O # Oy, descompunem vectorul R2 dupa directiile O;0,, O'O, si facem si

gliseze vectorii R 7 pani in punctele O’, O;. In final, ajungem la sistemul
de doi vectori

N e T e
{R1 + Ry + Ry, Ry + Rg}
(cf. [34], p. 62-63, [35], p. 55-56).
Urmatorul procedeu este cunoscut sub denumirea de reducerea fortei apli-

catd unui corp solid rigid (cf. [63], p. 53, [14], p. 29). Sa consideram vectorul
—
F', legat sau alunecdtor, avand linia de actiune A (vezi Figura 3.9) si A € A.
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Tntr—un punct oarecare B al solidului rigid aplicam Slstemul nul de forte
{Fl, FQ} dat de F; = —F, = F. Atun(:1 sistemele de vectori {F} {F Fl,
FQ} sunt echivalente. Dubletul {F FQ} constituie un cuplu de forte avand
momentgl> ./\_/l> El poate fi 1_I1locu1t, pastrandg—)se echivalenta, cu orice alt
cuplu {F', F"} de moment M. Astfel, forta F aplicatd unui solid rigid S
poate fi ”transportata” in forta E) a carei linie de actiune trece printr-un
punct convenabil ales daca aducem in discui:i_e> un cuplu de forte suplimentar
(cf. [63], p. 53-54, [14], p. 29-30). Cuplul {F’, F"'} se numeste compensator
(cf. [32], p. 147). Aici, M=AB x Fo= -ABx F=BAx F = Mg(TF).

=
N4
=
A A Ay A N Ay 11‘;2
> kb _Ar
Al B kb
kb, |2 Vil
B kb | A, by Yhg|
e Bt prola B
AN 4.
= D25 o> = 9
A -\\ bl Z)) rr}.'"fB -1 F,-' Iil
NN/ BEA7E
\\\ ,.r'r \\\r C ,_) b
eerlB/ B .
[_}\C(. F l"\ (L
b
Figura 3.10

Asadar, pentru a deplasa forta F din punctul A in punctul B nesituat
pe dreapta sa suport trebuie introdus un cuplu c%npensator al carui moment
(rezultant) este echipolent cu momentul fortei F fata de polul B (cf. [32],
p. 147).
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—_ — —
Torsorul 75 = (F}, M) caracterizeazd complet vectorul alunecator F' (cf.
[76], observatia de la p. 50).

Reducerea unui sistem de vectori { 1, F» }, unde ‘Fl # | Fy
de actiune Ay, A, paralele poate fi realizata pe cale grafica, prin introducerea

—_
sistemului nul { f,— f }, intr-un mod extrem de simplu (vezi Figura 3.10).
Tinadnd seama de congruenta triunghiurilor hagurate, avem

, avand liniile

7l =
tana_ﬁ_)ﬂ) tana_%_A_D_ﬁ
tan 3 ,_Z;, }731 tan3 LB DB by
P
— — — —
Asadar, b, - ‘Fl = by - ‘FQ , de unde A1 E/AE = ‘FQ /‘Fl . Vectorial,
putem scrie ca . B
A,E-F,+4E T, =0. (3.4)

Cu alte cuvinte, deplasdnd echipolent fortele ?’1, }7)2 pe dreapta A1 Ay panad
in punctul E, definit de relatia A1 E - )ﬁ) = AE- ’}72)’ (interior sau exterior
segmentului A1 As dupa cum fortele sunt la fel orientate sau invers orientate),
vom obtine prin sumarea vectoriala a acestora reducerea sistemului {}7)1, }7)2}
(cf. [32], p. 148). Pozitionarea punctului F in raport cu segmentul A; A se
deduce din (3.4) pe baza definitiei produsului scalar.

Tehnica anterioara este utilizata pentru reducerea sistemelor de cupluri
de forte. Intr-adevir, in cazul cuplurilor situate in plane paralele (avand
momentele coliniare), putem aduce vectorii intr-un singur plan astfel incét
noile cupluri s& aiba acelagi brat (cf. [32], p. 149, [63], p. 50-52). Operatiile
se realizeazd prin introducerea sistemului nul {7, —7}

1) Deplasarea cuplului {?, —?} intr-un plan paralel:

A ) i
AT
A

Figura 3.11
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e
2) Obtinerea, in plan, a unui anumit brat b al cuplului { F', — F }:

A 4
4 -
y = /A
A /7~b F
__|? th {
—
—»; - ’
A /
Figura 3.12

3) Aducerea, in plan, a vectorilor cuplului {?,—?} pe doud drepte
paralele Ay, Al date (cf. [63], p. 52):

XE .
/ \Az 7 A
== ' N (-1
AL F »/T'" W A1
..\-. D_?} , B _/_l})
X R ~
{?*l_? 2
Al ™ %2

Figura 3.13

N . o . o . — — — — .

In sfargit, sa considerdm cuplurile { F}, — Fy }, { F5, — F } situate in planele
IT; 5. Aici, II; NII; = d. Fixam doua puncte A, B € d si construim perpen-
dicularele Ay 4, Ay p € Iy, respectiv Ag 4, Ay g € Iy, In aceste puncte, pe
dreapta d. Evident, planele determinate de dreptele Ay 4, Ag 4 51 A1 g, Ao p
sunt paralele (dreapta d reprezintd perpendiculara lor comund). Aducand

— — — —

vectorii Fy, —Fy si Fy, —F, pe dreptele Ay 4, Ay, respectiv Ay 4, Ao p

. - = = =
obtinem cuplul {F} + Fy, —F) — F,}.

Efectul mecanic al actiunii unei familii de cupluri de forte asupra corpului
solid rigid S este, asadar, cel al actiunii unui singur cuplu de forte, al carui

moment este suma (vectoriald) a momentelor cuplurilor de forte initiale (cf.
[76], p. 142).
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Discutia precedenta arata ca, in cazul sistemului de vectori {f; o=
1,n}, putem realiza, aplicand reducerea fortei f;, o transformare a sistemului
de vectori initial intr-un sistem alcatuit dintr-o familie de vectori cu dreptele-
suport concurente in punctul A, ales arbitrar, si o familie de cupluri de forte
(cf. [14], p. 30, [63], p. 54). Astfel, orice sistem de forte aplicate unui solid
rigid se reduce la un sistem de vectori alcatuit din rezultanta fortelor initiale
(transportate prin echipolenta) si un cuplu al carui moment rezultant fatd de

punctul de reducere A, ales arbitrar, este suma momentelor fortelor initiale
fata de polul A (cf. [34], p. 65, [35], p. 58).

3.1.5 Axa centrala a unui sistem de vectori. Reduc-
erea canonica a unui sistem de vectori si cazuri
de degenerescenta ale ei. Centrul unui sistem
de vectori paraleli. Centrul de greutate al unui
corp material. Centrul de masa al unui sistem
mecanic

Dintre cele doua metode de reducere a unui sistem oarecare de forte
actionand asupra corpului solid rigid S, aceea care transforma sistemul intr-
un vector R A i un cuplu de moment rezultant M A poseda avantajul de a
putea fi realizata in orice punct de reducere A. Am vazut ca invariantii Ra,
M 4 - R4 reprezinta elemente caracteristice ale ansamblului de forte aplicate
solidului rigid, adica marimi neinfluentate de alegerea polului A. Se pune in
mod natural problema de a investiga, odata calculati invariantii intr-o pozitie
convenabila A, existenta unui punct B al solidului rigid care, folosit drept
punct de reducere a fortelor, sa ne conduca la un moment rezultant /T/l) p cal-
culat numar cu ajutorul invariantilor. Vrem, cu alte cuvinte, sa gasim un
punct B in care torsorul 75(5) si poata fi privit drept un obiect matematic
caracteristic sistemului S de forte.

Avand la dispozitie un vector (R 4) si un scalar (M4 -R4), determinarea
—
altui vector (Mpg) ne conduce la problema ezistentei unui punct B pentru
— T —
care vectorit R g, Mp sunt coliniari.

Presupunand problema rezolvata, sa consideram ca B este un punct al
solidului rigid pentru care Rp X Mp = 0. Atunci, pe baza (3.3), putem scrie
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ca
0 = RpxMus+Rpx(BAxTRp)
= ﬁAxMﬁﬁ;m—(m%B)%
— RuxMs—Ry-AB+ (AB-R4)-R
de unde o
E:qu)\ Ra, NER.
RA

Asadar, punctul B se gaseste pe o dreapta (cf. [35], p. 60). Reciproc,
avem

ﬁBXMB = RBXMA+RBX(_A ﬁB)

= 0.

- In gnduzie, locul geometric al punctelor B din SF' pentru care marimile
R g, Mp sunt coliniare este o dreapta (cf. [34], p. 59). Ea se numeste aza
centrala a sistemului de forte aplicate solidului rigid (cf. [32], p. 151, [14], p
33).

Sa descompunem momentul rezultant /\_/l> 4 dupa doua directii ortogonale,
si anume My = a - Ra + ﬁj. Tnmult);ind scalar in ambii membri cu R4,
obtinem
. ﬁA : MA ﬁ A =1

M ——— =—+R
TR TR
Atunci,
N —
(M| = (RT_—A‘AA> + ’ﬁjf > mfﬁ.—/\‘/m = constant.
Ra A

Asadar, daca la momentul t asupra solidului rigid actioneaza fortele {f; :

R —_—
i =1,n}, marimea ‘M 4l (ca functie de A) igi va atinge minimul in punctele
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azei centrale A ( ﬁg = 0). Reciproca este, de asemeni, adevarata (cf. [76],
p. 57). De aceea, torsorul de reducere 74(S) se mai numeste si minimal
atunci cand A € A (cf. [63], p. 57).

Reducerea unui sistem de forte S avand primul invariant nenul (R4 # 0,
conditia de existentd a axei centrale) se numeste reducere canonicd atunci
cand centrul de reducere se giseste pe axa A (cf. [35], p. 58, [76], p. 136).

Sunt valabile situatiile de mai jos (cf. [34], p. 65-66).

1) ﬁA . /\—/l> 4 # 0. Sistemul de forte este echivalent cu vectorul ﬁ) A
aplicat pe axa centrald A si cu un cuplu de moment My, aflat intr-un plan
perpendicular pe ara A. Folosind ”ilustrarea” cuplului cu ajutorul rotaties,
putem spune cd misgcarea (instantanee) poate fi imaginata ca o ingurubare in
lungul axei centrale (misgcare elicoidald). Fireste, in realitate, lucrurile nu se
petrec asa. Interpretat astfel, un asemenea sistem se mai numeste si dinama
sau torsor rasucitor (cf. [76], p. 137).

2) ﬁ A # 0, /T/i a4 = 0. Sistemul este echivalent cu un vector unic ﬁ) A
glisant pe axa centrala A. Este cazul sistemului format din doi vectori cu
liniile de actiune paralele (dreapta DE reprezintd axa centrald a acestuia).
Aici, axa centrala poate fi determinata aplicAnd o varianta a teoremei mo-
mentelor, vezi p. 229, privind sistemele de forte in plan (cf. [14], p. 37-38).
De exemplu, pentru un sistem alcatuit din forte paralele (vezi Figura 3.14),
putem scrie ca

|2 A5 Ay Ay \g
Al T ' !
V5 4 s
vh B Ayl = N Fs
Y= F] 4 5
P As
Sl @ =
- Py [ﬁ
A a B b O ¢ Do §| )l
! G
7 5k
F4
Figura 3.14

—F-0+F-a—Fs-(a+b)—Fy-(a+b+c)+Fs5-(a+b+c+d)
= (—F1+F2—F3—F4+F5)‘x,

unde x desemneazd distanta de la polul A la axa centrala A (cf. [76],
aplicatia 5°, p. 145).
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— —
3) Ra=0, My # 0. Sistemul este echivalent cu un cuplu de moment

—_— —
M. Nu exista axa centrald si momentul rezultant M 4 al cuplului poate fi
legat in orice punct al solidului rigid.

4) R A M 4 = 0. Sistemul este nul, putdind fi eliminat din discutie.
ﬁ
S& considerdm un sistem de vectori { F; : ¢ = 1,n} avand liniile de actiune
paralele (de directie w). Atunci,

Ri-3F-Ym- (Yn)
i=1 i=1 i=1
si
=1 =1
Conditia de existentd a axei centrale este data de > F; # 0. In acest caz,

=1
putem scrie ca

My="1 % ( F]> 1| = AG X Ra.
> F
j=1
Punctul G € Ej5 este baricentrul de ponderi o, = an al familiei
> F

j=1
(Ap)petm st se numeste centrul sistemului de vectori paraleli (cf. [76], p.
143). Conform [34], p. 67, pe baza (3.3), obtinem

Mg = M+ GAx Ry = (AC + GA) x Ra = 0.

H
Astfel, marimea ‘M A‘ (ca functie de A) igi atinge minimul in punctul G,

ceea ce aratd ca G € A. Vectorul director al axei centrale fiind R 4, deducem
ca axa centrala a unui sistem de vectort paraleli ale caror linii de actiune
au directia uw este dreapta ce trece prin centrul G al sistemului de vectori i
are ca vector director directia w. Centrul G reprezintd un element intrinsec
(caracteristic) al sistemului de forte (cf. [76], p. 144). Formula

oG ="
F)
=1

J
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arata independenta lui G fata de directia comuna w a vectorilor f; Centrul
G este invariant, ca baricentru, la schimbarea sistemului de referintd R. In
plus, partitiondnd sistemul S de vectori paraleli in subsistemele S;, Sy si
notand cu Ay, A, axele centrale ale celor doua subsisteme, se poate dovedi
cd axa centrald (trecand prin G) a sistemului S constituie axa centrald a

sistemului de vectori {)_ ?, > ?} glisanti pe axele A; (trecand prin G;).
St Ss
Evident, G va fi centrul noului sistem de vectori paraleli. Justificarea acestor

afirmatii poate fi citita in [34], p. 68-69, [35], p. 63-64.

In cazul unui corp de dimensiuni obignuite, centrul sistemului de forte de
greutate ale ”particulelor” din constitutia corpului material poarta denumirea
de centru de greutate al corpului (cf. [32], p. 154). Cum campul gravitational
este doar local uniform (cf. [76], p. 148), nu vom putea vorbi, de exemplu,
despre centrul de greutate al Oceanului Pacific!

In sfarsit, in cazul sistemului mecanic S, baricentrul G corespunzitor

ponderilor o; = m;/()_ m;) se numeste centru de masa (cf. [32], p. 79).

j=1
Astfel,

n
— — . o .. o . . not
unde 7¢, Ty reprezintd vectorii de pozitie ai punctelor G, My, iar m = ) m,;
J=1
constituie masa sistemului mecanic (cf. [56], p. 16). Formula

> m;g - OM;

oG=2="_
2. Mg
i=1

arata ca centrul de masa si centrul de greutate coincid pentru corpurile ma-
teriale de dimensiuni obignuite (cf. [14], p. 56-57).

Centrul de masa al unui sistem mecanic omogen (m; = m, 1 < i < n)
se bucura de o serie de proprietati geometrice. Astfel, daca sistemul mecanic
admite un plan, o axa sau un centru de simetrie, atunci centrul de masa
se va gasi in planul, pe axa, respectiv in centrul de simetrie al configuratiei
punctelor materiale din sistem (cf. [76], p. 150, [14], p. 59). Vom justifica
aceastd afirmatie in cazul existentei unui plan de simetrie. Formula (3.5)
probeaza independenta centrului de masa al sistemului S fata de reperul
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R. Facand, eventual, o schimbare de reper, putem considera drept plan de
simetrie al sistemului mecanic chiar planul de coordonate Oxy. Astfel, daca
un punct material al sistemului S va avea coordonatele x, y, a, unde a > 0,
va exista un punct material in cadrul sistemului S de coordonate x, y, —a.

De unde deducem ca
Z mas - z(M) = 0.

Pe de altd parte, {inand seama de (3.5), avem z(G) = m™- Y my,-2(M).
MeS
In concluzie, 2(G) = 0, adici G se giseste in planul de coordonate Ozy.
Maérimile my; - z(M) se numesc momente statice ale punctelor sistemului

mecanic fatd de planul Ozy (cf. [14], p. 59). Egalitatea m-z(G) = > myy-
Mes
z(M) este cunoscutd sub denumirea de teorema momentelor statice (cf.

[76], p. 152, [63], p. 70-71). A se vedea si [56], p. 17.
Plecand de la (3.5), putem scrie ca

k=1 k=1 k=1

n
Relatia > my-GMy, = 0, intalnita deja la calculul alurii la distante mari
k=1
a potentialului newtonian, constituie o caracterizare echivalenta a centrului

de masd al unui sistem mecanic. In cazul corpurilor (mediilor) materiale,
formula centrului de masa se bazeaza pe marimea numita densitate. Astfel,

0G = [ pan)- OB axat)  m= [ p(ar) axa),

unde D reprezintd domeniul ocupat in SF' de corpul material (cf. [76], p.
153-154, [63], p. 71-73, [56], p. 18-19).

In incheierea acestei subsectiuni, facem cateva comentarii privind sisteme-
le de forte in plan. Astfel, s consideram sistemul de vectori {f; ci=1,n}
ei? caror linii de actiune se gasesc intr-un plan II oarecare si A € II. Daca
R 4 # 0, sistemul de vectori va avea o axa centrald, situata in planul II.
Vectorii @, T alcdtuiesc o baza a spatiului vectorial (director) al planului II.
Atunci,

=1 i=1
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= uX (f: aifi) +7v X (i @Fi)
i=1 =1

ux(a-u+0-0)+0 X (y-u+e-0)

ceea ce arata ca \gctoril) ./\_/l> 4 este sau nul sau perpendicular pe planul II. In
a_)mbele situatii, M4 - R 4 = 0, adica sistemul se reduce laAun singur vector
R 4 glisant in lungul axei centrale A (cf. [32], p. 152). Intr-adeviar, cum
R A # 0, exista axa centrald A gi atunci, luind A € A, avem ﬁj =0, de
unde M4 = 0.

Invarianta momentului rezultant fata de operatiile elementare de echivale-
ntd ne conduce la egalitatea (valabild pentru orice A € II)

./T/l)A(S) = ./T/I)A(ﬁB), B e A,

care constituie teorema lui Varignon (cf. [76], p. 140). Teorema mo-
mentelor, vezi discutia de la p. 216, se formuleaza asemanator.
Avem My = AB X Rg = AB X R4, de unde

Rax Ma=Rax (ABxRa) =R -AB — (Ra-AB) - R,

respectiv . L
R A X M A
R

E: —|—)\'ﬁA, A €R.

Am regisit ecuatia axei centrale. In aceste conditii, putem spune c&
formula din teorema lui Varignon, si anume 7x Ro = M, reprezints ecuatia
in reperul canonic R a azxei centrale a unui sistem de forte in plan (cf. [76],
p. 58, 140). Acest rezultat a fost deja utilizat in cazul sistemelor de forte
paralele.

Un al doilea comentariu priveste reducerea pe cale grafica a sistemului
de forte {f; : i = 1,n} prin metoda poligonului funicular. Chiar dacd, in
practica, asemenea metode au fost inlocuite cu tehnici avansate, utilizand
calculatorul, pentru studentul matematician ele ramén relevante prin prisma
legdturilor profunde cu geometria (de exemplu, cu geometria proiectiva, cf.
[76], p. 242). Recomandam cititorului expunerile metodelor grafice facute in
[76] ca si regésirea pe baza consideratiilor de mecanica sistemelor de puncte
materiale a unor teoreme din geometria sintetica in [35], [51], Cap. IV (de
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exemplu, teoremele lui Leonardo da Vinci (1508) si Commandino (1565), cf.
[35], p. 129, [51], p. 97-98, 139, teorema lui Fagnano (1750), cf. [35], p. 154,
[51], p. 11, teorema lui Viviani (1660), cf. [35], p. 217, etc).

- == =

Sistemul de forte in plan {Fy, Fy, F3, )} este dat in Figura 3.15. Vom
urma expunerile facute in [76], p. 234-236, [32], p. 153, [63], p. 64-65, [35],
p. 215-217.

Mai intai, plecand de la regula paralelogramului, putem construi regula
triunghiului (Figura 3.15 a) si a poligonului fortelor (Figura 3.15 b) (cf. [34],
p. 12-14, [63], p. 24-25). Ele vor fi aplicate aici. Astfel, fixdnd un punct
A in planul fortelor in mod convenabil (Figura 3.15 ¢), transportdm prin
echipolenta forta 171 in A, apoi forta E in B, etc. Forta care va inchide linia
poligonala ABCDE, notata ﬁ), constituie rezultanta generala a sistemului
de forte in plan (metoda poligonului fortelor). Fixam, apoi, un punct O in
planul fortelor, nesituat pe dreap@)—sgort a rezultantei ﬁ), si, folosind regula
triunghiului, construim fortele fy, fi, etc. Aici, fo + f, = F1, (—f,) +
fo=Fa, (=fy) + f3 = Fssi (—f3) + f; = F4. Prin sumare, avem R =
fo + f4. Alegand convenabil punctul F in planul fortelor (Figura 3.15 d),
ducem paralela F'G la dreapta AO, apoi paralela GH la dreapta BO, etc.

Figura 3.15

. . 5 — — —
Transportam prin echipolenta in punctul G fortele fy, fi, unde fy €
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fo = AO, ﬁ € f, = OB, in punctul H fortele —ﬁ, ﬁ, etc. Punctul O se
numeste pol, iar segmentele OA, OB, etc raze polare (cf. [76], p. 234). Sis-
— — AN

temul de forte initial este echivalent cu sistemul { fo, fi, —E}, E, — fa, ﬁ,
—_ = — - = —
— f3, f1 }. Aplicand principiul suprimarii fortelor, vectorii fi, — f1, f2, — f2,
ﬁ, —ﬁ vor disparea din sistem. Facem sa gliseze fortele %), ﬁ) pana in
punctul comun L al liniilor lor de actiune. In sfarsit, prin compunerea aces-
tor doua forte, gasim rezultanta sistemului initial, echipolentd cu R . Linia
poligonala FGHIJK poarta denumirea de poligon funicular.
Daca poligonul fortelor rédméane deschis (A # E), atunci sistemul initial
este echivalent cu un singur vector, determinat cu ajutorul poligonului funic-
ular. Daca, in schimb, poligonul fortelor este inchis iar fortele %}, ﬁ) (de-a

lungul razei polare AQ) au sensuri opuse, atunci sistemul initial este echiva-
— — A
lent cu cuplul { fo, f4}. In acest caz, poligonul funicular ramane deschis.
— =
Cand fortele fy, fi1 au acelasi sens de-a lungul razei polare, sistemul initial

va fi echivalent cu zero (poligonul funicular este inchis) (cf. [76], p. 236-237,
[63], p. 65).

3.1.6 Tensorul de inertie al unui sistem mecanic. Mo-
mente de inertie. Formula lui Leibniz. Formula
lui Lagrange. Formula Huygens-Steiner. Teo-
rema Steiner-Lurie. Formula Euler-Cauchy pen-
tru calculul momentului de inertie fata de o axa

Chestiunile care urmeaza necesita referirea la marimile numite tensori
de ordinul al Il-lea. Dat fiind caracterul restrans al interventiei directe a
proprietatilor tensoriale specifice acestor marimi, ne vom limita la expunerea
facuta in [35], p. 46 si urmatoarele. Generalitdti privitoare la tensori pot
fi citite in [66], Cap. VIII. O prezentare eleganta a elementelor algebrei
tensoriale apartine profesorilor G. Gheorghiu si V. Oproiu, in Geometria
Diferentiala, p. 11-21. Momentele de inertie, pe care le introducem aici,
sunt tratate pe larg in [76], Cap. XXV, [63], p. 354 gi urmatoarele, etc.

S& consideram doud repere carteziene R' = (B, ?), R" = (C, 5) aflate
in repaus fata de sistemul de referintda R. Notam cu A matricea cosinugilor
directori «,, ai bazei D in raport cu baza C. Atunci, matricea A este or-
togonala (stochasticd) si are loc proprietatea A' = A~! (cf. [35], p. 42, [77],
propozitia I11.3, p. 102-103).
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O marime fizicad sau geometrica, notata cu Y, se numeste tensor de or-
dinul al II-lea dacd poate fi descrisd (numeric) in raport cu un reper cartezian
oarecare printr-o matrice din M3 (R). Spunem c4 tensorul X este reprezen-
tat tensorial de matricea

[X] = (Xij)z‘,j :

Ca si in cazul vectorilor, ceea ce confera un caracter tensorial marimii
X este modul in care componentele matricei [X] se modificd la schimbarea
reperului cartezian. Mai precis, dintre toate marimile fizice ori geometrice
exprimabile cu ajutorul matricelor numai cele supuse legit de transformare
de mai jos

(X =A-[X] A
constituie tensori de ordinul al IT-lea (cf. [35], p. 44).

Fiind dati vectorii @', @ € TgR?, unde w € u, v € U, de coordonate
U1, Uz, Uz, respectiv vy, v, vz in reperul R’, marimea ?, notata u ® v si
introdusa pe baza matricei (u;-v;); ;, constituie un tensor de ordinul al II-lea.
Ea poartd denumirea de produsul tensorial al vectorilor @, 7. Intr-adevir,
tindnd seama de calculul formal, putem scrie ca

Uy 31 U1
] = {w |- (vi v v3)=[A| w |]-[A] v [
Uz U3 Vs
= A-[T]- A"

In schimb, o mirime fizici sau geometrici descris (numeric) in raport cu
un reper cartezian oarecare printr-un numar real este numita scalara daca
numdarul in cauza nu se modificd la schimbarea reperului (cf. [66], p. 254). Nu
orice marime fizica ori geometrica reprezentata printr-un numar real in raport
cu un reper cartezian constituie un scalar. Exista pseudoscalari, densitati,

capacititi scalare, etc (cf. [66], p. 254). In cazul vectorilor @, b, ¢ €
—)

_— —_ T —_— j— A
TgR3, unde @ € @ b € b, ¢ € ¢ de coordonate a;, b;, ¢; in reperul
R’, marimea (@,b,¢), numita produs mizt, pe care o definim cu ajutorul
numarului

a; ag as

not . 37 —

M = bl bg bg = (G, b, C)
Ci C2 C3

(cf. [34], p. 31), va fi supusa legii de transformare M* = det A- M = M. Ea
este, agadar, scalara. Introducand in discutie si baze neortonormate (det A #
1), marimea (@, b,¢) devine o densitate scalara (cf. [66], p. 255).
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La randul sau, produsul scalar este o marime scalara. Intr-adevar, con-
form calculului formal, avem

by
EE=<CL1 (05} ag) bg s
bs
de unde
bi ay by
(ai a3 a3 )-| b5 | = [A| a2 |]'-[A] b2 |]
b3 as bs
b
= (CLl (05} CLg)(AtA) b2
bs
b
= ( a; ag as ) bg
bs

—
Marimea FE , reprezentata in reperul cartezian R’ prin matricea

Yoo
[E]: 21 ‘(2’1 J1 kl)a
k1

unde C = {71, j,, k1 }, constituie tensorul-unitate (Kronecker) (cf. [35], p. 44,
[34], p. 44).
— —
Marimea ¢( X ), numitd contractia tensorului X (cf. [34], p. 50), este
reprezentata in reperul R’ de numarul (urma matricei [X])

tr ({X]) @t X11 + X22 + X33.

Cum tr(A-[X]-A™Y) = tr([X]) (cf. [50], problema 29, 4), p. 95),
deducem ca c()_()) este un scalar.

Modulul unui vector (liber) este o marime scalard. Intr-adevir, are loc
relatia C(Y) = |Z)*, unde X =707 (cf. [35], p. 46).

In mod evident, operatiile cu tensori (adunarea, inmultirea cu scalari) se
definesc cu ajutorul operatiilor matricelor de reprezentare (cf. [34], p. 45).
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Putem introduce acum marimea
n n
— 9 — _ _
Ip(S) = E my - Ty, -E—E My - Tr @ Tk,
k=1 k=1

unde OM,, "2 Tr, 1 < k < n, numita tensor de inertie al sistemului mecanic
S in punctul O din SF (cf. [76], p. 586, [41], p. 141). Caracterul tensorial
al marimii E)(S ) rezulta imediat din consideratiile anterioare.

Operatorul urma fiind liniar (cf. [50], problema 29, 1), 2), p. 95), putem
scrie ca

C<B(S)> = (imk Fi) c(ﬁ) —Zi:mk~c(ﬁ R Tk) -

Astfel, c(I_o>(S )) este reprezentatd in reperul R’ de numarul 2- Y my, -T2,
k=1
Expresia

Io(S) == ka . 7%
k=1

poartd denumirea de moment de inertie polar al sistemului mecanic S (cf.
A —
[76], p. 567) in polul O. In sfarsit, ¢(Ip(S)) =2 - 1o(S).

Cum > my - GM} = 0, obtinem
k=1

Io(S) = Y my - (OG + CML) = m -0+ my - G

k=1 k=1

Egalitatea [p(S) = I(S) +m - OG” constituie formula lui Leibniz.
Conform ei, momentul de inertie al sistemului mecanic S fata de punctul O
este egal cu momentul sau de inertie fata de centrul de masa G plus momentul
de inertie fata de punctul O al punctului geometric G dotat cu masa totala
a sistemului mecanic (cf. [35], p. 147, [76], observatia de la p. 575, [51], p.
137).

Aplicand formula lui Leibniz in punctele M;, avem relatiile
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de unde deducem ca
n n 2
> mi- Iy (S) =m-Ia(S)+m- Y m;- MG =2m-Ia(S),
i=1 i=1

respectiv

Io(5) = 5> m, (Z m, m) (3.6)

i=1 j=1

2 2
1 MiMj + M; M,
= — E m,-mj .
m L — 2
1<i<y<n
1 —
= —- E mym - M M.
m J
1<i<y<n

Relatia (3.6) reprezintd teorema lui Lagrange (1783) (cf. [35], p. 148).
Cu ajutorul sau, obtinem formula lui Lagrange, si anume

n L L 1 L
ka~OMi:m-OG2—|——~ Z mimj-MiMi,
k=1 1<i<j<n

pe baza céreia pot fi stabilite numeroase relatii (metrice) in geometria sintet-

ica. De exemplu, fixdnd in varfurile triunghiului ABC masele my = mp =
me = 1, formula lui Lagrange ne conduce la egalitatea

ZMA2:3MG2+%(a2+b2+c2),

unde M este un punct oarecare din planul triunghiului (cf. [74], problema
571, p. 64, [35], p. 150).

Un alt exemplu il constituie teorema lui Stewart (cf. [51], p. 9): fiind
dat punctul M pe latura BC' a triunghiului ABC intre B si C, are loc relatia

AM? .- BC = AB?> - MC + AC? - MB — BC - BM - CM.

Presupunand ca M este diferit de B si C, plasim in aceste puncte (geo-
metrice) masele mp = CM, m., = BM. Atunci, cum mp - MB + me¢ -
MC = 0, rezultd c& M este centrul de masi al sistemului mecanic S =
{(B,mg), (C,me¢)} (cf. [35], p. 169). Pe baza formulei lui Leibniz, avem

1A(S) = mp-AB? +mc - AC?
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Formula (3.6) ne conduce la Ip(S) = 7 - BC?. Inlocuind m#rimea
I (S) in egalitatea anterioara, regasim relatia din teorema lui Stewart.
Sa consideram acum dreapta A care trece prin punctul O si are versorul

director 7 fix (vezi Figura 3.16). Marimea
IA(S) =Y my - df,
k=1

unde dj, 4 d(My, A), desemneaza momentul de inertie al sistemului mecanic
fatd de aza A (C. Huygens, 1673) (cf. [32], p. 109, [76], p. 12, 565). Notam
cu Ag dreapta determinata de centrul de masa G al sistemului mecanic S si
de vectorul (director) .

dl\';, .:',::;:F"Mk

Pk //" Qk
%

u
G

e

B//%
/ d
A

A )
A BYe

Figura 3.16

Evident, A gi Ag sunt paralele. Are loc relatia PyM, = P,Qy + QpM,,
vectorii implicati gasindu-se in planul perpendicular pe directia u. Atunci,

Ix(8) = > mi- (PiQy + Q)

k=1
= Nome 27> my Qi+ Ing(S),
k=1 k=1

unde P,Q, =7 si }Pka’ =d, 1 <k <n. Inst QM = QuG + GMy, astfel
ca

k=1 k=1

k=1
= mkak> - U.
k=1
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Deoarece u - v = 0, obtinem egalitatea
IA(S) = IAG(S) +m- d2,

cunoscutd gi sub numele de formula Huygens-Steiner (cf. [35], p. 174-
175). Conform ei, momentul de inertie al sistemului mecanic S fatd de
dreapta A este egal cu momentul de inertie fata de o dreaptd paralela cu
A trecand prin centrul de masa G plus masa totala m a sistemului mecanic
inmultita cu patratul distantei dintre cele doud drepte (cf. [76], p. 574, [34],
p. 270, [73], p. 373). Demonstratia formulei Huygens-Steiner a fost data de
L. Euler in 1749 (cf. [32], p. 120).
Pe baza formulei Huygens-Steiner stabilim ca

IA(S) —m- d2(A,Ag) = [A/(S) —m- d2<A/, Ag),

unde A’ este o dreaptd oarecare paraleld cu A (cf. [34], p. 271, [76], p.
574). Aceastd relatie exprima variatia in raport cu axa A de directie fix3 a
momentului de inertie axial Ia(S) al sistemului mecanic (cf. [76], p. 567).

Momentul de inertie al sistemului mecanic S fata de axa Ag, numita axa
centrala, are urmatoarea expresie

1 -
IAG(S):E Z m;m; (M@MJ Xﬂ)2

1<igjsn
(cf. [35], p. 175). Pentru stabilirea acesteia, sa consideram mai intai un punct

P ales arbitrar pe axa A (vezi Figura 3.16). Atunci, conform identitatii lui
Lagrange (cf. [34], p. 34), avem

& = [PM,|" - [PP|" = |PM,|" - (PM, 1) (3.7)
— PM;-w - (PMy-7)° = (PM, x7)°.

Notam cu A; dreapta de directie @ care trece prin punctul M;. Atunci,
aplicand formula Huygens-Steiner, obtinem relatiile

In(S) = Ing(S) +m-d*(A;, Ag), 1<i<n,
de unde deducem ca
> miIa(S) = m-Iag(S)+m-> mi-d*(Ai, Ag)
i=1 i=1

= 2m- IAG(S)
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deoarece d(A;, Ag) = d(M;, Ag). La fel ca anterior,

1
]AG(S) = E . Z mimj . d2(A“AJ)

1<isjsn
Insa, din (3.7) rezultd ci (A = A;, P = M,)
d2(Ai, AJ> = (M@M] X E)z

(cf. [35], p. 176) si demonstratia se incheie.

Sa revenim la tensorul de inertie I_O)(S ). Considerand ca doi tensori de
ordinul al Il-lea sunt egali daca matricele lor de reprezentare in orice reper
cartezian sunt egale si tinand seama de biliniaritatea evidenta a produsului
tensorial a doi vectori, se poate stabili relatia

Io(S) = 1a(S) + 1o ({(G,m)}), (3.8)

cunoscuta sub numele de teorema J. Steiner-L. Lurie (cf. [35], p. 183).
Intr-adevir, conform formulei lui Leibniz, avem

(imk.ow§> > (kami> F+ (m-0C) - F.
k=1 k=1

Apoi, cum OMj, = OG+GMy, OM,2O0M;, = OGROG+0GRGM),+
(;Afk@9()(:4—(;A1k@§(;ﬂfk§i

j{:Tnk'szj@szjzk = 27_18 (jE:Tnk‘zjjik> =0

k=1 k=1

:E:Tnk-27ﬁik§92ﬂj = ( 7nk-2737k> QQZjEiZZO,
k=

k=1 1

obtinem

S iy - OMy, ® OMy =m-0G 2 0G + > " my, - GM, & GM,
k=1 k=1



3.1. VECTORI §I TENSORI 239

ceea ce incheie demonstratia. In mod analog, tensorul central de inertie
—
I(S) are urméatoarea expresie remarcabild

Ic(S) = i : [(Zme m) - E (3.9)

i=1 j=1

i=1 j=1

(cf. [35], p. 184), de unde, dat fiind ca M;M; @ M;M; = M;M, ® M;M_,
avem

1 _

1<i<j<n 1<i<j<n

Aplicand contractia tensoriald in (3.8), (3.9), regdsim formula lui Leibniz,
respectiv teorema lui Lagrange (cf. [35], observatiile de la p. 184-185).

Notand cu «, (3, v cosinusii directori ai vectorului w in raport cu baza B
a spatiului 7R3, putem scrie c&

. 37) ——2 _ g — 2
IA(S) = ka-dz (0 ka-OMk-u2—ka- (OM), - )
k=1 k=1 k=1
= > m(aR+ i+ 2@+ B+ =D mulom + By + v’
k=1 k=1

= I1110% + I53* + Isgy* + 211208 + 2130y + 21337,

unde
Lo = > m@i+2) Io=) mu(ei+27) s =) mu(af+13)
=1 =1 =1
Ly = Iy =— kaxkyk Iz =131 = — kaﬁkzk
=1 =1

n
Iy = 1322—5 MEYk 2k
=1

(cf. [32], p. 112). Matricea (I;;);,; constituie matricea de reprezentare a
— —
tensorului Ip(S) in sistemul de referintd R = (O, B) (cf. [76], p. 587).



240 CAPITOLUL 3. MECANICA SOLIDULUI RIGID

Marimile
n n

n

2 2 2

J1 = E My, Jy = E MYy J3 = E Mk 2,
k=1

k=1 k=1

care verificd formulele Iy = Jo + J3, Ioe = J1 + J3, I33 = J; + Jo (cf.
[76], relatia d), p. 568) se numesc momente de inertie planare ale sistemului
mecanic S. In mod evident, ele se scriu sub forma J = S"mar-d?(M, P), unde
P desemneaza unul din planele de coordonate ale sistemului de referinta R.
Marimile 5, I13, I53 poarta denumirea de momente de inertie centrifugale
(de deviatie, relative la doud plane) (cf. [32], p. 112, [63], p. 355, [14], p.
166). Variatia momentelor centrifugale este descrisa de o relatie analoaga
formulei Huygens-Steiner. Astfel, momentul de inertie centrifugal fata de un
sistem de axe ortonormat al unui sistem mecanic S este egal cu momentul
de inertie centrifugal al acestuia fata de un sistem avdnd azxele de coordonate
paralele cu primul si originea in centrul de masa G minus produsul dintre
masa totala a sistemului mecanic si coordonatele punctului G in sistemul
initial (cf. [76], p. 575).
Relatia

IA(S) = 11107 + L593% + Iszy? + 21203 + 2130y + 215337

reprezintd formula Euler-Cauchy (1827) pentru calculul momentului de
inertie axial (cf. [32], p. 116, [35], p. 186).
Este usor de observat ca

I = 10.(S)  Ina=10y(S)  Is3 = Ip.(9).

Momentele de inertie polare, axiale, planare si centrifugale (fatd de doua
plane) au un caracter geometric (scalar) (cf. [14], p. 166). Intr-adevir,
considerand un punct @), o dreapta A si doua plane concurente II; » aflate
suficient de departe de sistemul mecanic S, putem scrie ca

I(S) = > mpd’(My, Q) In(S) = mypd® (Mg, A)

In(8) = > md*(My,Th) I, (S) = = mgd(My, TTy)d( My, I1)
k=1 k=1
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pentru a desemna aceste momente. Ori, punctele, dreptele, planele si dis-
tantele sunt marimi geometrice (cf. [57], propozitiile 2, 4, p. 109, propozitia
10, p. 111), adica independente de alegerea reperului cartezian R'.

Se cuvine insistat insa asupra unei subtile diferente. Axa A fiind fixata,
marimea I (S) este scalara (cf. [76], p. 577), adica independentd de modifi-
carea coeficientilor I;; din formula Euler-Cauchy. Cu alte cuvinte, alegand un
nou reper cartezian R"” = (O, ?), unde £ = {€, €, €3}, si reluand calculul
formulei Euler-Cauchy, obtinem

In(S) = I5a™ + 13,8 + Iy™ + 20507 B + 2[550% Y + 215,6°".

Aici, I3y, I35, I35 sunt momentele de inertie axiale ale sistemului mecanic
S fatd de axele de coordonate ale reperului R”. Afirmatia analoagd este
valabila si pentru momentele de inertie planare si centrifugale. Asadar, apar
in discutie atdt momentele de inertie I, Ia, I, Imm, cat si elementele I;;
ale matricei de reprezentare [Io(S)], care sunt interpretate ca momente de
inertie.

3.1.7 Elipsoidul de inertie al unui sistem mecanic. Axe
principale de inertie
Afirmatiile anterioare pot fi reluate intr-un cadru mai general. Mai pre-
—)
cis, fiind dati un tensor simetric X si un vector w, reprezentati in reperul

cartezian R’ de matricea (simetricd) [X], respectiv de coordonatele uy, us,
. —> — — Xl
us ale vectorului w’ € TgR?, W € U, marimea

3
C = E Xiju,-uj
1,7=1

este scalara.
Intr-adevar, conform calculului formal, avem

Uy
C:(Ul U9 Ug)[X] (%) s
Uus
de unde
uy
o= (ul ub oui)-[X7] uy
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t

U Uy
= A | u (AVXTAY A u
Uus Us

U

= ( Uy Uz U3 ) . (AtA) . [X] . (AtA) . U9
Uus

= C.

Revenind la formula Euler-Cauchy, cum, in general, Io(S) > 0, are loc
egalitatea

2 2 2
« I} ¥ Q B
1 = In <—> + Ino (—) + I33 (—) +2hy——="—F=
VA VA VA VIINERVIIN
a v B
+2[ 37 — ' T — —'I— 2[23_ D
BVIa VIa VIa VIa
Cazul Io(S) = 0 poate surveni atunci cand toate punctele sistemului
mecanic S sunt coliniare (cf. [76], p. 580).
Infatisarea speciala a relatiei precedente ne da ”ideea” de a o interpreta

din punctul de vedere al geometriei analitice. Astfel, considerand vectorul
r=x-1+y-j+ z-k, putem introduce

o <?) = ]leZ + 1223;2 + 13322 + 2[12£Cy + 2[13372’ + 2[23y2.

Apeland la teoria formelor pétratice in spatii euclidiene (cf. [67], p. 303-
306), afirmam c& existd baza ortonormats £ a spatiului TR? cu proprietatea
ca forma patratica ® poate fi pusa sub forma canonica

CI) (F) = Ill‘*2 + Igy*2 + IgZ*2

in reperul R” = (O, ?) Mai mult, marimile Iy, I5, I3 sunt valorile proprii
(reale) ale matricei [I] a coeficientilor formei patratice ® gi sunt indepen-
dente de modificarea bazei £. Un alt rezultat al teoriei formelor patratice
priveste valorile stationare ale acestora pe sfera-unitate a spatiului TR?. Ast-
fel, marimile

ﬁlfl o (7) sup ¢ (7)

= 7l=1
sunt atinse pentru vectori proprii ai matricei [/] gi sunt egale cu cea mai mic4,
respectiv cea mai mare dintre valorile proprii Iy, I, I3 (cf. [67], p. 307-308).
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Sa consideram acum locul geometric al punctelor M, de coordonate x, ¥,
z in sistemul de referinta R, pentru care

® (OM) = 1.
Aceastd multime nu este vida, caci putem alege x = \/%—A, Yy =
z = \/%—A Calculul relativ la marimea C' ca si existenta unei forme canonice

a formei patratice ® arata ca multimea punctelor M este descrisa de relatia
Lot + Ly + L2 =1

in reperul R"”. Firegte, matricea asociata formei patratice ® se schimba,
odata cu modificarea bazei, in acelasi fel cu matricea de inertie [Io(S)] (cf.
[67], p. 211). Observam cd punctul M se giseste pe o cvadrica cu centru
(cf. [76], p. 579).

Deoarece I = I, Io = I3,, I3 = I35 si punctele sistemului mecanic S nu
sunt toate coliniare, deducem c& Iy, Iy, I3 > 0 (cf. [14], p. 171), adica locul
geometric al punctelor M constituie un elipsoid, numit elipsoid de inertie
(L. Poinsot, cf. [34], p. 449) relativ la punctul O. Dacd punctele sistemului
mecanic S ar fi coliniare, atunci cvadrica s-ar reduce la un cilindru avand ca
axa dreapta comund punctelor sistemului mecanic (cf. [76], nota de subsol,
p. 580, [34], p. 449). Un asemenea sistem este numit rotativ (cf. [41], p.
143). Axele reperului cartezian R” poartd denumirea de axe principale de
inertie, planele sale de coordonate se numesc plane principale de inertie, iar
mdrimile [, I, I3 constituie momentele principale de inertie (cf. [14], p.
171, [63], p. 359, [76], p. 580) in raport cu punctul O.

Revenind la formula Euler-Cauchy, are loc relatia

IA(S) = L' + LG + Iiy* (3.10)

(cf. [76], p. 580, [32], p. 119, [63], p. 359).

Rezultatul privind valorile stationare ale formei patratice ® are o impor-
tanta deosebita in mecanica teoretica. Astfel, in cazul unui solid rigid S cu
distributie spatiala (punctele sistemului mecanic S nu sunt coplanare), fiind
cunoscutd matricea de inertie [I] in sistemul de referinta R, momentul sau
de inertie in raport cu o axa oarecare A trecind prin originea O se va gasi
mereu intre cea mai mica §i cea mai mare dintre valorile proprii ale matrices
[1]. Acest fapt este in concordanti cu (3.10), cici o + 5 +~4*° = 1.
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Introducand notatiile I, = a—lz, I, = b%, I3 = Ciz, deducem ca momentele
principale de inertie sunt invers proportionale cu patratul semiaxelor elip-
soidulus de wnertie s1 ca momentelor de inertie maxim respectiv minim le
corespund axa mica, respectiv axa mare a elipsoidului de inertie (cf. [76], p.
581).

S& considerdm un sistem mecanic omogen S (m; = m, 1 < k < n).
O serie de proprietati geometrice ale configuratiei punctelor acestuia ajuta
la stabilirea elipsoizilor de inertie. Urmatoarea observatie se dovedeste es-
entiald. Astfel, dacd matricea [I], calculatd in sistemul de referintd R, are
forma

Ii; O 0
=1 0 Iy Iy |,
0 I3y Is3

atunci ecuatia caracteristica det ([I] — X - I3) = 0 poate fi scrisa ca

Ipp = A Ins

Iy — ) -
S I S A

= O’

de unde deducem ca axa Ox a reperului R este o axa principald de inertie a
elipsoidului de inertie avand centrul in O. Cautarea celorlalte doua axe prin-
cipale de inertie se reduce la planul Oyz, ceea ce constituie o predeterminare
extrem de avantajoasa a planului lor principal de inertie.

Daca planul Oyz constituie un plan de simetrie al configuratiei punctelor
din sistemul mecanic S, atunci axa Oz va fi o axa principala de inertie a
elipsoidului centrat in O. Intr-adevir, daci un punct al sistemului mecanic
are coordonatele a, y, z, unde a > 0, va exista un alt punct de coordonate
—a, Yy, z in cadrul sistemului mecanic. Atunci,

= max(M)-y(M)y=0 = my-x(M)-2(M) =0,

adica I1o = I13 = 0. Acelasi rezultat are loc atunci cand pentru fiecare punct
de coordonate z, a, b al sistemului mecanic S va exista un alt punct de coor-
donate x, —a, —b in configuratia sistemului, deci cdnd sistemul mecanic are
drept ax& de simetrie dreapta Oz. In concluzie, dacd un sistem mecanic
omogen admite un plan de simetrie, respectiv o axa de simetrie, atunci
multimea in cauza va fi un plan principal de inertie, respectiv o axd prin-
cipala de inertie pentru elipsoizii de inertie centrati in punctele ei (cf. [76],
p. 583, [34], p. 451, [41], p. 142).
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Sa presupunem acum ca axa Ox a sistemului de referinta R este axa
principala de inertie pentru elipsoidul centrat in originea O. Aici, 15 =
I3 = 0. Sa consideram, de asemeni, ca elipsoidul de inertie cu centrul in
punctul (', de coordonate h, 0, 0, admite dreapta Ox ca axa principala de
inertie. Atunci, in reperul R"” = (O’, ?) avem

n n
Iy, = —kaxﬁgyé = —ka (@k — h) Yk
k=1 k=1

= lLip+h- kayk = Lo+ h-my(G),
k=1
respectiv
[13 = 113 + h - mz(G)

Am folosit teorema momentelor statice. Relatiile y(G) = 0, 2(G) = 0
arata ca, in mod necesar, G € Oz. Calculul anterior este valabil pentru orice
numar h. Atunci, pentru ca o dreapta sa fie axda principala de inertie pentru
elipsoizit de inertie centrati in doua puncte ale sale, aceasta trebuie sa contina
centrul de masa G al sistemului mecanic. De asemeni, o dreapta ce trece prin
G g1 este axa principala de inertie a elipsoidului centrat intr-un punct al sau
(diferit de G) va fi axa principala de inertie pentru elipsoizii centrati in toate
punctele ei (cf. [34], p. 451). Elipsoidul centrat in G poartd denumirea
de elipsoid central de inertie al sistemului mecanic S. Axele gi planele sale
principale de inertie se numesc axe principale centrale de inertie (libere),
respectiv plane principale centrale de inertie ale sistemului mecanic (cf. [14],
p. 171, 174, [32], p. 120). Formula Huygens-Steiner aratd ca momentul azial
de inertie al sistemului mecanic S fata de ara mare a elipsoidului central
de inertie este cel mai mic cu putintd (cf. [76], p. 581). Axele principale
centrale de inertie ale corpului solid rigid joaca un rol important in dinamica
acestuia (cf. [32], p. 130-131).

3.2 Cinematica

3.2.1 Formula lui L. Euler. Translatia si rotatia solidu-
lui rigid. Teorema lui Rivals

Miscarile corpurilor materiale intalnite in viata de zi cu zi sunt extrem
de diferite iar descrierea lor implica dificultati considerabile. FExista insa,
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in cinematica, posibilitatea de a ”vizualiza” miscarea spatiului "rigid” care
aproximeaza corpul material. Astfel, o serie de teoreme din geometrie (Euler,
Chasles, Mozzi) (cf. [34], p. 201, [69], p. 70, 161-162, [56], p. 27-28) arata
ca, atat in planul cat si in spatiul euclidian, trecerea de la o pozitie S; a unei
figuri geometrice la pozitia Sy a aceleiasi figuri geometrice se poate realiza
prin compunerea unor translatii si rotatii ale planului, respectiv spatiului. Un
asemenea proces constituie, agadar, o reprezentare (imaginare) a ”migcarii”
figurii geometrice. Apare ca naturala, in aceste conditii, ideea de a reprezenta
migcarea unui solid rigid (echivalentul ”mecanic” al unei figuri geometrice)
cu ajutorul rotatiilor si translatiilor instantanee (cf. [56], p. 26). Subliniem
faptul ca o reprezentare a migcarii mecanice nu constituie descrierea acesteia,
ci modul cum ne-am putea imagina miscarea respectiva (cf. [76], p. 318).

Pentru a evidentia asemanarile dintre cazul ”static” al migcarilor geo-
metrice si cel "dinamic” al miscarilor mecanice, sa consideram trei puncte
necoliniare ale solidului rigid S. Atunci, cum

* = (MM, +MMs)° = M| + (Mo
+2| My M,| - |MyMs)| - cos (My My, MyMs)

| My M

deducem ca miscarea solidului rigid conserva unghiul a doua drepte coplanare
din constitutia sa. Mai general chiar, deoarece

M1M2 N M3M4 - M1M2 N (M3M2 + M2M4)
= MMy MyM,— MMy - MaMs,

observam ca unghiul a doua drepte oarecare se conserva in miscarea solidu-
lui rigid (cf. [34], p. 163). Aceastd proprietate este specifica izometriilor
planului si spatiului euclidian (cf. [69], teorema 4, p. 16, teorema 3, p.
129-130).

Tindnd seama de cele discutate in cadrul subsectiunii privind miscarea
relativa a punctului material (aici, reperul R’ = (A, ?) este presupus solidar
legat de corpul solid rigid), putem scrie ca

Tp(t) =Ta(t) + @ x AB, (3.11)

unde B reprezinta o particula oarecare din constitutia corpului material. Am

aplicat formula (2.26) in care
0AB
CPY
(o).
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deoarece B se afla in repaus fatd de reperul mobil R'. Egalitatea (3.11)
desemneaza distributia vitezelor in corpul rigid (cf. [76], p. 301), ardtand
modul in care fiecarei particule B din constitutia acestuia i se atribuie (dis-
tribuie) viteza vp € TgR3, vg € Tp. Obtinem astfel campul vectorial al
vitezelor corpului solid rigid (cf. [63], p. 175). Relatia (3.11) este cunoscuta
sub numele de formula lui L. Euler (cf. [32], p. 98, [76], p. 349). Se
recomandd cititorului eleganta prezentare ficuta acestor chestiuni in [14], p.
101-102.

Cazul particular @ = 0 corespunde migcarii de translatie a solidului rigid.
Campul vitezelor este, la momentul ¢, uniform, iar traiectoriile tuturor par-
ticulelor solidului rigid sunt identice ca forma. Cu alte cuvinte, o dreapta
solidar legata de corpul material se va deplasa paralel cu ea-insasi (cf. [63],
p. 180). In aceste conditii, putem considera ci solidul rigid are o vitezd de
translatie, aceasta fiind un vector liber (cf. [32], p. 94, [63], p. 181) care,
legat in pozitia unei particule oarecare a solidului, ne da viteza ei.

Daca doua din punctele solidului rigid, A si B, ramén in repaus in timpul
migcarii sale, atunci avem de a face cu o migcare de rotatie (cf. [63], p. 182).
Relatia (3.11) aratd ci w x AB = 0. Astfel, sau @ = 0 sau vectorii @ si AB
sunt coliniari. In cazul unei particule C, nesituate pe dreapta AB, egalitatea
Tc = w x AC # 0 ne conduce, in particular, la @ # 0.

Notam cu P piciorul perpendicularei duse din punctul C' pe dreapta AB.
Atunci, cum

[AP| = |AC -

5|

deducem ca marimile }FL |ﬁ‘ sunt constante. Astfel, punctul P se va
gasi la intersectia sferelor centrate in A, B, de raze }ﬁ‘, respectiv }WL
care sunt tangente. Deci, punctul P este fiz (cf. [34], p. 164). Putem scrie
ca

Uc=wxAC =wx (AP+PC)=wx P (3.12)

(cf. [32], p. 95).

In concluzie, miscarea particulei C' se desfisoars in planul IT perpendicular
pe dreapta AB in P. De asemeni, AC” = (AP + PC’)2 = AP+ PC’, de
unde

[PC| = \/[AC|” - [AP|” = constant.
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Particula C' executa, asadar, o miscare circulara in planul 11 gi regasim
formula vitezei ca produs vectorial (cf. [76], p. 303).

Independenta formulei (3.12) de pozitia lui P ne permite si introducem
vectorul glisant o' (t) definit de dreapta AB (numit# axd de rotatie a solidului
rigid S) si de vectorul @ (cf. [63], p. 183-184). El constituie vectorul-
viteza unghiulara al corpului material. Viteza particulei C' se bucura de o
reprezentare remarcabila, si anume

0 = Mo (@) € TeR?

(cf. [34], p. 166).

Revenind la cazul general, si consideram dreapta A(A, W) care trece
prin A si are vectorul director W(¢). Ea va juca ”rolul” unei axe de rotatie
”instantanee” in interpretarea miscarii corpului material solid rigid.

Cum
J—
PABY
o2 )

distributia acceleratitlor in solidul rigid este data de
ap(t) =aa(t)+z x AB+w x (w x AB)

(cf. [76], p. 301). Notand cu P piciorul perpendicularei duse din punctul B
pe dreapta A(A, W), deducem ca

wx (Wx AB) =w x (@ x PB) = —w’(t) - PB.

Aidi, [0] "2 w. Relatia @p(t) = aa(t)+2x AB—w?(t)- PB este cunoscuta
sub numele de teorema lui Rivals (cf. [34], p. 178, [32], p. 102). Marimile
o .€ TgR?, @.€a. si @€ TsR?, @, €a,, unde

G.=fx AB  a@,=—-w’ PB,

poarta denumirea de acceleratie rotitoare, respectiv axipeta (cf. [32], p. 101,
[59], p. 33). Acceleratia axipetd @', desi are directia normalei principale in
pozitia curenta a particulei la traiectoria circulara ”instantanee” a acesteia,
nu trebuie confundatd cu acceleratia normald @', (cf. [32], p. 102).
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3.2.2 Interpretarea cinematica a miscarii solidului rigid.
Invariantii miscarii. Teorema lui Chasles. Mis-
carea pseudoelicoidala a solidului rigid. Teorema
lui I. Mozzi

Formula lui Euler privind distributia vitezelor in solidul rigid arata ca
viteza vp a unei particule B oarecare din constitutia acestuia se compune din
doud ”ingrediente”: o vitezd de “translatie” v4 € TR3, v4 € U4, obtinuta
prin echipolentd dintr-un vector liber si o viteza de "rotatie” Mp (W), unde
W este vectorul glisant definit de dreapta A(A, @) si de vectorul-vitezi
unghiulard instantanee @ (cf. [34], p. 170, [32], p. 98). Reprezentarea
unei componente a vitezei particulei ca moment ne da ”ideea” unei analogii
cu problema reducerii sistemelor de vectori alunecatori. Astfel, vectorul T4
(liber) poate fi considerat ca momentul unui cuplu de ”viteze unghiulare”

— =
{w",—w'} (cf. [34], p. 182), de unde
5 - Xy ({2.5.-7)).

Miscarea generala a solidului rigid, interpretata pe baza cdmpulus vitezelor

sale (cf. [76], p. 318), poate fi consideratd ca provenind din trei rotatii
H

(instantanee) simultane avand vectorii-vitez& unghiulard @', J}, —w'.

Invariantii sitemului de vectori {U,J’),—J}}, numiti invariantic (ab-
soluti) ai miscarii, sunt Ry = si My -Ra =04 - (cf. [32], teoremele 1,
2, p. 99, [76], p. 318). Axa centrald a sistemului este

—_— W XUy
B =

;T +Aw, AER
w
(cf. [34], p. 171).

Sunt valabile urmatoarele situatii (analogia statica-cinematica) (cf. [34],
p. 182-183, [76], p. 333, [63], p. 258).

1) D4 - @ # 0. Sistemul de vectori este echivalent cu vectorul W glisant
pe axa centrald A si cu un cuplu de moment vy, aflat intr-un plan per-
pendicular pe axa A. Miscarea solidului rigid poate fi imaginata in fiecare
moment t ca fiind compusa dintr-o rotatie instantanee (infinitezimala) in
Jurul unei axe variabile A(t) gi o translatie instantanee (infinitezimala) in
lungul acestei aze. Interpretata astfel, miscarea corpului material solid rigid
se mai numeste si pseudoelicoidala sau elicoidala momentand (instantanee)
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sau rototranslatie (cf. [32], p. 100, [76], p. 319, [34], p. 170). Reprezentarea
precedenta a miscarii generale ca pseudoelicoidala este cunoscuta drept teo-
rema lui Chasles (cf. [32], p. 100). Axa centrald A poartd denumirea de
axd instantanee a misgcarii (cf. [63], p. 238).

In analogie cu existenta torsorului minimal, aza instantanee a miscirii
este locul geometric al punctelor solidului rigid cu viteza minima in momentul
considerat (I. Mozzi, 1766) (cf. [32], p. 100, [76], observatia de la p. 319,
[63], p. 238).

2) W # 0,74 = 0. Sistemul de vectori este echivalent cu un vector unic
W glisant pe axa instantanee A. Astfel, la momentul ¢ considerat, miscarea
poate fi imaginata ca o rotatie in jurul axei A.

3) w =0, 74 # 0. Miscarea se reprezinta la momentul ¢, din punctul de
”vedere” al vitezelor, printr-o translatie.

4) w = 0, 4 = 0. Corpul material solid rigid se gaseste in repaus la
momentul considerat.

3.2.3 Interpretarea geometrica a miscarii solidului rigid.
Axoide. Contactul simplu a doua corpuri solide
rigide

Chestiunile care urmeaza pot fi justificate in mod intuitiv (neriguros)
plecand de la descrierea unor situatii ” ciudate” din viata de zi cu zi. Astfel, un
schior incepator care aluneca pe portiunea de final (in apropierea cabanei) a
partiei de schi de la Predeal se bazeaza frecvent pe inaltimea claparilor pentru
a nu cadea. Schiurile sale au ”prins” viteza si el, tindndu-si corpul drept,
”supravietuieste” printr-o ”sprijinire” de partea din spate a claparilor. Am
putea spune ca el se lipeste de corpul in migcare (ansamblul schiurilor). Un alt
fenomen este trait de cineva care traverseaza un pod mobil sau incearca ”sa-
si faca echilibru”, stand in picioare, intr-o barca aflata in deriva pe lacul din
parcul central al Craiovei. In acest caz, protagonistul intAmplsrii cauts si se
pund ”in armonie” (echilibru) fata de sol (pamant, marginea lacului), adica sa
se dezlipeasca de miscarile de balans ale podului ori barcii. Aceste fenomene
ne conduc la ”ideea” din interpretarea geometrica a misgcarii solidului rigid.

Este evident ca, in general, axa instantanee A isi schimba pozitia la fiecare
moment atat fatd de sistemul de referintd R cat si fata de reperul R’ =

(A, ?) solidar legat de corpul rigid. Daca B € A, atunci g = AW, unde
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A € R, si, conform (3.11), putem scrie ca
Mo =74 +w x AB. (3.13)

Prin proiectarea relatiei (3.13) pe axele de coordonate ale reperului mobil
R’, respectiv fix R gi prin eliminarea parametrului A din formulele acestor
proiectii gasim ecuatiile scalare relative si absolute ale axei instantanee A (cf.
[34], p. 171-172, [76], p. 318, [63], p. 238).

Atunci cand ¢ variaza, dreptele A(t) genereaza in raport cu reperul mobil
R/, respectiv cu sistemul de referintd R cate o suprafata riglata. Prima dintre
suprafete se numeste azoida mobila iar cea de-a doua azoida fixa (cf. [63],
p. 239, [14], p. 120). Legea fundamentald de compunere a vitezelor, aplicatd
punctului B, ne conduce la

D(t) = Viransp + Vet =Va + @ X AB + Ty (3.14)

= AW+ Upg-

Se cuvine facut urmatorul comentariu. La un moment t fixat, dreapta
A are o anumita pozitie fata de reperul mobil R'. Aceasta se va schimba,
desigur, la momentul de timp urmdtor. Inss, la momentul ¢, dreapta A nu se
"migca” fatd de R’ (timpul stationeaza, este suspendat), ceea ce ne permite sa
folosim formula lui Euler (utilizabild doar pentru punctele care stau mereu
pe loc fatd de R') in cazul punctului B. Aplicarea legii de compunere a
vitezelor, in schimb, se realizeaza pentru un punct B fizat pe dreapta A,
deci mobil in raport cu R’. Acest tip de rationament va fi reluat ulterior. Se
intalneste formularea: ”punct mobil B a carui pozitie la momentul ¢ coincide
cu pozitia unei particule a solidului rigid”.

=

‘IU':me

Figura 3.17

n mi A u zian unctu za

In miscarea fata de reperul cartezian R/, ctul B se deplaseaza pe
traiectoria (relativa) IV. Directia tangentei la I in pozitia curenta a ”partic-
ulei” B este chiar T,.. De asemeni, @ este vector (director) al generatoarei
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A a axoidei mobile S’. Astfel, vectorii U,¢, W constituie o bazd a spatiului
TgS’. In mod analog, vectorii T, @ vor reprezenta o baza a spatiului director
al planului tangent in pozitia curentd a ”particulei” B la axoida fixd S. In
concluzie, din (3.14) rezulta ci cele doud suprafete S gi S’ admit in fiecare
moment t un plan tangent comun (cf. [34], p. 183) (vezi Figura 3.17).

Revenind la situatiile descrise la inceputul acestei subsectiuni, in loc sa
”privim” miscarea axei A fata de corp (reperul R’), am putea sa ne imagindm
cd lipim corpul solid rigid de dreapta (axa A). Astfel, deplasarea generald a
solidulut rigid poate fi consideratd ca o “rostogolire” a axoidei mobile peste
azoida fixa (migcare de rotatie infaptuitd in jurul axei A, cf. [76], p. 181)
concomitent cu o "alunecare” (translatie) a axoidei mobile peste axoida fixa
in lungul dreptei A (L. Poinsot (1834), Poncelet) (cf. [32], p. 101, [34], p.
184, [76], p. 320, [15], p. 77).

Doua elemente noi intervin in aceasta interpretare. Mai intai, axoidele
joaca "rolul” frontierelor a doua ”corpuri” implicate intr-o miscare complexa
(rostogolire gi alunecare). Se pune astfel problema definirii contactului a doud
corpuri solide rigide. Un al doilea element priveste chiar migcarile complexe
ale solidului rigid. Ce inseamna, agadar, ca un corp material solid rigid este
supus simultan mai multor miscari?

Incepem cu chestiunea contactului dintre corpurile materiale. Astfel,
considerand doua solide rigide Sy, Ss care ocupa in SF' domeniile G, Gy
marginite de suprafetele F'r(G;), Fr(Gs), vom spune cd acestea realizeaza
un contact simplu (teoretic) dacd Fr(Gy) si Fr(Gs) admit la fiecare moment
t un acelasi plan tangent Tx (cf. [34], p. 184). Punctul (geometric) comun
X este numit punct de contact (teoretic) (cf. [76], p. 179). Privit ca o ”par-
ticuld” mobild, X (¢) descrie cate o curba pe suprafetele F'r(Gy), Fr(Gs) (cf.
[2], p. 78, [15], p. 101). Astfel,

Ugbs = vtransp + Upel,

unde Ty, Upe cOnstituie vitezele particulei de contact X (¢) fatd de reperele
R, R' presupuse solidar legate de corpul Sj, respectiv Sy. Vectorul Uypansp
ne conduce la vectorul 7tmnsp € TxR3, thnsp € Tiransp, care desemneaza
viteza unui punct M al solidului rigid Ss a carui pozitie coincide la momentul
t cu punctul de contact X (t). Aplicand formula lui Euler, avem

UN =Upy +W X MNzﬁtwmsp—i-wX MN

pentru o particulda N oarecare din constitutia corpului Sp. Cu alte cuvinte,
toate particulele acestui solid rigid primesc, la momentul ¢, ca ”ingredient” al
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vitezelor lor, un vector echipolent cu Ttmnsp. Are sens sa afirmam ca Uyansp
defineste alunecarea (translatia) corpului Sy pe corpul S;.

S& considerim vectorul glisant W situat pe dreapta-suport A(X, @).
Descompunéandu-i directia @ dupd doud directii ortogonale, & = w* + @l,
astfel incat @l € T F r(G1), putem introduce vectorii alunecatori Wy, Wy
cu ajutorul dreptelor-suport A(X, @4), A(X, w): @,= &t, W=l

Pe baza formulei lui Euler

UN = Wtv"ansp +wx MN
= Typansp + @~ X MN + @l x MN,

putem afirma, c& vectorii glisanti @', @ , definesc doui rotatii instantanee
ale solidului rigid S, in jurul axelor A(X, @), A(X, Wl). Aceste miscari
desemneazd pivotarea, respectiv rostogolirea (instantanee) a corpului Sy pe
corpul Sy (cf. [34], p. 185). Aici, W', W, reprezinti vectorii-viteza unghiu-
lara de pivotare, respectiv rostogolire ai solidului Sy fata de Sy (cf. [15], p
106).

O interpretare interesantd a relatiei (3.14) poate fi citita in [15], p. 79.
Astfel, in reperul R’ axoida mobilad are parametrizarea data de

E:”x2“A+A.w:o—m(t,A).
w
Aici, ¢! = = )\, de unde
&me&fm_ 0AB DT XD
8¢t " 8z \ ot ) T T

Apoi, in sistemul de referintd R, axoida fixa are parametrizarea data de

W XUy

OB =0A+AB =04+ FAT=0p (8N,

de unde 5 5
azf a‘;f _OB % = Tp x 5.

In sfarsit, conform (3.14), avem
VB X W = Upg X W,

egalitate care desemneaza directia normalei la planul tangent comun Tp al
axoidelor.
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3.2.4 Miscarea relativa a doua corpuri solide rigide su-
puse unui contact simplu. Teorema Aronhold-
Kennedy

Corpurile rigide S7, Sy se misca fata de sistemul de refginyé R péstra_n)d
punctul de contact X (t). Reperele carteziene R' = (A, C), R" = (B, D)
sunt presupuse solidar legate de 57, respectiv So. Vom impune in plus ca, la
un anumit moment t*, pozitiile particulelor A si B in sistemul de referinta R
sa coincidd cu X (¢*). Folosind notatiile de la subsectiunea dedicatd migcarii
relative a punctului material, putem scrie ca, la momentul t*,

Erel,A<X) + 5rel,B<)() =0 wl2 + 521 =0

si
Th+ws =0 @iy 4@ = 0.

Am folosit relatia (2.30) pentru A = B = X(t*). Formula vitezelor
relative ale punctului de contact X (t) este ilustrata elocvent de urméatoarea
situatie din viata de zi cu zi. Doi calatori, aflati in trenuri de pasageri care
se deplaseaza in directii opuse pe linii de cale ferata paralele, se privesc si
7simt” ca se departeaza unul de celalalt cu viteze egale dar de sensuri opuse,
indiferent de vitezele trenurilor.

Acelasi fenomen apare si in miscarile relative de pivotare, respectiv ros-
togolire, care se desfisoara in oglinda (cf. [15], p. 100) una fatd de cealalta.

Axele instantanee relative A, Aoy au ecuatiile

vy P12 X T

Wi
————— Wy X Upe _
BN = X(t)N =227 oy
21
512 X Erel,A _
— s * (—p) - wia.

Wi

Deci, A5 = Ag;. Este usor de remarcat, in baza consideratiilor prece-
dente privind dubla calitate a ”particulei” B care intervine in (3.13), (3.14),
ca rezultatele referitoare la momentul t* fixat au loc in orice moment t.

Asadar, azele instantanee ale miscarilor pseudoelicoidale relative realizate
de corpurile solide rigide Sy, So aflate in contact simplu coincid (cf. [15],
p. 101, [34], p. 189). In practics, putem studia miscarea corpurilor S;, S,
raportindu-ne in mod convenabil la unul dintre ele.
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Introducem acum axele instantanee A (t), A9y (t) si Ag(t). Punctele Cj;
situate pe aceste drepte sunt caracterizate prin

Wig X Ug Wa X U

ACy = ——=——, Cio € Ay BCgy = ——=—, Uy € Ay
Wio Wag

== Wa1 X Urel,B

BCy = —27’6, Co1 € Ay

Wi

Vom ardta ca dreptele Ajo(t*), Ao1(t*) si Ago(t*) admit o perpendiculara
comund dacd Wo(t*) X We(t*) # 0. Intr-adevar, fie Y € Ayp(t*) si Z €
Ago(t*). Impunem ca Y Z LAqo(t*), Agp(t*), adica

ﬁ'wm:O ﬁ'wg():o.

Atunci,

0 = YZ T =0 (X(t*)Z . X(t*)Y)
— - (BZ - AY)
- (BCqy + N, - W — AC1g — A, - T1o)

— — — Z 2 Y
Wig - BOg + (W10 - Wao) - Agg — Wip - Ao

|
€l
(o)

si
2 Z — — — Y
0= Woq * )\20 — Wyo * AClO - (w20 . wlo) . )\10.
Sistemul cramerian
2 Y — — Z _ —
Wiy * Ajg — (w20 : wlo) “Ajy = BCy - Wyo
— = Y 2 N\Z _ _ A=
(wl() . LUQ()) . )\10 — Wyo /\20 = —AClO * W20
are solutiile
BCzoﬁlo)wgo-&-(ACm-Gzo)'(510@20)
_ W%OMJ%O*@O'GQO)z
(ACw'wm)-Wf0+<BC2o-U1o)'(520'510)

w3 w2y —(@20T10)*

A

4
)‘20_

(cf. [15], p. 102-103).
Evident,
2 2 — N2 = — 2
wig * Way — (W10 - Wao)” = [Wig X Waol™ # 0.
Fie acum V' € Aqo(t*), W € Ay (t*) pentru care VIV -wyg = VIV Wy = 0.
In mod analog,
{ Wiy - Mo = (@1 - Wio) - Ay = BC1 - Wio
(@10 - War) - Mo — why - Ay = —ACg - Doy,
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de unde
AV — (3_021'510)'wglJr(ElO'wn)'(wlO'le)
0= oy —(@10Tar)
AW — (A010'521)'w%0+(3021'GIO)'(GM’wlO)
21 — .

w3 -wiy—(@21@10)*
S4 dovedim cd A}, = Ay, adicd V =Y. Mai intai,

2 2 — — \2 — — 2 (231) _ — — N2
Wig * Wy — (wlo : wzl) = \wm X w21| = |w10 X (w20 - w10)|

= | X w20|27

ceea ce probeazi egalitatea numitorilor fractiilor A, AY.
Apoi,

(B_Cgl . wlo) . CUgl = (521 X 5rel,B) : wlO

2.31), (2.28) _ _ _ _
(280, (2:28) [(@Wa0 — W10) X (U — Ta)] - W10
(

20 — W10, 0B — U4, W1p)

20,0 — U4, w10) — (W10, U5 — Va4, Wio)
= (Wa0,Up — TVa,w1o)

= (W20, 0p,W10) — (Wa0,Ta,W1o)

(BCy - Wio) - wiy — (@20,Ta, W1o)

gl

|
€l

—_ _ Wio XU _ _ _
(ACw ’ w21) ) (wlo ) wzl) = mw—2A ) (wzo - wlo) ) (W10 ) w21)
10
- Bl @, gy
Wi
(2.31) (@10, U4, W) (@

—_ 2
B} wio - W20 — Wu))
Wi

r . _ _ _
5 (@10,74,W20) - (W10 - Wao)
Wio
+ (W20, D4, W1o)

= (ACo W) - (@10 - Wao) + (W20, Ta, W1o) -

Prin sumare membru cu membru a acestor relatii se stabileste egalitatea
numdaratorilor fractiilor A1y, \Y;.
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In concluzie, Y Z L Ajg(t*), Ago(t*) si YW LAo(+*), A1 (). Considerand
U € DNogo(t*), H € Aoy (t*) pentru care UH - Wyy = UH - Woy = 0 se arati
absolut analog ca U = Z si H = W (cf. [15], p. 104). Astfel, ZW LAy (t*),
A9y (t*). Daca punctele Y, Z, W nu sunt coliniare, atunci dreptele Aqq(t*),
Ago(t*), Agi(t*) vor fi toate perpendiculare pe planul triunghiului YZW,
deci paralele. Vectorii lor directori fiind @y, Wag Si Wa1 = Wag — W1g, deducem
ca directiile @yo(t*), Wao(t*) sunt coliniare, adica wio(t*) X Wa(t*) = 0, ceea
ce contrazice ipoteza.

Dreapta d care trece prin punctele Y, Z, W este perpendiculara co-
muna a axelor Aqg(t*), Ao (t*) si Ag(t*). Acest rezultat constituie teorema
Aronhold-Kennedy (cf. [15], p. 102). Desigur, daca intr-o anumita prob-
lema de mecanica teoretica doua dintre axe au un punct comun, dreapta d
poate degenera intr-un punct.

3.2.5 Principiul independentei miscarilor. Compunerea
translatiilor si rotatiilor

Ne vom referi acum la cel de-al doilea element de noutate prezent in
interpretarile cinematica si geometrica ale miscarii generale a solidului rigid,
si anume existenta migcarilor simultane.

Sa presupunem ca solidul rigid S, realizeaza o miscare de rotatie absoluta,
caracterizatd de vectorul-viteza unghiulars iy glisant pe axa fixa Ay, iar ci
solidul rigid S5 se roteste in raport cu reperul R’ in jurul unei axe fixe Ag;
relative, avand vectorul-vitezi unghiulara ws;. Cele doud corpuri materiale
nu se afld neapdrat in contact, desi, de obicei, migcarea se imprima (trans-
mite) prin contact. In discutia de fat#, corpurile sunt folosite in calitatea lor
de spatii (triedre) "rigide”. Viteza unui punct material X solidar legat de
corpul rigid S; este (A € Ay, B € Ag)

Vx = Etransp + Upet = W10 X AX + Wo1 X BX
deoarece U4 = 0, U, g = 0. Atunci, putem scrie ca
— — —
Ux = Mx (w10) + My (21) = Mx ({10, w21}) € TxR®

(cf. [34], p. 181). Formula obtinutd arata cd, interpretand viteza, punctul
material X realizeazd la momentul t doua rotatii absolute (instantanee), si-
multane, de axe Aig, Ag;. De asemeni, ordinea celor doud rotatii anterioare
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poate fi inversatd fard a impieta asupra miscarii compuse (cf. [34], p. 182).
In concluzie, miscarile efectuate simultan de un mobil sunt independente una
de alta, fapt care constituie principiul independentei miscarilor (Galilei)
(cf. [32], p. 196).

Existenta sistemului de vectori alunecitori {wg, w21} permite aplicarea
analogiei statica-cinematica. Astfel, daca axele Ajp, Aoy sunt concurente in
punctul D, atunci sistemul va fi echivalent cu vectorul @', unde @ = @y +war,
glisant pe dreapta A determinatd de punctul D si de vectorul (director) w.
Cu alte cuvinte, compunerea a doua rotatii finite sau infinitezimale cu axele
concurente se realizeaza dupa regula paralelogramului (G. Coriolis) (cf. [32],
a), p. 196, [76], p. 329), fiind tot o rotatie. In schimb, cand axele Aj,
A,y sunt paralele, sistemul de vectori-viteza unghiulara sau se reduce la un
vector-viteza unghiulara rezultant care gliseaza pe axa centrala a sistemului
de vectori paraleli sau constituie un cuplu de vectori-viteza unghiulara, ceea
ce implicd, interpretand viteza, o migcare de translatie (cf. [32], ¢), p. 196-
197, [76], p. 331). Daca axele Ajy, Ay sunt necoplanare, rotatiile pot fi
compuse reducand sistemul {wyg,ws } in mod convenabil prin introducerea
de translatii compensatoare (corespondentul cuplului compensator) (cf. [32],
b), p. 196). Evident, aceeasi discutie are loc gi in cazul a mai mult de doua
misciri de rotatie simultane. In particular, compunerea mai multor miscari
de translatie corespunde reducerii unui sistem de cupluri de vectori glisanti,
deci constituie o migcare avand distributia de viteze caracteristica translatiei.
Si aici se utilizeaza requla paralelogramului, a carei aplicare este simplificata
de faptul ca vectorii adusi in discutie sunt liberi (cf. [32], p. 196).

3.2.6 Miscarea plana (plan-paraleld). Centrul instan-
taneu de rotatie (centrul vitezelor). Centroide.
Miscarea epicicloidala. Centrul geometric al ac-
celeratiilor. Cercurile lui Bresse. Centrul (polul)
acceleratiilor. Teorema celor trei centre instan-
tanee de rotatie. Teorema asemanarii (Burmester-

Mehmke)

Sa presupunem acum ca trei dintre punctele materiale din constitutia
solidului rigid S, si anume M;, My, M3, necoliniare, raméan pe tot parcursul
miscarii acestuia intr-un plan fix, de exemplu, unul din planele de coordonate
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ale sistemului de referintd R ([63], p. 190). Plecand de la considerente geo-
metrice discutate anterior, putem spune ca orice alta particula M a solidului
rigid va evolua sau in planul (My;MsMs) saw intr-un plan 11 paralel cu acesta
(miscare plan-paraleld) (cf. [14], p. 108). Intr-adevir, cum

1 1
Vivmivams) = gd'SAMleMg = ad' }M1M2 X My M,
1
= 5 | (MM, MM, MMs)|

(cf. [65], p. 72), unde d = dist (M, (M;MyMs)), justificarea afirmatiei de
mai sus se reduce la a dovedi ca

|My My x M{Ms|, |(MM,, MM, MMs)| = constant.

Conform identitatii lui Lagrange, avem

[V, M, x M M|

— [MM,|" - [MM;|* — (MM, - M, M)

= constant.

De asemeni,

MM, x (MM, x MM;)|* = [MM, x (MM, x MM;)]
— [(MM, - MM;) - MM,
— (MM, - MM,) - MM;)”
— (MM, - MMs)* - [MM,|’
+ (MM, - MM,)* - |M M|’
—2. (MM, - MMs) - (MM, - MM,)
. (RIN, - 7T,)

= constant.

Aplicand din nou identitatea lui Lagrange, putem scrie ca

[MM, x (MM, x MM;)]* = |MM,|"-|MM, x MM,
— [MM, - (MM, x MMs))*

= constant,

¥ ¥
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respectiv

(MM,, MMy, MMs)® = |MM,|" - |MM, x MM;|’
— [MM, x (MM, x MMs;)]’

= constant.

Justificarea s-a incheiat. In particular, viteza §i acceleratia punctului ma-
terial M raman in planul 11 pe tot parcursul miscarii solidului rigid (cf. [63],
p. 190). Aceasta pentru ca, in mod evident, traiectoria particulei M este o
curbd pland iar planul sdu osculator coincide cu planul IT (cf. [48], p. 27).
Luand drept plan fix al migcarii planul de coordonate Ozy (vezi Figura 3.18),
au loc relatiile!

&

L MT N i
;( - {f 7%"_"‘-- .
(p A<D
N 4
-.xl
Figura 3.18

OM =0P+PM=0P+d-k Tp=0P=0OM=Ty.

Astfel, punctele situate pe o paralela la axa Oz realizeaza traiectorii iden-
tice, in plane paralele (cf. [76], p. 309). Putem reduce, agadar, studiul
migcdrii punctului material M la acela al proiectiei sale P (miscare plana)
(cf. [63], p. 191, [32], p. 103). In tehnics, planul II se mai numeste si plan
mobil (cf. [63], p. 190).

Reperul R' = (A, ?) solidar legat de corpul rigid S este ales in aga fel
incat unul din planele sale de coordonate sa coincida cu planul fix al miscarii.
Notand cu 6 unghiul ficut de vectorii 7, 41, obtinem

ip=cosf-i+sinf-j  j,=—sinf-i+cosf-j

!Semnul din prima formuld depinde de semispatiul ales.
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(cf. [15], p. 85) si
i1=0 '31 31: — 04
(cf. [34], p. 177).

Tntroducand vectorul @ < w - %, unde w 20, deducem ci (k = k1)
;1:w><%1 jlszjl ElzwxElzo.

Unicitatea reprezentarii (2.21) ne permite sa afirmim cd W este vectorul-
vitezd unghiulara instantanee al miscarii reperului R’ fata de sistemul de
referinta R. In particular, aza instantanee A ramdne pe tot parcursul miscarii
paralela cu Oz iar pozitia solidului rigid S este caracterizata complet de tre:
parametri: x4, ya, 0 (cf. [34], p. 176, [76], p. 309).

Notam cu I(t) punctul de intersectie al axei instantanee A cu planul fix
Ozy (cf. [34], p. 199). Particula din constitutia solidului S care are, la
momentul ¢, pozitia I(t) va avea vectorul-vitezd coliniar cu @. Pe de alta
parte, particula in cauza se migcd pe o curba situata in planul (M;M;yMs3),
ceea ce implica faptul ca vectorul sau viteza se gaseste in spatiul director
al planului (M;MsMs3), ortogonal pe . Astfel, viteza particulei este nula la
momentul t. Punctul I(t) poarta denumirea de centru instantaneu de rotatie
(cf. [34], p. 199, [76], p. 309). La randul siu, punctul de intersectie al axei
A(t) cu planul IT in care evolueaza particula M se numeste centrul vitezelor
(cf. [32], p. 103). Evident, viteza particulei corespunzitoare este nuld la
momentul ¢.

Aplicand formula lui Euler, avem Ty, =0, +@Wx IP =W x IP =W x I M.
Deci, in interpretare cinematica, miscarea solidului rigid poate fi imaginata
fie ca o translatie (momentana) (cand w = 0) fie ca o rotatie (momentanda) in
gurul azei A (Euler) (cf. [76], p. 309, [34], p. 199). Aceasta se numeste aza
instantanee de rotatie (cf. [14], p. 108). In cazul rostogolirii fird alunecare a
unui cilindru omogen pe planul orizontal, axa de rotatie A este chiar genera-
toarea de contact cu planul a cilindrului (Descartes, 1638) (cf. [32], exemplul
de la p. 100, [76], aplicatia 2°, p. 312).

Pastrand analogia cu migcarea geometrica, trebuie spus ca trecerea din
pozitia A1 B; a unui segment AB, situat in planul fix al miscarii, in pozitia
Ay Bs din acelasi plan poate fi realizata fie printr-o rotatie unica in jurul
punctului de intersectie al mediatoarelor segmentelor Ay Ay, By By (numit si
centrul rotatiilor finite) fie printr-o translatie unica (cazul segmentelor A; By,
Ay By paralele) (cf. [63], p. 193, [34], p. 201).
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In miscarea sa fatd de sistemul de referintd R, centrul instantaneu de
rotatie I(t) descrie o curbd pland numita centroida fixa sau baza (cf. [76],
p. 310, [34], p. 202, [14], p. 108). Curba realizata de I(t) in miscarea
sa fatd de reperul mobil R’ poartd denumirea de centroida mobila (rulanta,
rostogolitoare) (cf. [63], p. 194, [32], p. 104).

Corp
M+ P T -wD
1 . ={n=

L4 Rulanta
(S l
TBaza— V-
.e—’?j‘"‘ M,
Figura 3.19

Notéand cu s(t), s1(t) coordonatele curbilinii ale centrului I(t) pe baza, re-
spectiv rulantd, incepand de la momentul initial ¢y (vezi Figura 3.19), putem
aplica legea fundamentala de compunere a vitezelor

Eabs(]) = 615740,nsp<»[) + 6rel(»[) = vrel(])

deoarece "particula” I, ca element al configuratiei punctelor materiale din
componenta solidului S, are la momentul ¢ viteza de transport nula (cf. [34],
p. 202, [76], p. 311). De unde,

s (t) -7 =s (t)- s(to) = s1(tg) =0

ll

si, prin integrare in raport cu timpul ¢, obtinem s(t) = si(t), t > to (cf.
[14], p. 109). Am tinut seama de faptul cd azoidele, care sunt in acest caz
suprafete cilindrice avand drept directoare centroidele (cf. [48], p. 41), admit
planul tangent comun T7). Egalitatea coordonatelor curbilinii ale centrului
I(t) face posibila urméatoarea interpretare geometrica a miscarii plane: in
fiecare moment t, miscarea figurii plane (placii rigide) care contine proiectia
P poate fi considerata ca o rostogolire fara alunecare a rulantei (presupusa
solidar legata de placa) peste baza, punctul de contact al celor doua curbe
fiind centrul instantaneu de rotatie I(t) (cf. [32], p. 104).
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Impunénd ca A = 0 in (3.13), obtinem
0=7T4+w x AB,

formuld care, proiectatd pe axele triedrelor R, R’, ne conduce la ecuatiile
parametrice ale rostogolitoarei

gz_ﬂ _ YAa (=0
w w

(cf. [76], p. 309, [14], p. 108, [63], p. 195), respectiv ecuatiile parametrice
ale bazei

x=x4+E&-cosf —n-sinf Yy=ya+&-sinf+n-cosb z2=0

(cf. [76], p. 310, [63], p. 195). Am folosit relatiile
OB = OA+AB=F4+&-11+1-
= Ta+(£-cosf—n-sinf)-i+ (£-sinf +n-cosb)-j.

In interpretare geometricsi, miscarea plani (plan-paraleld) este, agadar,
rostogolirea fara alunecare a unei curbe peste o alta curba. De aceea, unii
autori numesc aceasta migcare epicicloidala (cf. [32], p. 104, [59], p. 36).
Cicloida este, s. s., curba descrisa de un anumit punct al rotii unui auto-
mobil atunci cand acesta executa o miscare rectilinie uniforma, fara patinare
(alunecare) (cf. [76], aplicatia 2°, p. 312, [63], aplicatia 1), p. 202-203,
[59], problema 3.2.10, p. 41, [34], p. 204). La randul siu, epicicloida con-
stituie curba realizata de un anumit punct al unui cerc care se rostogoleste
fara alunecare peste un cerc fix (cf. [34], p. 205). Epicicloida reprezinta un
element esential al mecanicilor celeste apartinidnd lui Ptolemeu si Copernic
(cf. [11], p. 17). O altd curba spectaculoasd, hipocicloida, obtinuta prin
evolutia unui anumit punct al unui cerc care se rostogoleste fara alunecare
intr-un cerc fix, este intalnita in problema lui Cardan (cf. [76], aplicatia 3°,
p. 312-313, [63], p. 195, [59], problema 3.2.4, p. 38). Un exemplu uzual de
hipocicloida il ofera astroida (cf. [11], p. 56).

Ne vom referi in continuare la distributia acceleratiilor in migcarea plana.
Urméand calculul ficut in [59], problema 3.2.7, p. 39, 197, putem scrie ci

Tp=wxIP=wx (OP-0I),
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de unde

ap = ?p:§Xﬁ+wX(ﬂp—vabs(I))
= EXIP+w X (WX IP) =W X Ugys([)

= ExIP+ (@-1P) @ —w® TP — @ X Tas(I)
_ gxﬁ_WQ.ﬁ—wXEabS(I)

deoarece vectorii @, 1P sunt ortogonali. Aici, Tus(I) desemneaza viteza cu
care centrul instantaneu I(t) se deplaseaza pe baza iar P reprezinta un punct
oarecare al placii rigide. Punctul material P care, la momentul t*, are pozitia
centrului instantaneu de rotatie, va avea acceleratia ap € TpR3, ap € ap,
unde (I = P)

ap(t*) = —W X Taps (I (t7)) .

Deoarece directia vitezei centrului I pe baza este data de vectorul director
al tangentei comune a centroidelor la momentul ¢*, vectorul @p(t) devine
coliniar cu directia normalei comune a centroidelor la momentul ¢* (cf. [32],
p. 136).

Formula

ap = Exﬁ—w2-ﬁ—wxﬁabs(1)
= G +exIP—w?-IP

reprezinta un caz particular al teoremes lur Rivals.
Tinénd seama de (2.16), are loc relatia

ap(t*) =ap,(t") +ap,(t*) =ap,(t%),

caci Tp(t*) = 0. Astfel, directia acceleratiei mobilului P va coincide, la mo-
mentul ¢t = t*, cu directia tangentei la traiectoria acestuia (vezi Figura 3.20).
Cum vp(t*) = 0, pozitia respectiva desemneazd un punct de rebrusment al
traiectoriei particulei P.

I{_ulanla

— _' 5 K')"ahs(IH*}}
o I(r#
() Baza

Figura 3.20
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Doua probleme pot fi puse in mod natural. Prima se refera la deter-
minarea acelor puncte materiale P din constitutia placii rigide care au, la
momentul ¢, viteza si acceleratia perpendiculare. Gasindu-se, in momentul
respectiv, intr-un punct de rebrusment al traiectoriei lor (absolute), acestea
vor constitui punctele de rebrusment ale placii rigide (la momentul ¢). Cea
de-a doua problema priveste existenta particulelor P care au, la momentul %,
viteza gi acceleratia coliniare. Evident, cum Tp(t*) = 0, centrul instantaneu
de rotatie ne procura asemenea puncte. Aflandu-se, la momentul respectiv,
intr-un punct de inflexiune (cf. [48], p. 31) al traiectoriei lor (absolute),
punctele respective desemneaza punctele de inflexiune ale plicii rigide (la
momentul t).

Introducem punctul G(t) (a nu se confunda cu centrul de masa G al unui
sistem mecanic, utilizat in dinamica), numit centrul geometric al accelerati-
ilor (cf. [59], p. 39), cu ajutorul formulei

m _ _w X E(;bs(j).
w
Evident, W x IG = — 2 - [(@ - Vaps (1)) - @ — w? - Vs (I)] = Vs (1), vectorii

W, Taps(I) fiind ortogonali.
Atunci, conform calculelor din [59], problema 3.2.8, p. 40, 197-198, avem
Gp = EXIP—w? - TP — T X Ug(I)
= exIP—w? TP+ uw* IG.
Impunand ca punctul P sa fie punct de inflexiune al placii rigide, adica
ap||p, ajungem la ap L I P, cici Up = w x I P. Atunci,

0=ap-IP = —w*-TP" +w*- (IP - 1G).

Egalitatea TP’ = TP - IG constituie reciproca teoremei catetei in tri-
unghiul 7PG. In concluzie, punctele de inflexiune ale plicii rigide se gisesc
pe cercul de diametru /G. Parcurgand in sens invers demonstratia prece-
denta, putem afirma ca locul geometric al punctelor de inflexiune ale placii
rigide la momentul t este cercul de diametru IG, numit cercul inflexiunilor
placii rigide (cf. [76], observatia 3°, p. 314).

Daci P este un punct de rebrusment al plicii, atunci @p|IP, astfel c&

0 = apxIP=(ExIP)xTP— (WX Uas(I)) x TP
= —IPx (ExIP)+ 1P x (w X Us(1))
— TP -2+ (z-TP) - TP+ (TP -Tus(I)) - @
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deoarece vectorii @, TP sunt ortogonali. In plus, cum —o=w k= ¢ k,
deducem ca si vectorii €, I P sunt ortogonali, deci

TP|* .2 = <|TP|"-%
= (IP Vaps(I)) W =w (IP - Taps(I)) - k-

Din e
TP = TP (Z7us(1))

rezulta ca, pe baza reciprocei teoremei catetei, punctul P se gaseste pe cercul
de diametru I7T, unde

IT = 2B, (1).
£

La fel ca anterior, locul geometric al punctelor de rebrusment ale placii
rigide la momentul t este cercul de diametru I'T, numit cercul de rebrusment
al placii rigide (cf. [76], p. 314-315). In mod evident, cercul inflexiunilor si
cercul de rebrusment (intoarcerilor) sunt ortogonale. Ele sunt cunoscute si
sub denumirea de cercurile lui Bresse (cf. [26], p. 186).

Cercurile lui Bresse au in comun centrul instantaneu I (¢*). Pentru aceasta
am speculat faptul c& vectorul nul Tp(t*) este simultan si coliniar si ortogonal
cu vectorul @p(t*). In mod logic, ne punem intrebarea daci o situatie duald
se intalnegte in cazul acceleratiei. Mai precis, exista puncte P in constitutia
placii rigide care sa aiba la un anumit moment ¢ acceleratia nula?

Pe baza distributiei acceleratiilor in miscarea generala a solidului rigid
deducem ca

e}
|
2
e
I
Ql
=
+
ol
X
b
By
+
€l
X
B
X
3
3

Formula, w? _A_P — % x AP = @4, inmultita vectorial la stanga cu Z, ne
conduce la (- AP =0)

w? - (€ x AP) 4+ ¢ - AP =& x ay,

de unde L L
w2‘(w2-AP—EA)+€2‘AP:€><EA

si
W2 -qA+E X Ty

AP —
€2+t

(3.15)
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(cf. [32], p. 104, [14], p. 111, [63], p. 213). Cum vectorii G4 $i T X a4,

respectiv € si @4 sunt ortogonali, avem
2, =2

—_ we-a
AP - ap = D) 11
ectw

= |AP|-[a4| - cos £ (AP,a,)

= AP . [@al - cos £ (AP, a,)

|@4] . o .
- 52+w4'\/w4'a?4+(5XaA) -cos 4 (AP, a,)

_ o _lmal \/|aA|2 (Wt + &%) - cos £ (AP, a4)
- COS (ﬁa aA) )

respectiv

. (E x@a) xTa|  [@4)*- ]
‘APXGA‘ - g2 + wt T2yt

— |ﬁ‘ - [@al - sin (AP, @,)

= Bl P @t + ) -sin (AP, 7a)

Relatiile

w €]
arata ca, la momentul t, unghiul facut de acceleratia particulei A oarecare
din constitutia placii rigide cu dreapta AP, unde P reprezinta unicul punct al
placii care are la momentul respectiv acceleratia nula, este constant. Punctul
P introdus de (3.15), notat cu W (t), poartd denumirea de centrul (polul)
acceleratiilor placii rigide (cf. [32], p. 104, [14], p. 110, [63], p. 210).

In cazul miscirii uniforme (¢ = 0), observdm c&

cos (AP,@,) = sin (AP, a4) =

7 W WAEXT T T X Tan(])

€2 + wt w? w?

- TG,
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adicd W = G (cf. [59], p. 36).

Se cuvine facuta urmatoarea observatie privind marimea a;. Desgi am
utilizat, pentru simplitate, notatia @; ca sd desemnam vectorul @p(t*), trebuie

S

inteles faptul cd I(t) este o ”particuld” mobild si cd au loc relatiile

all®) = () T (@) =0

Vs (I (1)) = OI

Galf0) = (G ) T (1) =5 X0

Gups (I (1) = OI
Too (I(t)) = 2-TxTpa(I(t) = ~2 - Turansp (1 ().

Astfel, formula @p(t*) = —0 X Tgps(1(t*)) "leagd”, intr-un mod esential,
miscarea particulei placii rigide care coincide cu I(t) de miscarile (absoluta
si relativd) ale pozitiei sale, adica I(t).

Egalitatea
Gy = W AW —Ex AW (3.16)
= exWA-w* WA
= aA,s + aA,w

exprima faptul ca distributia acceleratiilor in placa rigida care efectueaza o
miscare in propriul sau plan este identica cu cea intdlnita in miscarea cir-
culara. Cu alte cuvinte, interpretind acceleratia, putem imagina miscarea
pland ca o rotatie (momentand) in jurul axei determinate de centrul accel-
eratitlor W si de vectorul director w (cf. [76], p. 314, [32], p. 105, [2], p.
177).

Revenind la cercurile lui Bresse, este clar ca polul W desemneaza cel de-al
doilea punct comun al acestora (vezi Figurile 3.21, 3.22).
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=
Ape

Figura 3.21

Notam cu 5 unghiul ficut de vectorii AW, @4. Atunci, tan 3 = % (cf. [2],
p. 177). Relatia (3.16) arata c& acceleratiile a ale punctelor placii rigide se
gasesc la momentul t de aceeasi parte a “razelor” W A, cu care fac unghiul 3
(cf. [76], p. 314). Cu conventia ca 3 > 0 daci @, este in dreapta segmentului

W A, respectiv 3 < 0 daci a4 este in stanga segmentului W A, obtinem
€
tanﬂ = -
w

(cf. [14], p. 115, [63], p. 213).

Cum, in general, I # W, caracterul de interpretare cinematica a miscarii
plane (rotatie momentand in jurul centrului I, respectiv rotatie momentana
in jurul polului W) al consideratiilor anterioare si nu de descriere a acesteia
este pus in evidenta intr-un mod elocvent.
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Ne vom referi in continuare la miscarea relativa a doua placi rigide supuse
unui contact simplu in planul fix Ozy. Pastrand notatiile de la subsectiunea
dedicata teoremei Aronhold-Kennedy, vom considera ca reperele carteziene
R'/R" solidar legate de placi au unul din planele de coordonate in planul fix
al migcarii. Frontierele celor doua placi rigide sunt curbele netede orientate
Iy, 'y care admit punctul comun de tangenta X (t). In plus, la momentul
t = t*, originile A, B ale reperelor R';/R” vor coincide cu X (t*). Este evident
ca putem ”gonfla” placile rigide, transformandu-le in domenii Gy, Gy ale SF
care au drept frontiere doua suprafete cilindrice tangente, de directoare I'y,
I'y, cu generatoarele date de dreptele de directie k. Planul tangent comun
celor doud suprafete, si anume Tk, va fi planul perpendicular pe planul
migcarii care il intersecteaza pe acesta dupa tangenta comuna a curbelor I'y,
PQ.

Cum 510 = W10 ]{3, wgo = Wy * ]{?, 521 = (LUQO —ww) . l{?, adiczi wlg X wgo = O,
teorema Aronhold-Kennedy nu poate fi aplicata aici. Miscarea placilor rigide
in contact are ca ”ingrediente” alunecarea, respectiv rostogolirea. Migcarea
de pivotare, fireste, nu este definita in plan. Notam cu Iy, I, Iz cele
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trei centre de rotatie corespunzatoare miscarilor absolute si relative. La fel
ca in cazul general, centrele instantanee ale miscarilor epicicloidale relative
realizate de placile rigide aflate in contact simplu coincid. Daca aplicam
legea fundamentala de compunere a vitezelor, considerandu-ne solidar legati
de prima dintre placi, putem scrie ca

Uabs (X> = Etransp(X) + Upel (X>

$1 Ttransp(X (t*)) = T, p(X). 7Particula” de contact X(t) deplasandu-se
atat pe I'y cat si pe 'y, vitezele sale absoluta si relativa vor avea ca directie
chiar directia tangentei comune a acestor curbe in pozitia curenta de contact.
Atunci, Ty, 5(X) va fi coliniar cu directia respectiva. Insi Trer,B(X) = Wa1 X
151 B si, cum I51B17, p(X), deducem ca centrul instantaneu I se gaseste
pe normala (principald) comund in punctul curent de contact a frontierelor
celor doud plici rigide (cf. [34], p. 203). In particular, in cazul miscarii
rectilinii a unui automobil, centrul instantaneu de rotatie al uneia dintre
rotile acestuia se va gasi, indiferent daca avem roata motoare sau roata trasa
(pasivd), pe perpendiculara pe sol in punctul curent de contact cu drumul
al rotii (vezi Figura 3.23) (cf. [76], aplicatia 2°, p. 312, [63], aplicatia 1), p.
202-203).

!Roslogolirc fara alunecare! Roata trasa
| - Rulanta

Roatd motioare . L

P . S - / ; - A
Rulanta Y 4 r e / yd AAN
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Figura 3.23

Punctele materiale A, B evoluand in planul fix al migcarii, punctele (geo-
metrice) C;; introduse la demonstratia teoremei Aronhold-Kennedy se vor
gasi, la randul lor, in acest plan. Mai precis,
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In plus, cum vectorii Wiy $i Va4, Wao §1 Up, Wa1 §i Vrey,p sSunt ortogonali,
deducem ca

Vg = —wig X AC19 Up = —wa X BCy Ura,p = —wa1 X BCo.
De asemeni, conform (2.28), putem scrie cd
— * — — — — J— )
UB (t ) = Urel,B + Vtransp,B = Urel,B + V4 + Wi X AB
— b *
= Urel,B + V4 (t ) ’

pozitiile particulelor B gi A coincizand cu X (t*) la momentul ¢ = ¢*.
In sfarsit, avem

Uper,B (t°) = —Way X BCy (3.17)
= Wig X A_Cl() — Wy X B_CQQ.
Cum A(t*) = B(t*), tinand seama de (2.31), sunt valabile egalitatile

—Wy1 X BCgl = Wig X BCQl — Wy X BCQl

(3217) Wi X AC10 — Wy X BC20,

respectiv

Wao X Co1Cyp = Way X (C21B + BCy)
= Wy X BCy —wy x BCy
= Wy X ACyg —wyg X BCqy
= Wig X (Ew — A_Cm)
= Wi X CCyy.

Evident,
0 = ,C31C19, C21C1g) = (W10 x C21C1) - C21Clg

(@10
(wzo X C'21020) CnChp = (5207 C21Cy, 021010)
= (02102070210107w20)

= (021020 X C'21010) - Wap.

Presupunand ca CsCyy X Cy1Cy # 0, vectorii Wy gi C1C5) X Co1C1g
vor fi coliniari. Fiind nenuli, produsul lor scalar nu poate fi egal cu zero. In
concluzie,

C1Cq x C51Cp = 0,
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adica centrele instantanee de rotatie ale miscarilor epicicloidale absolute si
relative realizate de placile rigide supuse unui contact simplu sunt coliniare
(cf. [15], p. 104-105). Rezultatul anterior este cunoscut sub denumirea de
teorema celor trei centre instantanee de rotatie (cf. [76], p. 345).
Recomandam cititorului elegantele expuneri facute acestor chestiuni in [26],
problema 3.4.3, p. 253-255, [63], p. 201-202. Teorema celor trei centre
instantanee de rotatie se utilizeaza in cinematica mecanismelor.

Egalitatea Woy X C1Cs = Wip X Ca1C1y ne conduce, prin inmultire vec-
toriald cu k la stanga in ambii membri, la

w10

C(206121 = w_20 ' C’1()6121

(cf. [63], p. 202).

Cateva proprietati cu vizibila relevantd geometrica ale cdmpurilor de
viteze si acceleratii in migcarea corpului material solid rigid se cuvin prezen-
tate.

1) Daca My, My, M3 sunt particule coliniare din constitutia solidului rigid
S iar Ay, As, As, respectiv By, By, Bz sunt extremitatile vitezelor, respectiv
acceleratiilor acestora, atunci punctele Ay, As, As, respectiv By, By, Bs sunt
coliniare (cf. [15], p. 74).

2) Vitezele punctelor A, B din constitutia solidului rigid S aflate pe o
dreaptd paraleld cu axa instantanee a migcarii sunt egale (cf. [15], p. 75).

3) In aceleasi conditii ca la 2), proiectiile acceleratiilor punctelor A, B pe
directia dreptei AB sunt egale (cf. [15], p. 80).

4) Daca My, My, Mz sunt trei puncte necoliniare din constitutia unei
placi rigide care se misca intr-un plan fix iar Ay, As, As, respectiv By,
By, B3 sunt extremitatile vitezelor, respectiv acceleratitlor acestora, atunci
triunghiurile My MoMs, A1AsAsz si B1BsBs sunt asemenea.

Proprietatile 4), impreund cu cazul lor degenerat 1), poartd numele de
teorema asemanarii (Burmester-Mehmke) (cf. [63], p. 207, 216, [76], p.
351, [15], p. 75, [14], p. 114, 116, [2], p. 175-176, 179-180, etc.). Justificarea
lor se bazeaza pe formulele

OA; = OM;+7y,
= OM,;+7v4+wx AM,
OB; = OM,;+ay,
OM;+as+&x AM; + @ x (w x AM;),
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unde 1 < i < 3, care ne conduc la

A;A; = OA; - 04
= M;M; +w x M;M,

B:B; = MM;+&x MM;+w x (wx MM),)
1—w?) - M;M; +&x M;M;,  i#}j.

~

Vectorii M;M; siw x MM ;, M;M ; si € x M; M ; fiind ortogonali, avem

A, = /ML + [ x TEA,
= V1+w?-|M;M,|
BB, = \/(1—w2)2~}—MZ-M]-‘ZJr}Ex—MiMj}?

= -2 e W),

ceea ce dovedeste asemanarea triunghiurilor My MsMs, A1 AsAs si By By Bs.
In schimb, dacit MiMs; = X\ - My M,, atunci A; A3 = X - A, A, si B1B; =
A - B B,. Justificarea s-a incheiat. Proprietatea 1) a fost utilizatd in Figura
3.23. Generalizarea teoremei Burmester-Mehmke pentru marimi cinematice
de ordin n > 3 a fost realizata cu ajutorul teoriei numerelor complexe de
catre profesorul G. Theiller in 1930 (cf. [34], p. 200).

5) Cunoscand vitezele 7, ¥3, U3, de directii necoplanare, a trei puncte
ale solidului rigid S se poate determina axa instantanee a miscarii pseudoeli-
coidale (vezi Figura 3.24) (cf. [59], problema 3.1.5, p. 34).

Urmam calculele din [59], p. 34, 193-194. Astfel, dacd notdm cu A;, As,
Aj extremitatile vitezelor v; transportate prin echipolent intr-un punct Q
ales convenabil, directia normala la planul (A; A3 A3) va fi datd de vectorul

N = (@1—@3)X(52—ﬁ1)
= €1X§2—63X§2+€3X61

= U1 XUy + Uy X V3 + Vg XVj.

Deoarece v; = Uy, = Upy, +w X MoM;, unde M, este un punct de pe axa
. . o /T a7r not _
instantanee, putem scrie cad (MoM; = T;)

T XT; = Uy XWX (7 —F) ]+ [[@xT) -T]-@
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= Ty X [0 X (T —79)] + (@, 73, 75) - ©
= Ty X [0 X (T —79)] + (73, 75,0) - W
= Uy X [0 x (T =)+ [(Fs x7y) - 0] - 0, 1<4,5 <3,

de unde

N=[W (F1 XxTo+Te XT3 +T3 XT1)] - W=A-W#0.

Y% A
M

Figura 3.24
Proiectand vitezele vy, v5, v3 pe planul II paralel cu (A; A3A3), avem

Ui = Uy +W X MoM; =7y, +w X (MUNi+NiMi)

— EMO —I—E X ]\4'0]\]'Z

Vectorii Ty, si @ fiind coliniari, vectorii-proiectie ai vitezelor v; pe planul
II vor avea directiile @ x MyN,;. Cum vectorii-viteza ¥; sunt necoplanari,
vectorii U; — Ty, nu sunt toti coliniari. Daca, de exemplu, (T3 — Tpy,) X
(Uy — Upg,) # 0, atunci perpendicularele din Ny, Ny pe dreptele-suport ale
vectorilor-proiectie, duse in planul II, se vor intersecta intr-un punct M de
pe axa instantanee A (cf. [59], p. 194).
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3.3 Statica si dinamica

3.3.1 Dinamica sistemului mecanic. Teorema impulsu-
lui. Teoremele centrului de masa. Teoremele lui
V. Valcovici si S. Koenig. Teorema momentului
cinetic. Teorema energiei cinetice. Reprezentarea
momentului cinetic si a energiei cinetice cu aju-
torul tensorului de inertie. Formula momentului
cinetic fata de o axa. Sisteme conservative

Sa consideram sistemul mecanic S ale carui particule au, in raport cu
—
sistemul de referint inertial R = (O, B ), razele vectoare

OM, ™27, 1<k<n.

Introducand un reper cartezian (mobil) cu azele de coordonate de directii
H
fize (cf. [32], p. 81), si anume R’ = (A, B), au loc relatiile (w = 0)

— — — — — —
T =TaA+Ty U = V4 + Uy,

- TAF = o7, - . .

! ! /! X X
unde 7, = AMy, v, = (52)r =7). Daca punctul G' din SF reprezinta
centrul de masa al sistemului mecanic S, adica

n n n
— 1 — — 1 — not
’I“G:—'E mg - Tk UG:—'E mg - Vg, m = E mp
m m
k=1 k=1 k=1

(cf. [32], p. 79-80), atunci putem scrie ca
S omp T =Y mpTe—m-Ta=m-(Tg—Ta),
k=1 k=1
respectiv
ka-ﬁ;c =m:- (ﬁg—ﬁA)
k=1
(cf. [34], p. 289).

Presupunem ca actiunea mediului inconjurator asupra particulei Mj din
R — —_ JE—
constitutia sistemului S este data de forta Fj € TMk]R?’, F, € F}, numita
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externa sau exterioara (cf. [32], p. 77, [34], p. 247). Interactiunea particulei
M;, cu celelalte puncte materiale ale sistemului mecanic se realizeaza prin

— —
intermediul fortei F; € Thy,R3, Fiy € Fri, unde
Fru+Fur=0 Frr =0, (3.18)

Forta ‘Fk; se numegte interna sau interioarda (cf. [32], p. 75).
— - —
Forta Fy € Ty, R3, Fi, € Fy, unde

?k = Z?kb

=1

desemneaza actiunea sistemului mecanic S asupra celei de-a k—a particule
din componenta sa.
Un calcul simplu,

ﬁo = (?k +Fk) = Z (?kl +?lk) + ZF’
k=1 1<k<i<n i=1
- S F=F
i=1
si
Mo = ZFk X (]_:k +Fk) = Z (T X Fr + T X?lk)
k=1 1<k<i<n
n
i=1
= Y [PexFu+Tix (=Fu)]+ > Tix Fi
1<k<I<n i=1
= > (F-T)xFu+» TixF
1<k<I<n i=1
= ZTI X Fz
i=1
deoarece vectorii 7, — 7, = M;M, si Fj; sunt coliniari (principiul actiunii

gl reactiunii), aratd ca fom‘ile interne ale sistemului mecanic nu se reflecta
asupra marimilor Ro(S), Mo(S) (cf. [34], p. 250, 253).



278 CAPITOLUL 3. MECANICA SOLIDULUI RIGID

Daca, in plus, sistemul mecanic S este rigid, atunci relatia

j— 1
0 = d (5 \Mle|2> —d <§M,MZ)

= MM, - d MM,

ne conduce la
Fu-dTe+Fu-dT = Fu-[dT,+d(—T)]
= Fu-d MM,
= Fu - MpM;-d MM,
— —fk[MledMle
=0
. s _ Fr-MpM,
(cf. [34], p. 264). Aici, Fiy = A
Astfel,

n

oW = Z(?k—l—ﬁk)dﬂﬂz Z (?kl'dfk—i-?lk'dﬁ)

k=1 1<k<LI<n

n
= ZFZ . dFZ - 5Wext.
i=1
Absenta fortelor interioare ale sistemului mecanic din formulele prece-
dente este in concordanta cu faptul ca modelul matematic al corpurilor ma-
teriale dat de solidul rigid face abstractie de structura internd a acestora. In
general, fortele interioare produc un lucru mecanic de deformare (cf. [32], p.
77). De exemplu, o copertd din plastic, odata indoitd, nu isi recapata forma
initiala dupa incetarea actiunii exterioare, etc.
Vom stabili in cele ce urmeaza legatur: intre marimile care caracterizeaza
migcarea mecanicd a solidului S (impuls, moment cinetic, energie cinetica,

lucru mecanic elementar) in reperele R, R'.
Astfel,

i1
Il

n n
E mg - U = E mk-E;g—Fm-EA
k=1

k=1
—/ —
= p +m'UA,
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de unde, conform (2.80), prin derivare in raport cu timpul ¢, avem

n

P = Y h=> (Fx+F)=TF
k=1

k=1

Egalitatea /
(%) =F+m- (—EA)
R

constituie teorema impulsului in reperul cartezian R’'. Asadar, derivata
relativa (locala) in raport cu timpul t a impulsului total P al sistemului
mecanic S este egald cu rezultanta fortelor externe F plus o fortd inertiald
(efect al miscarii reperului R’ in raport cu un sistem de referinta inertial).
Prin extrapolare, ne vom referi la marimi vectoriale date ca vectori liberi (p,
F) cu apelativul impuls, fortd rezultantd, etc. Destinatia finald a calculelor
de fata ingaduie o asemenea lipsa de rigurozitate in terminologie.

Formula
_ d (5~ - 4w _7
i E(;mk-rﬁc):m-a(rc—m) (3.19)
= m- AG=m -7
implica
— OE/GV El —
m-Gg =m:- BT =F+m-(—a,). (3.20)
R/

Relatiile (3.19), (3.20) constituie teoremele centrului de masa. Ele
confera, in particular, o justificare modelului punctiform al corpurilor mate-
riale (cf. [34], p. 252, [76], p. 526). Sistemul mecanic S se comportd, in
concluzie, ca gi cum ar fi concentrat in centrul siu de masa G (cf. [76], p.
525, [34], p. 298). Astfel, impulsul total al sistemului mecanic S legat in G
ne da impulsul particuleir G a carei masa este egala cu masa intreqului sistem
¥ - S 3

m-ag = F + F; € TgR?,

- = = —
unde F' € F, F; € m-(—ay). Terminologia adoptatd pentru marimile 7', F’
poate fi motivata si prin teoremele centrului de masa.
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Impunénd ca A = O in (3.19), respectiv A = G in (3.20), obtinem
m-vgc €Pp m-agc€F (3.21)

(cf. [32], teoremele 1, 2, p. 80). In lipsa fortelor exterioare (Fj = 0), m-Tg =
constant, deci impulsul total al sistemului mecanic se conserva. Fenomene ca
reculul armelor de foc (izbitura in uméar produsa de patul pustii in momentul
tragerii) ori migcarea sistemului nostru solar (observatia astronomica indica
faptul ca centrul de masa al sistemului solar se migca rectiliniu uniform cu
aproximativ 20 km/s cdtre un punct aflat in vecinatatea stelei Vega, numit
Apex) pot fi explicate in acest mod (cf. [34], p. 252, [76], p. 525, [63], p.
376-377, [73], p. 390, [2], aplicatia 1, p. 285-286).

Momentul cinetic total, notat Lo(S), al sistemului mecanic S verifica
egalitatile

Lo(S) = Y FuxPy=Y mp- (Fa+T7) X (Va+7})
k=1 k=1

n n
= m'TAXWA-f-FAX(E mk%)—l—(E mk'FZ)XﬂA
k=1

k=1
+> my T X T
k=1
= M-TAXTA+TaXm-(Tg—Ta)+m-(Fg—Ta) X Ty
+I4(9)
= m-[Fa+ (o —Ta)] XTa+m -Ta x (Tg —0a) + L4(S5)
= m-TeXTa+m -Tax Ug—704)+ Ly(S).
Relatia
Lo(S) =m T XTa+m-Fa x (Vg —Ta) + Ly(S) (3.22)
constituie prima teorema a lui V. Valcovici (1915) (cf. [34], p. 289).

De asemeni,

La(S) = > PxP=>_ (Fx—Ta) X Py
k=1 k=1
= Zo(S) —TA XD
= Io(S)—FAXm~ﬂG
= Zo(S) —m- T4 X Vg
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si, din (3.22), deducem ca

LA(S) = m-?GxﬁA—m-TAx6A+f/A(S) (323)
= m-AG x4+ L,(5)

(cf. [34], p. 289).
Pentru A = G, (3.22) devine

Lo(S) =m -Te X g + L(S), (3.24)

adica momentul cinetic total (absolut) fata de punctul O al sistemului mecanic
S este egal cu momentul cinetic al acestuia in miscarea (relativa) in jurul cen-
trului de masa G plus un vector liber care, odata legat in O, ne da momentul
cinetic al particulei G a carei masa este egald cu masa intreqului sistem (cf.
[76], p. 536, [63], p. 391). Acest rezultat constituie prima teorema a lui
S. Koenig (cf. [34], p. 260, [14], p. 177, [2], p. 265).

Conform (3.23), rezulta ca (A = G)

L(8) = Lg(S)
(cf. [76], p. 529-530, [34], p. 288). Marimea EE(S ) din (3.24) se mai numesgte
si moment cinetic propriu sau intern (de ”spin”) al sistemului mecanic S (cf.

[32], p. 83).

Energia cinetica totala, notatd E.(S), a sistemului mecanic S are forma

1
E.(S) = 3k T = Z 3™k (Ta + 7))
k=1 k=1
1 B B n B n 1 s
= §m Uy + 04 mg - U | + —Mmy, * U
k=1 k=1
1
= oMUy +Ta [m - (Vg —va)] + ELS)
1
= M Tyt meTa (Ve —va) + EL(S).
Relatia
1
E(S)=-m 94 +m Ta- (Vg —0a) + EL(S) (3.25)

2



282 CAPITOLUL 3. MECANICA SOLIDULUI RIGID

reprezintd a doua teorema a lui V. Valcovici (1929) (cf. [34], p. 290).
Pentru A = G, din (3.25) se obtine

E.(S) = %m 02+ EL(S), (3.26)
adica energia cinetica totala a sistemului mecanic S in sistemul de referinta
R este egala cu energia cinetica a centrului de masa G inzestrat cu masa
intreqului sistem plus energia cineticd relativa (proprie sau internd) a sis-
temului in miscarea sa in jurul lui G (cf. [76], p. 544, [34], p. 268). Formula
(3.26) desemneaza a doua teoremd a lui S. Koenig (1751) (cf. [32], p
84, [2], p. 270).

Pe baza (2.84) putem scrie ca

dL " d -
d—tA = Z_:E(mxm = [P x (Fx+ Fi) — 0a x By

k=1

_ (ZT;CX]_:’“> T X Fp—Ts4XP
=1

3

= WA<{ k_ln}>—m><p

(cf. [34], p. 254). Atunci, conform (3.23), avem

My ({ﬁkzl,_nb —Ta XP

dL’
= th—l—m AG XTa+m - AGx vA
dr’ -
= d—tA—l—m (Vg —Ta) XUg+m-AGX Ty
L,
= %—Fm Vg XUg+m- AGXUA
dr’
= th—Fm AGX Ty —Ta X (M- Tg)
3:21) dLA—l—m AG x UA —TUgA XD
dt
si
dL A —> -
o +m-AGX Ta= My ({ k= ,n}) (3.27)
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(cf. [34], p. 299). Pentru A = G, din (3.27) deducem c& teorema momentului

. . dL. - A . Lo . . . R
cinetic, =& = Mg, se aplica in miscarea relativa a sistemului mecanic S in

gurul lut G la fel ca itn miscarea absoluta a acestuia fata de un reper inertial
(ca si cum G ar fi fix in R) (cf. [76], p. 537, [63], p. 392).

Relatia (3.27) constituie teorema momentului cinetic in reperul carte-
zian R’ (cf. [34], p. 299).

In absenta fortelor exterioare (Fy = 0), are loc conservarea momentului
cinetic Zlg. Astfel pot fi explicate o serie de fenomene precum faptul ca, in
urma sariturii de la trambulina, schiorul ajunge pe partie in pozitia dorita
ori miscarile pe care le facem cu mainile atunci cand suntem in pericol de a
cddea, etc. (cf. [34], p. 261-262).

La fel ca in dinamica punctului material, teorema momentului cinetic
conduce la teorema ariilor (L. Euler, D. Bernoulli (1746), D’Arcy (1747), cf.
[34], p. 257), in care sunt implicate vitezele areolare ale proiectiilor pe un
plan fiz apartindnd tuturor particulelor sistemului mecanic.

Vom considera, in continuare, ca sistemul mecanic S este rigid iar punctul
A face parte din constitutia sa. Introducem un nou reper cartezian, R” =
(A, ?), solidar legat de corpul S si notam cu w vectorul sau viteza unghiulara
(momentand).

Centrul de masa G al solidului rigid S este solidar legat de acesta (cf.
[34], p. 291). Intr-adevir, pe baza formulei lui Euler a distributiei de viteze,
putem scrie ca

1 & 1 ¢ O
To = oo Some B 3 e (@ OO,
k=1 k=1

= g+ X (Z%QMQ
k=1
= To+w x QG,

unde () reprezintd o particuld oarecare a solidului rigid. Am tinut seama
de faptul ¢ G constituie baricentrul multimii {M}, : k = 1,n} din SF cu
ponderile a, = my, - m™!, adica

XG=) oy XMy, (V) X €Es.

k=1

Insg Vg +w X QG este chiar viteza de transport a ”particulei” G in raport
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cu solidul S, deci, cu alte cuvinte, centrul G este in repaus fata de corpul
material solid rigid.
Teorema impulsului (3.21) capatd forma

F = m-EG:m-?G:m-%[ﬁAquxm]

- m.(mm,q—mm—c)
— m- |74+ @ xAC + x (@ x AC)]

(cf. [34], p. 299, [76], p. 564).
In ceea ce priveste lucrul mecanic elementar, avem

n

W= > (Fi+F) - (dra + dFy)
k=1

() el

3

k=1 k=

Fk) ~dry
1
+Y Fy - dr,
k=1
= F-dra+6W., =F -vadt+5W.,
(cf. [34], p. 302). Insd, cum dF, = T)dt = (T, — U4)dt = (@ x 7, )dt, obtinem
Wiy = Y Fr-diy=>Y Fy- (@ xT)dt
k=1 k=1

n

= Y (@7 Fr)dt =Y (7, Fi,) dt

k=1 k=1
— ;(F;xfk)-wdt:MA ({Fkk:ﬁD - wdt
= :NZA<53~ZUdt

§i W =F - Tadt + My (S)-wdt = R4 (S) - Dadt + My (S) -wdt (cf. [34], p.
301, [32], p. 111, [76], p. 563, [63], p. 362-363). Am tinut seama in formula
anterioara de faptul ca atat rezultanta fortelor interioare cat si momentul
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rezultant al sistemului alcatuit de aceste forte fata de un pol, fix sau mobil,
sunt nule. Practic, spunand ca solidul rigid nu are structura interna vom
subintelege c& marimile R 4 (S), M (S) se refers numai la fortele care provin
din mediul inconjurator.

Teorema energiei cinetice, aplicata punctelor materiale din constitutia
solidului rigid S, ne conduce la

n

dEC(S) = Zd <lmk : Uﬁ) = Z (?k ‘f‘Fk) : d?k = 6Weaf;t
k=1

2
k=1

= F-v,dt+ W,

. 1
B2 g (m VA Ve M- v+ Eé(5)>

= m: ?A Vadt +m U4 5@ dt —m -v4- iA dt + dEé(S)

= (m-Tg) - Vadt +m-Ta - (Vg —Ta) dt + dE(S)

G20 T 5adt +m- Ty - (@ x AG) dt + dE.(S),

respectiv
dE/(S) = 6W!

ext

—m-Ts - (@ x AG) dt, (3.28)
formula care reprezinta teorema energiei cinetice in reperul cartezian R’
(cf. [34], p. 302). Pentru A = G, din (3.28) rezulta c& teorema energiei
cinetice, dE'(S) = 6W.,,, se aplica in miscarea relativa a solidului rigid S
in jurul centrului de masa G la fel ca in miscarea absolutd a acestuia (fata

de R) (cf. [63], p. 396).
Revenind la momentul cinetic L,(5), au loc egalitétile

n n

- o B o
La(S) = ZT% X D = Zrk X [my - (U — Da)]
k=1 k=1
= ka-r; X (W xT)
k=1
n n
= (ka-ﬁf> T= Y - (@ T) T
k=1 k=1

Daci @ = py -1y + Py - J1 + s - Fr, atunci Ty(S) = L} -5y + Ly - j, + Ly - Fa,
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unde

3
j=1

iar (1;;):; este matricea de reprezentare a tensorului de inertie H(S) in R”
(cf. [34], p. 292). Egalitatile (3.29) sunt scrise matriceal

L/1 y4i
Ly | =[Ia(9)]- | p2
L’3 b3

(cf. [34], p. 294, [76], p. 587, [32], p. 114, [41], p. 150).
Cu ajutorul identitatii lui Lagrange se realizeaza o reprezentare remarca-
bila a energiei cinetice relative, si anume

E(S) = Z%mk (@ xT) = Z%mk . [52 P2 (UT;)Q]
k=1

k=1

T [(kaﬂ?) .w_zmk.<w.ﬁc).7;€]

— _ 1
'LA(S)-w:? Z L - pi-pj

1<4,5<3

N~ N

(cf. [34], p. 293, [32], p. 112, [76], p. 588, [63], p. 447, [14], p. 177). Daca
notam cu A(A, @) dreapta care trece prin punctul A si are versorul director
T = 2, atunci, cum

Inam) (S) =T o® + I 87+ Is3-7* + 2L - aff + 2113 - ay + 2Lp3 - B,

unde a = 2, 3 = 2 v = 2 deducem ca
/ 1 2
EC(S) = 5 . IA(A,U’) (S) W

(cf. [32], p. 109, [14], p. 180).

Formula E.(S) = 4 - L\(S) @ = tw - (L4(S) - 1) = tw - L) 42(9)
ne conduce la expresia momentului cinetic relativ al solidului S fata de axa
A(A, W)

Laaz)(S) = Iaa,w) (5) - w
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(cf. [32], p. 116).
Daca renuntam la ipoteza de rigiditate impusa sistemului mecanic S si o
inlocuim cu cea de conservativitate data de

Fu = F - MM, = Fiy (| M, M,|) - MM,
(cf. [34], p. 264-265, [32], p. 79), se deduce imediat ci
Fr-dry +Fuy-diy, = Fr-d MM,
_ _F,.d (% W?) — _F,.d (% . \W;f)
= —Fu - [MM] - d (| M)
([ (FRFL) -[FEFE - d (TETE)

+const.)
= dUy.

Marimea V = —U = — > Uy va reprezenta energia potentiald a
1<k<i<n
sistemului conservativ S. Teorema energiei cinetice (aplicata particulelor
sistemului) implicd
dE, = W = dU + 6Wey,

respectiv

d(E,+V) = Wi, (3.30)

Marimea E. 4+ V reprezinta energia mecanica (totald) a sistemului con-
servativ (cf. [34], p. 265, [32], p. 79). In particular, formula (3.30) aratd
cd energia mecanica a unui sistem conservativ izolat este constanta (se con-
serva,).

Diferentiala energiei cinetice a unui sistem mecanic S este, agadar, egala
cu lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare, dW,,;, plus lucrul mecanic

n
elementar al fortelor interne, Wi,y = > Fr - dis. Aceastd afirmatie con-

k=1
stituie teorema energiei cinetice a unui sistem mecanic oarecare (D.

Bernoulli) (cf. [34], p. 263, [32], p. 78). Pe baza principiului actiunii si
reactiunii, aplicat particulelor din componenta sistemului S, la fel ca in di-
namica punctului material, se poate ardta cd energia (mecanica) pierduta
de sistem (adica, A(E. 4+ V')) este egald cu lucrul mecanic produs de acesta
asupra mediului inconjurator (cf. [34], p. 266).
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In tehnics, un sistem mecanic S este caracterizat d. p. d. v. al lucrului
mecanic de marimea numitd randament (mecanic) (cf. [25], p. 83).

3.3.2 Teorema momentului cinetic fata de o axa. O
demonstratie a formulei Huygens-Steiner cu aju-
torul teoremei lui V. Valcovici (1929). Raza de
giratie

S& presupunem ci solidul rigid S se roteste in jurul unei axe fize A(O, @),

unde @ = w - T =0 . Atunci, din (3.27) rezultd (A = O)

—/

Lo (S) = Mo(S9).

Prin inmultire scalara cu w in ambii membri, deducem ca

dr., d (= I - _
= Lroa )] = = |To(S) 1| = Mo($) -7
= Maom)(5)
= Ino0,@)(9)-w

Obtinem astfel teorema momentului cinetic fatd de axa A(O, W)

Ino.) (S) - b= Mao,.)(5) (3.31)

(cf. [34], p. 258, [76], p. 593, [32], p. 124), relatie extrem de utild in apli-
catii gi care constituie analogul unghiular al legii fundamentale a lui Newton
(2.74) (cf. [17], p. 123-124). Din (3.31) se deduce cu usurinta proprietatea
momentului I,z () de a fi o masura a inertiei la rotatie manifestata de
corpurile solide rigide (cf. [34], p. 259, [73], p. 369). Ca ilustrare elocvents a
principiului (3.31), un glob pamantesc de uz didactic gol pe dinduntru se va
roti mult mai "repede” si pe o perioada de timp mai mare, odata ce a fost
miscat, comparativ cu un glob de dimensiuni identice dar plin (cu moment
de inertie mai mare). O serie de probleme interesante (scaunul lui Jukovski,
roata lui Prandtl, discul lui Picard, magina lui Atwood) referitoare la teo-
rema momentului cinetic fatd de axa de rotatie (fixd) pot fi citite in [32], p.
125-126, [34], p. 275-276, [76], p. 532-533, [17], p. 121, etc.
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Figura 3.25 b

Se stie ca formula Huygens-Steiner, aplicata sistemului mecanic S, ne
conduce la egalitatea

IA(S) = Ia(S) +m- [d* (A, Ag) — d* (A, Ag)], (3.32)

unde A = A(0, W), A = A(A, @) si Ag = A(G, W). Insd relatia ante-
rioard poate fi obtinutd si in mod direct, din (3.25). Intr-adevar, folosind
notatiile din Figura 3.25 (a, b, ¢), putem scrie ca

Figura 3.25 c
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Ua OXOA=wWx MA Tg=wx NG
U, = WX NM, v, =wx PM,
si
Ty = wx PG
— ©x (NG - NP) = x (NG — MA)
= Vg — Vg,
respectiv
7 = [l = [MA] =u? & (A,A)
T = W -d* (M, A) TP =w?-d? (M, A)
Te = w?-d?* (A, Ag)
Atunci,

| 1 - 1
E.(S) = Zémk T2 = §w2 Y my - d® (M, A) = 5la w?
k=1 k=1

si
1 1, 1
QY —2_ 1 9 2 n_ 2
E/(S) = kE_l Sk Ty = W -kg_l my - d* (M, A') _EIA/-w :

Marimea Rg;, data de In = m - RZZ-T poarta denumirea de raza de giratie
sau de inertie (cf. [32], p. 110, [63], p. 356, [73], p. 369).

De asemeni,

Ua- (Vg —7va) = (wxMA) 7
= (wx MA) - (wx PG)
= w - d(AA) - d(Ag,A') - cos LVPU
wrod(AA)-d(Ag, A) - cos (.

v €|

Teorema lui Pitagora generalizata, aplicata in triunghiul GN P, si anume

GN? = GP? + PN? —2GP - PN -cosa,
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unde a = m — 3, va implica
d* (A, Ag) = d* (A, Ag) +d* (A A) + % Ta- (Vg —Ta).
w

Formula (3.32) se obtine prin inlocuirea méarimilor corespunzitoare in

(3.25). Cazul A = G este tratat in [34], p. 269-270.

3.3.3 Solidul rigid cu o axa fixa. Ecuatia diferentiala
a miscarii. Echilibrarea solidului. Axe perma-
nente si axe spontane de rotatie (libere). Prin-
cipiul inertiei pentru corpul solid rigid. Pendulul
fizic. Teoremele lui C. Huygens. Formula pen-
dulului reversibil

Vom stabili in continuare ecuatiile de migcare ale unui corp material solid
rigid care admite o axa fixd. Asemenea situatii se intalnesc frecvent in viata
de zi cu zi, un exemplu elocvent fiind oferit de catre roata de bicicleta, prinsa
in doua locuri de cadrul acesteia. Pastrand notatiile penultimei subsectiuni,
alegem drept ax# de rotatie (fixil) dreapta Oz. In plus, A = O iar planul
Oz"y" al reperului cartezian R” coincide cu Oxy (vezi Figura 3.26). Punctele
de "prindere” ale solidului S pe axa A sunt O si Q. Cu ajutorul reactiunilor
(fortelor de legatura) }?; este calculat efectul pe care miscarea corpului ma-

X

terial il are asupra axei (solidul ”apasd” axa, conform principiului actiunii si

H —_ J—
reactiunii, cu fortele — Ry, cf. [34], p. 452). Aici, w = w(t) - k = w(t) - k1,
w =0 (t).

Teorema impulsului (74 = 0)
m- [©x0G+@ x (@ x0G)| =F+ T + s,

unde w= (%—f)nn =w (t) - k1, se proiecteazs pe axele triedrului Oz"y"2"
(w=¢):
—m - (ég - €+ 51, . (A)2) = qu + Rl,z” + RQ’:E//
m - ( 1/ ‘€ — é’ . wz) = Fy// + Rl’y// + R27y// (333)
0= FZ” -+ RLZ// -+ RZZ//
(cf. [34], p. 453, [76], p. 594). Marimile &7, &5, & reprezinta coordonatele
centrului de masa G al solidului S (in R").
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Figura 3.26

Teorema momentului cinetic (3.27), si anume
Lo _ 7, ({77 7}) = Mo ({F.70))
dt (0] y 411, £12 @] y 112
L, g
(a_tO>RH +w X LO<S)

ne conduce la (@ =h- El)

,[13'8—[23‘0)2:L—h'R27y//
123'8—’—]13-(4)2 = M—l—h'RQ@H (334)
]33'E:N,

unde Mo({F}) =L -7y + M -j, + N - %,. Fireste, MO({E{}) =0, linia de
—
actiune a fortei Ry trecand prin O.

Ecuatia diferentiala care guverneaza migcarea solidului S este ultima
ecuatie din (3.34):

Iss- 0= N (t,@,é) >t

Ea putea fi obtinuta gi in mod direct, prin aplicarea legii (3.31), observand

9

Ca

Ma ({FRLRY) = Ms ({F))+Ma ({Ri)) + M ({B2))
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Odata cunoscuta viteza unghiulara w =6, marimile Ry, Ro v si Rz,
Ry, se determina din (3.34), respectiv (3.33). Marimile R, ,», Ry ,» nu pot
fi insa calculate. Acest fenomen este in concordanta cu principiul suprimarii

- = = — —
fortelor. Astfel, dacd addugam la sistemul { F', Ry, R} un sistem nul { R3, Ry},
unde .ﬁ; € ToR3, 11?3> € f-kysi Ri € ToR?, Ei € —f - k1, necunoscutele
Ry .1, Ry, vor fi inlocuite cu cantitatile Ry .» + f, Ro» — f in (3.33), fara
a influenta migcarea (cf. [76], p. 595, [34], p. 454), cici legatura este in-
destructibild. In tehnicg, sistemul (nedeterminat) de sase ecuatii cu sapte
necunoscute constituit din (3.33), (3.34) este denumit hiperstatic (cf. [14],
p. 192). El devine rezolvabil (determinat, izostatic) daca folosim, de exem-
plu, in locul a doua articulatii sferice O si Q o articulatie sferica O si una
cilindrica @ (cf. [63], p. 402, [14], p. 193).

In cazul repausului (w = € = 0), reactiunile ]?1) , ]?2) se numesc statice. Ele
verifica formulele

O:F//‘i_Rit //+R§t "
¢ s’x S,CE O:L—hRSt ”
o—reempenl {0
= Ly 1,2" 2,2 L

In timpul miscarii, acestora? li se adauga, in general, o serie de termeni
nenuli (reactiuni sau solicitari suplimentare dinamice, cf. [76], p. 902):
din _ Rst A R, Rdin o Rst A R,
i,z — i,z ‘I— i,z iy iy + i,y
,ZZ}/ — Rf’tz// + ARi,z”y Z = 1, 2.

Din (3.33), (3.34), (3.35) obtinem, prin scidere membru cu membru,

—m - ( g - €+ 51’ . w2) = ARl?x// —+ AR271://
m - ( "og— g : w2) = ARLy// + ARQ,y”
0= ARl,z” + ARQ’Z”
s
]13 € — 123 : w2 =—h- ARZy//
{ [23 - £ —|-113 . w2 =h- Angu

(cf. [63], p. 403). Termenii suplimentari descrigi anterior (ca valori nu-
merice absolute) constituie "raspunsul” trimis de solidul rigid agentului care

?Acum, marimile R$?,,, Ry, Ry, unde 1 < i < 3, sunt definite chiar de relatiile

(3.35) (cf. [63], p. 402, [34], p. 454, relatia (18.14)).
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provoaca miscarea de rotalie (axa rotoare Oz), adicd expresia unor forte
de inertie. In acelasi timp, ei desemneazi un sistem de forte inertiale - dat
printr-o forta centrifuga f; si un cuplu de moment M; (aici, torsorul fortelor
inertiale este calculat fatd de polul G, cf. [76], p. 890, 903) -, care se reduce
in mod obisnuit (cf. [32], p. 156-157, [76], § 3, p. 890-894).

Insistam pe faptul ca asupra corpului material ”intervin” anumite efecte ale
miscarii sale neinertiale, sub forma unor forte aparente, iner{iale. Acestea produc
"fortarea” punctelor de legiaturd O, @, in articulatiile cirora apar forte reale, de
inertie. Un exemplu simplu se cuvine adus in discutie. Pe o platforma orizontald
(vezi Figura 3.27), perfect lucioasd, este agezat un corp punctiform legat de axul O
al platformei printr-un fir ”contindnd” un dinamometru (resort gradat). Migcarea
circulard uniforma a platformei produce o anumita intindere (constanta) a resor-
tului. Odatad produsd aceasta intindere, corpul punctiform se géseste in repaus
fati de platformi. In schimb, miscarea circulard a particulei este datorati actiunii
fortei centripete ? € TyR3, ? € F, unde

F:m-ﬁabs:—m-Rw2~ﬁ.

Datorita inertiei, corpul punctiform se impotriveste agentului care tinde sa-i
schimbe starea mecanica, deci platformei. Cum legatura particulei cu platforma se
realizeaza prin intermediul firului, acesta va ”suporta” efectul inertiei, fiind intins

— —
(tensionat) de forta F’. Forta F’, unde

/

F =-F,

gliseazd de-a lungul firului cu resort pana in punctul fix O.

9
Oo—

Figura 3.27

Platforma, vizuta ca reper cartezian, este, evident, neinertiala (putem spune
cd, in acest sens, migcarea circulard este o migcare neinertiala). In raport cu plat-
—

forma, corpul punctiform se giseste in repaus, desi de el "trage” forta F'. Aceasta
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inseamnd cad asupra sa trebuie sd mai actioneze gi o alta forta, necunoscuta noua.
Situatia a fost intalnita deja in subsectiunea referitoare la principiul echivalentes.

X"

Forta necunoscutd, fictiva, ”echilibreaza” actiunea (vizibild pe dinamometru) a
— — e
fortei centripete F'. Ea se numeste inertiald: F, € TyR3, F, € F, unde

F.=F

(cf. [32], p. 203). De aceea, in mod curent, efectul produs de rotatia axei fixe
asupra diferitelor parti (piese) ale ansamblului particulelor solidului rigid este for-
malizat prin forte aparente, inertiale, pe cand "raspunsul” acestor parti, transmis
in punctele de prindere O, (), se constituie intr-un sistem de forg_e) reale, ce trebuie
luate in calcul de proiectant si care se numesc forte de inertie (F”). Recomandam
cititorului eleganta expunere a subiectului de fatd facuta in [32], p. 200 gi urma-
toarele.
Echilibrarea totald (generald) a solidului rigid S are loc atunci cand

ARi,m” =0 ARi,y” =0 ARi,Z” = O, 1= 1, 2.

Daca ¢ = & = 0, adica G € A, atunci torsorul fortelor inertiale se reduce
la cuplul de moment M; (F; = 0, M; # 0). Astfel, desi corpul material este
echilibrat static (cf. [2], p. 281), prezenta momentului inertial va provoca
"fortarea” axei de rotatie A, corpul rigid avand tendinta naturala ca, in
timpul misgcarii, sa-si transforme rotatia intr-o rotatie in jurul uneia dintre
azele principale centrale de inertie (cf. [76], p. 903). Pentru I13 = I3 =0
(dreapta A este axd principald de inertie a elipsoidului de inertie centrat
in O) are loc echilibrarea dinamica a solidului rigid S (cf. [63], p. 404).
Echilibrarea unui corp material solid rigid se realizeaza fie prin indepartarea
fie prin adidugarea anumitor mase (cf. [76], p. 904-905, [73], p. 482). In
mod evident, daca axa de rotatie A este o axa principala centrala de inertie,
atunci solidul S wva fi echilibrat total (cf. [34], p. 454, [32], p. 129).

Suntem interesati acum de posibilitatea ca rotatia rigidului sa se realizeze
fara ca acesta s ”apese” legatura Q. Din (3.33), (3.34) rezulta imediat ci
(Rown = Ry yr = 0)

Iis =13=0 L=M=0.

Cu alte cuvinte, daca i se imprima corpului material solid rigid o rotatie
(w(to) # 0) in jurul uneia dintre axele principale de inertie ale elipsoidului
sau de wnertie centrat in “punctul de sprigin” O iar momentul rezultant al
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fortelor exterioare este coliniar cu axa de rotatie, atunci corpul se va roti in
Jurul acestei aze, care ramdne fixa in spatiu (cf. [76], p. 595, [34], p. 455).
Un asemenea caz are loc atunci cand linia de actiune a rezultantei F trece
prin O. Dreapta A se numeste axd permanentd de rotatie (cf. [63], p. 405).

Ne punem, in mod logic, intrebarea: se poate ca, in timpul miscarii, corpul
material sa nu ”"apese” nici asupra legaturii O?7 Raspunsul este afirmativ.
Intr-adevir, daci rigidul este actionat de un cuplu de forte (F' = 0) avand
momentul Mo coliniar cu axa de rotatie (deci, fortele se gisesc intr-un plan
perpendicular pe aceasta) si

1 =& =0 Liz3=1I3=0,
atunci reactiunile dispar
Ri,:r” = Ri,y” =0 ARZ-’I,, = ARi,y” =0

(cf. [76], p. 596). Aza de rotatie este fixa in spatiu, dar rigidul S nu
actioneazi asupra ei. Un caz particular esential este cel dat de F = 0,
Mo = 0. Astfel, daci unwi corp material solid rigid liber i se imprimda
o rotatie in jurul uneia dintre axele sale principale centrale de inertie iar
asupra sa nu mai actioneaza nici o forta (exterioara), corpul igi va continua
migcarea de rotatie (devenita uniforma) in jurul acelei axe, care ramane fixa
in spatiu (cf. [34], p. 455). Dreapta A poartd denumirea de aza spontana de
rotatie sau axd libera (cf. [32], p. 129).

Putem formula in acesta situatie principiul inertiei in miscarea solidului
rigid: daca un corp material solid rigid este izolat (sistemul fortelor externe
este nul), atunci centrul sau de masa G se afla in repaus sau in migcare
rectilinie uniforma si, simultan, rigidul se poate roti uniform la nesfarsit in
Jurul unei azxe principale centrale de inertie (cf. [32], p. 131, [63], p. 405).
Aceastd rotatie se mai numeste si miscare Euler-Poinsot (cf. [76], p. 686,
[34], p. 508).

Daca un corp material solid rigid se rotegte in jurul unei axe principale
centrale de inertie care corespunde unui moment principal de inertie extremal
(minim sau maxim) in timp ce centrul sau de masa (inertie) sta pe loc (cazul
creionului legat cu ata de un varf sau al farfurioarei ovale, cf. [32], p. 130) ori
se deplaseaza rectiliniu uniform (migcarea obuzului dupa A. Kralov, cf. [76],
p. 810-814), atunci miscarea solidului rigid este stabila (solutiile corespunza-
toare ale ecuatiilor diferentiale ce caracterizeaza migcarea solidului rigid sunt
stabile in sens Liapunov) (cf. [76], p. 640, 813, [34], p. 485).
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Un caz particular esential de solid rigid cu o axa fixa il constituie pendulul
fizic. Vom considera (in interiorul laboratorului) un sistem de referintd R
avand axa Oz pe directia verticald, in sens descendent (vezi Figura 3.28), in
timp ce axa Oz (axa rotatiei) este paraleld cu podeaua.

Solidul rigid este omogen, alcatuit simetric fata de planul vertical Ozy
(planul mobil Oz"y” coincide cu Ozy). Astfel, centrul de masa G se va gasi
in Oxy. Mai mult chiar, alegem dreapta OG ca axa Ox" a reperului cartezian
R” (&) > 0). Planul Ozy se mai numeste si plan de oscilatie al pendulului
fizic S. Simetria configuratiei particulelor lui S arata ca axa rotatiei Oz
este axa principala de inertie a elipsoidului de inertie centrat in O, deci
[13 = 123 =0 (Cf [34], P. 457)

Teorema impulsului (3.33) devine

—m - & - w* =mg - cosf + Ry zr + Rozn
m-& e =—mg-sind + Ry, + Ry
0= Ry .+ Ry ..
Teorema momentului cinetic (3.34) este data de
0=—h-Ryyr
0=~h- Rgmn
I33-6 = —mg- & - sin,
caci L =M = 0.
Ecuatia diferentiald care descrie migcarea pendulului fizic este, agsadar,

Figura 3.28
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Pendulul matematic introdus de (2.154), unde [ = %531,, poarta denumirea,

de pendul simplu sincron (de lungime 1) cu pendulul fizic S (cf. [34], p. 457,
[76], p. 597, [63], p. 406).

In ceea ce priveste reactiunile, Ry z» = Ro v = 0 si

Ry = mg-sin@—{—m-ff-é
2
Ry ,» = —mg-cos —m-&/-6 .

La fel ca in (2.155), avem

.2

0 = 9f+279 - (cos @ — cosby)

unde 6(ty) = 6o, 0 (to) = 61 (datele Cauchy atasate ecuatiei diferentiale).
Reactiunile sunt in acest moment determinate (cf. [76], p. 600-601, [34], p.
457).

Perioada misgcarii (in diverse grade de aproximatie) se calculeaza cu for-
mulele obtinute pentru pendulul simplu, t{indnd seama, fireste, de sincronism
(cf. [76], p. 597, [63], p. 406).

Formula Huygens-Steiner se scrie in acest caz sub forma

133 = IAG —|— m - 51/2.

Impartind cu m - £/, obtinem

[ = IfG,, L =g+l (3.36)
1
Dreapta A’ care trece prin punctul O’ de abscisa x” = [ si are vectorul
director k (paraleld, asadar, cu Ag) poartd denumirea de azd de oscilatie a
pendulului fizic S (axa fixd A constituie aza de suspensie a pendulului) (cf.
[76], p. 597). Punctele O, O’ sunt centrul de suspensie, respectic centrul de
oscilatie al acestuia (cf. [63], p. 406).
Am stabilit, astfel, inegalitatea

> ¢ (3.37)
Din (3.36) rezulta ci

I 1/ _ IAG

9
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ceea ce indicd posibilitatea ca marimile ', & sa-gi schimbe rolurile. Mai
precis, daca A’ ar fi axa de suspensie, atunci A ar desemna axa de oscilatie
(cf. [34], p. 458). Formula lui Galilei, si anume

T:27r-\/z:27r- ot (3.38)
g g

arata ca, in urma inversarii "rolurilor” acestor axe, nu se produce vreo mod-
ificare a perioadei miscarii (cf. [32], p. 128). De aceea, axele de suspensie
si de oscilatie se mai numesc si reciproce (cf. [34], p. 458). Acest fenomen
poate fi abordat intr-un cadru mai general. Dacd A;, Ay sunt doud (posi-
bile) axe de suspensie paralele cu podeaua laboratorului (vezi Figura 3.29),
atunci, tindnd seama de formula Huygens-Steiner, putem scrie ca

Ia,

Li:

+li7

unde [; este distanta de la centrul de suspensie O; la centrul de masa G al
solidului (”fosta” abscisa &), iar L; reprezinta lungimea pendulului simplu
sincron cu pendulul fizic suspendat in O;, i = 1, 2.

Al A M
/
1
h
Py e e 2.8
J Ul (] \Jz
Figura 3.29
Se vede imediat ca
I
Li-l,—2=222 =12,
m

de unde, prin scadere, avem
Li-ly—Ly-ly=10—13. (3.39)
Presupunand ci lungimile L; ar fi egale, adicd L1 = Lo ot , avem (I # o)

L-(lh—=1) =l —1)- - (L+1),
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deci
l=10+1. (3.40)

Cu alte cuvinte, daca doua axe de suspensie paralele, coplanare cu centrul
de masa G al solidului rigid, conduc la lungimi egale ale pendulelor simple
sincrone corespunzatoare, atunci valoarea comuna a acestor lungimi va co-
incide cu suma distantelor de la G la axe (cf. [76], p. 599). Formulele
(3.37), (3.38) (reciprocitatea axelor), (3.40) desemneaza teoremele lui C.
Huygens (cf. [34], p. 459).

Conform (3.38), putem scrie ca

472

:FLm i:1727
i

9

de unde
g L1 L Lily  Loly  Lqly — Laly

ir? T T2 T2 LTE LIZ LTZ—LIE
In sfarsit, tinand seama de (3.39), obtinem
B—13
WT? — 1,17

9247'(‘2.

(cf. [34], p. 459). Aceasta formuld este utilizata in determinarea experimen-
tala a marimii g. Cand T3, T» iau valori apropiate, T} = T5 et T, gasim
o L+l

e
adica formula pendulului reversibil (M. Prony, 1792, H. Kater, 1817) (cf.
[76], p. 600, [34], p. 459, [32], p. 128). Alte pendule fizice sunt pendulul

de torsiune (Weber-Gauss), pendulul lui E. Mach, pendulul profesorului R.
Woinaroski (inelar), etc. (cf. [32], p. 127, [34], p. 460-464).

g=A4r

3.3.4 Variatia acceleratiei gravitationale la suprafata
Pamantului (devierea firului cu plumb). Devierea
spre est in cadere libera (efectul Coriolis). Legea
lui Baer. Pendulul lui L. Foucault

”Pot, prin urmare, sa calculez ce se intAmpla in realitatea sensibila, desi in-

strumentul cu care calculez este inventia mea. (Nae lonescu, Realitate si concept,
[36], p. 74)”
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Subsectiunea de fata este dedicata prezentarii succinte a unor probe meca-
nice clasice privind rotatia Paméantului in jurul axei polilor.

Figura 3.30

Pamantul, imaginat ca un solid rigid sferic, omogen, se roteste in jurul

axel fixe S — N (vezi Figura 3.30) cu viteza unghiulara datd de relatia
27
w =
86.164

(cf. [34], p. 433, [73], p. 329). Detalii de calcul privind marimea w pot fi
citite in [63], p. 346.

Pendulul matematic din Figura 3.31 se afld in repaus. Formula (2.132),
$i anume

m'arel:F+R_m'atransp_m'600h

unde’®

atransp = € X
= WX

= wx (Wx PM) =-w"-PM

(cf. [34], p. 427) $i Goor = 2 W X Upeg = 0, Gy = 0 (punctul material M este
in repaus fatd de laborator, deci fatd de R”), ne conduce la

0=Gy+T+m-w? PM.

3Se aratd usor cd vectorul-vitezd unghiulard al miscirii reperului R” in raport cu sis-
temul de referinta R este chiar 0 = w - k.
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Figura 3.31

Forta C_TYS € Th/R3, CTS € Gy, constituie forta de atractie (universald) con-
stantd (datoritd sfericitatii si omogenitatii terestre) manifestata in procesul
iﬂ}:erac‘giunii gravitationale Paméant-corp punctiform. Vectorul E) € TyR3,
F. € F,, unde

Fc =m:- (_atransp) )
desemneaza o fortd inertiald, numita centrifuga (cf. [34], p. 426, [41], p.
181).
Obtinem egalitatea
T+ (Go+F.)=0. (3.41)
— - — S — —

Vectorul G € Ty/R3, G € G, unde G = Gy + F. = m -7, este greutatea

(aparenta) a particulei M la suprafata Padmantului.

Introducéand, generic_, marimea Qgpqy prin Go = m - Ggrgy = —M * Qgray
vers OM = —m - agray - k1, proiectam relatia (3.41) pe axele triedrului R”:
—M g COSA = —MN " Agray + M - w?d - cOs A
—m-g-sina = —m - w?d-sin \.

Cand A = o = 0 (la ecuator), prima dintre ecuatiile precedente devine

’R
g(O) = Qgrav — w2R = Qgrav (1 - ~ ) .

Qgrav

Se stie ca ;’gii 2 (£)? = 55 (cf [76], p. 509, [63], p. 349), deci
g(0) = % “ Qgray- APOI,

[ay

w?d - sin A W?R -sin \ - cos \

2 - 1
Agray — W?d - COS N Qgray - (1 — 555 * COS? )\)

tana =
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1 sin \ - cos A 1

= = —— sin ) - cos A
289 1T L costh 289 SO
1

= ﬁsm2)\

Indepedenta marimii « (pentru A fixat) de corpul material M, fapt usor
de stabilit experimental, justifica echivalenta dintre masa gravifica si cea
inertiald in mecanica teoreticd (cf. [32], p. 183). In plus, pentru sin2X\ = 1,
adicad A = 45°, obtinem devierea maximd a verticalei locului (data de firul
cu plumb) fatd de raza Pamantului OA (cf. [34], p. 435, [32], p. 206). Ea
este Qumax 2 6 (cf. [76], p. 508, [63], p. 349). Intr-o exprimare spectaculoass
a acestui fenomen, se poate spune ca zgirie-norii sunt asezati stramb pe
fundatia lor!

Au loc egalitatile

g(A) = colsa . (agmv — w?d - cos )\)
= zg;aové (1 — 2—;9 - cos? A)
2 QAgray - (1 @ cos )\)
= Qgrav <288 289 sin A)
= ¢(0) + 2922?; sin® \

1
= ¢(0) - <1+% sin )\)

(cf. [34], p. 436). O formuld mai precisa este

unde go = 9,832 m/s? (la Pol) (cf. [32], p. 206). A se vedea si [76], p. 509.
Sa consideram acum un alt punct material, notat tot cu M pentru sim-
plitate, care cade liber de la indltimea h (z” = h) pe sol. Din nou,

M- Qpep = aO +Fc+m : <_aCor) = é‘i_m : (_ECOT)7
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unde @ = w-(cos A5, +sin A-k1). Marimea Fgor € TyR?, Foor = m-(—acor ),
avand denumirea de forta Coriolis (inertiala), afecteaza corpurile materiale
treptat, odatd cu cresterea vitezei lor (fatd de sol) (cf. [34], p. 426, [41], p.
181). Pentru a ugura calculul, realizim aproximarea
G=m-G=-m-g(0)-k;

(cf. [34], p. 436). Ecuatiile diferentiale ale miscarii in reperul cartezian R”
devin, asadar,

m- 2= —2m - w - (z"’ - COS A\— y"’ - sin )\)

me y“”: —9m - w- 2" -sin A (3-42)
m- 2"=—m-g(0) +2m - w- 2" - cos A
(cf. [63], p. 351). Lor le atagdm datele Cauchy
?(0)=0  y'(0)=0 2(0)=h
SO =0 (0 (0) )
2 (0)=0 ¢ (0)=0 2" (0)=0.

Integrand ultimele doud ecuatii (3.42) in raport cu timpul ¢, obtinem, pe
baza (3.43),

?j”: —2w - x” - sin A
2"'=—g(0) - t+2w-z" - cos A.

Prin inlocuirea marimilor 3", z” in (3.42) ajungem la ecuatia diferentiala

liniara cu perturbare afina

2 A 1 = 2w g(0) -t - cos A
(cf. [34], p. 437). Solutia sa este data de

1
z"(t) = R g(0) - cos X - (2wt — sin 2wt) .
Atunci,

1
y'(t) = ~32 - g(0) - sin2X - (2w*t* — 1 + cos 2wt)

w

1 1

Z'(t) = h—=-g(0)-#-sin® A\ — — - g(0) - cos® A (1 — cos 2wt) .

4w?
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o A . .. . 3 2 .
Facand aproximatiile sing = ¢ — %, cosq = 1 — %, obtinem
t3

L) =0 g0)- T cosX () =0 () =h- % Lg(0)- £ (3.44)

(ct. [34], p. 438, [76], p. 511, [63], p. 352).
Timpul de cadere T al punctului material M este dat de relatia (2”(T") =

0)
_ [
9(0)’
deci
2 2h
2'(T) == -wh- 4| —— - cos\.
@) 3 9(0)

Formulele (3.44) corespund ordinului de aproximare w? = 0 (De Sparre-
Rudzki) (cf. [34], p. 438, [63], p. 352). Acest fenomen constituie devierea
spre est a corpurilor materiale in cddere liberd pe sol (cf. [32], p. 208).
Formula de calcul uzuala este

2"(T) = 0,022 - h? - cos A

(cf. [76], p. 511). O prezentare extrem de interesanta a calculelor precedente
se gaseste in [41], problema 1, p. 182-183.

Mai departe, sa studiem miscarea unui corp punctiform M, de masa m,
care se deplaseaza fara frecare pe podeaua laboratorului (planul Az"y”).
Atunci,

m-&rel = §+N+FCOT
= [N—mg(())] 'El +FCOT

si, cum z” = 0, ecuatiile de miscare (3.42) capata forma
m-2"=2m-w-y” -sin A

m-y"'= —2m - w- 2" -sin A

0=-m-g(0)+N+2m-w- 2" -cos ],

— — — —
unde N € TyR3, N € N = N -k, desemneazi reactiunea normald a
podelei.
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De asemeni,

) 1, o
& Em * Vel = M Qpel * Urel
’R//

= (G+N) Tq=0

(cf. [34], p. 443), cici vectorii Tye; $i Gcor, TESPECtiV Ty si ki sunt ortogonali.
Astfel, v2;, = v3. In baza metodei hodografice, putem scrie ca

Vg =x"=1vg-cosf v =y"= vy -sinf,

unde (3 reprezinta unghiul facut de vectorii v, si 71, cu conventia ca unghiul

o L. o . — . . .
[ sa fie pozitiv daca dreapta-suport a vectorului v, se obtine printr-o rotatie
in sens trigonometric (in planul Az"y") din dreapta-suport a vectorului i; €
TyR3, iy € iy, si negativ in caz contrar. Atunci, au loc egalititile

' = —wy-sinB B

= 2w-9y’ -sin\ =2w-vy-sinf-sin A,

deci B: —2w - sin A. Prin integrare in raport cu timpul ¢ rezulta ca
0 =0y —2w-t-sin A,

adicd (8 descreste in emisfera nordica (deasupra planului ecuatorial Ozy),
realizindu-se o deviere spre dreapta a corpului material in timp ce, in em-
1sfera sudica, va exista o deviere spre stinga, corpul punctiform tinzdnd sa
se apropie de ecuatorul pamantesc (cf. [76], p. 509). Fenomenul anterior
constituie legea lui Baer (cf. [34], p. 443, [63], p. 351). Se explicd in acest
fel uzura sinei drepte (respectiv stangi) la sinele de cale ferata care "merg” de
la sud spre nord (respectiv de la nord catre sud), siparea malurilor drepte in
rauri (legea lui Baer a fost descoperitd in raurile siberiene), devierea alizeelor
si a curentilor marini (cf. [76], p. 509, [32], p. 206-207, [63], p. 351). Ghetarii
despringi din calotele polare calitoresc spre sud (in emisfera nordicd) si se
topesc, etc.
Putem scrie, conform teoremei de derivare a functiilor compuse,
.”_ dx/l .
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de unde

"
dx g

= cos 3

] W
dg 2w - sin \

d3 2w -sin\ -sin 3

Prin integrare in raport cu 8 (8 = 0, 2" (6o) = y"(6o) = 0), deducem ca

2
" 2 1" Vo } 2 _ Vo
=" ()] + [y (6) + 2w - sin A <2w~ |sin )\|) ‘

Asadar, miscarea se desfasoard pe un cerc (vezi Figura 3.32) (cf. [32],
problema 10.6, p. 213). Insi raza acestuia este atat de mare incat traiectoria
poate fi confundata cu o dreaptd (tangenta in pozitia initiald la cerc) (cf. [34],
p. 444).

e
M M,
s i

“rel

o |

2msin. A )

Figura 3.32 Figura 3.33

O experienta fascinanta a fost realizatd in 1851 de catre L. Foucault,
la Paris. Un pendul cu lungime extrem de mare si masa apreciabila este
facut sa oscileze in jurul punctului sau de suspensie. Forta Coriolis ]*E) =
—2m - W X Ure se face 7simtitd” datoritd termenului m. Ea deviaza spre
dreapta corpul punctiform M, iar acesta descrie o rozetd (plecand din A
cu vitezd initiald, cf. [32], p. 208) (vezi Figura 3.33). Notand cu Fror .»
vectorul-proiectie al fortei Coriolis pe planul Az"y" (practic, planul miscarii,
datoritd lungimii pendulului, cf. [41], problema 3, p. 183), avem relatiile

Foor = —2m- (w X Erel)
= —2m-wsin - k1 X Upey —2m - w oS A+ J1 X Upey
= FC’or,z” + FCor,y”-

Se poate arata ca perioada miscarii este

T, — 21 B 27 B 86.164

Wy wsin A sin A
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(cf. [34], p. 442). Rotatia aparentd, in timpul miscirii, are sens invers
trigonometric (opus sensului de rotatie al axelor planului Az"y"” dat de @,»)
(cf. [76], p. 512, [34], p. 442). Experiente cu pendulul sferic au mai fost
facute de Viviani la Florenta (1661) si de Bartholini (1833), nefiind insi
cunoscute de Foucault (cf. [32], p. 209).

3.3.5 Solidul rigid cu punct fix. Unghiurile lui Euler.
Parametrii Cayley-Klein. Matrice Pauli. Sis-
temul diferential al lui L. Euler. Miscarea Euler-
Poinsot. Conul polodic si conul herpolodic. Pre-
cesia regulata. Conul de precesie. Interpretarea
geometricd a miscarii (L. Poinsot). Polodia si
herpolodia. Ciclul lui Euler. Sistemul diferential
al lui G. Darboux. Cazul Lagrange-Poisson. Giro-
scopul

Sa presupunem ca particula A din constitutia solidului rigid S coincide, in
timpul migcarii acestuia, cu originea O a sistemului de referintd (vezi Figura
3.34).

Atunci, pozitia solidului rigid S in sistemul de referintd R poate fi carac-
terizata cu ajutorul a trei parametri 6, o, 1, numiti unghiurile lui Euler
(cf. [34], p. 468, [63], p. 412, [54], p. 112, [15], p. 69-70). Astfel, unghiul
diedru al planelor de coordonate Oxy si Ox"y" este unghiul de nutatie 6.
Daca notam cu U, U’ punctele de intersectie ale cercurilor mari E, E1, atunci
unghiul facut de axa fixa Ox cu dreapta UU’ reprezinta unghiul de precesie
. In sfarsit, unghiul ficut de dreapta UU’ cu axa mobils Oz” constituie
unghiul de rotatie proprie ¢. Deci, un punct oarecare al solidului rigid, sit-
uat, de exemplu, pe axa Oz la momentul initial ¢, si a carui pozitie este data,
la momentul ¢, de un punct al axei Oz” (defapt, punctul in cauzi s-a aflat
mereu pe axa Oz”, dar, la momentul initial, axele s-au suprapus), poate fi
regdsit prin trei rotatii succesive in sens trigonometric (cf. [54], p. 112):

1) o rotatie in jurul axei Oz avand matricea de reprezentare (in Ozyz)

cosyy —siny 0
Dy = | siny cosyp 0 |;
0 0 1
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2) o rotatie in jurul axei Ox” (devenitd, acum, dreapta OU, care se mai
numeste si linia nodurilor (nodald), cf. [34], p. 465, [41], p. 155, [76], p.
628) avand matricea de reprezentare (in triedrul dat de OU, OV si Oz)

10 0
D=1 0 cosf —sinf |;
0 sinf cosd

Figura 3.34

3) o rotatie in jurul axei Oz” avand matricea de reprezentare (in triedrul
dat de OU, OV’ si OZ")

cosp —sing 0
D,= | sinp cosp 0
0 0 1

(cf. [54], p. 114-115). Matricea D =D,-Dy-D,, defineste rotatia solidului
rigid S in jurul punctului fix O. Aceasta va fi, evident, o rotatie in jurul
unei azxe ce trece prin O (cf. [76], p. 621-626, [25], p. 53-57). Detalii privind
asemenea transformari pot fi citite in [16], [15], p. 66-69, etc.

Gasirea unui set de parametri independenti care sa descrie pozitia solidu-
lui rigid in sistemul de referinta constituie, in mod evident, o problema fun-
damentald a mecanicii sale. Din acest motiv, ne vom referi succint si la
caracterizarea pozitiei reperului cartezian R” in raport cu R pe baza para-
metrilor Cayley-Klein (cf. [54], p. 116-120). Sa consideram (vezi Figura 3.35)
un punct M (extremitatea unui versor al axelor de coordonate apartinand
lui R”) situat pe sfera-unitate din E3 centratd in O. Atunci, proiectia sa
stereografica pe planul Oxy este punctul P, unde
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X T,
7 P(Zn.0)

H‘

Figura 3.35
OP=¢-i+n-7.
Folosind asemanarea triunghiurilor, putem scrie ca

r y 1—=z

~ — )

£ 1 1
de unde { = 7%, n = 7% Afizul ¢ al punctului P verifica relatiile

142
T—1-y

(=&+i-n=

(cf. [34], p. 192).
O rotatie de unghi € a solidului rigid S in jurul axei Oz este data de

ecuatiile scalare
2’ =x-cose —y-sine

Yy =x-sine+y-cose
Z =z

Atunci, ¢’ = e -  (cf. [54], p. 118, [34], p. 198) si are loc egalitatea

,_¢E ¢ 8-CHy
(= = Fera (3.45)

Matricea .
(o B\ _[e*2 0
(3 )-(" %)

este asociatd transformarii omografice (3.45).
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O rotatie de unghi ¥ a solidului rigid S in jurul axei Oy are ecuatiile
scalare
¥ =x-cost+ z-sind
Y=y
2/ =2z-cost — x - sind.

Astfel, matricea asociatd transformarii (3.45) este

cosg sin g
Qv = 9 R

— Sin 3 COS 3

In sfarsit, in cazul unei rotatii de unghi g in jurul axei Ox a corpului
material S, folosind ecuatiile scalare

¥ =x
Yy =y-cospu—z-sinp
2=y -sinpy+ z-cosp,

L ) . sin B
Q“:<COS2 ZSlIl2>.

deducem ca

. gin & L
1 SlH2 COS2

Componentele a, 3, v, 6 din (3.45) reprezintd parametrii Cayley-Klein
(cf. [54], p. 119) ai rotatiei. Modalitatea de introducere a lor arata ca acestia
sunt unici modulo o constanta multiplicativa. Putem impune, suplimentar,
cadetQ = a-6— (-7 =1. Astfel, doar trei din parametrii Cayley-Klein
sunt independenti.

Matricele Q., Qy, @, admit urmatoarea caracterizare:

g . -1 0 . €
Q. = 12'0085—1—1‘(0 1)'81115

e . . €
= IQ'COS§+Z'O'Z'SH1—;

2

9. 0 —1 .U

Qv = IQ'COS§+Z'(Z. 0 >'sm§
9. 0,
= Iy-cos— +1i-0, sm§;

= Ig-cosg—l—i-aw-sin2.
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Matricele o, 0, —0, numite matrice Pauli (cf. [54], p. 123), indeplinesc
conditiile

Oy Oy = —1 -0, ngagzagzb.
Astfel, folosind notatia
eA@Z%-A", A=1,, Ae M, (C),
n=0

putem scrie ca

Q. = &= Qp = €052 Q, = ehSs,
unde ) . .

5125-@ ngi-ay S3:§~ax

(cf. [54], p. 124). Orice rotatie (finitd sau elementara) a solidului rigid S
poate fi caracterizata cu ajutorul unei matrice de forma

Q:Qﬁ'Qy'Qs

(cf. [54], p. 119), deci imaginati ca o compunere de rotatii succesive in jurul
axelor de coordonate (cf. [76], p. 627, [15], p. 68).

Revenind la caracterizarea pozitiei rigidului cu ajutorul unghiurilor lui
Euler, au loc relatiile (vezi Figura 3.36, a, b)

vers OU = cos) - i +sin - §

vers OV =cos (Y +2) -i+sin(¢+3)-j
= —sin - i+ cosv - 7,

A% -7
Y 1 »Z .
AN ) RV
Ty | e \
.0 W O v
>y Y\
’ E
¢ Q| =
\ .,_::.: - ‘{:.:(p
U (8] U

Figura 3.36
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respectiv

vers OV = cos@ - vers OV +sinf -k
E1:COS(0+%) -UersW+sin(0+%) -k
= —sinf - vers OV +cosf - k

(cf. [34], p. 468).
De aici, avem (vezi Figura 3.36, c)

(

i1 = cos - vers OU + sin - vers OV

= (cos - costh —singp - cosf - sina)) - i

+(cos - sine + sin @ - cos @ - cos ) - j
+sinp-sinf - k

j; = (—sinp - costy — cosp - sin - cos ) - i (3.46)

+(—sing - sint + cosp - cosv - cosh) - j

+cosp-sinf -k
k1 =sinf -siney -7 —sinf - cosy - §
+cosf - k.

\

Conform (2.23), obtinem

P(t) 231 'El :¢ -sin @ - sin p+ 0 - COS (P
q(t) =k iy :¢ -sinf - cos p— 0 -sin ¢ (3.47)
r(t) =i Jy =t -cosO+ ¢

(cf. [34], p. 470, [41], p. 157, [76], p. 629). Relatiile (3.47) se mai numesc si
ecuatiile cinematice ale lui L. FEuler (cf. [25], p. 58, [73], p. 267).
%

Ca si in cazul solidului rigid cu o axa fixa, notam cu R reactiunea intro-
dusd de articulatia (sferica) O (cf. [62], p. 412). Teorema impulsului

m-[@x0G+@x @x0GC)| =F+R
ne conduce la ecuatiile scalare

me (64 —&- 7 p- (& +q-& +1- &) — & -’ = For + Ror
me [T P (& g G &)~ &) = Fy + Ry
m-[&-p—=&-a+r-(p-&+q-&+r-&) —& - w=Fu+ Ry
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Teorema momentului cinetic,

dL, L,

—2 = (—O> +@ x Ly
RI/

- o (7. 7)) =7 (7))

se proiecteaza pe axele reperului R” sub forma ecuatiilor scalare

( 111-15+112-Q+Il3'f+q-(113'p+123-q+133~7’)
—r- (Lo p+Iln-q+ls-r)=1L

) Lo P +1sp- @ +1o3- 7 —p- (L1is - p+ Loz - g+ I33- 1)
+r-(In-ptha-q+hLiz-r)=M

Lig P +1o3- q +1s3- 7 +p- (Lig - p+1Iog-q+ o3 1)
\ —q-(In-p+ho-q+hLs-r)=N.

Acest ultim set de ecuatii nu contine componentele reactiunii E), deci
reprezinta sistemul de ecuatii diferentiale care descrie miscarea rigidului cu
punct fir (cf. [34], p. 471). Introducand méarimile ¢, 6, ¢ din (3.47), obtinem
caracterizarea miscarii solidului rigid prin trei ecuatit diferentiale ordinare de
ordinul al II-lea cu necunoscutele o, 0, 1 (cf. [34], p. 472). Daca reperul R”
are drept axe de coordonate chiar axele principale de inertie ale elipsoidului
de inertie centrat in O (adicd, I;; = 0, unde i # j), atunci sistemul diferential
precedent devine sistemul diferential (dinamic) al lui L. Euler

Ap+(C—-B)-qr=1L
B q+(A=C)-rp=M (3.48)
C-r+(B—A)-pg=N

(cf. [34], p. 472, [76], p. 631, [41], p. 163, [73], p. 451, [63], p. 413),
unde Ity 2 A, Iy "2 B, I3 "2 C (notatiile lui Euler) (cf. [34], p. 451).
In anumite situatii, acest sistem poate fi rezolvat direct, apeland la teoria
functiilor eliptice, deci fara a mai tine cont de (3.47) (cf. [34], p. 473).

Un caz particular al (3.48) apare in migcarea Euler-Poinsot. Aceasta
este migcarea solidului rigid S asupra caruia actioneaza forta rezultanta F ¢
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ToR?, F € F. Evident, L, M, N = 0, deci (3.48) devine

A p+(C—B) qr=
B q+(A=C)-rp=0 (3.49)
C-r+(B—4)-pg=0.

Inmultind ecuatiile (3.49) cu p, g, r, respectiv Ap, Bq, Cr si integrand
apoi in raport cu timpul ¢ suma ecuatiilor modificate, obtinem

i (A 3PP+ B-5¢°+C-3r%) =0 (3.50)
A-p*+B-¢*+C-r?=C, = constant,
respectiv
2 2 2
%[%(Ap) +%(B'Q) +%(C'T)}:O (3.51)
A% p? + B%. ¢* + C? . r? = Cy = constant.

Constantele din integralele prime (3.50), (3.51) se determina din conditiile
initiale. Ele vor avea formulele

Ci=H- 1> Cy=H* 12

(cf. [76], p. 633), marimile H, p (u > 0) fiind, la randul lor, calculate pe
baza conditiilor initiale. Se observa imediat ca, daca notam cu m; o cel mai
mic, respectiv cel mai mare dintre momentele A, B, C, atunci

my - Hy? = ml-(ZA-pQ)
ZA2']32:H2M2
< mae (oApY) =ma- HY

/N

adica
mq < H < me.

Tindnd seama de reprezentarea energiei cinetice relative ca o forma pa-
tratica de coeficienti [;;, avem

1—

E;(S)ziLo-w: (A pP*+B-¢+C-r?

N —

(cf. [34], p. 472). Asadar,
C1=2-E.\(S)
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(cf. [76], p. 634, [63], p. 416). La randul siu, teorema momentului cinetic

(3.27), By
o —Tio({F. 7)) ~ o ({}) 0.

. o .= o . :
arata ca momentul cinetic relativ L, este o directie fixa in SF, si anume

fo = L = constant.

Atunci,

— — _, 12
LI’ =T =Y L?= A%+ B+ C¥* Gy =L

(cf. [34], p. 472, [76], p. 634, [63], p. 416), deci |L| = H - si
H-p2  ITy(S) _

B H.M = _/O( ) W= Wi (s)

e To(9)

1

(cf. [34], p. 474).

Se cuvin facute, acum, cateva comentarii privind cinematica solidului
rigid cu punct fix. Astfel, axa instantanee A a miscarii sale generale trece
prin punctul O. Cum punctele de pe axa au o viteza de translatie (transport)
coliniard cu @, unde @ € w, iar aceastd vitezd este identicd in orice punct
al dreptei A, deducem ca

Etranslagie =7vp = 0.

Cu alte cuvinte, migcarea generala a rigidului cu punct fix poate fi imag-
inata, interpretdnd formula distributiei de viteze, ca o rotatie instantanee
in jurul axei A, numitd aza de rotatie (momentana) (cf. [76], p. 315). La
randul lor, axoidele vor fi suprafete conice (conurile lui L. Poinsot) ce poarta
denumirea de con polodic in cazul axoidei mobile, respectiv con herpolodic
in cazul axoidei fixe. Viteza de translatie fiind nula, migcarea generala a
solidului rigid cu punct fix (miscarea sferica) se interpreteazd geometric ca
o rostogolire fara alunecare a conului polodic peste conul herpolodic (cf. [32],
p. 105).

Ecuatiile scalare relative si absolute ale axei de rotatie instantanee se
obtin prin eliminarea parametrului A fie direct din ecuatia sa vectoriala

O—M:wXW()

A T=A0,
w
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fie din (3.13) (A =0, B = M) (cf. [63], p. 228). Astfel, ecuatiile scalare ale
axei instantanee in reperul R” sunt

/!
r_¥ _Z (3.52)
p q T
(cf. [2], p. 181, [76], p. 629-630). Eliminand pe p din (3.50), (3.51), avem

A(A—H)-pP*+B(B—-H) - ¢*+C(C—-H) r*=0, (3.53)
de unde, conform (3.52), ajungem la ecuatia conului polodic:
AA-H)- 2™ +B(B-H)-y*+C(C—-H) - 2”?=0. (3.54)
Stabilind o ordine a marimilor A, B, C, cum ar fi, de exemplu,
A>B>C(C,

conul (3.54) este real doar daca H € [A,C] (cf. [76], p. 635, [34], p. 474,
[63], nota de subsol, p. 417).
Atunci, sistemul (3.48) se reduce la

ApP+B-?+C-r*=H-p?
A2 p*+ B2 2+ C? r? = H? 2 (3.55)
B-q+(A-C)-rp=0

(cf. [76], p. 634). Primele doud ecuatii permit reprezentarea componentelor
p, r ca functii de g:

unde (f, g > 0)

27@H(H_C> 2 2@5H(A_H)' 2
F=%B=o " 9 - Ba-p "

(cf. [34], p. 475, [76], p. 635). Prin scddere,

2 2 _ 2 H(A_O)
S = BB O (A= B)

(B-H).
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In concluzie,
¢* < min{f? ¢*} sgn (¢ — f*) =sgn (B —H).
S& presupunem cd B > H > C. Cum ¢ > f2, ¢* < f%si

2 A- 2 2
r? > H'(g - f%)
2 H(B—H)

weom—o) Y

deducem ca r(t) nu igi schimba semnul in timpul miscarii (proprietatea lui
Darboux).
Ultima ecuatie din (3.55) devine

V(=8 (2P (3.57)

dg | [(A-B)(B-C)
%‘i\/ AC

Semnul din fata radicalului se fizeaza la momentul initial (cf. [34], p.
476). Intr-adevitr, daci ro "2 r(ty) > 0, atunci 7(¢) > 0 in orice moment ¢.
Deci sgn rp = sgn p. Din ecuatia diferentiald (3.55) rezulta ca

sgn 4= —sgn pr = —sgn p.
Pentru py = p(ty) < 0, functia ¢(t) va cregte odata cu cregterea lui ¢

(adica, semnul este ”+7).
Prin separarea variabilelor in (3.57) obtinem

q(t)
AC ds
tto:t\/(AB)<BC)'qO/\/<f252).(9282>7

unde go = q(to)-
Reprezentarea lui p ca functie de ¢ (3.56) ne conduce la formula

= ————2. {2 — constant,
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ceea ce aratd cd “punctul” (p,q) se miscd pe o elipsi (cf. [34], p. 475). In
particular, functia ¢ = q(t) este periodica, avand perioada (k > 0)

T =

f
AC ds
2\/<A—B> B-0) [ VR TEry

AC i do
B 2k'\/(A—B)(B—C) '/\/(1_(12).(1_;{;2.&2)

1

1
_ 4 /AC’-H_C-/ do ’
B-C A-H J VI —a?) (1-k%-a?)

unde k? = g—; (cf. [34], p. 476, [76], p. 635-636, [63], p. 418, [41], p.
168). Asadar, conform (3.56), functiile p, q, r sunt periodice, avind perioada
comuna T'.

Odata determinate marimile p(t), ¢(t), r(t), ne intoarcem la sistemul
(3.47). Miscarea Euler-Poinsot fiind caracterizatd prin conservarea momen-

tului cinetic relativ, putem alege ca directie a azei (fivze) Oz vectorul L. Din
(3.46) avem

— L L. - L, - L, -
k= ==—"— 01 +—— 1 +—k 3.58
Ap - B-q - c-r —
= . —_— —'k
H-pu h—i_H-,u j1+H-p !

ki) i+ (k-gp) i+ (k-k1) -k

= sing-sin€-i; +cosg-sinf -7, +cosh -k

|
A~~~

(cf. [34], p. 469). Deci,

A-
sinp - sinf = i sinf - cosp =
H-pu

(3.59)
Conform (3.47), putem scrie ca
¢ -sinf = w -sin @ - (sin2<p + cos? go)

= (p— 0 -coscp) - sin ¢ + (q+é-sincp> - COS
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= p-sinp+q-cosp
1 A-p*+ B¢

H-pu sin 6
De asemeni,
(sing - sinf)® + (sinf - cos)® = sin?6 (3.60)
- H%-M'(A”P”B”qz),
de unde
: 2 2 2 2
¢=H-M~Aé:izigz.,qqg :H-M~£:Z2:g2‘.¢‘r2 > 0.
La fel,
H-py>—C-r?

gb = r—¢-cos€=r—0-r-H2.M2_C2'r2

_ H-p?-(H-C)

H2'/L2—C2'7"2

In particular, ¥ (t+T) =v (1), ¢ (t+T) = (1) si sgn & () = sgn
r(t) = sgn ro = 1 (cf. [34], p. 477). Prin integrare in raport cu timpul ¢,
avem

Y(t+T) = 1)(t) + constant o(t+T) = p(t) + constant.

Din (3.59) reiese ca functia cosf(t) este pozitiva (consideram ro > 0) si
admite perioada T, adicd (6(ty) € [0, 7))

o(t) € (o, g) COE+T)=6()  sinf(t +T) =sind(t).
Astfel, functiile sin ¢(t), cos ¢(t) admit perioada T', deci
et +T)=p(t)+2n-m, (3.61)

unde n € N*, si, cum ¢(t) este crescatoare, rezulta ca o(t + 1) = o(t) + 2n.

De asemeni, 1> 0, deci

Pt +T) =p(t) + Cs,
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unde C3 > 0 (cf. [34], p. 477). Asadar, axa Oz" executd in jurul axei fixe
Oz o miscare de precesie si o miscare de nutatie si, in acelasi timp, solidul
rigid se roteste in jurul axei Oz”. Conform (3.61), revenirii axei instantanee
in pozitia initiala (in raport cu R”!) ii corespunde macar o rotatie completa
a rigidului in jurul axei Oz”. Cum sgn o= sgn ro, rotatia proprie a rigidului
se realizeaza intr-un singur sens pe parcursul migcdrii (cf. [34], p. 478).

Sa analizam acum cazul H € {A, B,C}. Astfel, daca H = C, cum A—H,

B — H > 0, deducem ca
p(t) =q(t) =0

si, conform celei de-a treia ecuatii din (3.49), r(t) = ro. Deci @ = 7o - k1.
Deoarece

dw (0w

dt (8t
deducem ca aza de rotatie instantanee are o directie fixra in SF. Cum A -
P2+B-@g+Cri=C-r2=H-p? A2 p2+ B> @2+ C*- 12 =C?-r3 = H?- 1/
si impunem ca 7y > 0, vom avea ry = u, respectiv cosf = g—; = 1. Data
fiind regularitatea functiei § = 0(t), din 6(t) € {2km : k € Z} rezulta ca,
pe baza proprietatii lui Darbouz, 0(t) = constant = 2kym. Asadar, aza 02",
care este chiar axa de rotatie (momentand) a rigidului gi, in acelasi timp, axa
principala de inertie a elipsoidulut de inertie centrat in O, va coincide cu azxa
fixa Oz. Solidul executa o rotatie uniforma in jurul unei axe principale de
inertie, care ramane fixa in SF chiar daca este fixata doar in punctul O.

Subcazul H = A (py > 0) conduce la o rotatie uniforma in jurul axei Oz”,
fixd in SF (cf. [34], p. 479). In subcazul H = B (gy > 0), de asemeni, se
produce o rotatie uniforma a solidului rigid S in jurul axei Oy”, care raméne
fixd in SF. Singura deosebire fata de primele doua subcazuri consta in aceea
cd miscarea de rotatie este instabila (cf. [34], p. 480, [41], problema 2, p.
172).

Sa presupunem acum cd A = B # C, H ¢ {A, B,C}. Acest caz are loc,
in particular, pentru solidul rigid omogen, cu axa de simetrie Oz”, care este
corp de rotatie in jurul axei Oz” (cf. [34], p. 486, [76], proprietatea ¢), p.
583). Avem

) +wxw:fo'E1:O,
R//

A-PP+¢)+C-r*=H-p?
A2 (P4 q?) +C2 2 = H? . 2
si, prin rezolvarea sistemului cramerian cu necunoscutele p? +¢?, 2, obtinem
H-u? (C—-H H-py? (H-A
Pt = p? - (C ) "2 — p? e ( )
A-(C—A) C-(C—-A)
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Regularitatea lui r(¢) implica, in baza proprietatii lui Darboux,
T(t) =To, t >t0

Atunci, din (3.59) rezultil cii cosf(t) = constant, deci (t) = 0(to) "2 6.
Apoi,

. H~u2—C-r2 A-(p2+q2)
— - Y & S A VS

v H-p HZ. 2 —C2.r2 H A2 (P2 + @)
_ H-p
A

@ = r—@b-cos@zrg—@/)-H.:i]

- (1-9)

In sfarsit, apeland iarasi la (3.59), avem

p(t) = ZL . ging-sinf = £ . sinfy - sinp (¢
A ¥ A ¥
q(t) =L sinf-cosp =L - sinfy - cos p (t)

si, prin integrare in raport cu timpul ¢, gasim formula

d-(1-9) v

(cf. [34], p. 487, [76], p. 670-671, [41], p. 163, [63], p. 430), corespunzitoare
unei rotatii proprii uniforme.
Axa de rotatie instantanee A are directia @, unde

W o= p(t)-ir+q(t) J,+r(t) K
(3.

w
I
=

)¢ (sin® - sin -4 +sinf - cosp - j, +cos - ki)
+0 (cosp -y —sing-j,)+ @ ki
Pe Figura 3.36 c) se vede ca

vers OU = cos(2m — ) - iy +sin(2m — ) - j, = cos@ -1, — sing - j,.
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Utilizand figurile 3.36 a), b), regdsim formula (3.58), si anume

k = cos(%—@)-verswl—i-sin(g—G)-El
— sind-vers OV +cosf - ky
= sin@ - [COS (g—go>-zl+sin (g—90>'31]
+cosf - kq

= sin@-sinp-i; +sinf-cosp-j, +cosh -k

(cf. [34], p. 469), de unde

Z
C<A N EEE—
a0 /

Herpolodic (ramura)

KL Con herpolodic
——tP

Con de precesic

Con polodic

Polodic (ramuri)

,.
=
=]
e

Figura 3.37

w = zp k+ 9 vers OU+ go -k

= W +Wwr+ws
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(cf. [34], p. 470, [76], p. 628, [63], p. 229-231). Aceastd descompunere a
vectorului-viteza unghiulara instantanee este in acord cu imaginarea migcarii
solidului rigid cu punct fix ca o compunere a trei rotatii (in jurul axei fixe
Oz - precesia, in jurul liniei nodurilor OU - nutatia, in jurul axei mobile Oz"”
- rotatia proprie). Aici, W = Wy + w3 (migcarea de nutatie nu se produce).
In concluzie, are loc o rotatie a axei mobile Oz” in jurul axei fixe Oz (vezi

Figurile 3.37, 3.38), viteza unghiulard a planului © fiind 4£(¢ — %) =¢=

constant (cf. [34], p. 487), concomitent cu o rotatie proprie uniforma (o=
constant) a corpului material in jurul axei Oz”. Spunem ca solidul rigid S
realizeazd, o miscare de precesie regulata (uniforma) (cf. [76], p. 641, [41],
p. 151) in care axa mobild Oz” descrie o suprafatd conica in jurul axei Oz,
numitd con de precesie (cf. [76], p. 646, [63], p. 431, [14], p. 203).

A~ 1
L -
T Ih>0
! C>A
S
Herpolodic (rarurd) / A
Con I\C||}o|0dic%k_nﬁ
Con dc precesic i N
Ciipsoid de ineriic ~_ AN o \ N\ /”//\ v
. v 9/// ,_«’/

Polodic (ramurd)

OC.'D
C)CD
e
\
=)
[

Con polodic

Figura 3.38

Elipsoidul de inertie centrat in punctul O al solidului rigid S are ecuatia

A2+ B-y?+C- 2% =1. (3.62)
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Am tinut cont de faptul c& axele reperului R” sunt chiar axele sale prin-
cipale de inertie. Cosinugii directori ai versorului u al axei instantanee A in
raport cu baza C sunt

p(t t r(t

LM )
w w w

Atunci, Ia(S) = L1 -a® + Ip - 2+ I33- 72 = é-(A-p2+B-q2+C’-T2).

De aici rezulta ca, pe de o parte,

i () o () o (m) -1

ceea ce inseamna ca punctele M- 1,2 avand raza vectoare

1 w
OM,y=4+——-—
12 = =
constituie punctele de intersectie ale axei instantanee A(t) cu elipsoidul
(3.62).
Pe de altd parte, Ia(S) = &5 - H - p?, deci

1

p-VH

W

OMLQ =4

(cf. [34], p. 481).
Planul tangent la elipsoidul de inertie (3.62) in M; se obtine prin dedublare
(cf. [65], p. 171, [75], p. 69, [49], p. 146), adicd are ecuatia

. p(t) 2 (t) // T(t) v
AM'\/_ +BM\/_ +CM'\/E =1.

Directia normala pe acest plan este

_ p 1 =
n=A-—— 15, +B- -+ C- =—="-L,
uH u\/_ ' u\/_ pVH

deci o directie fixa in SF. De asemeni, distanta de la punctul O la planul
tangent respectiv are formula

_ 1 _ w-vVH _ 1
iy R
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(cf. [65], p. 74, [75], p. 39, [49], p. 90). Marimile 72, d fiind constante,
cum punctul O este fix, deducem ca planul tangent la elipsoidul de inertie
al solidulut rigid S intr-unul din punctele de intersectie ale acestuia cu azra
instantanee de rotatie A este fix (cf. [34], p. 481, [76], p. 637). Elipsoidul
de inertie fiind ”lipit” de corpul material, putem formula urmatoarea inter-
pretare geometricd remarcabild (L. Poinsot, 1834) a miscarii sale: solidul
rigid cu punct fix se migca in spatiu astfel incat, in timpul migcarii, elip-
sotdul sau de inertie centrat in punctul fix sa se rostogoleasca gi sa pivoteze
pe un plan fix 11, de directie normald L, aflat la distanta \/—% de punctul fix
(vezi Figura 3.39). Punctul de ”contact” M; neavand viteza de translatie,
miscarea se produce fara alunecare (cf. [76], p. 636-637, [34], p. 481, [63], p.
420).

Deoarece axa instantanee A(t) se miscd, in general, in raport cu solidul
S, punctele M, 5 vor trasa doud curbe pe elipsoidul de inertie (3.62). Acestea
constituie intersectia conului polodic cu elipsoidul de inertie, fiind, asadar,
ramuri ale unei curbe algebrice de ordinul al IV-lea, numitd polodie. In
timpul migcarii corpului material, elipsoidul de inertie va descrie o curba in
planul II, ”urméand” traiectoria punctului M;. Aceasta poartda denumirea de
herpolodie. Luand in discutie si planul tangent in Ms la elipsoidul de inertie
(3.62) (simetricul lui IT fata de O), pe care elipsoidul traseaza o curba identica
herpolodiei, putem spune c& herpolodia (cu ambele ramuri) este intersectia
elipsoidului de inertie al solidului S cu conul sau herpolodic (cf. [63], p.
420). Intr-adevir, dac# alegem ca directie a axei fixe Oz vectorul L, atunci
planul II este paralel cu planul de coordonate Oxy, deci traiectoria mobilului
M; nu este nimic altceva decat intersectia planului II cu o panza a conului
herpolodic. Detalii privind aceste curbe pot fi citite in [34], p. 482-487, [76],
p. 637-639.

0
.__\\.. . (]

/11 i
|

Figura 3.39
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Relatia A > B > C' ne conduce la
A- (@ +y?+2")21=2C- (™ +y”+2"7),
unde z”, ¢, 2" sunt coordonatele punctului M; in R”. Astfel, cum
inf d(O, My) < d < supd(O, M,),

regidsim inegalitatea A > H > C (cf. [34], p. 481, [76], p. 637).

Incheiem discutia privitoare la miscarea Euler-Poinsot a solidului rigid
referindu-ne la miscarea Pamantului in jurul Soarelui. Astfel, daca Paméantul
ar fi un elipsoid de rotatie omogen al carui centru de masa O se deplaseaza
in jurul Soarelui pe elipsa stabilitd de legile lui J. Kepler (aceasta traiectorie
poarta numele de ecliptica) iar fortele exterioare (de atractie gravitationald)
s-ar reduce la o forta rezultanta a carei linie de actiune trece prin centrul O,
atunci miscarea Paméantului in jurul unui triedru de coordonate cu originea
in O si axele de directii fize (indreptate cétre trei stele considerate ca fixe, cf.
[34], p. 429) va fi o miscare de precesie requlata. Aici, 0y = 23°,27, C > A,
1—4 =L (cf. [76], p. 675). Cum

p(t)=P-sin(n-t+¢o)  q(t)=@Q -cos(n-t+po)  r(t)=ro,

unde P = % -sinfy, Q) = % -costly, n = (1 — %) - 79, Obtinem ca axa
instantanee A(t) revine in pozitia initiala (fatd de reperul R”, realizdnd o
descriere completd a conului polodic, cf. [76], p. 676) dupa T' = % momente.
Msrimea T reprezintd 305 zile medii solare. In astronomie, ea este cunoscuts
drept ciclul lui Euler (cf. [76], p. 671).

Calculele care urmeaza privesc miscarea solidului rigid S cu punct fix sub
actiunea greutatii sale. O asemenea situatie a fost deja intalnita la pendulul
sferic. Astfel, ansamblul format din firul inextensibil si lipsit de masa si
corpul punctiform se va comporta ca un solid rigid cu centrul de masa in
pozitia curentd a punctului material suspendat. Tensiunea in fir are drept
corespondent forta de legatura (statica gi dinamica), ”transmisd” de punctul
fix al rigidului, si anume punctul de suspensie al pendulului. Am explicat
anterior ca firul functioneaza in ipoteza rigiditatii, asigurand un caracter
de vector glisant tensiunii T. Vom presupune ca axa fixda Oz desemneaza
verticala ascendentd a locului, adici G = m - § = —mg - k. Atunci, conform
(3.58), avem

G=-mg-(y-i1+7J1+7" ki),



328 CAPITOLUL 3. MECANICA SOLIDULUI RIGID

unde v = sinf - sinp, v = sinf - cosp, v = cosf (cf. [34], p. 488), deci
putem scrie ca

R —_— _ —_ J—
MO(G>:L-i1+M-j1+N-k1,

unde

L = mg- (&7 -&7") M=mg- (& 7" -& )
N = mg-(&-v=& ).

Ecuatiile diferentiale ale migcarii sunt date de (3.48), (3.47). Teorema en-

ergiei cinetice (3.28) in reperul R' = (O, ﬁ) (coincide cu sistemul de referinta
R) are formula

1
dE\(S) = d 5 (A-pP*+B-¢+C-r?
_ oW, —G-dOG
= —mg Fd(§-T+8 T8 F)
= —myg-d&s.
Am notat, sugestiv, cu &, &, & coordonatele centrului de masa G al

solidului S in reperele R, R’, R". Evident, §; = &, unde 1 <7 < 3. Cum
€=0C k=F- (€ 7 +€& F, +& k), avem

=+ 8

(cf. [34], p. 489).
Integrand in raport cu timpul ¢ ecuatia

d |1
N (AP B @4 C ) hmg (v E 4o G )] =0,

ajungem la cea dintai integrala prima algebrica in p, q, r, v, 7/, 7" a proble-
mei, si anume

AP +B-@+C-r*+2-mg-(v-& +7 & +79"-&) =,

unde h; este o constanta care depinde de conditiile initiale.
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Teorema momentului cinetic fata de axa fixa Oz ne conduce la
d — —
ZlL©) = M. ({G R}

T (o) (o

— =
deoarece fortele G, R au liniile de actiune coplanare cu dreapta Oz. Prin
integrare in raport cu timpul ¢ obtinem o a doua integrala prima algebrica

inp,q,r, v 7,7, cic
L(S)=Ty(S) - k=Ap-v+ Bq-v +Cr-+".
Mai precis,
Ap-vy+B-q- v +C-r-+" = hy,

unde hy este o constanta depinzand de conditiile initiale ale problemei, adica

de
{ | Y(to) = o ‘?(to) =t ©(to) = ¥o
Y (to) =t 0 (to) = 61 @ (to) = o1
(cf. [34], p. 472).

O a treia integrald prima algebrica in p, q, 7, v, 7/, 7" este datad chiar de
forma particulara a marimilor v, ~/, 7"

(3.63)

72+7/2+7//2 :1

(cf. [76], p. 653).

Problema determinarii solutiilor sistemului de ecuatii diferentiale (3.48),
(3.47) cu conditiile initiale arbitrare (3.63) este complicatd. Un caz particu-
lar al sau 1l constituie migcarea Euler-Poinsot. Aici, ¢ = & = &Y = 0, adica
centrul de masa G coincide cu punctul fix O al solidului rigid. Un comen-
tariu se cuvine facut in acest moment. Rezolvarea, in mod independent, a
sistemului diferential al lui L. Euler (3.49) permite stabilirea directiei axei
instantanee A(t)

w=p(t) 0 +q@) j;+7) k
si obtinerea anumitor informatii privind migcarea mecanica a rigidului. To-
tusi, in afara unor situatii exceptionale, integrarea sistemului diferential (3.47)
nu poate fi infaptuitd. Intr-adevar, un calcul simplu aratd ci au loc relatiile

@ =) —alt) 7"
G = p(t) " =r(t) -y (3.64)
G=alt) -y —p(t)
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(cf. [76], p. 652). Insd ~y, 9/, ¥" sunt coordonatele vectorului fix & in reperul
mobil R”, ceea ce permite scrierea vectoriald a sistemului (3.64) sub forma

<%§>R = —w(t) x k.

Justificarea formulelor (3.64) plecand de la scrierea lor vectoriald se bazea-
z& pe (2.31). Cum @ este vectorul-viteza unghiulard instantanee al reperului
R” in miscarea sa fata de reperul R, avem wy; = w. Atunci, vectorul viteza-
unghiulara instantanee al reperului R in miscarea fata de reperul R” va fi

W1s = —w. In sfarsit, derivata "absolut®” a vectorului k (in R”) se scrie
8—E = 8_% + s X k
ot ) \Ot), O
dk _
= E + Wig X k
= [-@(t)] xk

(cf. [76], p. 650).

Sistemul diferential (3.64) este cunoscut sub numele de sistemul difer-
ential al lui G. Darboux (cf. [34], p. 498). S-a demonstrat ca integrarea sa
presupune rezolvarea unei ecuatii de tip Riccati, ceea ce nu este posibil atunci
cand nu stim mécar o solutie particulard (cf. [34], p. 190-194). In concluzie,
putem afirma ca integrarea ecuatiilor de miscare in cazul Euler-Poinsot nu
se realizeazd complet (cf. [76], p. 655).

Reducerea la cvadraturi a rezolvarii sistemului diferential (3.48), (3.47)
cu conditiile initiale (3.63) are loc daca, in afara celor trei integrale prime
deja introduse, se mai cunoaste o a patra integrald prima algebrica in p, q,
r, v, v, " care sa nu contina timpul t in mod explicit. O justificare a
acestui fapt, bazata pe forma simetrica a sistemelor diferentiale ordinare si
pe teoria factorului integrant, poate fi citita in [76], p. 653-655. H. Poincaré
a aratat ca, in ipoteza existentei celei de-a patra integrale prime algebrice
inp,q, 7, v 7, 7", vom avea, in mod necesar, sau & = & = & = 0
sau A = B. Astfel, daci A = B, & = &) = 0, & # 0 (cazul Lagrange-
Poisson) ori A = B = 2C, & = 0 (cazul S. Kovalevskaia, 1888), ecuatiile de
miscare se integreazi complet. In 1908, E. Husson demonstreazs ci aceste
situatii sunt singurele in care, in conditit initiale arbitrare, exista o a patra
integrald prima algebricd in p, q, r, v, 7/, v (cf. [34], p. 499, [76], p.
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656). Impunand restrictii conditiilor initiale, s-au gasit si alte cazuri de
integrabilitate completa: Hess, Goreacev-Ciaplaghin, Bobilev-Steklov, etc.
(cf. [76], p. 656-658).

Revenind la sistemul diferential al lui G. Darboux, a devenit clar de ce
spuneam ca, in cadrul cinematicii, vectorul-viteza unghiulara instantanee
w(t) al migcdrii unui reper oarecare R’ fata de sistemul de referintd R carac-
terizeaza intr-o anumita masurda migcarea in cauza. Caci, pe baza sa putem
realiza interpretari ale miscarii mecanice insa nu o descriere a acesteia, fapt
echivalent cu rezolvarea unei ecuatii Riccati fara cunoasterea vreunei solutii
particulare.

Sa presupunem ca ne gasim in conditiile cazului Lagrange-Poisson.
Corpul material solid rigid este omogen, elipsoidul sau de inertie centrat in
punctul fix O constituie o suprafatd de rotatie (A = B) iar centrul de masa
G se gasegte pe axa principala de inertie Oz”.

Primele doua integrale prime ale miscarii pot fi puse sub forma

.2 .
p2_|_q2: ~ — 'fé"v"

Cea de-a treia ecuatie diferentials (3.49) devine r= 0, de unde
T(t) = To, t Z to. (365)

Relatia (3.65) constituie cea de-a patra integrala prima algebrica in p, q,
r, v, v, 7" de care avem nevoie (cf. [34], p. 490). Astfel,

2 2
{ p°4+q°=a—a-cosb (3.66)

sinf - (p-sinp+q-cosp)=L0F—b-ry-cosb.

Aici, constantele a, 3 depind de conditiile initiale iar constantele a, b > 0
(consideram &4 > 0) reflectd caracteristicile rigidului.
Inlocuind expresiile marimilor p, ¢ din (3.47) in (3.66), obtinem c&

.2 2
Y -sin’0+ 6 = a —a-cosf (3.67)

¢-sin29:ﬁ—b-r0-0059.
Apoi,

(B—b-ry-cosh)? = (¢2 -sin? 0) -sin? 6
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2
= (a—a-cos@—G ) .sin’ 0

2
= (a—a-cosf)-sin?6— 0 -sin®6.

Introducand variabila u = cos 0(t), formula precedentad devine

0 = (a—a~u)-(1—u2)—(ﬂ—bro-u)2

= f(u)
(cf. [34], p. 491, [76], p. 643, [63], p. 423).

Observim cd f(£1) = —(8 £ b-79)% In general, |3] # b- |ro|, deci
f(£1) < 0. In plus, hrll f(u) = +oo, lim f(u) = —oo. La momentul

initial, ug = cosfp. Admitand ca f(up) > 0, polinomul f(u) va avea trei
radacini (reale):

uy € (—1,up) ug € (ug, 1) ug € (1,400)

(cf. [34], p. 492). Conditia f(ug) > 0 nu este improbabild. Intr-adevir, daca
investigam o situatie din viata de zi cu zi, este de agteptat ca miscarea sa se
produca deja atunci cand incepem sa-i stabilim datele. Asadar,

(a—a-uo)-(l—ug) — (B —bro - ug)?
= (pP* (to) + ¢* (to)) - sin® 6 (to)
— (p(to) - sin (to) + q (to) - cos @ (to))* - sin® O (o) .

Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz (cf. [50], problema 37, p. 17)
ne conduce la

p* (to) + ¢° (to)

= (p*(to) + ¢* (o)) - (sin® @ (to) + cos® ¢ (to))

> (p(to) - sing (to) + q (to) - cos ¢ (to))* .

p(to)

FEgalitatea are loc in inegalitatea precedenta daca gi numai daca - o) =
a(to)

cosp(to)” Ori, o asemenea conditie este mult prea restrictiva pentru a ”nimeri”
intr-o problema obignuita.
Fie 6%, 0™ € (0,7) dati de formulele cos 0* = uy, cos 0™ = ug, 0** < 6*.

Ca si pand acum, se poate arata ca solutia u(t) a ecuatiei diferentiale u=
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++/f(u) (semnul din fata radicalului este stabilit in functie de cel al marimii
u (tg) = —0; - sin by, cf. [76], p. 643) evolueazd intre valorile u, uy in mod

repetat (periodic), avand perioada

u2

T—_9. dr

V()

(cf. [34], p. 492, [76], p. 644, [63], p. 423). Cum u(t + T) = u(t), adica
cosf(t+T) = cosO(t), deducem ca

Ot +T)==+0(t)+ 2k -7 +0(t) e (0™ +20-m, 6" +2]-m),
unde k = k(t), [ = I(t), k, | € Z. Regularitatea functiei 0(¢) implica

O(t+1T) = 06(t) + 2kom
0(t+T) = —0(t) + 2y
H(t) € (9**—{—2[071',9*4‘2[0 '71')
—9(15) S (9**4—211 '7T,9*+2l1 '7'('),

t>t07

de unde, dat fiind ca 0(ty) = 0y € (6**,0*), obtinem 0(t+1') = 6(t) € (6**,0%)
pentru orice t > tg.
Conform (3.67), (3.47), avem

' —b-rg-cosb : :
Y= & .TS = p=10— 1 -cosb, (3.68)
sin” 0
relatii care ne conduc, in particular, la
V(t+T) =0 () e t+T)=¢ () (3.69)

(cf. [63], p. 423).

Integrarea efectivi a ecuatiei diferentiale autonome u= =4=+/f(u) si deter-
minarea marimilor v, ¢ se realizeaza prin separarea variabilelor, apeland la
teoria functiilor eliptice (cf. [76], p. 645).

Folosind regula de derivare a functiei compuse ¥ = ¢ (u(t)), putem scrie

v

Ca

@_@ﬁ_i B —bro-u

du G (1—w) /()
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ceea ce ne permite estimarea ¢ = 9 (u).

In Figura 3.40 poate fi observat comportamentul punctului de intersectie
(de coordonate u, ¥(u)) al axei mobile Oz” cu sfera-unitate fixd. Notand cu
u’ solutia ecuatiei algebrice 5 — brg - u = 0, sunt valabile urmatoarele situatii
(cf. [41], problema 1, p. 158-160, [34], p. 493-494, [63], p. 425):

1) v ¢ [uy,us). Curba descrisd de punctul de intersectie seamina cu o
sinusoida sfericd (cf. [63], p. 425), fiind tangentd cercurilor paralele u =

u;. Din (3.68) rezulta cd semnul functiei ¢ este constant, deci migcarea se
produce intr-un singur sens (cf. [34], p. 494).

2) v’ € (ug,uz). Curba descrisa de punctul de intersectie raiméane tangenta
cercurilor paralele u = u;, dar formeaza ”bucle” datorita faptului ca functia

1 1si schimba semnul in v = . Integrand in raport cu timpul ¢ relatiile
(3.69), obtinem ¥(t + T') = 1(t)+ constant (cf. [34], p. 492), relatie care
justifica fenomenul de deplasare al axei mobile in raport cu meridianul initial
(pe sfera-unitate).

Figura 3.40
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3) v’ = uy. Curba descrisa de punctul de intersectie devine semitangenté
meridianului curent ¢ = constant in punctele de ”contact” cu cercul u = us,.
Asemenea puncte sunt puncte de rebrusment ale curbei. Spunem ca, in acest

caz, curba are alurd de tip cicloidal (cf. [63], p. 425). De asemeni, > 0, deci
migcarea se realizeaza intr-un singur sens. Poate fi demonstrat ca v’ #
intotdeauna (cf. [34], p. 494-495).

Am comentat inainte faptul ci egalitatea f(up) = 0 nu se intélneste
"ugor”. Mai precis, si presupunem cd polinomul f(u) admite in (—1,1) o
radacina dublda. O asemenea situatie are o semnificatie mecanica deosebita,
caci egalitatea 0* = 6™ desemneaza lipsa miscarii de nutatie. Ori, cum
f(ug) = 0, dacd f(ug) > 0 si up > uy = ug, atunci in (up, 1) ar exista o a
patra radacina reala a polinomului; pentru ug < u; = ug, fenomenul similar
apare in intervalul (—1,u). In concluzie, in mod necesar, f(ug) = 0, deci
Ug = Ul = U2 §1

f(u):a-(u—u0)2'(u—u3):—a'(u—u0)2~(u3—u)

2
(cf. [76], p. 646). Formula v = f(u) > 0, unde u(t) € [—1, 1], ne conduce

la u(t) = g, respectiv O(t) = 0y. Din (3.68) reiese ci 1h=p= constant, caz
descris sub anterior sub numele de miscare de precesie requlata (cf. [34], p.
495, [76], p. 646). Impunand ca polinomul f(u) sd admitd o radacind dubla
ug = cos fy se obtine o relatie extrem de restrictiva privind conditiile initiale
(3.63), si anume:

C-tr- 14+ (C—A) 9 -cosby=mg-&

(cf. [76], relatia (28.57), p. 646). Asadar, precesia requlata in cazul Lagrange-
Poisson constituie o situatie absolut particulara spre deosebire de precesia reg-
ulata din miscarea Fuler-Poinsot, produsa atunci cind elipsoidul de inertie
constituie o suprafatd de rotatie. In ambele cazuri a fost modelatd matem-
atic precesia Pamantului in miscarea sa circumsolara. Un calcul asemanator
(cf. [76], p. 671-675), bazat pe dezvoltarea in serie de puteri cu coeficientii
dati de polinoamele Legendre pe care am prezentat-o in cadrul cinematicii

(cf. [76], p. 674), aratd cd Pamantul realizeaza o precesie (1)) anuald de 50"
(16" datorita Soarelui, 34" datoritd Lunii), ceea ce inseamna o deplasare in
sens invers trigonometric (retrograd) a axei nodale (a echinoctiilor, cf. [76],
p. 670, 673) pe eclipticid. Perioada misgcarii de precesie este de aproximativ
26.000 ani (cf. [76], p. 675, [32], p. 134). Tot datoritd Lunii, migcarea
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Pamantului in jurul Soarelui cuprinde si o nutatie, cu perioada de aproxima-
tiv 19 ani (cf. [76], p. 675-681, [32], p. 134).

Ramanand in ipotezele cazului Lagrange-Poisson, vom considera ca solidu-
lui rigid i se imprima o rotatie rapida in jurul axei Oz” distincta de verticala
ascendentd Oz (0 < fy < 7). Cu alte cuvinte,

p(to) = q(to) =0 r(tg) =19 # 0

iar |ro| este extrem de mare (raportat la 1) (cf. [34], p. 495).
Conform (3.66),

a—a-coshh=a—a-uy=0
B —brg-cosfy=0—"brg-uy =0,

adica ug = u'. Atunci,

flu) = (a—a-u)-(l—uQ)—(ﬁ—bro-u)2
= [a.(uo—u)]-(1—u2)—62r§-(u0—u)2

= (ug—u)-[a- (1—u?) = %2 (uo—w)].

Este clar c& f(ug) = 0, deci ug € {uy,uz}. Cum ug = v’ §i v # wy,
concluziondm c& uy = uz. Ne gisim in situatia 3) (cf. [34], p. 496).
Putem evalua diferenta uo — u; tindnd seama de faptul cd f(u;) = 0 si
uy # ug. Astfel,
a-(1—ui) —b*rg - (up—ui) =0.

. 2
0<U0—U1:a(1 U1>< a :O(i)

v2rg b3 re
si u(t) € [u1,up], deducem ci u(t) = ug. Functia ” cos” este bijectivd si
continua pe [0, 7], deci 8(t) = 6y. Calculul anterior aratd ca solidul rigid
tinde sa-si pastreze inclinarea fata de aza fixra Oz, fara a “ceda” atractiei
gravitationale. Migcarea are caracter de stabilitate (cf. [34], p. 497).

De asemeni, din (3.68) rezultd ca

Cum

¢:B—bro-u: ug —
1 —u? 1 —u?

*To-

Marimile v si ry avand acelasi semn, deducem ca rotatia axei mobile Oz”
in gurul verticaler Oz se realizeaza in chiar sensul rotatier imprimate initial
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solidului rigid. In plus (ug # 1),

) Ug — U Ug — U
1/1’ = b- rol < b- .
’ 1—u? Irol < 1 — max{u?, u?}

_ b |ro] a(l—u%):O(i>,

1 — max{u?, u?} B2, re 70|

|70

adica migcarea de precesie este extrem de lenta. In sfarsit, cum

‘gp —ro‘ (3.55) 'w - cos 6

<‘¢',

ol ()
0

(cf. [34], p. 497). Solidul rigid se roteste, asadar, in jurul axei Oz" cu o
viteza unghiulara extrem de apropiata vitezei unghiulare initiale.
Continuam calculul aproximatiilor, observand ca

obtinem ca

i = (a—a-u)'(1—u2)—(ﬁ—brg~u)2

(a—a-u)-(1-v’)<a-a-u

= a'(uo—u1)20<i2),

o

N

de unde ‘u‘ = O(|r—10|) Apoi, cum 6(t) = arccosu(t), avem

| [ . .
- -o(t)
/1 — max{u?, u2} 7ol
In sfarsit, din (3.47) reiese c&

m@mmm<k4+M (0] la)] =0 (7).

|70

respectiv

0=l <o -n+ || 0 =n+o().

’7“0|
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Astfel, la momentul t, momentul cinetic Lo(S) (R’ = R) este "aprox-
imativ” coliniar cu directia azxei mobile Oz". Solidul rigid se comporta ca
un giroscop (cf. [76], p. 660, [63], p. 426, [32], p. 131, [14], p. 199, etc.).
Aplicatiile tehnice ale giroscopului sunt exceptionale (giroscopul tinde sa-si
pastreze axa de rotatie fiza in SF') (cf. [76], p. 661-669, [73], p. 443-448):
stabilizarea antiruliu a vapoarelor, compasul giroscopic, orizontul artificial,
s. a. m. d. Giroscopul a fost inventat de L. Foucault in 1852 (cf. [32], p.
131).

Detalii privind cel de-al doilea caz de integrare completa a ecuatiilor
(3.48), (3.47) in conditii initiale arbitrare (S. Kovalevskaia) pot fi citite in
[76], p. 648 si urmatoarele, [34], p. 498-499, [25], p. 154-156, etc.
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