
 
 
 
 

INEGALITATEA CAUCHY-BUNIAKOWSKI-SCHWARZ 
ÎN REZOLVAREA PROBLEMELOR DE MINIM GEOMETRIC 

 
 

BÂRSAN DOINA-LIVIA 
 
 

Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz este una  dintre inegalităţile  remarcabile, 
ea fiind utilizată deseori în demonstrarea altor inegalităţi. În lucrarea de faţă sunt 
prezentate demonstraţia sa, precum si aspecte interesante privind aplicarea ei in 
rezolvarea câtorva probleme de minim geometric, atât în plan, cât şi în spaţiu. 

 
 

1. Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz 
Oricare ar fi numerele reale nn bbbaaa  ,..., , , ,..., , 2121  avem: 
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Demonstraţie: 
Demonstrăm mai întâi inegalitatea pentru n=2 
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Demonstrăm inegalitatea pentru n cu ajutorul inducţiei matematice. 

Considerăm adevărată inegalitatea pentru k numere 
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Din relaţiile  (1) şi (2) obţinem (3)    2zyx ≥⋅  
Pentru k+1 numere, folosind notaţiile (2) , putem scrie 
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Din inegalitatea mediilor mp ≥ mg pentru 11     ++ kk ayşibx  avem 
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Din (3) şi (4) obţinem că  
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pentru orice număr natural  n. 
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2. Aplicaţii 
 
2.1. In plan 

 
Problema 2.1.1. În interiorul unui triunghi oarecare ABC se consideră un punct M care se proiectează 
pe dreptele BC, CA, AB respectiv în P, Q, R. Să se precizeze poziţia punctului M pentru care suma  

imănmieste
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Folosim inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz pentru 
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   de unde obţinem inegalitatea 
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Având în vedere că 
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Problema 2.1.2. Se consideră triunghiul ascuţitunghic ABC. Să se determine poziţia punctului 
M∈Int(ABC) pentru care suma minimăesteARCQBP     222 ++ , unde P, Q, R sunt proiecţiile lui M 
respectiv pe BC, AC, AB. 
Rezolvare: 
Notând BC=a, AC=b, AB=c 

222222,, zyxARCQBPzARyCQxBP ++=++⇒===
Avem succesiv următoarele egalităţi 
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şi prin adunarea lor obţinem  
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222222 BRAQCPARCQBP ++=++ , ceea ce înseamnă  
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Căutăm )min( 222 zyx ++  cu inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz pentru a, b, c  şi  x, y, z. 
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ceea ce înseamnă că P, Q, R sunt mijloacele laturilor triunghiului ABC iar MP, MQ, MR sunt 

mediatoare în triunghiul ABC. 

ABC uitriunghiul scircumscri cercului centrul este  MConcluzie     :  
  

2.2. In spatiu 
 
Problema 2.2.1.. Fie [ABCD] un tetraedru şi M un punct interior tetraedrului, ale cărui distanţe la 
feţele tetraedrului sunt x, y, z, w. Determinaţi poziţia punctului M pentru care 

imăminestewzyx   2222 +++  şi evaluaţi acest minim. 
Rezolvare: 
Notăm a, b, c, d ariile feţelor opuse vârfurilor A, B, C, D  

şi x, y, z, w distanţele de la M la feţele opuse vârfurilor A, B, C, D. 
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Aplicăm inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz pentru 

dcbaşiwzyx ,,,    ,,,  şi obţinem 
)2(     ))(()( 222222222 dcbawzyxwdzcybxa ++++++≤+++  

egalitatea având loc pentru k
d
w

c
z

b
y

a
x

==== , de unde )3(   ,,, dkwckzbkyakx ====  

Înlocuim (3) în (1) şi obţinem Vkdkckbka 32222 =+++ , deci  2222
3

dcba
Vk

+++
=    şi 

2222222222222222
3,3,3,3

dcba
dVw

dcba
cVz

dcba
bVy

dcba
aVx

+++
=

+++
=

+++
=

+++
=  

Din (1) şi (2) rezultă că 
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Problema 2.2.2.. Fie tetraedrul [ABCD] în care notăm dcba σσσσ  ,,  ,  ariile feţelor opuse vârfurilor A, 
B, C şi respectiv D. Dacă a, b, c, d sunt distanţele unui punct interior tetraedrului la feţele [BCD], 
[ACD], [ABD] şi respectiv [ABC], determinaţi poziţia punctului pentru care suma 

imămineste
dcba

dcba      σσσσ
+++  şi evaluaţi acest minim. 

 
Rezolvare: 
Notăm    )1(       σσσσσ =+++ dcba  
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Aplicăm inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz pentru  

( )

)3(
3

3)(

,,,    ,,,

2)1(

)1(
2

)2(

)2(

2

Vdcba

dcba
V

dcba

dcba

dcba
şi

dcba

dcba

dcba

dcba

dcba

σσσσσ

σσσσσσσσ

σσσσσσσσ

σσσσσσσσ

σσσσσσσσ

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++⇒

⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++≤+++⇒

⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++++≤

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅+⋅+⋅⇒

⇒

dcba

dcba

dcba

dcba

dcba

dcba

dcba

 

egalitatea având loc pentru dcbapentrudeci
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ceea ce înseamnă că M este egal depărtat de feţele tetraedrului, deci M este centrul sferei înscrisă în 

tetraedru. 

Din (2), pentru a = b = c = r    obţinem 
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