INEGALITATEA CAUCHY-BUNIAKOWSKI-SCHWARZ
iN REZOLVAREA PROBLEMELOR DE MINIM GEOMETRIC

BARSAN DOINA-LIVIA

Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz este una dintre inegalitatile remarcabile,
ea fiind utilizati deseori in demonstrarea altor inegalititi. In lucrarea de fatd sunt
prezentate demonstratia sa, precum si aspecte interesante privind aplicarea ei in
rezolvarea cdtorva probleme de minim geometric, atdt in plan, cadt si in spatiu.

1. Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz
Oricare ar fi numerele reale a,,a,,...,a,,b,,b,,...,b, avem:

2 2 2 2 2 2 2
(b, +ap, +..+ab,f <(a’+a’+.+a’ |bp +b} +..+b?)

n-n

Demonstratie:
Demonstram mai Intéi inegalitatea pentru n=2

In egalitatea (a] + a2 ) (b} +b;) = ajb’ +ajb: + a;b’ +a;b; folosim inegalitatea evidenti
ab,)’ +(a,b,)* > 2ab.a,b, si obtinem ci
172 2¥1 17177272 b
(af +a;)(b} +b3) > alb] +2aba,b, +a:b; = (ab, +a,b,)’

Demonstram inegalitatea pentru n cu ajutorul inductiei matematice.

Consideram adevarata inegalitatea pentru k numere

(a} +a; +...+a} )b’ +b3+..+b})>(ab, +ab, +..+a,b,)’ (1)
x=a +a; +..+a;

Notand< y =b} +b; +...+b] (2)
z=ab, +a,b, +..+a.b,

Din relatiile (1) si (2) obtinem x-y >z> (3)
Pentru k+1 numere, folosind notatiile (2) , putem scrie
(x + alfﬂxy + blfﬂ): Xy +x-bl,+yeap, +a; b
Din inegalitatea mediilor m, > m, pentru \/;b,M i \/;ak+1 avem
xbl +y-ai, 2 2\xy-a, b, (4)
Din (3) si (4) obtinem ca
X+ay, Xy + b/f+1)2 2 +2z-ay, by, +al b, =(2+a,b,,, )’ deunde,

utilizand (2),rezultd (a; +a; +...+a;,, )(b; +b; +...+b},, )>(ab,+a,b, +...+a, b, )

. 2 2 2 2 2 2 2
Deci, (a; +a;+...+a, )(b; +b; +..+b, )>(ab,+a,b,+...+ab,)
pentru orice numadr natural 7.

Egalitatea are loc daca Gt
b, b, b

n

n



2. Aplicatii
2.1. In plan

Problema 2.1.1. In interiorul unui triunghi oarecare ABC se considera un punct M care se proiecteaza
pe dreptele BC, CA, AB respectiv in P, Q, R. Sa se precizeze pozitia punctului M pentru care suma
BC CA AB L
+ + este minima
MP MQ MR A

Rezolvare:
BC=a,AC=b,AB=c
Notaind a+b+c=2p (1)
MP=x,PQ=y,MR =z
BC CA AB a b c¢

obtinem + + =247
MP MO MR x y z

Din
S= SAABC = SABMC + SACMA + SAAMB =

S LY ibyrez =28 ()
22 2

Folosim inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz pentru \/E,\/E,\/c_z i \/E, \/E,\/E si avem
x\y \z

{ \/7 \/_ \/: +ez - \/7 j (ax +by + CZ{— +— b + —] de unde obtinem inegalitatea

2 (w2
— M = a+_+_>4p
X y z ax+by+cz x vy z 28
b 2p

Avand in vedere ca S = pr:>—+ +Ex 22
X y z r

Prin urmare, min {E +2 + Ej 2p and \/\/j \/\/j \/\/t , adicd x=y=z=r deoarece daca

X vy z
M_Ssz S:>x——:r
2 p

inlocuim x=y=z in (2)=>
Concluzie : M este centrul cercului inscris in triunghiul ABC

Problema 2.1.2. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC. Sa se determine pozitia punctului
M elnt(ABC) pentru care suma BP’ +CQ’ + AR® este minima, unde P, O, R sunt proiectiile lui M
respectiv pe BC, AC, AB.

Rezolvare: A

Notand BC=a, AC=b, AB=c

BP=x,CQ=y,AR=z=>BP*+CQ*+ AR’ =x" +y’ + 2
Avem succesiv urmatoarele egalitati

BM?* - BP* =CM* -CP’

CM*-CQ* = AM* — AQ?

AM? — AR? = BM* - BR’

si prin adunarea lor obtinem




BP> +CQ* + AR® = CP* + AQ” + BR*, ceea ce inseamni
X +y +z°=(a—x) " +(b-y) +(c—z)*, de unde

2 2 2
ax+by+cz=—a +§ e )
Cautim min(x* + y*> +z°) cu inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz pentru a, b, ¢ si x, y, z.
) 2 2 252 2 2 2
(@ +b°+) (X +y +2°) 2 (ax+by+cz)’ = (a+b+c):> 4z Z%bﬂ’
2 2 2
Prin urmare, min(x* + y*> +z%) = M cand a_ 2 _c_ k
4 X y z
a
X=—
2
2 2 2
Inlocuind ng,y:é,z:E in (1) :>a-£+b-é+c-£=—a b e =>k=2= y=é
k k k k k k 2 2
c
z=—
2

ceea ce inseamnd ca P, O, R sunt mijloacele laturilor triunghiului ABC iar MP, MQ, MR sunt
mediatoare in triunghiul ABC.

Concluzie : M este centrul cercului circumscris triunghiului ABC

2.2. In spatiu

Problema 2.2.1.. Fie [ABCD] un tetraedru si M un punct interior tetraedrului, ale carui distante la
fetele tetraedrului sunt x, », z w. Determinati pozitia punctului M pentru care
x> +y° + 27 + W’ este minima si evaluati acest minim.
Rezolvare:
Notdm a, b, ¢, d ariile fetelor opuse varfurilor 4, B, C, D
six, y, z, w distantele de la M la fetele opuse varfurilor 4, B, C, D.

xa yb zc wd

@

Din V=—+?+?+—:xa+yb+zc+wd =3V

Aplicam inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz pentru
X,y,z,w §i a,b,c,d siobtinem
(xa+yb+zc+wd) < (xX* +y* +27 +w)a* +b* +c*+d*) (2)

egalitatea avand loc pentru X % EEA ,deunde x =ak,y =bk,z=ck,w=dk (3)
a c
Inlocuim (3) in (1) si obtinem ka® + kb* + kc* + kd*> =3V , deci k = 5 23V — §i
a +b +c +d
3aVv 3bV 3cV 3dV

x: . = ’Z: ,W:
P 1c1d ) b i+ d a’+b*+c* +d? a’+b*+ct+d?
Din (1) si (2) rezulta ca
oy
a+b*+ct+d?

W< (X +y +22+w )@ +b++d) o X +y +20 w2

9y?
a’+b*+ct+

Concluzie: min(x* +y> +z> +w’) = PE pentru x, y, z, w calculate mai sus.



Problema 2.2.2.. Fie tetraedrul /ABCD] in care notdm o, 0, ,0,,0, ariile fetelor opuse varfurilor 4,
B, C si respectiv D. Daca a, b, ¢, d sunt distantele unui punct interior tetraedrului la fetele /BCD]/,
[ACD], [ABD] si respectiv [ABCJ, determinati pozitia punctului pentru care suma

., O, 0. O, VI . .
—+7+—+— este minima si evaluati acest minim.
a c

Rezolvare:
Notim o,+o0,+0.+0,=0 (1)

Din V = a;‘“ + b;‘b c:" + d;y" =ao,+bo,+co, +do, =3V (2)

Aplicam inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz pentru

Jao oo JeorJdor si \E\/Z\/Z o _,
- (Ve 2 @f Jeo %+ Jao, [ | < ]

@)

<(ac,+bo,+co, +do, ﬂ+i+_d):>
a c d
@) o\
=(o,+0,+0,+0,) <3p| Ze —<+ dd =
M
= Ze 4% % Oa >_ (3)
a b ¢ d K14

\/bi \/CO— \/d d

T

ceea ce Tnseamna ca M este egal departat de fetele tetraedrului, deci M este centrul sferei inscrisa in

egalitatea avand loc pentru deci pentru a=b=c=d ,

tetraedru.
Din (2), pentrua = b =c =r obtinem

) S o, ©, O. O o’ o
ro,+o,+0.+0,)=3V=r-c=3V=min| —*+-L+—<4+—4 |=—=—=
a c d V ro

(98]
~|9Q
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