CAPITOLUL Il

DINAMICA

Dinamica punctului material liber

Prindpiile dinamidii

Experimentd s-a demonstrat ca un corp aflat Th repaus faté de Paméant raméne tot in repaus atéta timp
cét asupra sa nu actioneaza ate corpuri care s&-1 modifice aceasta dare.

Aceadta proprietate a corpului de as mentine starea de repaus sau de miscare rectilinie uniforma
, f&rd actiunea fortelor exterioare poartd denumireade inertie.

Corpurile inerte sunt corpurile care nu-9 pot modifica de la Sne starea lor de repaus sau de
miscare rectilinie uniform@ Tn virtutea inertiei corpurile se misca rectiliniu uniform f&a actiuni
exterioare , iar datorita inertiel corpurile tind s&s mentind aceasta Stare de miscare reactionand la
actiunile exterioare.

Cu aceste considerente asupra corpurilor aflate Tn repaus sau Th miscare rectilinie uniforma se
poate formulaprincipiul inertiel sau legea | a dinamicii.

Un punct material (corp) isi pastreaza starea de repaus sau de miscare rectilinie

uniforma atata timp cat asupra sa nu actioneaza alte corpuri care sa-I modifice aceasta

stare.

Pentru legeaall-aadinamicii se pleaca de la urméorul experiment:

W
2 Corp F acc =a
w 1
B corp F acc = 2a
t
W,
corp q
c) | corp wwre—F PR
t

Fig.III.1
Observatii
a) Vitezavariazaliniar cu timpul. Acceleratia este proportionda cu fortaF 9 este congtanta
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b) Viteza creste mai repede . Acceeratia se dubleaza dar s forta se multiplica, astfe ca'in find
acceleratia a este proportionaa cu fortatotald Spunem caF = ka
c) Viteza scade cu timpul .aceeas fortd F care actioneaza asupra suprafetel a doua corpuri da

nastere la o acceleratie a/2.

Din experientde de mal susrezultd cd F = ma = m(:i—\t/ sau vectorid F=ma = mz—\z , undem esteun
parametru pozitiv, caracteridtic punctului materid denumit masa inerta sau inertial a.

Legea a |l - a a dinamicii este datd de relatia F = ma(lll.1), adicd: acceleratia care
imprima corpului miscarea este direct proportionalda cu forta aplicatd cand masa este
constanta.

Expresa F = ma reprezintéo definitie dinamici afortel § manifesti caracterul activ d masd.

Greutatea s masa

Greutatea unui corp reprezinta forta cu care corpul este atras de Pamant.

Dinamic , greutatea se manifesta prin caderea corpului 18sat liber.

Satic, greutatea se manifesta prin forta cu care corpul gpasa pe un plan orizonta. Experimenta
s-acondatat cain vid, unde nu actioneaza forta de greutate , toate corpurile cad cu aceeas acceleratie
g independenta de masa, natura, dimensiunile sau forma corpurilor.

Andogculegeaall - a, F=ma, pentru greutate G = mg .

Deosahirea dintre greutatea s masa.unui corp

Greutatea este o forta de atractie exercitata de Paméant ; variaza cu dtitudines, latitudines, fiind
dependenta de campul gravitationd. Ea se mésoara cu dinamometrul s este 0 mérime vectoriad

Masa ese 0 maime scdard, o caracteridtica internd a corpului,independentd de dtitudine s
latitudine. Masa se méasoard cu balanta. Aléuri de inertie , o dté proprietate a masal este aceea ca
poate atrage ate corpuri sau sa fie atrasa de dte corpuri. Aceasta proprietate conferd masel cditatea de
masa grea, gravificA (gravitaionad d reprezintd o masurd a interactiunii corpului cu campul
gravitationd.

Deci masa, mé&ime unica prezintd doud proprietéti: inertia 9 gravitatia, adica mesa inerta este
egda cu masa gravificd Adica static ,se manifestd masa gravifica iar dinamic masa inertd. Ambele

mase se masoara cu balanta.
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Legeaalll - a. Principiul actiunii si reactiunii

Experimenta, s-a congtat ca actiunea unui corp asupra dtua da nastere smultan la o reactiune a
cdui din urmaasupraprimului.

Enunt:

actiunile reciproce dintre doud corpuri sunt totdeauna egale in modul si dirijate in

sensuri contrare.

LegeaalV - a. Principiul independentei actiunii fortei

SA consideram doudforte F, § F, care actioneazA smultan asupra acduiasi punct A de masam.
Aceste forte produc accelerdtiile a S & dupd rddiile F, =ma, SF, =ma, . Putem sorie
a=3a, +3,cu a accderatiarezultantd. Se multiplicd ambii membrii a ecuatiel cu numéaul m S rezulta:
ma=ma, +ma, cae reprezinth F=F, +F,, adicd asupra punctului materia actioneazd forta
rezultanti F care rezulta din insumarea geometrici a vectorilor F, § F, s care produc separat efectele

lor, independent de exigtenta celeldte forte.

Teoreme generale ale punctului material

Teoremaimpuauu

dp

ot (111.2), unde p = mv reprezinta

. . - - d
Din legeaall - aadinamidi (111.1) F= ma:a(mv) =

impulsul .Relatia arata ca forta aplicatd punctului materia este egaa cu derivata impulsului punctului
materia Tn raport cu timpul. Se mai poate scrie Fdt =dp Sau prin integrare rezulta :
t2 R P2
ﬁ:(,:dt:()jﬁzﬁz - _pl :m:mzvz - m1\71
ty P1
unde p reprezintdimpulsul forte E . Cum Tn mecanica clasica masa réméane constanta rezultd my, = m,

= m rezultd teorema impulsului de forma:
t2
p=QFdt =mv, - mv

ty

(111.3)

1

adica impulsul fortel rezultante aplicate punctului material este egal cu variatia impulsului

punctului material.
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Caz particular:
Daca F = O rezultd m,v, =m, v, , adicd impulsul punctului material se conservad Deci teorema
impulsului exprima o lege de consarvare a miscaii materiel. Exidenta impulsului S a legii fizice de

consarvare aimpulsului este legata de proprietatea de omogenitate a paiului (Smetrialatrandatie).

Teoremamomentului cingtic

Momentul cinetic n raport cu punctul O d unui punct materiad care se deplaseazé cu viteza v
(dedi cuimpulsul mv ) este definit prin produsul vectorid (Fig.l112):

-

L=Fr " mv=7"p (1.4

L Deci momentul cingtic este un vector
- il perpendicular pe planul format decétre ¥ 9 v.
/:' 7 Momentul cinetic variaz&in m&rime s directiela
“'“'““--_--.___________j = deplasarea punctului materid. Anditic :
Fig I11.2
i ]k
L=7"p=|x y z =T(ypz - zpy)+i(sz - xpz)+R(xpy - ypx)
Px py P

Lx:ypz'zpy ; Ly:pr'sz : Lz:Xpy'ypx

Prin derivarea momentului cinetic rezulta

dl  d .. af . . _.dp _.dp _. - -
8= s+ = o7 E=N (115) unde
dt dt dt dt dt

ar, . . T

5 P=V B=V" mV=0 deoarece v[mv.

Deci derivata momentului cinetic in rgport cu timpul , a unui punct materia, este egad@ cu momentul
fortel carei se gplica Facand andogie cu teoremaimpulsului, rezulta:

t2

p=QFdt iarcum m =7  F ssmultiplicicudt s rezulta:

ty
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O Mdt=¢f Fdt=F p=DL=L,-L, (ll.6)

t t1

Deci teorema momentului cingtic este : impulsul momentului fortei aplicate punctului material

este egal cu variatia momentului cinetic al punctului material.
Teorema momentului cinetic exprima o lege de consarvare amisc&rii mecanice transmise delaun
corp ladtul prin intermediul fortel Tn procesul interactiunii. Existenta momentului cinetic S alegii fizice de

conservare amomentului este legaté de proprietatea de izotropie aspatiului (Smetriala rotetii).

Fortecentrale

A e S « | . ~ .
In paragraful precedent am gagit reletia m =g SA analizém aceastareldie.

~ . : . - . dL -
Dacad momentul fortel gplicat punctului materid este nul (m =0) , aunc ’m =04 L=ct

adica momentul cinetic este un vector constant. Cum M =0s M =7  F putem spunecd F =0,
adica punctul materid nu este upus la nicio actiune exterioara S deci este un punct materid liber. Dar
M =0 implica faptul c& F|F, adica directia vectorului fortd F trece prin punctul O d punctului

material.(Fig.l11.3)

O fortd a cérel directie trece totdeauna
printr-un punct fix este denumita forta centrala.
Deci ,cand un punct materia se deplaseazad sub

actiunea ung forte centrde, momentul su cindlic

ramane constant.

FigIIL.3

Exemplu.Pamantul se roteste in jurul Soardui sub influenta unei forte centrale a cérel directie este
mereu ndreptatd spre centrul Soardlui. Momentul cinetic d Pamantului in rgport cu Soarde este

constant.

Deoarece L = ct , miscarea produsi de cétre o fortd centrald este mereu intr-un plan,

Tn miscarea circulard exigard dia
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d
L =mrv :erW:mrz—?

dq

(111.7) Dar cum pentru fortele centrale L = ct. rezulta r* ’m =ct.

Cand punctul materid se deplaseazd din P in P raza vectoare r baeazd aria hasuratd, care

corespunde unui triunghi OP' P. Tn consecintd dA=aria
. L 1 . L ~ A .
triunghiului OP P:E r’dg iar aria méturatd in unitatea

detimp este:

dA _1 ,dq

dt

arata ca Tn miscarea sub actiuneafortdor centrale, raza
vectoare a punctului materid méurd aii egde in

intervale detimp egae.

=—r

— =ct.

dA
b —t:ct.(III.8) care ne

FigITL.4

Acest rezultat a dus la descoperirea legilor de

miscare a planetelor, cunoscutd sub denumireadelegea all-aalui Képler.

L ucru mecanic

Congderam un punct materid A care se deplaseaza in lungul unel curbe C sub actiunea une forte

F (Fig.l11.5) . Tntr-un timp scurt dt, punctul material se vadeplasadin A in A’ unde AA’ = dr . Lucru

mecanic efectuat de forta F in timpul acestei deplasiri este produsul scalar

T

Fig IIL5

dw =F>df sau dW = Fds cosg unde g este unghiul
format de F cu deplasare dr . Dar cum k = Fcosq
rezultd dwW = Fds.

Ded lucru mecanic este egd cu deplasarea
multiplicatd prin componenta fortel orientatd dupa
deplasare. Lucru mecanic tota efectuat de cétre punctul
materia care se deplaseazaintre punctele A 9 B este dat

de sumatuturor lucrurilor mecanice infinitezimae, adicg;
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Anditic rezulta

W = OFdF = dFde +F,dy + dez) F, ()

B B
W = OFdr = OF,ds

A A

Reprezentarea grafici aratd ¢ lucru mecanic Fig ITL.6
total W este dat de cétre aria hasurata cuprinsa intre
A, B s curbaC (Fig.111.6) .

Unitdtile de masura

1j - este lucru mecanic efectuat de céire 1N cand punctul material se deplaseazd cu Imin directia
forta.

1kwh = 10°W8600s = 36x107
Puterea

Putera este lucru mecanic raportat la timp.

aw . A . N ~dr - .
dP = — - ede puterea indantanee, iar in functie de viteza P = FE = Fv (I11.9) iar puterea

dt
medie Pm este daté de expresia:
w
P =—
"t

Unitéti: 1w = 1j/s - este putereaunel masini care efectuiaza un lucru mecanic de 1j timp de 1s.

Energia cinetica

N . . . __— . ~ dp ~
Cunoscénd expresialucrului mecanic dw = Fdr unde putem consdera F :d_rt) rezulta:

d(mv) dv L ~
m ermEdr:mvdv lar prin integrare rezulta

dw =

2

N mv:  mv?
W = Qnvdv :T- 5 (111.10)

1
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Cu Vi S W, Vitezde paticuldor in punctdle 1 9 2 . Expresade mai sus arata ca oricare ar fi functia care

reprezintd forta F S traiectoria urmata de particuld , valoarea lucrului mecanic W efectuat de forta este
o , e 1 N o . . I
mereu egad cu diferenta cantitétii Emv2 la Tnceputul sau la Sargtul traiectoriel. Aceastd méarime

1 ~ : T - 1 1p* . : :
Emvz poartd denumirea de energie cineticA E , adicd & = Emvz = Ep_ iar relatia de mai sus
m

(111.120) devine deforma:

W =E;-E,=DE (111.11)
adica lucru mecanic efectuat de catre forta rezultanta aplicata punctului material este egal cu
variatia energiei sale cinetice care reprezinta teorema ener giel cinetice.

Caz paticular. Daca rezultanta fortelor aplicate este nul, rezultd energa cinetica a punctului
materid se consarva (E.; = Ey) , adica un punct materid nu-S poate modifica energia sa cinetica numai
sub actiunea une forte aplicate asupralui.

Tn acest caz spounem cA energia cineticA este egad cu lucrul mecanic cheltuit pertru a aduce
punctul materid din repaus pana la viteza v, sau dtfe formulat,lucrul mecanic necesar pentru a opri
punctul materid. Exigenta méimii fizice scdare energie cingtica 9 alegii sde fizice de consarvare este

legata de proprietatea de omogenitate a timpului (Smetrialatrandatii temporae).
Energia potentiala

SA condderdm un punct materid m care se deplaseaza sub actiunea unei forte constante F in
méime g directie. Cand punctul materid se deplaseaza de la A la B urménd traiectoria (1) lucru

mecanic d forte F este (Fig.l11.7):

B
\

W = szEB(‘;ﬁ:E(FB-?A)
A

A

|

Se vede dar, ca dacd drumul urmat este traiectoria (2),
expresa lucrului mecanic este aceeas. Dedi lucru mecanic
nu depinde de drumul urmat Tntre punctele A 9 B ¢ numai
de poztiile extreme, initidd 9 findd De aceea lucru

mecanic efectuat de punctul materid pe o traectorie

Tnchisdeste nul, adica:
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Was = Wazs , deoarece pozitiile initida g finda coincid sau :

Waig - Wazg =Waig + We2a =0

Deci intr-un camp conservativ de forte (cAmpul gravitational sau dectrogtatic) lucrul mecanic
efectuat de céire fortdle campului asupra punctului materia nu depinde de traiectoria sau de viteza
punctului materid ¢ numai de pozitiileinitida g findaiar expresa matematica generdé este de forma:

W, = ¢ydr =0

Definitia cBmpului conservativ de forte: se spune ca un camp de forte este conservativ daca lucru

mecanic efectuat de cétre fortele campului asupra punctului material este nul pe o
curbainchisa.

Dinrdatia:

W = ¢Fdr = IE(FA - ?B) = - DE, sepoate defini energia potentiald.

Definitie
Se numeste energia potentiala E, a punctului material ca fiind lucru mecanic cu semn
schimbat, efectuat de fortele campului asupra punctului material pentru a-I deplasa din
pozitia initiala in poztia sa finala.

Invers, dacé cunoastem energia potential & E, se pot calculafortele prin derivare s anume:

- dE, =Fd7 unde Fdf =F dx +F,dy +F,dz

iar
€', TE, 9E,
de = ™ dx + Ty dy + 1z dz
prin andogie
1E, 1E, 1E,
ST T v "y
sauingenerd :
- E,
F=-grad E, =- 7
Introducand operatorul N cafiind

Se poate scrieca:
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- grad E, =-NE, =+F (I11.13)

adica fortareprezinta gradientul cu semn schimbat d energiel potentide .

Supr afete echipotentiale
Reprezinta suprafetele pentru care energiapotentiald  este constanta ( E, = ct.)
Daca un punct materia se deplaseazé pe o astfel de suprafatd atunci (Fig.111.8) putem scrie
dE, =0=-dW=-Fdf o F'df, adiciforta F este perpendiculard pe suprafetele

echipotentide s indreptatd in sensul descresterii energiel potentide.

Liniile de forta sunt curbe de-alungul
carora vectorul fortd este tangent; de sunt

normale pe suprafetele echipotentiae.

suprafete
echipotertiale

Conservarea energiel punctului material

Tntr-un camp de forte conservativ , miscarea punctului material este daté, dupd cum am vazut, de
cére

W = ¢Jdf = DE_ = - DE,
sau dtfd sorisa:

DE,+DE, =D[E, +E,)=0 alicd E+E=ct
Pentru pozitiile A 9 B rezulta:

Ea + En =Eg +Egs =E (111.14)
adica energia mecanica condtituita din energiile cinetica 9 potentia@ se conserva. Rezulta teorema de
conservare a energiel mecanice , d carui enunt este: intr-un camp de forte conservativ are loc in
timpul miscarii o transformare reciproca a energiei cinetice si potentiale , suma lor ramanand
constantad. De aceea aceste forte conservative mai poarta denumirea de forte care deriva dintr-un

potentia.
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Caz paticular
In caderaliberd energia potentia & are expresia: E, = mgy = mgh iar energia mecanica:
2

E= - +E,(xy.7) =E.+E,

Forteledefrecare

Cand doua corpuri sunt n contact exista totdeauna o rezistenté care se opune miscarii relative a
celor doud corpuri (ex. : un corp aflat in repaus ). Daca impingem corpul pe masa, € capédta o miscare
cu 0 anumita viteza. Dupa incetarea fortel aplicate, corpul incetineste pana se opreste. Aceasta pierdere
a cantitétii de miscare (impuls) indica ca o forta se opune (‘Tnaintérii ) miscérii; acesta
forta este denumita fortd de frecare. Ea gpare ca o interactiune intre moleculele celor doué corpuri in
contact, numita aderenta. Aceasta interactiune este complicatd s depinde de numeros factori ca Sarea
S natura suprafetelor , viteza rdativa ,etc.... Experimental , sa condatat ca in multe cazuri forta de
frecare F; este 0 méarime care este proportionald cu o fortd normald N aplicaté de la un corp la dtul.
Congtanta de proportionditate este denumita coeficient de frecare s se noteazd.cu m . Deci m&imea
fortel defrecare lalunecare ete:

F=nN
Forta de frecare de aunecare se opune mereu miscérii corpurilor § ca urmare are o directie opusa
Tnaintérii ( viteze corpurilor )

Exemplu:

Daci F este forta aplicaté care deplaseaza corpul spre dreapta, forta rezultant? este dirijata spre
dreapta S are accderatia @ cu ma=F- F. In generd, exigd doi coeficienti de frecare .
Coeficientul de aderenta sau static ( my ) este acela care multiplicat cu forta N, d& nastere laforta
minim& necesard pentru a pune in miscare relaiva doud corpuri care initial sunt n contact 9 n repaus.
Tn acest caz este denumita forta de frecare statica

Fo =mN
Coeficientul de frecare cinetic (m. ) este acela care multiplicat cu forta normalé da nastere la forta
necesard mentinerii corpurilor intr-o miscare relativa uniforma. Apare in acest caz forta de frecare la
lunecare.

F. =mN

C
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Legilefrecarii

Experimenta s-a constatat ca:

- forta maxima de aderentd ( daticd ) 9 forta de frecare la lunecare ( cineticd ) dintre doua
corpuri nu depind de aria suprafetei de contact dintre corpuri;

- forta maxima de aderentd 9 forta de frecare la lunecare sunt direct proportionae cu forta
normald N (apasarea) care se exercitdintre corpuri la suprafatalor de contact.

Fo=mN ., F.=mN , cu mfim

Cand un corp se gaseste Tn repaus pe un plan inclinat , unghiul maxim de echilibru j s este dat de
tgj s=m 9 senumesteunghi de aderenta.

Cand un corp se deplaseaza pe un plan indinat ( luneca uniform ) unghiul planului j . este dat de
relatia tgj .=m s senumeste unghi de frecare lalunecare.

Frecarea este 0 notiune statica deoarece forta F reprezinté suma unui numé mare de interactiuni

Tntre moleculele celor doud corpuri Tn contact.

Dinamica sistemului de puncte materiale

Se consderd un sstem de puncte materide (i = 1...n) unde fiecarui punct materid | se aribuie o
masa m; . Asuprafiecérui punct materid din acest Sstem actioneazé doud tipuri de forte 9 anume: forte
interioare F" s forte exterioare F®

Fie un punct materid de masd m asupra céruia se exercita fortele interioare T:S) din partea
cdorlate puncte materide m ae ssemului s fortele exterioare Sstemului F® care actioneaza asupra
acestui punct materia de masa . Deoarece fortele interioare sunt forte de interactiune dintre punctele
materide de ssemului, aund conform principiului 11l & Dinamidii, forta K} exercitata de punctul
materia de masa m asupra punctului materia de masa m (care reprezinta actiuneg) este egaléd cu forta
reciprocd de reactiune K apunctului material m, asupra punctului material de masi m. Matematic se
srie:

Fo=-F) su B+ RO =0 wde FD =0
Acede rdatii exprima ca: totdeauna fortele interioare pot interactiona numai ca perechi doud

cate doua egale in modul dar de sens contrar.
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Pentru Tntreg sstemul de puncte materide, Thsuménd doud cée doud aceste forte de

interactiune, se obtine’in find o rezultanta nula:
F =8 K0 =0
k.l
Fortainterioara rezultanta asupra punctului materid de masamy este :

— (. — .

F :Ié_ ’ ( n- . totd de puncte materide de sstemului )
=1

Prin insumarea acestor forte interioare pentru punctul material m, se obtine :

) =3 E] =a E)=0 (111.15)
k,l

Dedi, fortde interioare unui Sstem de puncte materide dau o rezultanta nula
SA vedem ce se intdmpla cu momentul fortelor interioare.
Fie doua puncte materiale de masa my S my s polul O Tn rgport cu care se consdera momentul
lart, 9 T, , vectorii de pozitie. Momentul fortelor interioare este dat de relatia (Fig.1119):
- Q (., =)\_ & [~ . =
M=a( =4 ) su
k

— —
s - s —

—= W)= 26 =% - 20) () = (= = () Bt () R
M,=7 Fy+15n F; =7 F,-1, F; _(rl- rz) Fio =T, Fy =0

Deoarece |M|=[f,|AFY)|sina =0, a =0, 7,|FY

—

Deci M =47 F”=ar F’=0 (11.16)

Teorema

Rezultanta fortelor interioare s momentul
rezultant al fortelor interioare fata de orice pol O sunt

nule.
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Lucru mecanic al forteor interioare

Putem scrie:

W = Ek(:)drk +E|(l<i)dﬁ = Ek(:)drk - Ek(li)d_l:l = Ek(:)(d?k - dFI ) = l_:>k(|i)d?

kl

Pentru corpurilerigide ( nedeformabile) ¥, =ct.sau 7> =ct. deunde2r, dr,, =0deci dr, =0 s

w=arlr, =0 (11.17)

Concluzie : pentru corpurilerigide, lucrul mecanic d fortelor interioare este nul.

Miscarea centrului de masa al unui sstem de puncte materiale

~

Fe un ssem format din puncte materide de mase m, nm, ... S deviteze v; vy, ... In

rgport cu un sstem de referinta inertid( R.1). Definim viteza centrului de masa cafiind :

a

m.v,
m M

_myvtmyv, e

ch

ml +m2+...

- Q) Qo
3
<!

LagtaticA am definit vectorul de pozitie d centrului de masi (C.M) adfd:

o —
amr

_myr Am,r, e

r, = =— :apoi derivam Tn raport cu timpul S se obtine:
oM m, +m,+-- M a0 0 p!
dar,, 1o dr 1o o
= |_:_amivl :VCM
dt M dt M

Cumimpulsul p, = m v, rezulta:

p=M>x_, (111.18)

< |'c51
g

v =18 =
VcM_M pi_

unde p = a p, edeimpulsul totd d sstemului. Reldia p =M v, araédcaimpulsul stemului este
acdas ca 9 cum toate masde punctelor materide se gasesc dtuate in centrul e masd  care se
deplasesza cu viteza v, ( sema numedte vitezaSstemului ).

Deoarece un corp solid este acétuit dintr-un sstem de puncte materiale se poate spune ca

deplasarea corpului solid se face cu viteza centrului de masa, v, , adica viteza corpului.

cM !
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Tntr-un sstem izolat ( p = ct. ) , conform principiului de conservare a impulsului, iar referitor la
centrul de masd se spune cacentrul de masa al unui sistem izolat se deplaseazi cu o viteza

constanta in tot sistemul.

Sdgemul neizola. Se consderd un ssem S compus din puncte materide care sunt in

interactiune cu toate punctele materiae care sunt in interiorul ssemului S 9 care formeazd sstemul S'. (
Ex. S- stemul solar 9 S’ - restul universului )
Notatii:
- punctele materide de sstemului S® |
- punctde materide deggemului S® |
Principiul consarvéarii impulsului pentru un Sgemizolat (S+ S ) ede
p=ap +ap, =ct s p=p

—

sist.S sist.s'

Ol

Aceagta inseamna ca orice variatie aimpulsului din sgemul S este insotitd de o variatie egda s opusain
ggemul S aimpulsului. Matemétic, Dg, = - Dp... Dedi interactiunea dintre cele doud ssteme Ss S
este descrisa ca o variatie de impuls. Prin derivare se obtine :

dp, _  dps

d_p = d& =+ _dpsl = o aj
dt dt dt dt dt

dpe _ =0 — N : : ~ . .
unde o = F'* care reprezinta forta exterioard cu care sstemul S actioneaza asupra sstemului S.

Cum viteza centrului de masid Stemului Seste v, = T\JA_S rezultd
- dv
F =M d—;M: M>a,, (111.19)

Adica Centrul de masa al unui sistem de puncte materiale se deplaseaza ca si un singur punct

material de masa egala cu masa totald a sistemului si supus unei forte exterioare sistemului.

Determinareaimpulsului S aforte rezultante in cazul fortelor intericare S exterioare
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Tn sistemul S se considerd doud puncte materiale de mase my § my cu forte interioare F1, ca
fiind actiunea lui m asupra lui m's F ca fiind actiunea lui m asupra lui m iarF1 S F» sunt forte
exterioare. Conform principiului 111 d actiunii S reactiunii rezulta.:

_|£12 =- |E21
Daca fortele interioare 9 exterioare, adicd totde, actioneazd asupra masdor my 9 Ny rezultd
(Fig.111.10):

dp, - -
DoF, +F (pentum)
dp - —
%=F21+F2 (pentru m) dar cum
_|£12+ﬁ21:0
dt dt dt * 2
sau in gereral
dr) O——()
—=aF* (111.20
o car” (120

unde F;© reprezinta forta exterioara care actioneaza asupra punctului materia de mesam .

Forta exterioard asupra unui sistem de puncte
materiale este egald cu suma fortelor exterioare care
actioneaza asupra fiecdrui punct material care

alcatuieste sistemul .

M asa redusa

Consderam doud puncte materiae care sunt supuse numal interactiunii lor mutude; adica numai
fortde interioare FY, iar fortele exterioare nu actioneazd. Cele doud puncte materide au masde m §
m, S vectorii de pozitie 7, 9 T, fatd de un observator O dintr-un Sstem dereferintdinetia ( SRI) 9
sunt supuse fortelor interioare F1, S Foy (Fig.l11.11).
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Dupé ecuatia de miscare (impuls) rezultd pentru fiecare

punct meterid:
z
dp, - . dp, -
w8 Ty T
i
g
1?31-2 £, 21 1Tl Ll
Iy S 4V dv
— I \ - \ -
! 0 1_tl:F12 S m, dt2:F21
= ¥
Rezulta:
Flg.]:[[.].]. d\—/’l ﬁlz . d\72 I_izl
_— S _—
d  m, d m,
Scézand cele doud expresii se obtine:
v, dv, F, F, &1 16. . .
—t.—%2=—%_ E-c—4+—F deoarece F1,=- Fy
dt d m;, m, m, m,g
sau
do. . d_
a(l Vz) avlz_aﬂ

S prin identificare rezulta c&

. el 1 GIE = ml+m2r:
a = + — , a =

12 gml ng 12 12 mlmz 12
cain find

- mm, _

=——=—x3, =n&, (I11.21)
12 12 12
m, +m,

m,m ~ . . ~ . ~ o~
% - este masa redusd a sstemului de doud puncte materide. Acest rezultat arata ca :
m; Tm,

unde m=

miscarea relativa a celor doud puncte materiale supuse numai interactiunii lor mutuale (F(")1 0
, F(9 = 0) este echivalentd cu miscarea in raport cu observator inertial a unui punct material de

masa egald cu masa redusa sub actiunea unei forte egalé cu interactiunea lor.

Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale
Am vazut ¢ momentul cinetic d unui punct materid este L =7 p=m(f~ V) iar rdaia

—

dintre momentul cingtic L S momentul forte M este;

103



al -
dt
Fie doua puncte cain Fig.l11.12 9 fortele interioare 9 exterioare asupra punctului materid s

momentele cinetica d fortel fata de punctul O.

M—dEl'M—dEZ
T odt Tt

Prin Tnsumare rezulta ;

%([1+[2)= M1+ M

Presupunem ca interactioneaza atét fortele interioare

cét g fortde exterioare atunci avem:

M= F1, (F1+F12):?1 I:1"'F1 F12

<
N
I
-
N
I
N-I'I
+
T
N
=
N—
I
l\)_11
T
N
+
T
N
!

21

darcum F,, = - F,, (forteinterioare) rezulta:

Pentruca (7, - 7,)" F, =7, F, =0, (F21" F12)
Deci

4. L _

a(Ll-i_LZ):_l;l FR+T, KR =M 9+ MO
sau

. -

T oM =112

dt

Derivata in functie de timp a momentului cinetic total al unui sistem de puncte materiale
Tn raport cu un punct oarecare este egala cu momentul total in raport cu acelasi punct al fortelor

exterioare F®© care actioneaza asupra sistemului de puncte materiale.
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Legea conservarii momentului cinetic: momentul cinetic total al unui sistemizolat sau pentru

care momentul fortei este nul (M © = 0) este constant in marime si directie.

Energia cineticd a unui sstem de puncte materiale
Fie un sislem acAiuit din doud puncte materiale de mase my § my, supuse la fortele exterioare F
d F, s laforteleinterioare F12§ F2. Laun moment dat, aceste puncte materiade se gésesc situatein

pozitiille din Figuralll.13 9 se pot deplasacu vitezde v, 9 v, dupatraectoriile C, s C,.

Ecudiile de miscare pentru fiecare punct

materid sunt :
mlal = IEl + I_:>12
mZaZ = I:2 + 21

Tntr-un interval mic dt, presupunem c& punctul

material se deplaseaza cu dr S de aceea s

Tnmulteste scaar fiecare ecuatie de miscare cu

dr 9 seobtine

m,a,dr, = Fdr, + F,dr;

m,a,d¥, = F,dF, +F,,dF,

S diind ¢ F, = - F,, , prin adunare ecuatiilor seobtine :

m,a,dr, + m,a,dr, = IﬁzldF1 +I#:2dF2+|ﬁ:12(drl drz)
.. dr . dv . _df __ : R AU N, .
Darv—a g axdr —Edr —dva—v&iv =vxdv ia dr, - dr, —d(rl- r2) =dr, . Aplicate la

expresade ma sus, seobtine:

m,v,dv, + m,v,dv, = Fdr, +F,dr, + F,dr,

Prin integrare rezulta
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Vi V2 B

my Qadvy +my (Y 2dv, = O Fudfy + Fadf, ) + (Frodiiz

V10 v 20 A

| 1
Partea din s@ngaa egditatii(l) se scrie:

1 > 1 ) & » 1 20_
Elel - Elelo "'gzmzvz - Eszzoa—

1 6 &

S B N ¢ L1 20_o ¢
gzlel Zszza' gzlelo Zmzvzoa— ¢~ Eco

iar partea din dregpta a egditétii (1) se scrie:
B

W, = (F.df, +F,df, eselucru mecanic efectuat de céire fortele exterioare.

A

B
W = (‘f:lzdFlz este lucru mecanic efectuat de cétre fortele interioare.
A

Ded infind :
E - Eco=Weq + Wi (111.23)

Variatia energiei cinetice a unui sistem de puncte materiale este egalé cu lucru mecanic efectuat

asupra sistemului de forte exterioare sl forte interioare.

Conservarea energiel sstemului de puncte materiale
Presupunem ca fortele interioare deriva dintr-un potentid 9 deci existad o functie 1, ,

dependenta de coordonatele celor doud puncte materide 1 9 2 adtfd:

B

Wit = 01292 =E 120~ B2

unde E,, este vaoarea energie potentide la timpul t S Eipo este energia potentida la timpul &.
Introdusain relatia (111:23) , se obtine:
Ec - Eo = Wex + Epioo - Epn2

(Ec+ Bon2) - (Ec+ Epi2)o = Wex

Notdmcu :
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1 1 . . . . .
U=E, +E,p :Emlvf +§m2v§ +E 1, (111.24) se obtine energia proprie asisemului de

puncte materide.

In generd, pentru Sstemul de puncte materide:

ol , o
U:EC+Epim:a_§mivi + aEpij unde
toate toate
p.m. perechile
E é 1 2 1 2 1 2 1 2 .
= —mvVv.  =—muwWi+—m,ov5; +—myvat--- A
c 2 i 2 1Vl 2 2V 2 2 3V3

toate
p.m.

[]
Epint: a Epij :Ep12+Epl3+“.Ep23+“.
toate
perechile

n conduzie

U-Ug=Weq (I11.25)

Variatia energiel proprii a unui sistem de puncte materiale este egala cu lucru mecanic
efectuat asupra sistemului de cétre fortele exterioare.

Pentru sstemul izolat pentru care W =0, U - Uy=0, U = LU, energia propriea

sstemului de puncte materiae izolate rdméne constanta ( se conserva).

Ciocniri

Cand doud puncte materide se apropie unul de dtul , interactiunea lor mutuald modifica
mscarea lor producand de fapt o variatie aimpulsului § a energiel. Tn acest caz spunem caavut loc o
ciocnire. Tn generd, interactiunea are loc cand cele doud puncte materiale sunt apropiate producand o
variatie masurabild a miscailor lor in timp scurt.

Deoarece la ciocnire contribuie numai fortele interioare, atunci impulsul S energia se conserva

Fie p1S p.impulsurile cdor doud puncte meteride nainte de ciocnires p,’ 9 p2’ impulsurile

dupa ciocnire. Conform conservérii impulsului , se obtine (Fig.l11.14):
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sau '
MyVy+mMavy = mgvy +myv, 1y P L

Mai notam cu E s E. energiile cinetice inainte s ‘?f‘”.é:”)\

dupd ciocnire s au By, S By’ energiile potentide B I

Tnainte 9 dupa ciocnire aunci,conform conservéii

enagid:
Fig II1. 14
Ec+Bo=E +E =
Dar
1,1 ,_pi 9}
== +—= =—+
S T M M = S o,
S NP NP B ot
B MY MY = o o,

Seintroduce cantitatea Q :

Q=E’ - E =Euw- Epcafiind vaiaiaenergiilor cinetice s potentide (initiaa- finad).

Deci pentru procesul de ciocnire sunt suficiente urmétoarele expresii:

Ec-E=Q
adica
02 p?2 p2 02
_l+ 2 = _1+_2+ |ar
2m,; 2m, 2m,; 2m, Q

P’ + P2 =ptpe

sau
mvi+maVv,=mavy +mov, 9
%mlvf+%m2v§ = %mlv'f+%m2v'§+Q
Observatii :
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Daca Q =0, nu exigd variatie de energie cinetica (E=E.’) S spunem ca ciocnirea este elastica adica :

MV +MoVo =M vy + Mmooy

1 1 1 1
Emlvf+§m2v§ = §m1v'f+§m2v'2 (111.26)

Daca Q! 0avem ciocnire neelastica ( plastica).

DacaQ < 0, E; scade dar creste E, - ciocnire neelastica endoener getica .

Dacad Q> 0, E.crestes E, scade - ciocnire nedadtica exoener getica.
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