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Partea 1

INTERPOLARE SI APLICATII
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Capitolul 1

Diferente finite

1.1 Diferente finite

Diferentele finite stau la baza multor metode de“calcul numeric privind in-
tegrarea si derivarea numerica, integrarea ecuatiilor diferentiale ordinare si cu
derivate partiale. Functiile care intervin in acest capitol sunt functii reale de o
variabila reala. Printr-o diferenta finita de intelege un operator de forma

Dy f(x) = Af(x + ah) — Bf(x + bh) (1.1)
unde A, B, a, b sunt constante reale. Se observa caracterul liniar al operatorului
Ln(Af 3 pg) = AUnf + plng.

Diferentele finite de ordin superior se introduc recursiv

Lhf =0 f
Irf = Th@'f), n>1

Diferentele finite uzuale sunt:

e diferenta finita progresiva

Anf(x) = flz+h) = f(2);
e diferenta finita regresiva

Vif(x) = f(z) = f(x = h);

11



12 CAPITOLUL 1. DIFERENTE FINITE

e diferenta finita centrata

nf(a) = o+ ) -

In cele ce urmeazd vom studia doar diferentele finite uzuale.
Formulele explicite de calcul ale unei diferente finite de ordin superior sunt

Teorema 1.1.1 Au loc egalitatile:

() AZf(ﬂf)ZZZ_()(Z) Pk fa + kb
(i) V(o) = Sio ()1~ -
(i) o) =iy (1) o450 |
(o) 1ot =S ) C0EF),

Demonstratie. A} f(z) se exprima ca o combinatie liniara a valorilor lui f in
x,x+ h,...,x+ nh, adica are loc o formula de forma

A f(x ZAkforkh)

Pentru determinarea coeficientilor (Ay)o<k<nyalegem f(z) = e” si atunci

6 _1 ZA s

Dezvoltand binomul din membrul stang gasim

zn:(z)( 1)k patkh ZAez+kh

k=0

n
k

In mod aseménitor se pot justifica si celelelte relatii. m
Stabilim o serie de proprietati ale diferentei finita progresiva. Rezultate ase-
manatoare se pot deduce si pentru celelalte diferente finite.

Identificand coeficientii lui e***" gisim A; = ( ) (—1)"*, adica relatia (i).
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Teorema 1.1.2 (Teorema de medie) Daca functia f este derivabila de ordin
n atunci existda ¢ € (x,x + nh) astfel incat

A f(x) = h" f™)(0). (1.3)

Demonstratie. Prin indutie matematica dupa n, pentru n = 1, utilizand teo-
rema de medie a lui Lagrange avem succesiv

Apf(z) = fx+h) — f(x) =hf'(c) r<c<z+h

Presupunem relatia (1.3) adevarata pentru diferentele de ordin n—1. Daca g(z) =

% atunci
Al AP f(ath AP Lf(z
Apf(@) _ Onby T f(a)) _ Sl - S
hn hr h
Cgleh)—glr) o d AP,
- h - g (C) - dx[ hjnil HCC:C

unde x < ¢ < x + h. Deoarece operatorul de derivare comuta cu operatorul de
diferenta finita, rezulta ca

Apfla) _ d Ay f(x)

T dpl et == T e

Utilizand ipoteza inductiei,

Apflx) _ AHf(2)
hn o hn=1 :

unde x < é<c<cé+(n—1)h<z+nhm
Observatie 1.1.1

Presupunand ca functia f are derivata de ordinul n continua, pentru h — 0, din
(1.3) rezulta
AL f(z)
lim =22 = (), 1.4
lim — 0 () (1.4)
Diferenta finita progresiva de ordin superior pentru produsul a doua functii
generalizeaza formula lui Leibniz
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Teorema 1.1.3 (Formula lui Leibniz) Are loc formula:

n

o) =3 (1 ) SEF@AT ol + 1) (15)

k=0

Demonstratia teoremei se face prin inductie matematica dupa n.
Observatie 1.1.2

Sa presupunem ca functiile f, g au derivata de ordinul n continua. impérgind
(1.5) la A" si utilizand Observatia 1.1.1, pentru h — 0, obtinem

n

(Falge)®™ =3 () 19" w) (1.6
k=0
1.2 Ecuatia cu diferente liniara si cu coeficienti
constanti

Consideram ecuatia cu diferente (h = 1)
a,APu(n) + ap, AP Mu(n) + . 4+ agAun) + agu(n) = fu, YR €N

unde necunoscuta este functia v : N — R, iar coeficientii v, . . . , o, sunt constante
reale. Explicitand diferentele finite progresive in functie de valorile functiei (1.2)
obtinem

Aplntp + Qp1Unip-1 + ... + QU1 +CoUn = frip n €N, (1.7)

unde u,, = u(n).

Presupunem ca ag - a, # 0.

In cele ce urmeaza, numim (1.7) ecuatie cu diferente liniara si cu coeficienti
constanti, de ordin p si se cere solutia care verifica in plus conditiile initiale

uUg = Vo
Uy = 1

(1.8)
Up—1 = Up—1

Teorema 1.2.1 Euxista cel mult o solutie a ecuatiei cu diferente (1.7) care verifica
conditiile (1.8).
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In prealabil studiem ecuatia cu diferente omogena, liniara si cu coeficienti
constanti

ApUptp + Qp1Untp—1 + ... + G Upt1 + GoUy =0 n € N, (1.9)
Teorema 1.2.2 Multimea solutiilor ecuatiei cu diferente omogena, liniarda si cu

coeficienti constanti formeaza un spatiu liniar.

1.2.1 Sistem fundamental de solutii

Teoria ecuatiei cu diferente omogena, liniara gi cu coeficienti constanti este
asemanatoare cu cea a ecuatiei diferentiale liniara, omogena si cu coeficienti
constanti.

Definitie 1.2.1 Sirurile (u})nex, - . ., (UuP)nen sunt liniar independente dacd rela-
tiile
Ay, + e+ Apub =0, Vne€ N
implica \y = ... =\, = 0.
Teorema 1.2.3 Sirurile (u}),ex, . . ., (UP)nen, solutiiale ecuatiei (1.9) sunt liniar

independene daca st numai daca au loc relatiile

1
1]%” o gfl
Np=| Yot [ U2 Vn e N (1.10)
"= : : :
1 p
Un+p_1 P Un+p_1

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca exista n € N astfel incat A, = 0.
Atunci sistemul algebric de ecuatii liniare i omogene

1 _
Muyy, 1 + oo+ Nub,, =0
in necunoscutele Ay, ..., A,, admite o solutie nebanala notata la fel.
Inmultind ecuatiile sistemului, respectiv cu —2¢, ... — “Z‘l si sumand egalitatile
P P
astfel obtinute, rezulta
1 & 1 1 P
M(=— > au, )+ 2p(—— ) au ;) =0.
=0 =0
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Deoarece potrivit ipotezei, sirurile (ui) ken, J = 1,...,psunt solutii ale ecuatiei
cu diferente (1.9), ultima egalitate devine

/\lu}l+p+...+/\puﬁ+p20.

Observam ca aceasta egalitate completeaza relatiile sistemului (1.11). Reluand
inmultirea ultimelor p egalitati, respectiv prin —Z—E, cee —a(‘;—;l si adunarea lor
deducem

Mup, . b, =0 Vm > n.

Procedand asemanator, inmultim ecuatiile sistemului (1.11), respectiv cu

—Z—é, e —Z—g si sumand egalitatile astfel obtinute, gasim

- l ¢
A(=— Z aiu}”ﬁz‘fl) oA (== Z Aty 4iy) =0,

a a
01 0 =1

sau
Mub AUl =0,

Repetand, deducem

Mup Xk, =0 Vm < n.

In felul acesta contrazicem liniar independenta sirurilor.
Reciproc, presupunem prin absurd ca sirurile (u))ren, 7 =1,...,p nu sunt
liniar independente, existand constantele A, ..., A,, nu toate nule astfel incat

Al + .+ AP =0, Vn € N.

Pentru orice n € N; sistemul (1.11) are o solutie nebanala, deci A\,, = 0, ceea ce
nu se poate. m

Definitie 1.2.2 p siruri solutii ale ecuatiei (1.9) si liniar independente formeaza
un sistem fundamental de solutii.

Importanta unui sistem fundamental este reliefata in

Teorema 1.2.4 Dacd (ul)ken, j = 1,...,p formeazd un sistem fundamental de
solutii pentru ecuatia cu diferente (1.9) atunci pentru orice alta solutie (ug)gen @
ei, exista constantele ci, ..., c, astfel incat

Uy = Crup + ...+ cpul, Vn € N.
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Demonstratie. Consideram sistemul algebric de ecuatii liniare in necunoscutele
Cly.- -y, Cp

1 p —

C1lUyg +...F Uy = Ug

aui 4.+ Ul =w (112)
1 P —

Clip_y +...+ CplUp_ 1 = Up_1

Determinantul sistemului fiind diferit de 0, sistemul (1.12) admite o solutie unica
notata tot cp,...,¢p.

Inmultind ecuatiile sistemului (1.12) respectiv cu _Z_f,? —
egalitatile astfel obtinute deducem

ai

..., —=L gi sumand
ap ap

1 1 1
a(—— Y aqpup)+ .+ op(—— Y apul) = ——Zakuk,
P k=0 P k=0 @ =0
sau
Gty + - .+ Cpub = . (1.13)

Repetand rationamentul, din aproape in aproape obtinem

Uy = Crup + ...+ cpub, Vn € N.m

1.2.2 Determinarea unui sistem fundamental de solutii

Cautam solutii ale ecuatiei cu diferente omogene (1.9) sub forma unei progresii
geometrice u, = 2%, k € N. Rezultda ca x trebuie sa fie radacina polinomului
caracteristic

f(x) = apZEp -+ ap_lxp_l + ... +ax+ ap.

Notam prin 24, ..., z, radacinile acestui polinom.
Cazul radacinilor distincte doua cate doua.

Teorema 1.2.5 Daca xy, ..., x, sunt radacini distincte doua cate doud ale poli-
nomului caracteristic atunci sirurile (27 )nen, - - -, (7] )nen formeazd un sistem fun-
damental de solutii pentru ecuatia cu diferente omogema (1.9).

Demonstratie. Verificam conditia de liniar independenta, data in Teorema
1.2.3, a celor p siruri.

n n
Xy ) .Ip
n+ n+1
X X
1 p —
N, = =
n+p—1 n+p—1
x4 .’Ep
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=(x1-...xp)" VX, .o xp) = (1o xp)" H (z; —x;) #0.m

1<j<i<p

Cazul radacinilor multiple. Stabilim un rezultat ajutator

Teorema 1.2.6 Daca f(x) este polinomul caracteristic si ¢ : N — R este o
functie oarecare atunci

ap " Pp(n +p) +a, 12" P p(n+p—1) + ...+ agzp(n) =
= [f(@)pln) + s (@) D) + .. 2”9 Al

Demonstratie. Utilizand relatia (iii) de la (1.2) au loc egalitatile

p(n) = ¢n)

o
1 1
et 1) = (i e+ (1) sk
9 2 2\ .,
pn+2) = (o Je)+{ | )Aem)+| , | L0
enrn) = (5 )em+ () aem+(5) s+
p
ot AP
( » > p(n)
pe care le inmulfim respectiv cu agx™, a1x™ Y, agz™ 2, ... a,x™*P §i le insumam,
obtinand
p p
Z agr"Fo(n 4+ k) = 2" Z br(x) AFp(n),
k=0 k=0
unde

~ (] SRR - AT
be(z) = (k;)ajx]:HE jG=1-...-(G—k+1a’" :Ef( (x)m
j=k j=k

In consecinta, daca x este o radacina a polinomului caracteristic, avand ordinul
de multiplicitate r atunci sirul (z"¢(n))nen, cu @(n) polinom de grad cel mult

r — 1, este solutie a ecuatiei cu diferente (1.9).
Mai mult,
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Teorema 1.2.7 Daca x1,xs,. .., 2 sunt radacinile polinomului caracteristic, avand
respectiv ordinele de multiplicitate r1,79,...,7%, (ri + 19+ ...+ 1 = p), atunci
sirurile

($?>neN (nx?)neN e (nTrlxﬁneN

(73)nen  (NTY)nen - (nm_lwg)neN

(@W)nen (NT)pen -.. (N 7120)en

formeaza un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia cu diferente omogend

(1.9).

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca sirurile

(x?>n€N7 (nm?>n€N7 ceey (nriilx:’l)nGNa 1 S ) S k
sunt liniar dependente. Atunci exista constantele C;o,Ciq,...,Cipo1, 1 <1 < k
nu toate nule, astfel incat
k
> (Cioa} + Ciqnaf ...+ Cipn™'2]) =0,  V¥n €N,
i=1
sau
k
Zx?PZ(n) =0, Vn € N, (1.14)
i=1

unde P(n) = Cio+ Ciin+ ... +C; . qn"it
Potrivit presupunerii facute, polinoamele P;(n),i = 1,...,k nu sunt toate
identic nule. Putem presupune ca toate polinoamele care apar in relatia (1.14)
sunt neidentic nule.
Impértind (1.14) prin 27 rezuta
L2 Lk

Pi(n) + (—)an(n) + .0+ (—)nPk(n) =0, Vn e N. (1.15)

T €y

Aplicand relatiei (1.15) diferenta’ A™ deducem

€T n X n
(—2) Pyi(n)+...+ (—k) Pi1(n) =0, Vn € N,
T Zq
unde polinoamele P;; ¢ = 2,..., k au gradele respectiv egale cu ale polinoamelor

Pi=2,.. .k

! Pentru a # 1 si ¢ polinom are loc Aa™p(n) = a™(ap(n+1) —¢(n)) unde ap(n+1) — ¢(n)
este un polinom de acelasi grad cu ¢.
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Repetand rationamentul de mai sus de & — 1 ori deducem egalitatea

( Tk )nPM,l(n) —0 VYneN

Tr—1
Pe de-o parte rezulta ca polinomul Py ;_; este identic nul, iar pe de alta parte
este neidentic nul. Contradictia aparuta justifica afirmatia teoremei. m

Exemplul 1.2.1 Sirul lui Fibonacci este definit prin ecuatia cu diferente

Upyo — Upy1 — Uy = 0, Vn € N. (1.16)

Polinomul caracteristic este f(z) = x> —x — 1 si are radacinile %5 Formula

termenului general al girului definit de (1.16) este
1++5., 1-+5.,
)"+ Caf )"
2 2
Daca impunem conditiile initiale ug = u; = 1 atunci coeficientii C, Cy rezulta
din sistemul

Un, :ZCH(

Uy = (71%-65 =1

1 5 1—+/5
up = Oy +>vr_+—C& V[-:Zl.
2 2
Rezolvand sistemul de mai sus, se obtine C; = 1;\}/55, Csy = 12_\/‘/55 Prin urmare
1 1 5 1—+/5
w2 [y L=V (L7

2 2

V5

1.2.3 Solutia ecuatiei cu diferente neomogena

Suntem in masura sa'solutionam problema determinata de ecuatia cu diferente
neomogena, liniara si cu coeficoenti constanti (1.7) cu conditiile initiale (1.8).

Teorema 1.2.8 Dacd (uF),en, k =0,1,...,p—1 formeazd un sistem fundamen-
tal de solutiv pentru ecuatia cu diferente omogena care satisfac conditiile initiale
ub =04, k,ne{0,1,...,p— 1} atunci solutia problemei (1.7)-(1.8) este

p—1 n—p
4 1
_ g _ p—l
Un = ;:0: Villy, + . kE:O Jrapth 31, Vn € N. (1.18)

Se presupune ca

fr =0 pentru k < p;

uk =0 pentru n<0,k=0,1,....,p—1. (1.19)
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. . . . 1 ; . . .
Demonstratie. Sirul (z,),en definit prin z,, = Y 1~ v;ul, este o solutie a ecuatiei

cu diferente omogena care verifica conditiile initiale (1.8).
Verificam ca girul (wy,)pen definit prin w,, = a—lp ST feepul ) este o solutie
a ecuatiei cu diferente neomogena (1.7) care satisface conditiile initiale omogene
w, =0, pentrun=0,1,...,p— 1.
Dacan € {0,1,... ,p—l} atunci pentru k = —1,—2,...,n—p au loc egalitatea
fr+p = 0 sl In consecinta
1 _
w, = — fu’ "} =0,
ap
datoritd conditiilor initiale verificate de girul (u2™!),cz.

Utilizand (1.19), au loc egalitatile

n—p

1 o0
D _ p—1
E :fk+Pun = E Jrapty g -
Pr——o

Atunci
p p oo
1
> ajwny; = =2 Frrptngy o1 =
j=0 P j=0  k=-c0
_ P~ 1
aJ fk+Pun+j k-1 — f’ﬂ*? WUpgj—f—1-
j Ap k=0
Pentru £ = 0,1,...,n — 1, deoarece sirul (uﬁ_l)nez este solutie a ecuatiei cu
diferente omogena (1.9), au loc egalitatile
P
E : o
AUy gy = 0
=0

iar pentru k£ = n, din conditiile initiale verificate de acelasi sir, are loc

. o .
In consecinta > % ajw,; = o frapp = frip- ®

1.3 Transformarea 2z

Fie § multimea sirurilor de numere complexe x = (x,,)nez. Daca x, = 0, Vn <
0 atunci sirul x se numeste cu suport pozitiv. Multimea acestor siruri se noteaza
cu ST.
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0 n <0
Exemplul 1.3.1 u = (up)nez, cu u, = { 1 n>0 "
Exemplul 1.3.2 0 = (0. )nez, CU Ogn = { (1) Zf Z :

Definitie 1.3.1 Fiex,y € S* astfel incdt, pentru oricen € Z, seria ), ., Tn—kYk
este convergenta. Sirul z = (z,)nez definit prin

Zn = § Tn—kYk

kEZ

se numeste produsul de convolutie al sirurilorx siy si se noteaza cu z = x * .

Evident z xy = y *x x.

Exemplul 1.3.3 Dacaw = (x,)nez, atunci §irul z = x % O, z = (2n)nez €ste

2 an,sdhs = Tp—k Vn € Z.

SEL

Definitie 1.3.2 Fie x = (2,)nez $i functia X (z) = > _, %2 definita in dome-

nez zno
niul de convergenta al serier Laurent. Operatorul ce ataseaza sirulut x functia

X (z) se numeste transformata z a girului x
L(x) =X.

Exemplul 1.3.4 Transformata z a sirului u este

L)) =Y =,

definita in coroana {z € C: |z| > 1}.
Exemplul 1.3.5 L(6;)(z) = %.

Exemplul 1.3.6 Dacd © = (zp)nez §1Y = (Yn)nez CU Yn = Tn—g, YN € Z atunci

Llp)(z) =Y 2 =D 2t = () (2).

Z’I’L
nezZ neL

Transformarea z se bucura de urmatoarele proprietati:
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Teorema 1.3.1 Operatorul L este liniar.

Teorema 1.3.2 Dacd x € S atunci L(x % 6,)(2) = % L(x)(2).

Demonstratie. Sirul x * 5 este (,_)nez. In consecinta

Tk T
L(x ) (z) = Z an = Z o ]Z =—L(x)(2). =
nez nez

Teorema 1.3.3 Are loc egalitatea

L(x*xy)=L(x)L(y) Va,y € S.
Demonstratie. Daca u =z xy = (Zkez Tp_kYk )nez. atunci

ZZkezxn kYk _Zykzxn koo N()L(@)(z).

nez keZ nel

Teorema 1.3.4 Daci v = (Tp)nez st X(2) = Y., % este convergentd in

coroana {z € C:r < |z| < R} atunci are loc egalitatea

1
Ty = =7— 21X (2)dz, (1.20)

271 )z

unde discul delimitat de cercul |z| = p contine toate singularitatile functiei X (z).

Demonstratie. Calculam integrala din (1.20)

/ 21X (2)dz = Zxk/ 2R = 2min,.
|z|=p

kEZ

O aplicatie a transformarii 2 este rezolvarea ecuatiilor cu diferente liniare si cu
coeficienti constanti. Consideram ecuatia cu diferente (1.7) si extindem multimea
indicilor la 7Z, definind

U, =0, Vn <0

si
Jrtp = QpUnip + Qp1Upip1 + ... + Q1Upt1 + QoUy, Vn < 0.
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Atunci ecutia cu diferente (1.7) se poate scrie
Aplly + Qp_1Up—1 + ... + QUK p11 + QoUp—p = [, Vn € Z,
sau
ap(u % 00)n + ap_1(ux01)p + ... +a1(us0p_1)n + ao(u*d,)n = fu.  (1.21)
Notdm u = (up)nez, U(2) = L)(2), f = (fa)nez st F(2) = L(f)(2). In

urma aplicarii transformarii z asupra ecuatiei (1.21) si utilizand Teorema 1.3.2
obtinem ecuatia

ap—1 ay Qo
U(z)(a, + +...—|—Zp_1 E)ZF(Z)
Explicitand functia necunoscuta, gasim
2PF(2)

U(z)= .
(2) apP + ap,12P7 1o+ arz+ag

Potrivit formulei (1.20); termenii girului u se‘calculeaza cu

1 2R (2)
Un = 5= — dz.
2mi |z|=p a,pr + apflzp + ...+ a1z + ag

Exemplul 1.3.7 Sirul lui Fibonacci, se poate scrie

Uy, — Up—1 — Up_o = 0, Vn > 2.

Extinzand multimea indicilor la Z, obtinem

0 n e z\{0,1}
Up — Up—1 — Up—2 = U — Ug n=1
Up n=>0

Ecuatia transformatei z a girului u = (u,)nez este

1 1 U — Ug
UR)(1—=-— )= ,
(1= = 5) =uo+ 2=

de unde
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1+v5
2

Daca p > atunci

1 [ugz? + (uy — ug)z]z" 1
Up = 5
2me

2 5
J2l=p #oz-l

Calculand integrala prin reziduuri obtinem

1++5
9

1

V5

Uy = g ( )" (uy — u)(

1-+/5
2

)"+ (ug — uo)(

UO(

1
NG
(V5 — g +2uy ,14++/5 (V5 + Dug—2u; , 1 —+/5

- N (=) + e ()"

Daca ug = u; = 1 atunci se regaseste (1.17).

Probleme si teme de seminar
P 1.1 Sa se calculeze
1. APt
2. A=
3. A@sin(ax + b)
4. A} cos(ax +b)
5. Ajxe®
P 1.2 Sa se arate ca daca AF(x) = f(z) atunci Y ,_, f(k) = F(n+1) — F(1).

P 1.3 Sa se calculeze ), m

P 1.4 Sa se demonstreze formula de insumare prin parti

n n

> (k) Av(k) = u(n + Dv(n+1) —u(L)v(1) = Y ok + 1)Au(k).

k=1 k=1

P 1.5 Sd se calculeze Y _| k2%,
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Indicatii.

Lou(k) = k,Av(k) = 28 = Au(k) = 1,v(k) = 2F si se aplica rezultatul
problemei anterioare.

. [V . (n+tl)z_gz . . . o
2. Se deriveaza identitatea Y, _, 28 = 20 "2 i se particularizeaza r = 1.

271
3. Notand cu S suma cautata, au loc egaliatile

S = 2 + 2:22 + ... + n-2"

ntl 92 = 2 4+ 22 4+ .. 4+ v

inmul@ind prima egalitate cu 2 si adunand rezulta ecuatia in S

25 +2mtl 9 — g 4 pontt

4. Au loc egalitatile

2.4+ 22 4+ 25 4 . o4 ol o4 o9om 4
+ 22 4+ 25 4+ Lo+ 2vlo4 o9m 4
+ 28 4 o4 vt opor 4

+ 2mt o+ 2r 4

+ 2"

=2(2" — 1)+ 222" D)+ 222" )+ 2N (22— +2"(2—-1) =
=n2"t (2422 4L 2 =

P 1.6 Sa se arate ca

- ONO R~ OO

~ " o~
o3 -
N——
I/~
=3
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Indicatie. Se scriu matriceal relatiile

xsz((z—1)+1)8=i(j)(x—w‘, s=0,1,....n,

=0

(x—l)szzs:(—ns—i(j)xi, s=0,1,...,n.

i=0
P 1.7 Sa se rezolve si sa se discute in functie de parametrul p ecuatia cu diferente
Un42 — 2pun+1 + u, = 0.

P 1.8 Sd se rezolve ecuatia cu diferente u, o — U1 — 6u, = 272,

P 1.9 Sa se rezolve sistemul

2[1)1 — T2 =1
—T;—1 +2[EZ —Ti1 — 1 2 S 1 S n—1
—Tp_1 +2x, =n

Indicatie. 1. Sistemul are solutie unica. Determinantul sistemului este

2 -1 0 0o ... 0 0 0
-1 2 -1 0 ... O 0 0
O -1 2 -1 ... 0 0 0
An: . . .
o o o0 o0 ... =12 -1
o o0 0 o0 ... 0 -1 2

care dezvoltat dupa prima linie conduce la formula de recurenta A, = 2A,,_1 —
A,,_s. Solutia ecuatiei cu diferente este A,, = C;+Con. Deoarece Ay = 3, A3 =4
se obtine A, =n + 1.

2. Se rezolva ecuatia cu diferente xp, 1 — 22 + 211 = —k, k € N. Deter-
minam sistemul fundamental al ecuatiei cu diferente omogene corespunzatoare:
(ud)ken, (up)ren care satisface conditiile initiale

ug =1 ud =0

uy =0 up =1
Se obtine

up =1—k uy = k.

Utilizand formula (1.18) rezultd uy, = vo(1 — &) + vk — =&,

3. Impunand conditiile 2y = 0 si x,.1 = 0 gasim vy = 0,v; = ”2%62”. In final
avem xj, = £((n + 1)* — k?).
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P 1.10 Sa se rezolve sistemul

a_1 —26L0 +aq = 0
a1 +4a; +aip1 = 6y i€{0,1...,n},
p—1 —2ay +app1 = 0

unde (y;)o<i<n sunt numere date.

Indicatie. 1. Din primele doua ecuatii
a_q —2&0 +a; = 0
a_y +dag +a; = 6y

rezulta ag = yo. Asemanator, din ultimele doua ecuatii rezulta a, = y,.
Astfel sistemul se rescrie sub forma

ao = Yo
Qiyo “t4ai1 +a; = 6y 0<i<n-—2
Qp, = Un
2. Solutia ecuatiei cu diferente a;,o + 4a;11 +'a; = fiio = 6y;41 este
i—2
a; = apuy + au; + Z frroui 41, i> 2. (1.22)
k=0

(u?);en, (u))ien sunt solutii ale ecuatei cu diferente omogene care verifica conditiile
initiale

Prin calcul direct rezulta

0 (1)1 k—1 1
W= W((H\/ﬁ) —(2- V3

U; = U

Valoarea pentru a; din (1.22) se obtine din ecuatia

n—2
0 1 1
an = Yn = GolU; + a1u; + E Jhr2Up g1
k=0
Se obtin
0 n—2 0
o YolUy, — Yn — 6 Zk:O Yk4+1Up, g
(11 — 0 )
un—i—l
i—2
0 0 0 .
a; = You; — AU, 4 —6 5 Yit1U;_ 1=2,...,n—1.

k=0
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P 1.11 Puterea factoriala a lui x de ordin n cu pasul h este definita prin
g™ = gz —h) ... (x — (n— 1)h), g0 =1,

Pentru h = 1 se utilizeazd notatia 2™ = x(x —1...(x —n +1).

Sa se arate cd Nz = nApzn—b0,

P 1.12 Daca P € P,, atunci are luc egalitatea

— AjP(0)
_ —ht \M) [k,
Ple) = hFk! ‘
k=0
Indicatje. 1 = g0 g r 0 glh sunt polinoame de grad respectiv
0,1,...,n. In consecinta are loc.reprezentarea P(z) =3 e Caleulim

n n

A{LP(:(:) = Z ckA{lx[k’h} = Z ckAiA%x[k_j’h’].

k=j k=j
Pentru x = 0 se obtine A P(0) = ¢;5!h/.
P 1.13 Numerele lui Stirling de speta intdi S si de speta a doua §; sunt intro-
duse prin . .
gl = Z Siat, 2" = Z é;xm.
i=1 i=1

Sa se demonstreze formulele de recurenta

Si =8 S SO = 6,0,
é:z:ié;q"‘é::p §2:5n,0-
Indicatie. 1. S = %(x[”])(i) |s.—o. Derivand de i ori egalitatea 2P+l =

zi"l(z — n) se obtine

((m[n—&-l])(i) _ (x[n})(i) (¢ —n)+i (x[n})(ifl) .

Pentru z = 0 rezulta ((x[”“})(i) =0 = i(x[”])(ifl) ls=0 — 1 (m[n})(i) le=0 §1 se
imparte la .

2. §; = 2A'z"|,_y. Calculaim A’ pentru produsul 2" = 2" 'z

Ail'n — Z-Ai—ll,n—l + Azmn—l(l,_{_z)

Pentru z = 0 rezultd A'z"|,—g = iA™ x| ,—g + iA@Y, si se imparte la il.
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P 1.14 Sa se arate ca
n . _ P jlkIndth+l
—1)...(g—i+1)(g—i—1)...(¢—n)dg = (—1)** IQk
IR G I e O S ) D) D e

Indicatie.

/OnQ(q_l)-..(q—i—l—l)(q—i—l)...(q—n)dq:(—1)”i/onq[i](n_q)[ni]dqz

j=0 k=0
P 1.15 Sa se arate ca
_ -1 =0
S5 %
st s BER
Q0 Qb qn : = =n
S, S, ... S SO Sl 5



Capitolul 2

Elemente din teoria interpolarii

Fie X o multime si functia f : X — R cunoscuta numai prin valorile ei intr-un
numar finit de puncte 1, xo, . .., z,, din multimea X: y; = f(z;),i € {1,2,...,n}.

O multime F de functii reale definite in X este interpolatoare de ordin n
daca pentru orice sistem de n puncte distincte xy,xs, ..., 2, din X si oricare ar
fi numerele reale yy, vs, ..., y, eXista in F o singura functie care in punctele x; ia
respectiv valorile y;, pentru orice i € {1,2,...,n}.

In acest cadru problema de interpolare are urmatorul enunt: Dandu-se multimea
interpolatoare F de ordinul n in X si perechile (z;,v;) € X xR,i € {1,2,...,n},
cu proprietatea ca i # j = x; # x;, sa se determine aceea functie ¢ € F care in
punctele x; ia respectiv valorile ;: y; = o(x;),1 € {1,2,...,n}.

Functia de interpolare ¢ i f au aceleagi valori in punctele {zy,xs,...,Z,}.
Se considera ca ¢ este o aproximare a functiei f. Din.punct de vedere teoretic se
ridica urmatoarele probleme:

e Precizarea unor multimi interpolatoare (problema existentei functiei de in-
terpolare);

e Determinarea functiei de interpolare;

e Evaluarea diferentei dintre o functie si functia de interpolare corespunzatoare.

2.1 Sisteme Cebisev

Consideram functiile reale

f17f27~'7fn (21)

definite in intervalul compact [a, b].

31
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Sistemul de functii (2.1) este liniar independent daca egalitatea
> Nifi(x) =0,  Va€al
i=1

are loc numai pentru A\ = ... =\, =0.

Teorema 2.1.1 Sistemul de functii (2.1) este liniar independent daca existd un
sistem de puncte a < x1 < 19 < ...x, < b astfel incat determinantul

filz)  falz) oo falza)
V(fl, fa, ooy fn)_ f1(932) f2(352) .f.n'(ﬂfz) £0.

T1, T2, ..., Tp
filan) = falen) o ful(en)

Demonstratie. Presupunem prin absurd, ca sistemul de functii (2.1) este liniar
independent si ca pentru orice sistem de puncte a < 1 < x5 < ...z, < b are loc
egalitatea V/ L 0.
L1, T2, ..., Tp
Atunci max{rang(fi(z;))i<ij<n 0 <21 <22 < ...< 2, <b}=m<n-—1
Exista punctele a < 29 < 29 < ... < a) < b astfel incat rang(fi(23))1<ij<n = m

$i A1, Ao, ..., A\, o solutie nebanala a sistemului algebric de ecuatii liniare
AMfi(z)e + Aafo(ad) + oo+ Aafulan) =0

Deoarece rangul matricei (f;(29))i<ij<n este m, intre vectorii

V; = (fl(lb'?),fg(l'?),,fn(l'?)), 1= 1,2,...,71

exista m vectori liniari independenti. Putem presupune ca acegtia sunt printre
ViyeooyUp_1. R
Atunci pentru orice z € [a, b] are loc egalitatea - | A; f;(z) = 0. Intr-adevar

matricea
A@R) L)) fa(ad)
A Falal)) o Faely)
h@)  falz) fal2)
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are rangul cel mult egal cu m. Daca v = (fi(z), fa(x), ..., fo(x)) atunci exista
constantele py, po, . .., ty—1 astfel incat v = Z?;ll [4iV; sau pe componente

n—1
file) =) wfial), j=12,... n
=1

inmul@ind relatiile de mai sus, respectiv cu Ay, ..., A, si sumand obtinem

n n n—1 n—1 n
D ONFa) =D N> i) = > N fa)) =0
j=1 j=1 i=1 i=1 j=1

In acest fel se contrazice independenta familiei de funetii (2.1).
Reciproc, sa presupunem ca exista sistemul de puncte a < z; < x5 < ...x, <
b astfel incat V' ( I L ) # 0.
T1, XTo, ey I
Daca familia de functii (2.1) nu ar fi liniar independenta atunci ar exista
constantele A, ..., \,, nu toate nule astfel incat > " A fi(x) =0, Vz € [a,b].
In particular, sistemul omogen

Mfi(zr) + Xafolrr) + + Anfu(z1) =0
Mfi(r2) + Aafaze) + + Anful(z2) =0
in necunoscutele \{,..., A\, admite o solutie nebanala, cea ce contrazice ipoteza
facuta asupra determinantului V/ < AL ) . m
1, Lo, ..., Ty

Definitie 2.1.1 Sistemul de functii (2.1) este un sistem Cebisev dacd pentru
orice sistem de puncte a < 11 < o < ... < x, < b determinantul

V(fl? f27 S fn>
1, L2, ..., Tp
este diferit de zero.

Observatie 2.1.1 Orice sistem Cebisev este alcatuit din functii liniar indepen-
dente.

Observatie 2.1.2 In orice interval la,b] functiile 1,2, 2% ..., 2" formeazd un
sistem Cebisev.
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Fie F = span{ fi, f2, ..., fu} spatiul liniar generat de functiile (2.1).

Teorema 2.1.2 (Conditia lui Haar) Sistemul (2.1) formeaza un sistem Cebisev
daca $i numai daca orice functie din F \ {0} se anuleaza cel mult in n—1 puncte

din [a, b].

Demonstratie. Sa presupunem ca familia de functii (2.1) formeaza un sistem
Cebigev si ca exista o functie f € F \ {0} care se anuleaza cel putin in n puncte
a<z <ao<...<ux, <badica

fla) = afi(z)=0, jef{lL2,... n} (2.2)

i=1

In acest caz relatiile (2.2) privite ca un sistem algebric de ecuatii liniare gi omogene

f17 f2a ceey fn)

in necunoscutele ¢y, . . ., ¢, admit o solutie nebanala, deci V'
1, T, ..., Tpn
0, ceea ce contrazice definitia unui sistem Cebigev.
Reciproc, presupunem ca orice functie din F \ {0} se anuleaza cel mult in
n — 1 puncte din [a, b] si-prin absurd, ca exista sistemul de puncte a < z; < 23 <
... <z, < b astfel incat V( !Zl’ For s i

= 0. Atunci sistemul algebric
1, L2, ..., In

de ecuatii liniare

AMfi(z) + Aafolz) + o0+ Aufulz) =0

Mfi(x2) .+ Aafolz) + + Anfalz2) =0

/\1f1(l’n) + /\2f2(xn) + ot >‘nf7z(xn> =0
in necunoscutele Ay, ..., A\, admite o solutie nebanala. Cu aceasta solutie nebanala
definim f = > A f;. f apartine multimii F \ {0} si se anuleaza in punctele
Z1,...,%T,. Acest fapt contrazice ipoteza facuta, deci familia de functii (2.1)

formeaza un sistem Cebisev.m

Teorema 2.1.3 Daca familia de functii (2.1) formeaza un sistem Cebisev in
la,b] atunci F formeazd o familie interpolatoare de ordin n in [a,b].

Demonstratie. Fie a < 21 < x5 < ... < x, < b sl numerele reale y1,ys, ..., Yn.
Consideram sistemul algebric de ecuatii liniare

afi(r) + afiz) + ... + efulz) =n

afi(r2) + cfar) + .0+ cafulr2) =12 (2.3)

cfi(e) + efa@) + oot cafulen) = v
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N . . . 1 2 R

In necunoscutele ¢y, co, . . ., ¢,. Determinantul sistemului V' VAT EX o
X1, T2, ..., Tp

este diferit de 0, deci (2.3) admite o solutie unica ci,ca,...,c,. Functia f =

Yo, cifi satisface conditiile de interpolare f(x;) =vy;, i€ {1,2,...,n}. =

Observatie 2.1.3 Conditia ca o familie de functii (2.1) sa formeze un sistem
Cebisev este echivalenta cu conditia lui Haar sau cu proprietatea de a fi interpo-
latoare de ordin n pentru spatiul liniar F.

Pentru functia f € F care satisface conditiile de interpolare

folosim notatia L(F; 1, ..., Tu; %, ..,Ys). Dacayy, ..., y, sunt valorile unei functii
, respectiv in punctele z1, ..., z,, atunci notatia folese L(F;x1,...,Z,;9).

Teorema 2.1.4 Daca familia de functii (2.1) formeaza un sistem Cebisev in
[a,b] atunci solulia problemei de interpolare (2.4) este

1
L(.F,a:l,...,xmyl,...,yn)(x)_V(fh T ) (2.5)
Ty, X2, ..., Tpn
filz)  folwn) oo fulm)
v | A h@) . falrin)
D v h@) R )
i=1 fi(zg) folripa) - fal@ig)
flw)  folwn) oo falan)
sau |
L(F;x1,...,Tn; Y1, Yn)(x) = . 2.6
( 7 Y y)() V(fh f27 R fn) ( )
Ty, T2, ..., Tp
n filzy) oo fica(@) oy fir(z) oo fu(2)

=1 fl(iUn) f171(37n) yn fz+1(1’n) fn(xn)
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Demonstratie. Potrivit teoremei (2.1.3) problema de interpolare (2.4) are o
solutie L(z) = L(F;x1,...,Zn; Y1, .., Yn)(x) care verifica egalitatea

v Al@) foln) o fule) |
intr—adevér, determinantul dezvoltat dupa prima linie este o functie din F. Acesta
functie se anuleaza in x4, ..., x, $i atunci, potrivit teoremei (2.1.2), determinantul

este nul pentru orice x € [a, b].
Descompunem (2.7) intr-o suméa de doi determinanti

L{z) filz) fo(x) . fal2)
0 filer) falzy) oo fulz)
0 file) fa@) oo falw)

0 file)  folz) o fal2)
v filzr)  fa(zy) oo fal) —0.

Dezvoltand al doilea determinant din (2.8) dupa prima coloana obtinem

L((L’)V(fb f27 iy fn )+

(2.7)

+ (2.8)

+

filz)  folz). oo fa(z)
filz)  fal@) oo fa(2)
+ Z(—l)i%‘ fl('l:i;1> f2<.33:i;1> fn(vnzfl) =0
i=1 fil@izr) fol@iva) - falwip)
A fawn) oo falan)

de unde se obtine imediat (2.5).
Relatia (2.6) se obtine analog, dezvoltand al doilea determinant din (2.8) dupa
prima linie. m

Teorema 2.1.5 Daca V ( 9{1’ f’ g{" ) #0 8 Y1,Y2,--,Yn € R atunci
1 2y e n

exista o singurad functie L € F astfel incat L(x;) = y;,Vi € {1,2,...,n}.
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Demonstratie. Reprezentarea L = > | ¢; f; si conditiile de interpolare conduc
la sistemul algebric de ecuatii liniare

n

Zcifi(xj) = yj, 1€{1,2,...,n}, (2.9)

i=1
a carui determinant V' ( L R ) este diferit de zero. m
Ty, Lo, ... Ip
Y fio f2s oo T ,
Teorema 2.1.6 DacaV e - #0,91,Y2,---,Yp € Riar L € F
17 2’ .« .. n
este functia de interpolare pentru care L(x;) = vy;, 1 € {1,2,...,n} atunci

L(x) fi(x) .. ful@)

y.1 fi(z1) f”(.‘rl) —0 (2.10)

Demonstratie. Din (2.9) se obtine

filz) 0 fisi(x) v fir(@) oo falz)

fl(xn) cee fi—l(xn) Yn fi+1 (xn) s fn(xn)
V(fb f27 fn>
1, Lo, ... Tp
care dezvoltat dupa coloana i conduce la

1 n N | |
C; = Z(_1>1+]ij ( fla £ f1717 fz+1, . fn ) ‘
V< fi, foo oo fa ) j=1 T1, oo Tjo1, Tjrl, --- Tp

T1, Lo, ... Tp

C; =

Prin urmare .

(b )

D) NCIATE GRS  b

X
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A@) o o)

1 | R )

:V<£ foro £)=y ey L ey
file) o fale

egalitate echivalenta cu (2.10). m

2.2 Interpolare Lagrange

Particularizam rezultatele sectiunii anterioare pentru sistemul Cebigev alcatuit
din functiile 1, z, 22,.. . 2™ In acest caz F coincide cu multimea polinoamelor
de grad cel mult n, P,. Multimea P, este interpolatoare de ordinul n + 1 pe
orice multime de puncte care contine cel putin n + 1 puncte distincte. Problema
de interpolare corespunzatoare se numeste problema de interpolare Lagrange, iar
solutia ei polinomul de interpolare Lagrange.

Teorema 2.2.1 FExpresia polinomului de interpolare Lagrange este
L(P;xy, .., Tp; 1,0, yn)(2) = (2.11)

n+1

:Zy (x—z1) ... (v —zi)(@— xi1) ... (T — Tpy1)

(g2 ay) . (g — 21 (25— wig1) (2 — Tpg)

i=1

. . 1, I . .
Demonstratie. Determinantul V' ( . ) revine la determinan-
Ty, T2, ..., Tp
tul lui Vandermonde
1 = 7
1 oz ...y
V(zy, e, ..., x,) = = H (x; — ;).

1<j<i<n+1
| S T Y
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Utilizand (2.5) gasim

1 r ... 2y
n
1 Ti—1 .. T, 1
1 r ... x"
n
1 Tiy1 - xi-i-l
n
1 O I A | . V(mla-'-axiflax7$i+1a'-'7$n+1 _
Vv 1, xZ, Ce " V(ml,...,xi,l,xi7a§i+1,...,mnH
1, T2, ..., TIp

_ (x—z1) ... (x —2i1) (T — i) ... (T — Tpgr)
(Ii — 1‘1) e ({L‘Z — xi—l)(xi T xi—i—l) e (ZL‘Z — xn—i—l)

Polinoamele [;(x) = (gg(x_;?))(;x:ilj;gi_fgjl))(gf’;*fl), ie{l,2,....,n+1} se

numesc polinoamele fundamentale Lagrange si verifica relatiile ;(z;) = 9, ;, Vi,j €
{1,2,...,n+1}.

i=1,2,....n+1. m

2.3 Interpolarea Lagrange-Hermite

Date fiind nodurile de interpolare r; < xy < ... < x,1, numerele naturale
r1,72, ..., he1 Sl numerele reale

Oz,  ke{0,...,rYy,  ie{l2,...,n+1},
ne propunem sa determinam un polinom H(x) care sa satisfaca conditiile:

Vk € {0,1,...77“2‘},

K () = FR) (4
A (@) = [ (@), Vie{1,2,.0 n+1}. (2.12)
Vom arata ca in multimea polinoamelor de grad cel mult m, P,,, cu
n+1
m+1=> (ri+1) (2.13)
i=1

exista un singur polinom ce satisface conditiile de interpolare (2.12), 1i vom de-
termina forma si vom evalua restul f(z) — H(z), In ipoteza in care datele de
interpolare corespund functiei f.
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Teorema 2.3.1 Dacd X siY sunt spatii m—dimensionale iar A € (X,Y)# este
un operator liniar si injectiv atunci A este bijectiv.

Demonstratia 1. Fie ey, es,...,€, 0 baza in X. Atunci Aep, Aes, ..., Ae,
este o baza in Y. intr—adevér, daca > 7" N\jAe; = 0, atunci datorita liniaritatii
ADTT Nie;) = 0 sl a injectivitatii 0 Aie; =0, deci Ay = Ao = ... =\, =0.
Daca y € Y, atunci exista constantele ¢y, co, ..., ¢, astfel incat
m m
Yy = Z ciAe; = A(Z Ci€i),
i=1 i=1

adica surjectivitatea operatorului A. m

Demonstratia 2. Putem identifica A printr-o matrice din M, (R). Deoarece
operatorul A este injectiv Ker(A) = {0}. Din:12.1.27 rezulta ca dim(Im(A)) =n
adica operatorul A este surjectiv. m

Teorema 2.3.2 Problema de interpolare Lagrange - Hermite are solufie unica
in mulfimea polinoamelor de grad cel mult m, P,,, (2.13).

Demonstratie. Definim operatorul A : P, = R™"! prin

Alp) = (p(21), p'(@1)s . 0 (1), - (@), D (Tsn), - oo DT (@40)).

(2.14)

A este liniar si injectiv. Intr-adevir, daci A(p) =0, cu p € P, atunci polinomul
u(z) = [ (x — x;)"*" divide polinomul p. Deoarece

n+1

grad(u) = Z(m + 1) =m+ 1> grad(p),

i=1

rezulta ca p = 0.
Din (2.3.1), rezulta ca operatorul A este bijectiv, deci exista un singur polinom
H € P, astfel incat

AH) = (fOar), D a1),... [0 (), ..
SRR f(o)(anrl)a f(l)(xn+1>, cee f(rn+l)(xn+1)>
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sau
H® (z;) = f®(z;), Vk e {0,1,...,1}, Vie{l,2,...,n+1}. =

Introducem notatiile:
n+1

u(x) = H(CE — )it (2.15)

TS
ul( ) (x—xi)”“ (216)

Teorema 2.3.3 Fapresia polinomului de interpolare Lagrange — Hermite, solutia
problemei de interpolare Lagrange — Hermite este

n+1 r;

H(z) =Y Y fO:)hi(x), (2.17)

i=1 j=0

unde

Demonstratie. Fie (¢;)i1<i<ni1. 0<j<r baza canonica in R™. Pentru fiecare
ie{l,2,...,n+1}, je{0,1,...,r;} exista polinomul h;; € P, astfel incat
A(h; ;) = e;;, unde A este operatorul definit n (2.14). Atunci

AH) = (fO1) fO(r), .o [ (20)s
o FO @), O @anr), o O (@) =
n+l r; n+1l r;
2.2 [Pdes =3 3 1V Ahy) =
i=1 j=0 =1 j=0
nt+l r;
=AQ D fD(@ihiy).
i=1 j=0

Injectivitatea operatorului A implica (2.17).
Din definitia polinomului h; j, rezulta ca h; ; se divide prin u;(z)(z —2;)?. Prin
urmare

hij(@) = ui(z)(x — 2:) gi4(2), (2.18)
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unde g; ; este un polinom a carui grad este
gradg; ; = gradh; ; —gradu; —j=m—((m+1)—(r;+1)) —j=r; —J.
Polinomul g, ; se poate scrie
k

ri—Jj
k (m - Iz)
6ig(x) = Y00 ()
k=0 ’

Din (2.18) gasim
1

ui(z)

si derivand de j + k, potrivit formulei lui Leibniz, obtinem

§ ( J'%S—k ) ((z — ) ) g =) () = § ( j‘;k ) B () (ﬁ)@.

s=0 s=0

(x — x:) gij(x) = hij()

Pentru = = x; singurul termen diferit de 0 in membrul stang se obtine pentru
s = j iar in membrul drept, datorita definitiei lui A, ;, singurul termen diferit de
0 se obtine pentru s = k. Rezulta

(k)
100 (= p@ (1
P @) =\ G ),

de unde

(k) Ly 1 \" :
gz,](xz):lﬁ ) k€{0717'-"ri_j}' u

ui(r) ) .

Teorema 2.3.4 Daca f este o functie de m+ 1 ori derivabila in intervalul I =
(min{x, z1, ..., 2p }, max{x, z1,...,2,11}) atunci exista & € I astfel incat

FrmIE)

flx) —H(z) = U(m)m-

(2.19)

Demonstratie. Functia F': R — R definita prin
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admite zerourile x,x1,..., 2,41 cu ordinele de multiplicitate, respectiv 1,7, +

n+1

1,...,7p41 + 1. Spunem ca F' se anuleaza in 1+ ) " '(r; +1) = m + 2 puncte.
Din teorema lui Rolle rezults ca exista & € I astfel incat F™+1(¢) = 0. Dar

FI () = (m+ DI(f(2) — H(z)) ~ F™D(ulz) =0,

de unde se deduce (2.19).m

Cazuri particulare importante.

1. Polinomul Taylor. Fie n = 0 si notam z; = a, r = r. In acest caz
polinomul de interpolare H (z) satisface conditiile

HY(a) = fDa)  je{0,1,...,r}

sl are expresia
, :
I O Gl
j=0
ceea ce corespunde polinomului lui Taylor atagat'functiei f in punctul a, de
grad r.

. Polinomul lui Lagrange. Daca r;, = 0,72 = 1,2,...,n+ 1 atunci regasim
polinomul de interpolare Lagrange

n+1 u(x)
H(x) = ) — =
) =37
n+1
B (x—21) ... (x—ziq) (T — Tq1) .. (T — Tpyq)
=2 f) g —, , =
=1 (i = 1)e - (@ — 2im1) (@0 — Tpgn) - (T3 — Tnga)
=L(P,,x1,...,T01, f){x).
3. Polinomul lui Fejér. Fier; = 1,0 =1,2,... ,n+ 1. Introducand notatiile

w(z) = [[7) (@~ )

we) = 2 ie{1,2,....n+1)

gasim u(z) = w?(x) si ui(z) = wi(z),i € {1,2,...,n+ 1}. Atunci

(- )
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= w¥(x) (w% — (@~ x)2w3—<x)) _

(@) wi(z:)
- O () 2) e (1 a0 ),

hia(x) = wf(x)(x - 372)@ i

Expresia polinomului de interpolare devine

n+1 n+1

H(z) = Z Flax)hio(z) + Z F(xi)hiq(z) = (2.20)

=3 1) (1 o= ) ) 4 Y P - o)

Acest polinom este cunoscut sub numele de polinomul lui Fejér.

2.4 Polinomul de interpolarea Lagrange si
diferenta divizata

Scopul acestei sectiuni este reliefarea unor formule legate de polinomul de
interpolare Lagrange. Utilizam notatiile

n+1

u(z) = H(m — )it
ui(w) = %
() = (x—x1) ... (r—2iq)(x — 2ig1) ... (T — Tpgq) _
() (i —x1) (g — z) (X — Tigr) - - (T — Tpgr)
Cu) )

wiws) (@ —@)u/ (@)
Din (2.2.1) avem
n+1 uz(x)

L(Pp;zy, ... x4+ 1; f)(z) = Zf(xi) = (2.21)
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n+1 n+1
1

=1

Din teorema (2.3.4) deducem

Teorema 2.4.1 Daca f este o functie de n + 1 ori derivabila in intervalul I =

(min{x, z1, ..., 2z, 1}, max{z, z1,...,2,11}) atunci exista & € I astfel incat
() = Lo r, -+ 13 F)(2) + o) L) (2.22)
(n+1)!
In particular, pentru f = 1 rezulta
n+1 1
1= L(]P)n;xlw"axn-i-l)(‘r) - U(.T)Z (223)

— (x — x;)u/(x;)

Impértind (2.21) la (2.23) deducem formula baricentricd a polinomului de inter-
polare Lagrange

27}_4'11 f(z1)
L1, ..yt f)(2) = S ommia) (2.24)

20 e

O metoda utila de calcul se bazeaza pe formula de recurenta a polinoamelor
de interpolare Lagrange

Teorema 2.4.2 Are loc formula

L(Pps21,. o 2pga; f)(2) = (2.25)
(x — Tpy1)L(Pp_v; 21, ..y f)(2) — (2 — 1) L(Py15 2o, . o, Zp; f)(2)
T1 — Tp+1

Demonstratie. Functia din membrul drept al egalitatii (2.25) verifica conditiile
de interpolare ce definesc polinonul L(P,;x1,..., Zu1; f)(z). m

Definitie 2.4.1 Numim diferenta divizata de ordin n a functiei f in nodurile
X1y .-y Tpy1 coeficientul lui x™ a polinomului de interpolare Lagrange
L(Pu; a1, .. s f) (@) il notdm [vr,..., s f].
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Teorema 2.4.3 Are loc egalitatea
L(Pn;xla"wxn-‘rl;f)(x) = (226)
=L(P,_1;21,...,xn; f)2) + (2 — 1) ... (@ — xp)[21, - oy T [

Demonstratie. Functia L(P,;xy,... 2,01 f)(x) — L(P, 1521, ..., 20 f)(2) —

(x—x1)...(x —x,)[®1,. .., Tpy1; f] reprezinta un polinom de grad cel mult n — 1
care se anuleaza in n puncte distincte x1, ..., x,; deci este polinomul identic nul.
]

Un rezultat asemanator celui din (2.4.1) este

Teorema 2.4.4 Are loc formula

f(@) = L(Pus 1, ..., 2nyr; () Fu(@)[z, 21, .., T f] (2.27)

Demonstratie. Polinomul de interpolare Lagrange al functiei f in nodurile
x,T1,...,Tyyq verifica egalitatea (2.26)

L(]P)n—&-l;xaxla L 7xn+1;f)(z) -

= L(Pu; 21, Tng; £)(2) + (2 —21) .. (2 = o) [, 20, -+, T ]
Pentru z = x obtinem (2.27).m
In functie de diferente divizate, polinomul de interpolare Lagrange se scrie

Teorema 2.4.5 (Forma lui Newton a polinomului de interpolare) Are loc for-
mula

LPy;xy, ..., ¢pp1:f)(x) = (2.28)
:f(xl)+Z(x_$1)"-(ﬁ—xi)[%a-u,xiﬂ;f]

Demonstratie. Potrivit (2.4.3) au loc succesiv egalitatile

LPp;xy, ... xpq1; f)(2) = L(Ppoii2r, ... 20 f)(2)

+a—mx)...(r—xn)|T1, .., T f]
L(]Pnfl;xla"'?xn;f)(x) = L(Pn72;x17"'7xnfl;f>(x)
+a—x). .. (r—xp1)[T1, . o T f]

L(Pyzy,xf)(@) = LPoy; f)() + (x — 21)[21, 72; f]
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care insumate dau (2.28). m
Punand in evidenta coeficientul lui 2™ in (2.21), gasim urmatoarele formule
de calcul pentru diferenta divizata

[T1, .., Tpa1s f] = (2.29)

R fix) ) f@)
B Zzl (zi —21). (75 — Tny1) B ZZ u;(;) B Z w'(;)

.. (I’Z — xi_l)(xi — xi—i—l) C

Stabilim proprietati ale diferentei divizate.
Teorema 2.4.6 Diferentele divizate ale unei functii verifica formula de recurenta

@1, f] = [:pl,...wn;f]—[xg,...,xn+1;f]7 (2.30)

X1 — Tp+1

[z15 f] = flz1). (2.31)

Demonstratie. Potrivit (2.4.3) au loc dezvoltarile
L(Py; a1, ..., Tpy1; f)(x) =

=LP, ;x1,...;xn; @)+ (2 —x1) ... (. —xp)[T1, -y Tns; ] =
=L(Py_9;29, ..., 20 [)(@) + (x — 22) ... (x =) |21, ..., s f]H+
+a—x) o (2 —xp)[T1, - ik f]

si
L(Pyiar, ..y Tpyr; f)(2) =

= L(Pp_1;20,. .., Zpqr; [) () + (2 — 22) ... (0 — Tpy1) [71, .. B f] =
= L(Pr-o;72,...,20; f)(2) + (¥ — 22) ... (¥ — @) [Tay - - o, Tpp; [+
Har—xa). .. (v —xp)[T1, o Tt [
Egaland cele doua dezvoltari, dupa reducere si simplificare obtinem

['xlw"axn;f]+(x—$1)[$1,...,xn+1;f] =

= [1’2’--->5Un+1§f] + (33—33n+1)[$1>---,xn+1;f]

de unde rezulta (2.30).m
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Teorema 2.4.7 (Formula de medie) Daca functia f admite derivate pana la
ordinul n in intervalul I = (min{xy, ..., oy}, max{xy, ..., o1 }) atunci exista
& € 1 astfel incat

f(n)

- (2.32)

[$1a"'7mn+1;f] =

Demonstratie. Fie x € I. Tinand seama de (2.4.4) are loc egalitatea

fx) = L(Pyy, 21, ...z f)(z) = (. —21) ... (& — ) [, 21, ..y s f] (2.33)

si potrivit lui (2.4.1) exista £ € I astfel incat

(n)
flx) = L(Py_1, 215 . sz [)(z) = (x — 1) ... (x — a:n)fn—fg) (2.34)

Egaland (2.33) si (2.34)y pentru @ = x,,,1 obtinem (2.32). =

Observatie 2.4.1 Daca f € C*(I) si x € I ‘atunci

F )

n!

mel—m ..... zn—>$[x17 coey T4, f] -
Aceasta observatie justifica definitia
Definitie 2.4.2

_ fa)

n!

A

n+1 ori

(2.35)

Aceasta definitie permite definirea diferentei divizare pe noduri multiple. In
prealabil stabilim

Teorema 2.4.8 Fie nodurile

1 2 ri+1
1'1, a717 $1

1 2 ro+1
x5, x5, Zq
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st notatiile

ri+1
,Ul(x) = H(x_xZ)a
j=1
n+1
u(z) = [[w),
i=1
u(z)
wi(z) = (2]
Are loc formula
[wh, T ad a Tl ] = (2.36)
n+1
= lof,.. @ I
: U;
=1

Demonstratie. Deoarece v/ (x)) = u(x))v/(x]), formula (2.29) ne di

1 1.1 1 1 +1
[, e, T aaT f] =
, , L L@
n+1r;+1 n+lr;+1 L n+1
. . f(xi) _ . ui(w]) 1 ritl, f
=D D SR> o = D et .
purie SV C7) Beee i €7 B Ui
Combinand (2.35) cu (2.36) definim
Definitie 2.4.3
[@1,...,$1,...7§'n+1,...7.13n+£;f]: (237)
TV v
ri+1 Ori Pny1+1 OTi

- 1) g
rd \ (¢ — )t (= )it (= )i (= g )T T '

i=1 t=;
Teorema 2.4.9 (Formula lui Leibniz) Are loc formula

n+1
[‘Tlv s 7x'n+17f ' g] = Z[‘rlu s 7x7,af] ' [‘T% s 7‘T'n+1;g] (238)

=1
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Demonstratie. Prin inductie dupa n, pentru n =0

[z1, - 9] = flx1)g(x1) = [z1, f] - [21, 9]

Presupunem egalitatea (2.43) adevarata in cazul diferentelor finite de ordin n si
o demonstram in cazul diferntelor finite de ordin n+ 1. Fie n + 2 puncte distincte
X1,To, ..., Tpio. 1rebuie sa aratam ca

n+2

[xly"'axn—&-%f'g] :Z[xly”'axi;f].["Eiv"‘axn—‘rQ;g]'

=1

Aplicand formula de recurenta (2.31) si ipoteza inductiei deducem

Tiyeeos Tpg1s fog) — T2y ooy Tpgas -
[$17~«-7$n+2;f'9]:[1 +1f g] [2 +2f g]:
L1 — Tny2
1 n+1
:m(;[xlv'“axk;f]'[xka'-'vanrl;g]_

n+2

=S a2 £ [ T g))-

k=2

In membrul drept adunam si scadem expresia

n-+2

Z[xlv"'vxk—l;f] : [$k7"'axn+2;g}'

k=2

Atunci egalitatea anterioara devine

1 n+1
[T,y Tngas f g = ml_—w(;[%,---,ﬂ?mﬂ ks T g]—

n—+2
- Z[xl’ ey Tp—1; .ﬂ : [l’k, <oy Tpg2; g]+
k=2

n—+2

+Z([w1, oo Tee1; [l = [Ty o xks f]) [Tk - - -5 Tnaa; g]).

k=2
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In prima suma vom scrie ¢ in loc de k, in a doua suma efectuam schimbarea de
indice k — 1 = 4, iar in ultima suma scriem de asemenea ¢ in locul lui k£, dupa ce
aplicam formula de recurenta (2.31). Astfel vom obtine

1 n+1
[xla s 733n+27f g] - ':Cl_—xn+2<;[$l7 . axivf] ' [xiv' e axn+1ag]_

n+1
- Z[Ila <y Ty f] : [5171'4,_17 s 7$n+2;g]+
=1

n+2

+Z(9€1 —x) [T, f] [T @i g]) =
i=2

1 n+1

= %——ﬂm(;[xl’ sy [l T 9] < @i T g))F

n+2

+Z($1 —x)@1, -z f] [T B2y g)) =
i=2

n+1
1

- T1 — Tpy2 (Zzl(xz - $n+2>[l'1, s 7xzaf] ’ [$i7 s 7mn+2;g]+

n-+2
+ Z(fm — )@, @ f] - [T g)).
i=2
Grupand termenii corespunzatori,

1
[371; ey Ty f g] = —((l’l - In+2)[$1; f} : [l’h sy T2, 9]+
T1 — Tny2

n+1
+Z(I1 - In+2)[$1, <y g, f] : [l'iy e axn+2;g}+
=2

(21 — Tpg2) |21, - Tngos [l [Tng2:9]) =
:Z[%,---,xi;f]'[$i7---7$n+2§9]- u
i=1

Legatura dintre diferenta finita progresiva / regresiva si diferenta divizata a
unei functii este
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Teorema 2.4.10 Au loc egalitatile

la,a+h,...,a+nh;f] = A}’ffé?) (2.39)
l[a,a —h,...,a—nh; f] = Vg{é?) (2.40)

Demonstratie. Pentru z; = a + (i — 1)h, @ = 1,...,n + 1, formula (2.29)
devine
« fla+(i—1)h)
h,... h; f| = E , .
@, 4 h,....a+nh; f] (1) (n — i + D)l(i — D)lhn

i=1

Prin schimbarea de indice j = ¢ — 1 obtinem

N~ flatgh)
[a,a—l—h7...,a—|—nh,f]—jz:;( e
() e -2

j=0
Analog se demonstreaza si cealalta egalitate.m

Observatie 2.4.2

Daca in (2.38) se aleg nodurile echidistante a;a + h, ..., a + nh atunci cu (2.39)
se regaseste (1.5).
In cazul nodurilor echidistante, polinomul de interpolare Lagrange are expresia

Teorema 2.4.11 Au loc formulele

L(P,;a,a+h,...,a+nh; f) = (2.41)
_ Zf a—i—zh)%(m Q). (1—a—(i=1)h)(z—a—(i+1)h). .. (a—a—nh)
L(P,;a,a+h,...,a+nh; f) = (2.42)
+ZA§L{; (#—a)z—a—h).. (x—a—(@i—1)h)
L(IP’n,a a—nh,...,a—nh;f)= (2.43)

+Z W —a)(x—a+h).. (x—a+(i—1)h)
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Teorema 2.4.12 Are loc formula de derivare

dm
— |z, .z, x fl=mle, ., T, 2 ] 2.44
dxm[xla y L, T f] m [l’l Lpy T z f] ( )

m+1 0T

Demonstratie. Prin inductie matematica dupa m. Pentru m = 1 cu ajutorul
formulei de recurenta a diferentelor divizate gasim

d . BERT [xlu"'7xn7x+h;f]_[xlv'-wxn?m;f]_
%[xla"'axnv‘raf]_}bg% h —
= lim[zy,...,xpx + h,x; f] = (21, .. 520, z, x5 f].

h—0

In ipoteza in care formula (2.44) este adevarata pentru derivatele de ordin m — 1
vom avea

dm
dx—m[xl,...,xn,a:;f] =
m/(\)l'l m Orl
— (m—1)!lim [x1,...,xp,x+h,. ..o+ h f] = [z1,.. ., 20,7, ..., T f]
N "h—0 h .

Adunam si scadem termeni convenabili la numaratorul fractiei, dupa care aplicam
formula de recurenta a diferentelor divizate

dm
Cm—m[ﬂflw--,flfmx»ﬂ—
m Ori m—1 OrIl
Tk AR x4 f] = [T, T+ By +
:(m—l)!’llir%([xl’ Ty, T+ x4 h; f] h[xl Tp, T + T+ :Uf]+
ﬁ
m—1 0T m—2 ori
+[x1,...,:cn,a:+h,...,:E—{—h,x;f]—[xb...,a:n,x,..,x,%,x;f]
h
m—1 ori m Orl
[x1, .. xn, .+ R X f] = [T, X, T, T f]
.+ N ):

m Orl
LN

= (m—1)!lim([x1,...,mn,x—I—h,...,quﬁ,x;f]—f—
h—0
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m—1 Ori m ori
z —N—
g, oot hy o x+hoxx fl 4o [T, e+ R T, D f]) =
=ml[zy,..., 20, x,...,2; f] n
~——
m+1 Ori

2.5 Algoritm pentru calculul diferentei divizate
a unui polinom

Fie polinomul P(z) = Y"1 a;2" si numerele distincte doud cate doud zo, x1, . .., Zp,
m < n. In cele ce urmeaza se va dezvolta un algoritm ce aminteste de schema lui
Horner, pentru calculul diferentei divizate [zg, 1, ..., Tm; P].
Teorema 2.5.1 Daca P € P, sim < n atunci functia p(z) = [xo, 21, ..., Tm—1,; P]

este polinom de grad cel mult n —m, p € P,_,,.

Demonstratie. Datorita conditiilor de interpolare are loc egalitatea P(z) =
L(P,; xo, %1,y -+« s X1, 23 P)(2). Aplicand 2.21, rezulta egalitatile

P(z) = L(Py; xo, 21,y - -+, X1, 25 P)(2) = L(Po1; 20, 21, - - ., T1; P)(2)+

+(x —x9) ... (¢ — xpm_1)|[T0, 1, ., Ti1, T; P,

de unde
P(z) — L(Py_1; %0, 1, . . ., Tpp1; P) ()

(x —x) ... (T — Tp1) '
Polinomul P(x)—L(Py,_1;xo, 1, ..., Tm-1; P)(z) € P, se anuleaza in xy, . . ., Typ_1
deci P(x) — L(Py,—1; 20,21, - . ., T1; P) () se divide prin (x — ) ... (£ — Zyp_1)
siastfel p e P, _,,. =

Tinand seama de teorema anterioara, se introduc notatiile

p(z) =

n—k
[0, 1, ..., 21, 2; P] = ZA;C,Mxi, ke{l,2,...,m}. (2.45)
i=0
Din formula de recurenta
[I‘ X o IEP] _ [:L‘Orrlv"'al‘k—lax;P] - [$0ax17"'7$k;P]
0y L1y -y bk, by T — 1)

rezulta

[33'0,1'1,...,33]6,1,3’);P] = [Sﬂo,.xl,...,l'k;P]—|—(Jj'—xk)[l'o,l'l,...,ilfk,l';P].
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Introducand reprezentarile (2.45), egalitatea de mai sus se scrie

n—k—1

n—k
ZAk_l’iZEi = [:[‘0, L1y, Tk, P] —+ ($ — C(Ik) Z Akﬂwi
=0

1=

sau
n—k—1

n—k n—=k
E Ap_1,0" = [0, 71, ..., 085 P] + E Apix" — xy, E Apx’.
i=0 i=1 i=0

Identificand coeficientii, se obtin relatiile:

Akfl,nfk - Ak,nfkfl
Ak—l,i = Ak,i—l . xkAk,Z 1= 1, Lo, — k—1
Ak—10 = [zo,21,. =, %k P) — 2 Ak
sau
Ak,nfkfl - Akfl,nfk’
Ak,i—l == Ak—l,i + ZL‘kAkﬂ- 1= 1, oo, — k—1 (246)
[To,21,..., 21 P] = Ap_10+ Ak
In tabelul
Ak—l,n—k—l Ak—l,n—k—? cen Ak—u cen Ak—l,l Alc—l,O
Tk Ak,n—k Ak,n—k—l cee Ak,i—l e Ak,o [xo, Ly, ..y Ty P]

linia a doua se calculeaza potrivit formulelor (2.46), in maniera schemei lui

Horner.
Pentru k£ = 0, din

[x; P] = [xo; P] + (x — x¢)[x0, z; P]
sau .
Z a;xt = Z a;xh + (x — x0) Z Agix’.
i=0 i=0 i=0
La fel ca mai sus, rezulta relatiile
AO n—-1 = 0n

CLi—i-LUoA(M z:l,,n—l
[zo; P] = a0+ 20Aop

N
(=)
=
L

|

care corespund schemei lui Horner.
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Astfel, algoritmul consta in completarea succesiva, conform regulei schemei
lui Horner, a liniilor in tabelul

Ap Ap—1 ce as ay aop
Zo AO,n—l AO,n—2 cee AO,l Ao,o [IEO; P]
T1 A1,n—2 Al,n—3 cee A1,0 [1’0, T1, P]
T Am,nfmfl Am,nfm72 Am,O [*/L.Oa s Iy P]

Probleme si teme de seminar

P 2.1 Fie L(x) = L(Pn; @1, ..., 2py1; f)(2). Sa se arate ca

Lz) 1 =« .. a"
flz) 1z ..o
: S . | =0
f@ng1) 1T 2 oo Tyt

Dezvoltand determinantul dupa prima coloand sa se deducd reprezentarea (2.2.1)
st dezvoltand dupa prima linie sa se arate ca

1
L(Pp;xq, ..., 20415 f)(2) = .
( ns Y1, ) n+1:f)( ) V(l’l,...,.’L’n+1)
il 1y ooyt fm) 2 L an
S
=1 1 Znpr o 2y flaa) abtl ooooany
P 2.2 Sa se demonstreze formula
1 = x?‘i f(xy)
L 2 xy f(22)
U e ) Foe)
T1, X2,y Tpats ] =
[1’ > b ] V(l’l,l‘Q, 7'xn+1)

P 2.3 Sa se arate ca

e}

daca m € {0,1,...,n—1}
daca m =n.

—_

1. [xy, 29, g 2] = {
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N A G Vi
2. [1;17 L2y -y T4l z] T X1T2...Tnt1

R G ntl 1
3. ['TI; L2, o oy T4l x2] T ZT1T2. Tnt1 Zi:l T

P 2.4 Sa se calculeze determinantii:

1. _
ne
1 T e Iy a:—%
-1 1
1 =z ce.oThy =
2 2 :13%
n—1 1
]_ C(Zn+1 “ e ZEn+1 x%+1
2 2 3 +1
n
1 x% xé x1+1
Y3
1= x5 T Ty
2 3 n+l
1 xn—&—l xn—&—l xn—‘,—l
J 1 +1
n— n
n— n-+
1 @ C Ty Ty
n—1 n+1
S R AT R )
P 2.5 Sa se arate ca daca f € P, st x # x;,0 € {1,...,n+ 1} atunci
f(m) f(z)
[x17$27"'7xn+17 ] -
z—z (z—x1).. 52— Tpt1)

P26 Fiel CRF=Af|f:1I—R}siazg <z <...<ux, elemente din I.
Daca T : F — M,1(R) este operatorul liniar definit prin

[SCo;f] [Qio,l’l;f} [:UO?xl?x?;f] [Ivala"'vxn;f]
0 T1; T, To; L1,y Tp;

o I R
0 0 0 [0 f]

atunci identitatea lui Leibniz implica T(fg) = T(f)T(g).

P 2.7 Cu notatiile problemei anterioare, fie € € I $i functia

| 1 daca x=¢
55@)_{0 dacd © #E&

Sa se arate ca
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1 f(@)de(x) = f(§)de(x);

2. [xo, 21, .., %0 05,] = ( f(@n)

Tn—20)(Tn—21)...(Tn—Tn—1) )

3. T(f) U= diag(f(zo), f(z1),..., f(xn)) U cu

[330;5750] [./L‘O,.Tl;(;xl] ['/L‘())xth;(sz] [.T(),Jfl,...,xn;fsxn]
0 [1; 0z,] [T1, 29504, o [T1,...,Tn;00,]
U - . . .
0 0 0 . @05 s, ]

Coloanele matricei U reprezinta vectorii propri matricei T'(f) corespunzind
valorilor propri f(xo), f(x1),..., f(z,).

P 2.8 Fie x,x1,29,...,x, puncte distincte ‘doua cate doua de pe axa reald si
u(z) =[[i-,(z — x;). Sa se deduca relatiile

f(z)

1. Zkzlm—_[xaxla--'amnaf]—i_%v

2 2t awen = 1
8. Dacd p(r) =14 + wetl) 44 %ﬁﬁn_l) atunci

(ke
2 T =™

k=1

P 2.9 Daca P € P,(X), (n > 2), are toate radacinile simple x1, xs, . . ., T, atunci
~ 1
—F =0.
2Pl
R. Dacd Q(z) = [/ (z — x;) si P(x) = Q(z)(x — x,,) atunci

1= L(Pn_l,ﬂfl, ey Tp—1, 1)(33') = Q(Qf)

de unde, pentru x = z,, rezulta
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Apoi, P'(z;) = Q' (x;)(x;—xy), 1 € {1,...,n—1} si P'(z,) = Q(x,). Prin urmare
— 1 1 1 1
P’ -2 G )@@ Q@) Q) Q)

=1

P 2.10 Fie xq1,x9,..., 2,1 radacinile polinomului Cebiseb T, 1. Sa se arate ca

n n+1

L(Pm L1y Tt f)(il?) 71—2|- 1 Zaj(z f(xk)TJ(mk»T](x)v

7=0 k=1

daca 7 =0
daca 7 >1 -

— o=

unde o = {
R. Este suficient de aratat ca

(@) = == > aliw)Ti(x), ke {12, n+1}
7=0

In acest sens dacd ¢y(z) = n%l > o Ti(wx)Tj(x) trebuie aratat ca gg(zs) =
s Vs € (1,2, + 1}, cua, = cos Gy,

Notand t, = (2(8 1)) pentru k # s au loc egalitatile

1 n
5 + Z cos Jti cosjts] =

Jj=1

2
ouls) = n—+1

1
n+1
1 sin (n+ Dtk +ts)  sin(n+3) (6 — L)
2(n+1) t”ts + sin tk2ts a
1
cos(nt, + (n+ 1)ty) — cos((n + 1)t + nt,)+
4(n+ 1) sip tetts tk+t5 sin tk;ts [ ( k ( ) ) (( ) k )
+ cos(ntk — (n+ 1)ts) — cos((n + 1)ty — nt,)].

Doarece cos((n + 1)t, £ a) = F(—1)Psina rezulta

1+ZCOS] (tp +ts) +ZCOS] tk—t)]

j=1

sin

1
Ts) = —(=1)*sinnty, + (=1)*sinnt,+
SOIC( ) 4(n + 1) Sln tk+t5 Sln tk2t5 |: ( ) k ( )
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+ (=1)*sinnty, — (—1)"sinnt,] = 0.
Apoi

pr(zr) =

1 n
5 T2 T
j=1

n+1+ZCos2jtk] =

+1 P

sin nty cos (n 4 1)ty

=1+ =1.

sin tk

P 2.11 Sa se determine polinomul de interpolare Lagrange — Hermite care sat-
isface conditiile de interpolare

H9%a) = f9%) je{0,1,...,m}
HOYb) = fU0b)  j€{0,1,...,n}

R.
- (20) MBS [ ) () e
()T () ()]

P 2.12 Utilizand notatiile §2.3, daca r = max{ry,..., 41} st [ este o functie
de r ori deriwabila, atunci expresia polinomulut de interpolare Lagrange — Hermite

se poate scrie
n+1 Ii)s f(t) (s)
-2 2 s {ui@}

s=0 t=z;

P 2.13 Fie I C R un interval compact, punctele xg < v1 < ... < x, din I si
functionala Dy € [CI)]* definitd prin Di(f) = [xo, ..., xn; f]. Sd se arate cd

LADrll = X ey
unde u(z) = [T (z — ;).
2. Dacd x; = cos %, j €{0,1,...,n}, adica x; sunt punctele de extrem

ale polinomului Cebiseb T, (x) din intervalul [—1,1], atunci | Dy| = 2",
unde I = [—1,1].
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3. Daca I =[-1,1] i =1 <zo <21 <...<xp <1 atunci |Dy|| > 2.

n 1

R. 1. Inegalitatea |D(f)| < || flloo Doimo oy este imediatd. Pentru

(=)™ dacad z € (o0, x0)
)1 daca x € (x,,00)
fla) = (—=1)n dacd x = x;
afina in rest

> iy =T ) 2 POISIPISIe 1PI < 3 s,
2.
n—1 Tr(Ln)@) - ) 2 " T, (x;) B n (_1)7171' B n 1 B
2 1 _ o - [Io, ,.Tn,Tn] = — u’(xz) - par ’U/([EZ) - - |U/<.Tz>| = ||D||

3. In cazul unor noduri oarecare din intervalul [—1, 1] au loc inegalitatile

n

- T.(z)  ~= 1
n—1 _ . _2 : n\4L1 z : o
2 - [:COJ tee 7‘rn:Tn] - Ul<l’z> S |U,<l’z>| - ”,DH
=0,

1=0

P 2.14 1. Sa se determine polinomul de interpolare () care satisface conditiile
Q-1)=a, Q1)=p8, Q0O)=7v Q(0)=m.

2. Fie m € R*. Sa se determine polinomul de grad minim S care satisface
conditiile
S(—=1)=0, S(1)=0, S(0)=m
astfel incat volumul corpului obinut prin rotatia graficului lui S in jurul
azei Oz, x € [—1,1] sa fie minim.

P 2.15 Fie X un spatiu prehilbertian $iY = span{zy,...,x,}, undex; € X, i =
1,...,n, sunt elemente ortonormate. Sa se arate ca elmentul de cea mai buna
aprozimatie a lui x € Y prin elementele mulfimii Y, este yo = > 1| < x,x; > ;.
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R. Fie y = )" | ¢;z; un element din Y. Atunci

n n
ly—=l3 =) =2 a<z,z>+|];=
=1 =1

n n
= [|ll3 - Z <, x> +Z(Ci— <z m>)2
i=1 i=1

Pentru ¢; =< x;,x > expresia de mai sus este minima.

P 216 1. Fie X =C"Ya,b| sia<axy <a9 <...< a1 <b. Sdse arate

ca
n+1

<fg 1=} fegla) /f"“’ )g" ) (a)da

este un produs scalar in X.

oo _ (z=z)..(z—zi—1)(x—mit1).. . (= Tnt1) . . o
2. Daca l;(x) = o) e e Gy b= I,...,n+1 Y =
span{ly, ..., L1} = P, C C"a,b], sa se arate cd elementul de cea mai
bund aprozimare a unei functii f € C"a,b] prin elementele multimii Y,
in sensul normei generate de produsul scalar < -,- >1, este polinomul de

interpolare Lagrange L(P,;x1, ..., Tpe1; [).

P 2.17 1. Fie X = C""a,b] $i z9 € [a,b] Sd se arate cd

<f,g>2=Zf()(xO )" (20) / fn+1 n+1( )dz

i=0
este un produs scalar in X.

2. Dacd ej(r) = (v — x)%, i = 0,...,n $i Y = span{eq,...,e,} = P
C™"a,b], sd se arate cd elementul de cea mai bund aprozimare a unei
functii f € C"a,b] prin elementele mulfimii Y, in sensul normei gener-
ate de produsul scalar < -,- >q, este polinomul lui Taylor T, (f, xo)(z) =

) ,
o Frt (@ = 20).

P 218 1. Daca f:1]0,1] = R atunci

f@)=fO0)A—2)+ fW)z+ Ri(2) ["(€),  |[Ri(2)| <

ool
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2. Daca f:[—1,1] = R atunci
1) = L1 =)+ FO)(1 — ) + L1 + ) + Rafa) [OE)

| Ra(2)] < 03
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Capitolul 3

Convergenta procedeelor de
interpolare prin polinoame

Data fiind girurile de noduri“de interpolare
(1)

Ty
5552) x§2)
3 3 3
b b -
Ign) J:gn) xgn) ZES{L)

o functie f si sirul functiilor de interpolare L,(x) a lui f in nodurile xﬁ”),xgn),

n n TNVIN o . o
xé ), e ,x% ), se ridica intrebarea daca sirul Ly converge sau nu catre f.

In cele ce urmeaza vom vedea ca raspunsul poate fi atat afirmativ cat si
negativ, in functie de interpolarea folosita.

3.1 Spatii liniar ordonate

Definitie 3.1.1 Se numeste spatiu liniar ordonat real o multime X cu proprietatile
1. X este spatiu lintar peste corpul numerelor reale;
2. X este un spafiu ordonat (relatia de ordine fiind notata <);

3. pentru orice x,y,z € X si orice a € R,a > 0,

r+z2z<y+z

<
$_y:>{a:v§ay

65
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Fie F o multime oarecare si F'(F) spatiul liniar al functiilor definite in E cu
valori reale. Definind in F'(E) relatia de ordine

f<g = f(z) <g(x) VrekE,
F(F) devine un spatiu liniar ordonat real.

Definitie 3.1.2 Fie X,Y spatii liniar ordonate reale. Un operator liniar U €
(X,Y)# este pozitiv dacd

Vo >0 = U(x) > 0.
Teorema 3.1.1 Daca U : F(E) — F(E) este un operator liniar $i pozitiv atunci
i) f<sg = UJ)<U);
(i) [UNHI <Uf), - VfeF(E).

Multimea functiilor reale i continue definite in intervalul marginit si inchis
[a, b], notat uzual prin Ca, b], este un spactiu liniar ordonat real (E = [a, b]). To-
todata C'la, b] este un spatiu normat, cu norma || f|| = maxgcp, 4 | f(2)|. Convergenta
unui sir de functii, in sensul acestei norme, inseamna convergenta uniforma.

Teorema 3.1.2 (Korovkin) Fie (Uy,)nen, U, : Cla,b] — Cla,b] un sir de op-
eratori liniari i pozitivi-gi e;(x) = x'. Dacd

lim Un(el) = €4, 1€ {O, 1,2},

n—o0

atunci, pentru orice f € Cla,b| are loc

lim U, (f) = f.

n—oo

Demonstratie. Fie f € C[a,b]. Functia f este uniform continua, adica

€

Ve>0 36 >0 astfel incat V[t—z|<d = ]f(t)—f(x)\<2

Daca |t — z| > ¢ atunci |f(t) — f(x)] < ||f|| < 2“;—;’)2||f|| Prin urmare, pentru
orice t, x € [a,b] are loc inegalitatea

10 - fw) < § 42020

/1] (3.2)
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Notam prin u,(z), v,(z), w,(z) functiile definite prin
un(z) = Upleg)(x) — 1, vn(z) = Upler)(x) — x, wy(z) = Up(e)(z) — 22
Din ipoteza teoremei rezulta ca

lim w,(z) =0, lim v, (z) =0, lim w,(x) =0, (3.3)

n—oo n—o0 n—oo

uniform in [a, b].

Pentru operatorul U,,, punem in evidenta variabila functiei original si variabila
functiei imagine pentru un operator U, respectiv prin ¢ si x.

Datorita liniaritatii lui U, au loc egalitatile

Un()(x) = f(z) = Un(f ) (2) = f (x) =
= Un(f(0) (@) = f(2)(Un(eo(t)) () = un(x)) = Un(f(t) = f(2))(2) + f(@)un(z).

Fie e >0 §i ) > 0, ce rezulté din uniform continuitatea functiei f Din

......

rezulta ca

Un(F)(z) = f(z)| < (3-4)
< |Un(f (@) = F(@) (@) + I F]] [un(@)] < Un([f(2) = F(@)])(2) + [ f[[[un(z)] <

< U+ 252 1)) 4 171 o

Dezvoltand membrul drept din (3.4), gasim ca acesta este egal cu

Vuleol) () + 27 (1 22) ) ) )] =
= 0+ o) + 2 (- @) 1] )] =
= S0+ o) + 2 s @) — 200, ) + 2% @) + ] )]

Asgadar (3.4) devine
||f |

() () = f )] <

+(§+||f\|)lun( ) (wn(@) = 220, (2) + 2*un(2)).

Intervalul [a, b] fiind compact si (3.3) implica existenta unui ny € N, astfel Incat
pentru orice n > ngy sa fie adevarata inegalitatea

2|l A1
62

(5 + 1/ Dlun(a)

[w, (1) — 220, () + 2%u,(z)| < g
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Astfel |U,(f)(z) — f(z)] < € Vn > ng, Y € [a,b], adica are loc convergenta

sirului (U, (f))nen catre f. m
Analiza demonstratiei de mai sus, permite enuntarea urmatoarei versiuni a
Teoremei 3.1.2

Teorema 3.1.3 Fie (U,)nen, U, : Cla,b] — Cla,b] un gir de operatori liniari gi
pozitivi. Daca

lim U,(1) =1 s lim U,((t —2)*)(z) =0

n—oo n—oo

atunci, pentru orice f € Cla,b] are loc

lim U,(f) =f.

n—oo

3.2 Interpolare si aproximare

Pentru o functie continua indicam un sir de polinoame de interpolare a functiei
care in plus converge converge.

Teorema 3.2.1 (Fejér) Fie f € C[—1,1] si :c,(;) = Co8 (Qk VT ke{l1,2,...,n}
radacinile polinomului lui Cebisev T, (x) = cosn arccos . Daca oy este poli—
nomul de interpolare Lagrange-Hermite care satisface conditiile de interpolare

B () = J@" gy p e 1)
Fénfl(xk> =0

atunci girul (Fo,_1)nen converge catre f (uniform in [—1,1]).

Demonstratie. Utilizand expresia polinomului lui Fejér (2.20), cu notatiile in-
troduse la deducerea lui, gasim

w0/ (@)] o
Foni(z Zf die x—x;))m (), (3.5)

unde w(z) = [Ty (x — 2}") = 7= Tu(@).
Tinand seama de expresia polinomului lui Cebigev, se deduc egalitatile

w//(xl(cn)) . x;"))

w(zM)y T 1-(@()? .
2 o TRx) | 1-(zy)?
lk(:(:) = 5z )
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Exprimarea (3.5) devine

T2(z) & e 1 — ™
Fp1 (@) = Fla) ———.
k=1 (x —x,")

Definim girul de operatori F,, : C[—1,1] — C[—1,1] prin F,(f)(z) = Fa—1(x).
Fn este un operator liniar si pozitiv.
In continuare verificam conditiile Teoremei 3.1.3.

1. Din formula restului polinomului de interpolare Lagrange — Hermite (2.19)
rezulta ca

Fo(l)(x) = 1.
2. Au loc egalitatile
T2(2) <=, (n 1— 2z
Fallt = 2) (@)= == D (0 — ) ——h— =
k=1 (z —z7)

= ——= =0, n— oo,
n

T? E T?
si in consecinta lim,, oo 5 (f) = lim, o0 Fopo1 = f. m

3.3 Divergenta interpolarii Lagrange

Deducerea rezultatului de divergenta necesita cunoasterea unei serii de prob-
leme din topologie (Spatii topologice Baire) si analiza functionala (Principiul con-
densarii singularitatilor) cat si o“estimare a normei operatorului Fourier. Aceste
probleme sunt prezentate in sectiunile urmatoare.

3.3.1 Statiu topologic Baire

Fie X un spatiu topologic.

Definitie 3.3.1 O submulfime nevidd Y C X este rard dacd int(Y) = .

Definitie 3.3.2 O submultime nevida este de categoria I daca se poate reprezenta
ca o reunitune numarabila de multime rare. In caz contrar submulfimea este de
categoria I1.
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Definitie 3.3.3 O submulfime nevida este reziduala daca este complementara
unet mulfimi de categoria 1.

Definitie 3.3.4 O submultime nevida este superdensa daca este densa in spatiul
topologic, reziduala st nenumarabila.

Definitie 3.3.5 Un spatiu topologic se numeste spatiu topologic Baire daca orice
submultime nevida st deschisa este de categoria I1.

Au loc urmatoarele rezultate:

Teorema 3.3.1 Fie X un spatiu topologic, Y o submultime nevida in X $1 Z =
X\Y. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) Y este deschisa si densa in X

(ii) Z este inchisa si rara.

Demonstratie. Y deschisa < Z inchisa.

Fie Y, o submultime deschisa si densa in X,Y = X. Presupunem prin absurd
cd Z nu e rari, adica existda r € int(Z) = int(Z) C Z. Atunci Z este o vecinatate
aluiz. Din Y N Z = () rezultd ca x ¢ Y, ceea ce contrazice ipoteza Y = X.

Invers, fie Z o submultime inchisa gi rara. Daca presupunem prin absurd ca
Y nu este densi atunci exista z € X\Y C X\Y = Z. Submultimea X\Y este

deschisa, deci () # int(Z) C int(Z), ceea ce contrazice ipoteza int(Z) = (). n

Teorema 3.3.2 Orice submultime a unei multimer de categoria I este de catego-
ria 1.

Demonstratie. Fie Y o multime de categoria I, reprezentata prin

Y = U Y,, Y,, submultime rara, Vn € N.

neN

Daca Z C Y atunci Z = ZNY = {J,n(Z NY,), iar submultimile Z N'Y;, sunt
rare, Vn € N. m
Un spatiu topologic Baire este caracterizat de urmatoarea proprietate

Teorema 3.3.3 Un spasiu topologic este spatiu topologic Baire daca $i numai
daca o intersectie numarabila de multimi deschise si dense ramane densa.
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Demonstratie. Fie X un spatiu topologic Baire si familia (X,,),eny de multimi
deschise si dense in X. Presupunem prin absurd ca multimea Z = (1, .y X, nu e

densa in X. Atunci multimea Y = X\Z este deschisa si nevida. Din relatiile

Y=X\ZCX\Z=XnC(Z)=JXnCX,) = Jx\X.),

neN

deducem utilizand Teoremele 3.3.1 si 3.3.2 ca Y este de categoria I, contrazicand
proprietatea de spatiu topologic Baire a lui X.

Reciproc, presupunem prin absurd ca X nu e spatiu topologic Baire, adica
exista o multime nevida si deschisa Y astfel incat

Y = U Y, Y,, submultime raray Vn € N.

neN

Submultimile X,, = X\Y,, = C(Y,,) sunt deschise si dense in X,

X, = C(Y,) = C(int(Y,)) = X.

Potrivit ipotezei [, .y X = X.
Pe de alta parte,

DAY =Jv.c V.= o) =o)X,
neN neN neN neN

ceea ce contrazice afirmatia anterioara. [
Recunoagterea unui spatiu topologic Baire este usurata de

Teorema 3.3.4 Un spatiu metric complet este un spatiu topologic Baire.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca exista o multime deschisa si nevida
Y de categoria I:

Y = U Y, Y,, submultime rara, Vn € N*.

neN*

Fie By = Y. Multimea deschisa By\Y; este nevida — altfel Y = By C Y, cea ce
ar contrazice raritatea lui Y;.
Prin urmare existd z1 € Byg\Y1 g1 r] > 0 astfel incat B(zy,7)) C Bo\Y1.!

'B(x,r) ={y € X : d(z,y) <r}, unde d(z,y) este distanta dintre z si y.
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Pentru ry = min{1, 17|} multimea By = B(z1,r;) satisface relatiile

El N ?1 - ®7
B, C B,.
Inductiv, presupunem ca s-au construit multimile B; = B(x;,r;), i =1,2,...,n—
1 astfel incat
B,nY; = 0,
B, C Bi.

Multimea deschisa Bn_l\Yn este nevida — altfel B,_; C Y, cea ce ar contrazice
raritatea lui Y.

Exista x,, € B,_1\Y, si7! > 0 astfel incat B{x,,7") C B,_1\Yn.

Pentru r,, = min{%, %r;} multimea B,, = B(x,,r,) satisface relatiile

En ﬁ?n - wa
B, C B,

Sirul (x,,)nen+ este fundamental, deci convergent. Fie x = lim,,_,o Ty.
Deoarece x,, € B,, C By, Vn € N*, rezulta ca

r€B,C B CB=Y. (3.6)
Pe de alta parte, pentru orice n > m, x, € B,,, de unde
r€B,e ¢ Y, VYmeN-

Urmeaza x ¢ Y, in contradictie cu (3.6). m

3.3.2 Principiul condensarii singularitatilor

Fie X, Y spatii normate si o submultime de operatori liniari gi continui A C
(X,Y)*. Multimea singularitatilor atagat submultimii de operatori liniari si poz-
itivi A este

Sa={r € X :sup||A(z)]| = o0}.
AcA

Proprietati ale acestei multimi sunt precizate in

Teorema 3.3.5 (Principiul condensarii singularitatilor) Daca X este un
spactiu Banach, Y un spatiu normat si A o submultime de operatori liniari i
continui, astfel incat sup 4¢ 4 ||Al] = oo, atunci multimea singularitatilor atasata
familier A este superdensa in X.
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Demonstratie. Introducem multimile
X, ={r € X :3JA € A astfel incat |A(z)|| >n} neN.

Atunci avem

(i)
Su= ﬂ X,,. (3.7)
neN
(ii)
X, = U {z € X ||A(x)|| > n},
AcA

deci X, este o submultime deschisa.

(iii) -

X, =X.

Pentru justificarea acestei afirmatii, presupunem prin absurd, ca exista n €
N i zg € X\X,. Deoarece multimea X\X, este deschisa, exista r > 0
astfel incat B(zg,r) = {z € X : ||z — xo|| <r} C X\X,. Din identitatea

Az) = —=[A(r— + o) — A(o)]

|zl z
r ]

se deduce 5

[A@I| < Zlall, Ve eXVAE A, (3.8)
deoarece rﬁ + o, 19 € B(wo,7) C X\ X,,.
Inegalitatea (3.8) contrazice ipoteza sup 4 4 ||All = oo.

Spatiul Banach X este un spatiu topologic Baire si din (3.7), potrivit Teo-
remei 3.3.3, multimea Sy este densa in X.

(iv) Din Teorema 3.3.1 multimea X\ X,, este inchisa gi rara. Relatia (3.7) implica
Sa= (X0 =X\(X\[] Xa) = X\ [ J(X\X0),
neN neN neN

adica Sy este o multime reziduala.

Daca x € S4 81 A > 0 atunci Az € Sy, deci Sy este nenumarabila. m

O consecinta importanta a Teoremei 3.3.5 este
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Teorema 3.3.6 (Principiul marginirit uniforme) Daca X este un spatiu
Banach, Y un spativ normat, atunci orice submulfime de operatori liniari s
continui, A C (X,Y)* marginita punctual, Vo € X, supcq4 [|A(z)]] < oo, este
uniform marginita, sup 4c 4 | A] < oo.

3.3.3 Norma operatorilor integrali

Evaluarea normei unui operator integral se bazeaza pe

Teorema 3.3.7 Fie I = [a,b] si C(I) spatiul Banach al functiilor continue def-
inite in I si cu valori complexe. Daca e € C(I), atunci norma functionalei
x* € [C(I)]*, definita prin

este ||z*|| = [ |e(t)|dt.

Demonstratie. Norma unei funct;ii r € C(I) este HxH = maxses |z(t)]. Din
inegalitatea [z*(x)| < ||lz]| [, le(t)]|dt rezultd |[z*|| < [, |e(t)]dt.
Apoi, pentru n € N, au loc relatiile

) nle(t)]?
/I e()lds = / T nle@ ¥ 7 / T afe@ ™ =
/ dt+/ )( 5 <b;“+\|x*|y.

Pentru n — oo se obtine inegalitatea f[ e(t)[dt < |lz*||. =
Fie k : I x I — C o functie continua si operatorul liniar A : C(I) — C(I)
definit prin

A(z)(t) = /Ik:(t, s)z(s)ds.
Atunci

Teorema 3.3.8 Norma operatorului A este ||Al| = maxe; [, [k(t, s)|ds.

Demonstratie. Din inegalitatile

Bl = / B(t, 5)z(s)ds| < / k(L 9)] J(s)[ds <
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< |l / Ik(t, 5)|ds < [l max / Ik(t, 5)|ds
I tel J;

rezulta
<
A < el max [ (e s)1as
s
Al < max [ Jrit.s)1ds.

Fie to € I astfel incat [, |k(to,s)|dt = maxye [, |k(t,s)|ds, si functia e(t) =
k(to, ).

Functionala e¢* € [C(I)]*, definita prin e*(z) = [,e(s)x(s)ds = [, k(to, s)ds

are norma |[e*|| = [, |k(to, s)|ds.
Din relatiile

[Al = sup [|A(z)[| = sup max|A(z)(t)] >

]| <1 le|<1 €L

2 sup [A(z)(to)| = sup [e"(@)] = |le"] _/|/<: to, s)|ds,

[l=]I<1 flzll<

rezuta egalitatea enuntata. m

3.3.4 Norma operatorului Fourier

Fie Cy,; spatiul functiilor reale, continue si periodice cu perioada 27. Opera-
torul lui Fourier S,, : Cy, — Cs este definit prin

Sp(z)(t) = % + Z(ak cos kt + bysin kt)
k=1

unde

I L[
Gk:—/ x(t) cos ktdt, bk:—/ z(t)sinktdt, ke€{0,1,...,n}.

s ™

—TT —T
Prin calcul direct vom deduce

Teorema 3.3.9 Are loc egalitatea
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Demonstratie. In baza identitatii 3 din Anexa C rezulta

™

S(z)(t) = = /ﬂ x(s)[% £ cosh(s — ]ds =

ds. =

™

= t
,ﬁx( ) 2sin‘97’t

1 /7r sin (n+ 3)(s — )

Teorema 3.3.10 Norma operatorului S,, este

1 i
Isull =
0

Demonstratie. Potrivit Teoremei 3.3.8, norma operatorului S, este

1 s
Iuff = mac > |

—Tr

sin(n+ 3)7
T
2

dr

sin

sin (n+ 3)(s — t)

o s—t
2:sin 5

‘ds,

unde [/ = [—m, 7|. Prin schimbarea de variabila s —t = 7, integrala din expresia

/ﬂ‘
—

Datorita periodicitatii si paritatii functiei de sub integrala, rezulta

sin (n+ 3)7

dr.

2sin

—m—t 2

sin (n + %)(3 —1) ' e /Trt

i s—t
2 sin 5

sin(n+ 3)7 sin(n+ 3)7

1 g 1 [7
1S5 ]| :max—/ — dT:—/ — dr. =
tel T Jg sin 3 T Jo sin 5
Teorema 3.3.11 Are loc inegalitatea
4
15l = — In (n + 1).
Demonstratie. Prin schimbarea de variabila 7 = 23:::17 din expresia normei

operatorului S5, deducem

2 [rt:
1S, = /
2n+1 /o

sin 7t

dt = (3.9)

i

Sin 2n+1
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n—1 i . 1 :
2 It sin 7t "2 | sinmt
= Z/ ek dt+/ R at) >
n+1\‘= /s S 541 n S 51T
o2 nz_l /jJrl sin 7t
T 2n+ 14~ sin 27;11
Daci t € [4,j + 1] atunci 375 € [0, 7] si in consecintd
] t 41 41
sin J < sin T Ssinﬁ(‘7+ )§W<‘7+ ),
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
de unde
|sin7t| _ |sin7t|
= >
S 21 Q(i—ﬂ)

Deoarece f].jH |sin 7t|dt = 2, inegalitatea (3.9) ne da

4 <1
Sn Z_ -
sl 5323

Din teorema de medie Lagrange, rezulta inegaliteatea

1 1
->Inj+1—-—Inj > —
; J J i+l

care conduce la ||S,[| > SIn(n+1). =

3.3.5 Divergenta polinoamelor de interpolare Lagrange

Notam ug(z) = coskx, vp(x) = sinkx, k € N, prin Cy, spatiul liniar al
functiilor continue si periodice, cu perioada 27, F, multimea functiilor pare din
Cor si Wy, = span{ug, ui, ..., u,}.

Teorema 3.3.12 Daca P € (E,,W,)" astfel incat
1. P2=7P,
2. P(E,) =W, (adica P este operator surjectiv),

atunci ||[I —P| > ZIn(n+1) — 1.
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Demonstratie. Notam prin 7}, : Cy; — Cy, operatorul definit prin

T,(f)(x) = f(z +y).

Urmatoarele proprietati ale lui 7}, sunt imediate

.1,T,=T,T,=1 & T'=T

” _y, unde prin [ s-a notat opera-
torul identic.

2. I, = 1.

Definim operatorul liniar

PA®) ! /W To(I — Py + T,)(f)(t)ds.

Pentru orice ¢t € [—m, 7] si orice f € Cy, din inegalitatea

()] < 20T =PIl £

deducem ca |P(f)|| < 21 — P| ||| si deci
1Pl <201 =P (3.10)
Vom aratam ca B
P=1-5, (3.11)

unde S,, este operatorul lui Fourier.
Intrucat orice functie din E, se poate scrie ca o serie de forma ) ., a;u; este
suficient sa aratam ca

Plu:) = (I — S,)(w;), VieN,

Deoarece
N o pentru 0 <i<n
Sn () = { 0 pentru i > n
ramane de aratat ca
~ 0 entru0<:<n
Plus) = { P S
U pentru 7 > n.

Din surjectivitatea operatorului P rezulta ca

Vpe W, 3fe€E, astfelincat P(f)=rp.
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Atunci

p=P(f)=P*(f)=Pp), VpeW,. (3.12)
Au loc egalitatile

(T_s + Ts)(uy)(t) = wi(t — s) + ui(t + s) = 2u;(t)u;(s),

de unde

P(T_, + T)(wo)(t) = 2u(s)P () (D). (313)
Pentru 0 <i <mn, u; € W, din (3.12) si (3.13) rezulta ca
(I = P)T-s + To)(ui)(t) = 0,
deci P(u;) = 0.

Daca i > n atunci P(y;) se reprezinta sub forma P(u;) = > 7, aju; unde
a; € R, V0 <j <n. Tinand seama de (3.13) gasim

Ts(I=P)(T-s+T5)(u;)(t) = Ts(L —P)(2u;(s)u;(t)) = 2ui(s)Ts(ui—Z aju;)(t) =

n

= 2u;(s) [ui(s)ui(t) — vi(s)vi(t) — Z a;j(uj(s)u;(t) — v;(s)v;(t))]-
Prin urmare
Pu;)(t) = L [ui(t) / ' u?(s)ds — v (t) / : w;(s)vi(s)ds—

s

- Zn:aj (uj(t) /: wi(s)uj(s)ds — vj(t)/ ui(s)vj(s)dsﬂ = u;(t).

—T

In final, din (3.10) si (3.11) rezultd
1 = 1 1 2 1
I=P|>=|Pl = =T = Sull > =| [|Su] —1]> 21 1) —=.
=Pl > P = SISl = S0 -1 1) - L
Teorema 3.3.13 Daca Q € (Cla,b],P,)" astfel incat
1. *=9Q,

2. Q(Cla,b]) =P,

atunci ||[I — Q| > ZIn(n+1) — 3.
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Demonstratie. Functia ¢(t) = “T+b + b_T“cost transforma bijectiv intervalul
[0, 7] in |[a, b].

Definim operatorul liniar A : Ca, b] — E, prin

| f@(t)  daca t €07,
A(f)(t)—{ f(—t)) daci te[—m,0).

Din egalitatea imediata ||A(f)| = || f]| rezulta ||A|| = 1. Daca A(f) = 0 atunci
A = [If]] = 0 si, in consecinta f = 0. Astfel operatorul A este injectiv si
deci inversabil.

Operatorul P = AQA™! apartine spatiului (E,, W,,)*. Observiam c&

P? = AQATAQAT = AQ?A7 = AQAT = P.
Deoarece Q = AP A, din relatiile
11— Q| =[A" (I =P)Al < AL IL =PIl |Al = [l —P].

si
17 =Pl = AL = P)AT < | = Qll A~ =11 — 2l
rezulta || I — Q|| = ||[I —P)||. Potrivit teoremei anterioare
2 1
-9l =|I-P|> pln(n +1)— 5
Teorema 3.3.14 Fie xy,xs,...,2x,1 puncle distincte doua cate doua ale unus
interval [a,b]. Operatorul L(f) = L(Pu;x1,...,2,1)(f) are urmatoarele pro-
prietati:
(i) £2=L;

(ii) L(Cla,b]) = Py;
(iii) [|£]| = maxeeran Sonty [li(2)], adicd £ € (Cla,b],®,)*. Prin li(x) s-au notat

polinoamele fundamentale ale lui Lagrange.

Demonstratie. Afirmatiile (i), (ii) rezulta din egalitatea
L(Pn;$1,...,$n+1;f> :f \V/fGIPn
(iii) Din inegalitatile

n+1 n+1

(LN @) <11 Z [li(2)] < ||f||znel[3f§]z 1))
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se deduce ca L € (Cla,b],P,)* si ||£|| < maxyepan Sy |l ( )|
Fie ¢ € [a,b] astfel incat 310" [1i(w0)| = MAX b D i "|1;(2)] si functia
1 daca x € {a,b}
fo(z) = ¢ sgnl;(zg) daca x = ;i € {1,2,...,n+ 1}
afina in rest
Atunci fy € Cla,b] s || fol| = 1. Deoarece

n+1

L(Pn;x1,~ 33n+1,f0 Z‘l l’o

au loc relatiile

n+1 n+1 n+1

e 3 (o) = X ol = LI < 12 < max 3 (o)

de unde rezulta expresia normei operatorului £. m
In finalul acestei sectiuni stabilim urmatorul rezultat de divergenta:

Teorema 3.3.15 Fie o multime de siruri de noduri de interpolare (3.1) dintr-
un interval [a,b]. Multimea functiilor continue f € Cla,b] cu proprietatea ca
sirul polinoamelor de interpolare Lagrange L(IP, 1,x§”, o ,x%n); f) nu converge

(uniform) catre [ este superdensa in C|a,b|.

Demonstratie. Fie girul de operatori (L£,,)nens, £, € (Cla,b],P,)* definiti prin
L(f)(x) = LPuy; 2, ..., f)(z)  YneN.

Y n

Potrivit Teoremei 3.3.14 operatorul L, satisface ipotezele Teoremei 3.3.13. In
consecinta

2 1 .
I — L, Zﬁln(n—l—l)—é, Vn € N¥,

de unde sup,,c- ||/ — L] = o0
Familia de operatori liniari gi continui

A={I-L, : ne N}

satisface conditia principiului condensarii singularitatilor (Teorema 3.3.5). Prin
urmare multimea singularitatilor Sy este superdensa in Cla, b]. Astfel multimea
functiilor f € Cla, b] pentru care sup,ey- ||(I — £,)(f)|| = oo, deci si a acelor
functii pentru care £, (f) nu converge uniform catre f este superdensa in Cla, b|.
"
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Probleme si teme de seminar

P 3.1 Fie f:[0,1] — R gi polinomul lui Bernstein de grad n atasat functiei f,
Bo(f)(z) =>"0 ( Z > F(EY2k(1 — ). Sd se arate ca

B (1)(x) =

By(t)(x) =

B, (#*)() = —>

P 3.2 Flie (ug)ren un sir de numere $i By, (ui; Uiy1, - - ., Uitn) polinomul

n

n e
By (Ui i1y -5 Uign ) (2) = Z ( L ) Ui+k5fk(1 — ) g

k=0
Sd se arate cd
B, (ug, 1, -, up) () = By(Bn_1(to, - - -, tn1) (), Bu_1(uy, ... un)(x)))(2).
Indicatie. Deoarece By (u;, u;iy1)(x) = (1 — x)u; + xu;1q vom avea
Bi(Bp_1(ug, - .. tn1)(x), Bp_i1(u, . .., un)(2)))(z) =
2B 1 (U, ... up) (@) () =

)+

n—1 i 1

( L ) ukﬂxkﬂ(l . x)nflJrk _
k=0

= (]. — x)Bn—l(um ceey Un— 1) Z

n—1

Z(”_ )ukm (1—a2)" "+

k=0
P 3.3 Sa se demonstreze egalitatea
B =3 () a0
kzo n
Indicatie. Dezvoltand (1 — z)"~* se obtine

Bn(f)(x) = i ( k > f(%)nzk ( n;k > (—1)zith =

=0

- (7)) (128 ) o

.
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cui=k+j.
Schimband ordinea sumarilor rezulta

B.(f)(x) = ixfiel)” (i) ()

) si folosind (1.2) vom avea

(
et =2 (1) s

P 3.4 Sd se arate cd lim, o, B,(f)(x) = f(x), Vf € C[0,1], adicd spatiul liniar
al polinoamelor este dens in C|0,1] (Weierstrass).

1=0
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Capitolul 4

Formule de derivare numerica

Prezentam doua moduri de aproximare a derivatei-unei functii intr-un punct:

e Aproximarea derivatei prin diferente, utila in . cazul in care functia este
cunoscuta dar derivarea formala este mult prea laborioasa;

e Aproximarea derivatei prin derivata unei functii de interpolare, utila in
cazul in care functia este cunoscuta prin valorile ei intr-o multime de puncte.

4.1 Aproximarea derivatei prin diferente

Urmatoarele formule de aproximare a derivatelor unei functii sunt uzuale:

8@ _ et h) —F@)

i) ~ 20 Sl (4.1)
f'(x)’:(SQth}L(x) :f(a:+h)2—hf(a:—h) (4.9)

In ipoteza ca f este derivabila de un numar suficient de ori, pentru fiecare din
cazurile de mai sus, eroarea aproximarii este evaluata in:

Teorema 4.1.1 Fie h > 0. Au loc relatiile:

(i) Lel@ — gy £ hp(ey),  w <o <a+h

(1) —62’12’;(90) = f'(z) + %f(g)(CQ)’ r—h<co<x+h;

(ii) B — fo)+ @ (ey),  w—h<cy<zth

85
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Demonstratie. Cele trei relatii sunt consecinte ale dezvoltarilor tayloriene
atagsate unei functii.
Prima egalitate rezulta din

h2
f(a;—l—h):f(:t)—irhf’(a:)%—?f”(cl) r<c <z+h
Utilizand dezvoltarile

fl@+h) = fz)+hf'(x)+ 15 () +
fle—h)=f(2) = hf'(z) + 5 f"(2) -

obtinem

3

o:|:®|°\’w

f(g)(021) r<<cog <T+ h
f(g)(CQQ) r—h< Coo < I

flz+h) = f(z—h) = f'(x) + h_Qf(g)(Cm) + [P ()
2h 6 2 '

Functia f® avand proprietatea lui Darboux in (z—h, z+h), existé ¢, € (min{z—

h,x +h}, min{z — h,z + h}) C (x — h,c + h) astfel incat f©) = f(3>(021)42rf<3>(@2).

Prin urmare
(52hf (x) h2

2L )+

In mod asemanator, din dezvoltarile

f(S)(CQ).

fla+h) = f(2) +hf(@) + 5 f(2) + 12 O () +
f(x=h) = f(z) = hf'(w) + 5 (@) = D) +

obtinem

(631) $<631<£I§'+h
(ng) Jf—h<C32<Z‘

IR

flx+h)=2f(x) + f(z —h) g h? f(4)<631) + f(4)(032)
02 B ART 2 |

Repetand rationamentul de mai sus, exista ¢y € (z — h, x + h) astfel incat

62 h?
) )+ 0.

4.1.1 Extrapolarea Richardson

Un numar S se aproximeaza prin ¢(h), S ~ ¢(h), mai precis avand loc o
egalitate de forma

S = ¢(h) + agh® + ash* + agh® + . .. (4.4)



4.1. APROXIMAREA DERIVATEI PRIN DIFERENTE 87

Daci ay # 0 atunci aph? reprezintd termenul dominant al erorii. Puterea lui
h din termenul dominant defineste ordinul aproximarii, 2 in cazul de fata.
In (4.4), daca se pune % in loc de h, atunci rezultd

h 1 1 1
S = ()0(5) —+ Za2h2 + 1—66L4h4 + 6—46L6h6 + ... (45)
In vederea eliminirii termenului cu A2, inmultim (4.4) cu —3 §i (4.5) 3 ¢
adunandu-le se obtine
4 h,o 1 1 5
S=—p(z)—sp(h) — ~ash® — —agh® + ...
3#(5) —gelh) = qaal = ggash™+
adica o relatie de forma
S = (h) + byh* + bgh® + . .+, (4.6)

avand ordinul de aproximare 4.

Repetand procedeul, adicd eliminand termenul curh? din (4.6) se ajunge la o
formula de aproximatie a lui S de ordin 6.

Urmatorul procedeu, denumit extrapolarea Richardson, realizeaza eliminarea

succesiva a termenilor de ordin h?, h*, ..., h*M.
Introducem A
D(n70):gp(2—n), n=0,1,..., M.
Extrapolarea Richardson consta in completarea tabelului
D(0,0)
D(1,0) D(L,1)
D(2,0) D(2,1) D(2,2)
D(M,0) D(M,1) D(M,2) ... DM, M)
utilizand formula de recurenta
4k n=k k41, M

Tabelul se construieste completand succesiv coloanele acestuia.
Teorema 4.1.2 Au loc relatiile

h

2%
2”)

D(n,k) =S5+ Z Ajpg (

j=k+1

Y

adica ordinul aprozimarii lui S prin D(n, k) este 2k + 2.
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Demonstratie. Inductie dupa k. Din (4.4) rezulta

on/ T L gn
j=1
sau
D(n70):S_Za’2J(2_n) :S+Z ]1<2_n> ,
j=1 j=1
unde, s-au notat A;; = —ay;, 7 € N*.

Presupunem ca

D(n,k—1) :S+ZAj7k(2£n)2j, n="k—1k...,M.
=k

Potrivit formului de recurenta

D(n,k) = —k

T4k

S+ ZAj,k(Q_n)QJ] _ 1
j=k

S+Z in ]z

49 h 4k — 43 h
—S+ZA]k4k (57 =8+ ZAMM (507,

i=k j=k+1

Notand A1 = AJ b 4k 1 se obtine relatia din enuntul teoremei. m

Aplicatie la formule de derivare numerica. In ipoteza relatiilor

() (p
fla+h) = ij—,”

fla=h) = ) (-1)

rezulta
o) = fo—h)

>, @ () 12
2h

< (2j+ 1)!
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sau - ‘
f(2]+1)(x) 2]

f'(x) :So(h)—ZW 5

j=1

unde p(h) = —f(”h);hf(z_h).
Extrapolarea Richardson conduce la formule de derivare numerica cu ordine
de aproximare superioara. De exemplu, eliminand termenul cu h? se obtine

f(x—h)—Sf(x—ﬁ)—l—Sf(x—i-ﬁ)—f(x—i—h) .

4 h 1 1
2 2

32(5) = gelh) = o
4.2 Aproximarea derivatei prin derivata
unei functii de interpolare

Derivata unei functii f, cunoscuta prin valorile ei in punctele a, a+h, ..., a+nh
se poate aproxima prin derivata‘polinomului de interpolare Lagrange

d
~ %L(Pn;&,a+h,...,a+nh;f)(:t). (4.7)

Prin substitutia * = a + ¢h expresia polinomului de interpolare Lagrange
devine

f'(x)

L(P,;a,a+h,...;a+nh; f)(x) = L(P;a,a+ h,...,a+ nh; f)(a+ qh) =

=3 s i)Y T = Q).

In urma derivarii, aproximarea (4.7) devine

: d
f'(@) = L(Ppia,ath,...oa+nh; f)(r) = Q,(q)d_z _
1 n ’ (_1)7171' n n |
:E;f(a—Flh)m; E(q—j),
ki jik

In mod aseminitor, derivata de ordinul doi a functiei f se poate aproxima
prin
d? dq

F@) 2 L Prsa at oo+ b () = Qa) (5

d2
P+ Q) T =
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1
=2 Zf(aJ”h M_,.ZZ H q¢=J)-

k=0 [1=0 3=0

k#i 1#£4, k];éz k,l

Daca in locul polinomului de interpolare Lagrange se utilizeaza alte functii de
interpolare atunci se deduc alte formule de derivare numerica.

Probleme si teme de seminar

P 4.1 Utilizand aproximarea unei functii cu polinomul de interpolare Lagrange
pe noduri echidistante sa se deduca aprorimatiile:

flla) = % {Ahf(x) - Ah£<a) + Ahg(a) oot (—1)”—1—%7{:(&)}
Fa) ~ v+ BH T T

Indicatie.

d
f(a) = f'(2)|sma =~ EL(IP”; a,a+h,...,a+nh; f)(z)|p= =

_ 4 - Ahf(a) _

_@[ko LAk (x—a)(z—a—h).(z—a—(k—1)h)]|z=a =
~ Ajf(a) d _
—  klht e —a)@—a—h)" (@ —a— (k=1 =
n Akfa/ n k’ 1Akf

= ]:!h(k)(—h)(—Qh)...( hz wfla).

k=1
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Formule de integrare numerica

Fie f : [a,b] — R o functie continua. Pentru a calcula integrala functiei in
intervalul [a, b] se considera formule de forma

b n
/ F@)e =Y Asf () + RUP),

numite formule de integrare numerica sau formule de cvadratura. Punctele
Loy L1ye..y Ty

se numesc nodurile formulei de integrare numerica, iar
Ao, Ay, Ay

se numesc coeficientii formulei de integrare numerica. Practic, evaluarea integralei
revine la calculul sumei din membrul drept I,, = > 1 A; f(x;). Expresia R(f)
este restul formulei de integrare numerica. R(f) ofera informatii privind clasa
functiilor pentru care formula de integrare numerica este eficienta, in sensul ca
pentru functia data si € > 0, pentru n suficient de mare, are loc inegalitatea

R(f)| = / f@)e =3~ Auf(e)] <. (5.1)

In aplicatii, acuratetea aproximarii se probeaza prin satistacerea unei inegalitati
de forma |1, — I,| <e, n'>n.

O metoda de obtinere a unor formule de integrare numerica consta in aprox-
imarea functiei f cu o functie de interpolare. Astfel exista o mare varietate de
formule de integrare numerica.
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5.1 Natura aproximarii functionalei I(f) = fab f(z)dx

Notam prin C|a,b] spatiul Banach al functiilor reale si continue definite in
intervalul compact [a, b], inzestrat cu norma || f|| = max{|f(z)| : = € [a,b]}.
Consideram functionalele liniare

I(f) = | [flo)dz,

f()
o(f) = > Ab(f).

Astfel se pune problema aproximarii in spatiul dual C*[a,b] a functionalei I
cu functionala o.

Teorema 5.1.1 Au loc egalitatile

2.l =) 1Al (5.3)
1=0

B. II—ol =b—a+> |A] (5.4)
i=0

Demonstratie.
1. Din inegalitatle

b b
If(f)|=|/ [ (x)dz] S/ |f(z)|dz < (b—a)||f]

deducem ca ||I]| < b — a. Inegalitatea contrara rezulta folosind functia fi(z) = 1,
b—a=I(f1) < [I(f)l < Ml =] <b—a.

2. Au loc inegalitatile

o(N)=1Y Af@) < £ 1Al
i=0 i=0
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adica ||o|| < Y%, |Ai|. Daca

sign (4;) x €{xg,...,x,}, Ai #0,
folz) =11 z € {a,b}

afina in rest

atunci || fo| = 1 si
Dol = ol = sup [o(f) 2 lo(f)l = Y Al
i=0 llflI<1 i—0

3. M=ol < |||+ lof] £b—a+ > " ,|Al Fie m € N* astfel incat
% < minogign_l Tiv1 — X §1 func’gia

—sign (A;) x € {xg,..., 20}
fa(z)=4¢ 1 ve{a,zot Ly 1t =}
afina in rest

Din nou || f3]] = 1 si au loc inegalitatile

bt 314D 2 -0l = sup (-0) (DI 2 100}l = [ )i+ 14 =

i=0 Ifl<1

ﬂco—i r&-; n-l g ,-L1 b n
_ / da:—l—z / dx+z / o fs(a)dat /n+1 (m)dm+Z]Ai\:

m

_b—a——n+1 +Z\A|+Z/ d$>b—a—%(n+l +Z|Ay

Ti~m

deoarece intergralele din ultima‘suma sunt nenegative. Pentru m — oo rezulta
expresia normei functionalei I —o.m
Consideram girul de functionale

Z ABS (5.5)

care genereaza formulele de integrare numerica

/f dx_ZAk ")+ Ri(f)
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Teorema 5.1.2 Nu exista un sir de functionale (5.5) astfel incat
lim ||[I — oy|| = 0.
k—o0
Demonstratie. Din (5.4) rezulta || —oy|| > b—a, de unde concluzia teoremei.
Conditii care asigura convergenta slaba sunt date in teorema

Teorema 5.1.3 Sirul de functionale (5.5) converge slab catre I daca gi numai
daca

1.
n
IM >0, > |Af <M,  VkeEN;
i=0
2.
ng b
lim Ai(zh)p = / 2Pdx, Vp € N.
k=00 — @

Demonstratie. Cele doua conditii traduc conditiile de convergenta slaba,
adica

1. Marginirea girului de functionale:

ng
lowl = |AF <M,  VkeN;
1=0

2. Convergenta sirului de functionale pe un subspatiu dens in Cfa, b]. In acest
caz, subspatiul este P, spatiul polinoamelor, convergenta fiind probata pen-
truz?, peN.m

5.2 Formule de integrare numerica de tip
Newton - Cotes
Alegerea nodurilor echidistanta si integrarea polinomului de interpolare La-

grange in locul functiei constituie specificul unei formule de integrare numerica
de tip Newton - Cotes.
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Fie n € N* gi nodurile echidistante a, a+h,a+2h,...,a+nh =b, (h= ”‘Ta)
In acest caz, functia f se aproximeaza prin polinomul de interpolare Lagrange

L(P,;a,a+h,...,a+nh; f)(x). In consecinti
b b
/ f(x)dx:/ L(P,;a,a+h,...,a+nh; f)(x)de =

~ (=1)""f(a+ih)
il(n —1)lhn

b
-/(x—a)(:v—a—h)...(x—a—(i—1)h)(m—a—(i+1)h)...(:ﬂ—a—nh)d.r.

Prin schimbarea de variabila x = a + gh rezulta

b
/ L(Py;a,a+h,...,a+nh; f)(z)dr =

(_1)2,T(_7;f_(i;_ih)h/0nq(q—1)...(q—i+1)(q—i—1)...(q—n)dq:

= (b—a))_ Cnif(a+ih)
i=0
unde coeficientii

o _

illn—i)n

/an(q—1)...(q—i+1)(Q—i—1)...(q—n)dq

se numesc numerele lui Cotes.

Integralele care apar in expresia numerelor lui Cotes se calculeaza fara eroare
(Problema 1.14, orice pachet de calcul simbolic - Computer Algebra System -
calculeaza aceste integrale). Astfel, se obtin:

! 1 ! 1
01,0:_/ (q—l)dq=§, 01,1:/ qdq=§
0 0
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Pentru n = 1 rezulta aproximarea

/f

iar pentru n = 2 rezulta

—a)lf(a) + /b)),

l\DI»—t

/f Lo a7t + 470 1 o)

Restul sau eroarea formulei de integrare numerica se definesgte prin

_ / fla)de = (b= a) Y Crifla+ih), (5.6)

formula de integrare numerica de tip Newton-Cotes devine

/ f(x)dz = (b—a) Z Coif(a+ih) + R(f) (5.7)

5.3 Evaluarea restului
Stabilim in prealabil o serie de proprietati simple.

O functie f : [c — [,c+[] — R este simetrica fata de punctul (¢, d) daca

fle=a) + fle+x)
2

—d,- VYazelol.

Teorema 5.3.1 Daca functia [ : [c—1,c+1] — R este simetrica fata de punctul
(¢,d) atunci

/CH f(z)dx =2ld. (5.8)

Demonstratie. Integrala (5.8) se descompune in suma

I /j Fla)de /_l f(o)de + / AT

In cele doud integrale, efectuam schimbarile de variabila x = ¢ — t, respectiv
r = c+t. Rezulta

[= /l[f(c—t) tfle+t)dt=2d



5.3. EVALUAREA RESTULUI 97

Fiea,h e R, h>0, n €N, a; =a+ih,i € {0,1,...,n}. Notam

u(e) = [Tegle —a), Fla) = [Tu(t)dr,
]i = [CLZ', ai+l]7 E = le_ZH U(t)dt

Teorema 5.3.2 Daca n = 2m atunci au loc afirmatiile
1.
u(x) >0, Yaxel, ipar
u(z) <0, Yaxel, iimpar
2. u(zx) este simetrica fata de punctul (a,,,0);
3. F(a) = F(a+nh) = 0;
4. F(z) >0, Vz € (a,a+ nh).

Demonstratie.

1. Fie x € I;. Pentru j <4, z —a; > 0; in timp ce, pentru j > i, x —a; < 0.
Numarul factorilor negativi este 2m — 1.

2. Deoarece

w(ay —t) = —t(t* = BH)[t* — (2h)%] ... [t* — (mh)?]
u(a, +1) = t{t* — W[ — (2h)?] ... [t* — (mh)?]
w(am —t) + u(a, +1t) =0.
3. Deoarece u(z) este simetrica fata de punctul (a,,, 0), potrivit Teoremei 5.3.1

avem

a+2mh am+mh
Fla+nh) = Fla+ 2mh) / u(t)dt = / w(t)dt = 0.

m—mh
4. Numerele F; sunt nenule, si potrivit pct. 1 al teoremei sign F; = (—1)".
Stabilim formula de recurenta

E—a+h

E—a+omh " §€lair,a) i=1,....m—1.

,L':
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Intr-adevir, prin schimbarea de variabila ¢t = s + h expresia lui F; devine
Q41 a;

FZ»:/ u(t)dt:/ (s—ath)(s—a)...(s—a—(2m—1)h)ds =
a; ;1

“ s—a+h
= ——  u(s)ds.
/az,l s—a—thu(S> 8

Functia u(s) nu schimba semnul in intervalul 7;, deci potrivit primei teoreme
de medie a calculului integral, exista £ € [a;_1, a;] astfel incat

—a+h [ —a+h
f“/us_fLF

F=p—
&—a—2mh

ai—1

Fie ¢ = £%. Din € € I,y rezulta ¢ € [i — 1,i] € [0,m — 1] C [0,m — 1].
Prin urmare

E—a+h _ qg+1 _ q+1 <1

&—a—2mh q—2m 2m — q '
In consecinta,

E—a+h

|Fi| = ‘m [Fioa| < [Fial.

Astfel
‘F0’>|F1|>...>‘Fm_1|7

sau

Fo>—Fi>F>-Fy>...>((-1)"'F,_.
Retinem inegalitatea Fh; + Fy;4q1 > 0.
Daca x € I;, i € {0,1,...,m — 1} atunci

Pentru i = 24/

F(x)=(Fo+ Fi) + ...+ (Far—o + Foi1) +/ u(t)dt > 0,

24

deoarece parantezele cat si ultimul termen sunt pozitive.
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Pentrui: =2¢ +1

A4/ 41

/ u(t)dtz/ ) dt = Foa.

A4/ 41 Ai’ 41

Prin urmare

F(x)> (Fo+ F) + ...+ (Foy—o+ Foy_1) + (Foy + Fopiq) > 0.

Astfel, pentru = € (a,ay], F(xz) > 0. Fie acum x € [an, agm), T = am +
Y, y € [0,mh). Atunci

x am—Y am+yY am—Y
F(z) = / u(t)dt = / u(t)dt +/ u(t)dt = / u(t)dt > 0,
a ap am—Y ag

datorita proprietatii de simetrie a functiei u(x) fata de punctul (a,,0), a
doua integrala este 0. m

Evaluarea restului formulei de integrare numerica de tip Newton-Cotes este
data de teorema

Teorema 5.3.3 1. Dacd n =2m si f € C""?[a,b] atunci

fo2E) [
R(f) = m/ﬂ ZL’U([E)d[E (59)
2. Dacin=2m+1 gi f € C""a,b| atunci
A
R(f) == m/a U(fL’)dZE (510)

(€ € [a,0]).
Demonstratie. Integrand in [a, b] identitatea
f(z) = L(Py;a,a+h,...,a+nh; f)(z)+u(@)|z,a,a+ h,...,a+ nh; f]

deducem ,
R(f) :/ u(z)|x,a,a+h,...,a+nh; flde (5.11)
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1. Cazul n = 2m. Daci F(z) = [ u(t)dt, integrand prin parti (5.11) gisim

b
R(f) = F(x)[z,a,a+h, ..., a+nh; f]|g—/ F(x)[z,x,a,a+h, ... a+nh; fldz =

b
—/ F(z)[x,z,a,a+ h,...,a+ nh; f]dzx.

Deoarece F'(x) > 0, VY € [a,b], se poate aplica prima teorema de medie a
calculului integral, existand n € [a, b], astfel incat

b
R(f) = —[n,n,a,a—l—h,...?a—i—nh;f}/ F(z)dx,

si aplicand teorema de medie a diferentelor divizate, exista £ € [a, b] astfel

incat
AR
R(f) = —m/a F(x)dx

Efectuand inca o integrare prin parti se obtine (5.9).

2. Cazul n = 2m + 1. Descompunem integrala (5.11) in

b a2m41
R(f):/ U(x)[x,a,a—l—h,...,a—l—nh; f]dl':/ u(x)[m7a07a17"'7a2m+1;f]da::

ag

a2m+1

= / u(z)|x, apyaq, . .., Gomyn; f]d:l:+/ u(z)|x, ap, a1, ..., aopmyr; flde.

ao a2m
Notam prin Iy si respectiv Iy cele doua integrale de mai sus. Fie v(z) =

H?;"O(x—ai). Atunei u(z) = v(x)(x—agy1). Utilizand formula de recurenta

[, a0, - -, asm; f] — [ao, - - -, Gama; f]

T — A2m+1

[$,a0,a1, cEA2ma s f] =

prima integrala devine
a2m azm
]1 :/ U(fﬁ)[ﬂf,ao,...,agm;f]dx_ [a’07"'7a’2m+1;f]/ U(x)dfﬂ
aop ao

Aplicand rezultatul stabilit in cazul anterior, exista & € [ag, agy| astfel

incat o
m a2m
L = f—(&)/ zv(x)de.
2m+ 1) J4,
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Folosind din nou faptul ¢& [**" v(x)dz = 0, rezulta

ag

)
Il = m /I;O U(.’L’)dl'

Reluand calculele, daca in integrala anterioara se efectueaza o integrare prin
parti atunci se obtine

/ u(z)der = / zv(z)de = —/ F(z)dz <0,

ao ag ag

unde F(z) = [ o(t)dt.

ao

In intervalul [a2m, Gomy1] functia u(z) este nepozitiva. Aplicand succe-
siv prima teorema de medie a calculului integral si teorema de medie a
diferentelor divizate exista & € [ag, aam41] astfel incat

) e
I, = 1) /@m u(z)dz.

Prin urmare

B f(nJrl)(&) azm f(n+1)(€2) A2m+1 B
R(f) = e /a0 w(z)dz + m/@m w(z)de =

1

= G A E) + e @)

unde prin A\, Ay s-au notat cele doua integrale, numere nepozitive. Se ob-
serva ca A; + Ay = fab u(z)dz. Potrivit proprietatii lui Darboux, exista
€ € [&1,&) C a, b] astfel incat

A fUTD (&) 4+ Ao fOTD (&)
A1+ Aa

= /"),

In consecinta

(n41)(g) b
R(f) = ]ETLTl()f')/a w(z)dz. =
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5.4 Formula trapezului (n = 1)

Evalaurea restului. Potrivit formulei (5.10)

R(f) = fl;(‘g)/ u(z)dx

unde u(x) = (x — a)(x — b). Integrala este —@. In consecinti, are loc formula
trapezului
" _ 3
[ e = bo- ot + sy - QLD

Denumirea formulei provine din faptul ca integrala fab f(z)dz, adica aria delimi-
tata de graficul dunctiei f, axa Ox gi dreptele x = a si x = b se aproximeaza prin
aria trapezului ABNM (Fig. 1).

Aplicarea practica a formulei trapezului. Fie m € N*. impér’gim
intervalul [a,b] in m parti prin punctele a; = a+ih,i =0,1,...,m (h= bﬁ) si
utilizam formula trapezului pentru calculul integralei functiei in fiecare interval
la;,a;41],0=0,1,...,m — 1. Astfel

/ ) = mZ / f(@)dz =

f(&) (a1 — a;)?
R

-1

:‘{

3

(aiv1 — a;))[f(air1) + f(ai)] —

1
()
| —
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Separand expresiile, rezulta

/ ) =

si repetand rationamentul din demonstratia Teoremei 4.1.1 obtinem formula trape-
zelor.

(b—a)® f"(&) + ...+ f(€m-1)

12m?2 m

a)+2 Z fla+ih)+ f(b)]—

/f +2Zfa+m + f(b)] — #

Prin urmare integrala functiei f in mtervalul [a, b] se aproximeaza prin

b—a

[m(f) = m

m—1
a)+2)  fla+ih)+ f(b)].
i=1
Aplicatie. Sa se calculeze 7 cu o precizie e = 0.01 utilizand formula trapezelor

pentru calculul integralei
/ odx o
o L+a2 4

Nu se tine seama de erorile de rotunjire.
Daca f(x) = ﬁ atunci trebuie determinat m € N* astfel incat

T 1 T 1 iy

T = Il = 17 = 5O +2 3 £(ih) + F)]] <=

Tinand seama de expresia restului in formula trapezelor, conditia de mai sus se

realizeaza daca B 9
O  sup{| @) e €[04}
12m 12m?
f"(x) = 20Ty z 2)3 reprezinta o functie crescatoare in intervalul [0, 1] (deoarece

O (z) = % > 0,Vz € [0,1]) si in consecinta

sup{|/"(z)| - x € [0, 1]} = max{[f*(0)[, [/"(1)[} = 2.
Cel mai mic volum de calcul se obtine pentru cel mai mic m care satisface ine-
galitatea
sup{|f"(z)| -z € [0,1]} 1

= < €.
12m2 6m2 ~°

Ol

Rezulta m = 5, in care caz
s 1
~Y

1
1= B ) = O +207(02) + F(0-4) + F(0.6) + (0.8)] + f(1)} = 0.787.

Pentru 7 gasim aproximarea 3.148.
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5.5 Formula lui Simpson (n = 2)

Evalaurea restului. Potrivit formului (5.9)

() b
R(f) = / <£)/ zu(zr)de.

4!
unde u(z) = (z — a)(z — %22)(x — b). Valoarea integralei este —(61_2%)5.
Rezulta formula de integrare numerica a lui Simpson:
a + b b—
[ e = Lo ats + 1550 + g0 - G o,
2880

Aplicarea practica a formulei lui Simpson. Fie m € N*. impér’gim
intervalul [a,b] in 2m parti prin punctele a; = a +1ih, i =20,1,...,2m (h =
b—a

%2) si aplicam formula lui Simpson pentru calculul integralei functiei in fiecare
interval [ag;, agiio],i=10,1,...,m — 1.

/ flo dx— / U @)de =

m— (e R Y:
= ;{é(a2i+2 — ay;))[f(a2) +4f(azit1) + flazise)] — ! (&)(;ggg @) 2
Regrupand termenii rezulta formula finala
(S (b—a)
[ 42 Z Flan) + 43" o) + FO)] - s FOE)
i=0

Rezulta ca integrala functiei f in intervalul [a, b] se aproximeaza prin

In(F) =" 2 1fa) + 23 flan) +4 Y Flaser) + S

Legatura intre formula trapezelor si formula lui Simpson. Fie n € N*
si notam prin I, si J,, aproximatiile obtinute aplicand respectiv formula trapezelor
si formula lui Simpson

I =22[f(a) + 2307 fla+i=2) + f(b)],
an"ﬁn[f(a)+2211f(a+2z 9) 437 fla+ (20 4+ 1)52) + f(b)).
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Teorema 5.5.1 Are loc egalitatea

4 1
J, = Iy, — =1,
37 3

Demonstratie. Pentru simplificarea scrierii, notam h = I’Q_—na si fi = fla+ih),i €
{0,1,...,2n}. Atunci
4 1

S lan() = 5hlf) =

2n—1
b

—a 1
:_'2.2n[f0+2i21fi+f2n]_§.

W

b—a
2n

w

n—1
[fo +22f2i+f2n} =

b

n—1 n—1
f;la[f0+2;f2i+4;f2i+l + fop] = Jn(f). =

5.6 Integrale de tip Cauchy
Fie f € C[—1,1] si a € [—1, 1]. Integrala
b f(2)

1T —a

dx

se numeste integrala de tip Cauchy. Formula de integrare numerica se va obtine

inlocuind functia f printr-un polinom de interpolare in nodurile xqg, z1, ..., x,.
Cazul a ¢ {xo,21,...,2,}. In acest caz functia f se inlocuieste cu
= T —a u(x
Lo (E) = 32 ) S ) + o)
unde
ug () u(z) -
l = - = - .
) = 0 ) =2 at) = I
Astfel .
f@) Sy oy ) )
r—a Tp—a u(a) x —a
k=0
de unde
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Daca g(zx) este catul impartirii polinomului u(z) prin x — a atunci

= q(z) + u(a) — /1 ;(—Q:szx = 3 q(z)dx + u(a)In 1 _T_ Z.

Observatie 5.6.1

Integrala singulara este

U de . @7 da bode 1—a
= lim + =1In .
L T—a NO0\J, xT—a are T —Q 1+a

In final rezulta

de ~ Z @) /1 l(x)dx + / q(z)dz + u(a) In Loa

4T —a Tk —a 1 1+a

unde integralele din membrul drept sunt aplicate unor polinoame.
Daca nodurile sunt ‘echidistante x;, = —1 + %k‘, k € {0,1,...,n} atunci

[ (2)de = 20, 4.

Cazul a € {xg,x1,...,2,}. Presupunem ca a = x;. Functia f se inlocuiegte
cu polinomul de interpolare Lagrange-Hermite corespunzatoare conditiilor de in-
terpolare

H(z;) = f(z;), j€A{0,1,...,n},
H'(z;) = f'(z).

Au loc relatiile

H(z) = 2 flar)hio(z) 4+ f'(2i)hia(2),
hio(z) = ;k__C;lk(x), ki
hio(x) = Li(z)(1 - (z — a)li(a))
hip(z) = (z—a)li(z)
unde .
li(z) = ;‘;k(fk)), wy(z) = xw_(xa?k7 w(z) = H(x )
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Astfel

Astfel .
1 _f(r) dr ~ Z —f(xk) /1 Iy (x)dz+

1L —a T — Q

+f(a) /_11 (x i i z;(a)> li(z)dz + f'(a) /_11 li(z)dz.

Integralele din membrul drept se calculeaza fara nici o eroare de metoda.

5.7 Polinoame ortogonale

Fie I C R un interval si p: I — (0,00) o functie continui. In multimea
polinoamelor P C R[X] introducel produsul scalar

< P,Q>= /Ip(a:)P(x)Q(x)dx

Un polinom P € P, este monic daca coeficientul lui 2" este 1.
Polinomul @),, € P, este al n-lea polinom ortogonalin intervalul /, cu ponderea
p, daca
< Qn, P>=0, VP €P,_;.

Este folosita gi terminologia: @, (z) este ortogonal in intervalul I, cu ponderea p,
pe multimea polinoamelor de grad cel mult n — 1, P, ;.

Teorema 5.7.1 FEuxista un unic polinom monic P, de grad n ortogonal in inter-
valul I, cu ponderea p, pe multimea polinoamelor P, ;.

Demonstratie. Fie Py(z) = 1. Presupunem ca s-au construit cele n polinoame
monice ortogonale in I cu ponderea p, Pi(z), Py(x),...,P,(z). Pyi1(z) se con-
struiegte utilizand algoritmul Gram-Schmidt, pornind de la functia p(z) = 2™+
Atunci .

<p, P>

P =3 SR
k=0 ky 1k

Py(z)
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este polinom monic de grad n + 1, ortogonal pe Fy, Py, ..., P,. Intr-adevar,

< P,1, P >=< P->—zn: <p L > < P, P >=<p,P;>—<p P >=0
n+l, 43 =< p, Ly i < Pk;,Pk > ky Lj >=<DP, Ly Db, I7; — Y

unde j € {0,1,...,n}. Deci P, este ortogonal in intervalul I, cu ponderea p,

pe P,,.

Pentru a justifica unicitatea lui P, ,;, presupunem ca mai exista un polinom
monic 15n+1 de grad n + 1 ortogonal in intervalul I, cu ponderea p pe multimea
polinoamelor P,. Fie p = P,y — P,iq1 € P,. Pentru k € {0,1,...,n} au loc
egalitatile

<p, Py >=<P,,Pj>—< P, P, >=0,

de unde P’rH—l = Pn+1. n
Fie 62 =< P,, P, > si polinoamele ortogonale

Pu(z) = 2"+ 2™ 4.,

Qn(r) = apa™ +bpa™ 4. .. (5.12)

Atunci au loc egalitatile
Qulz) = a,Pa(z), o = 2— P —c Q Q> a2 (5.13)
Teorema 5.7.2 Daca P.1 =0 si Py, P1,..., P,,... sunt polinoame monice or-

togonale in intervalul I,-cu ponderea p, atunci are loc formula -celor trei termeni-

Poii(z) = (2 — ap) Po(x) — BrnPr-i(x), (5.14)
“ P, zP, P,, P, 52
< ny LLy > < nytn > n

“ <PIL7P7L> ﬁ <Pn—17Pn—1> 572171 ( )

Demonstratie. Fie n € N si polinomul
p(.’E) = Pn+1(x) - ("U - O‘n)Pn(x> + Bnpnfl@j)a

unde «,, si 5, sunt dati de (5.15).
Deoarece P, si P, sunt polinoame monice, p € P,,.
Pentru k € {0,1,...,n — 2} avem

<p, P, >=< Py, P, >— < P, (x — )Py > +0n < P1, B, >= 0.
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Exista polinomiul g € P,,_; astfel incat xP,_; = P, + ¢. Atunci
<p, Pn—l >=< Pn+1aPn—1 > =< Pna ((L’ - an)Pn—l > +6n < Pn—th—l >=

=—<P,,2P, 1 >+0, < P,_1,P_1 >=
=—<P,,P,>—<P,,q>+8, < P, 1,P,_1>=0,
si
<p,P,>=<P,1,P,>—<(x—ay,)P,, P, >+0, < Py, P, >=
=—<uxP, P, > +a, < P,, P, >=0.

Cum < p, P, >=0, Vk € {0,1,...,n} sip € Py rezultap=0. m
In cazul unui gir oarecare de polinoame ortogonale (5.12), tinand seama de
(5.13), relatia (5.14) a Teoremei5.7.2 devine

a1 d? i}
Qnt1 +0,Qp + —12—nQn_1, Vn € N,

an

xQn =

Utilizand reprezentarile (5.12) ale polinoamelor @,,, din identificarea coeficientilor

termenilor de grad n, in egalitatea anterioara, se obtine «,, = % — Zn—i Asftel
a b b 1 (p—1 d2 *
2Qn = ——Qpi1 + (— — —)Qu + ——5"Qu1, VneN.  (5.16)
An+1 (07% (p41 Qn dn—l

Referitor la radacinile unui polinom ortogonal pe P,,_; are loc rezultatul:

Teorema 5.7.3 Daca polinomul v € P, este ortogonal, cu ponderea p(x), in I,
pe P,_1 atunci radacinile lui u(x) sunt simple si apartin intervalului I.

Demonstratie. Sa presupunem ca u(z) are m < n radacini reale si cu ordinul

de multiplicitate impar in 7, notate x1, ..., z,,. Fie
(z) = 1 daca m =0
4= I (2 — ) daca m >0

Atunci u(z)g(x) nu schimba semnul in [, astfel
[ sontziata)ds £ 0.
I

Daca m < n atunci relatia de mai sus este contradictorie; prin urmare m = n. m
Determinarea radacinilor unui polinom ortogonal.
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Fie matricea

Oéom
\/Eal\/E

Qp—2 ﬁnfl

V anl Qp—1

Notam prin ¢, () polinomul caracteristic al matricei T,,, adica p,(z) = |z1,—T,|
Teorema 5.7.4 Utilizind notatiile teoremei 5.7.3, pentru oricen € N*, P,(z) =
on().
Demonstratie. Inductie dupa n. Daca P;(x) = x — a; atunci conditia de ortog-
onalitate < P, Py >= 0 implica

<P, ,Py>=<2,Fy>—-a1 <1, Py >=<xFy, Py > —a; < By, B >=0,

de unde
o <.CEPO,P0> o

@ < Py, Py > - oo
Presupunand ca Py(z) = ¢p(x), k€ {1,2,...,n — 1} se dezvolta determinantul
on(z) dupa ultima coloana si se obtine

on(z) = (* — an-1)Pn-1(2) = Bu1n—2(r) =(r — an_1)Po1(z) — Bu1Paa().

Tinand seama de teorema 5.7.3, rezulta ca oy (x) = P,(z). =
In concluzie, radacinile polinomului P,(x) sunt valorile propri ale matricei T,.
Intr-o alta abordare, avem nevoie de

Teorema 5.7.5 (Formula Darboux-Christoffel) Are loc relatia

. E\T) an 1 Qui1(x)Qp — Wn(T)&nt1
;Q(C)l?(y)_ 1 Qnia(2)@n(y) — Qn()Qnia(y)

Apy1 d? r—y

. (5.17)

Demonstratie. Potrivit formulei (5.16), pentru orice k£ € {1,2,...n} au loc
egalitatile

a b brya ap—1 df

rQi(x) = akHQkH(x)"‘(a_k_akH)Qk(l’)—i‘ o d%_leq(ﬂf),
2

Q) = Q)+ (% B0 )+ B % g ().

2
Ag11 A gyl ap dy_,
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Scazand relatiile de mai sus, Inmultite in prealabil cu Qy(y) si respectiv Qx(z),
se obtine

(2 — 1) Qu(x)Quly) = “_’“H (Qe1 () Qi) — Qu() Qs ()] +

aZ’l d;i[le(x)Qk(y) — Qu(2)Qr-1(y)]
kg1
(z — y)Qk(xg)l?k( o Ak+1 d2 [Qk;-i-l( )Qk(y) — Qk(2)Qri1(y)] =
_aa d2 [Qk( )Qk,l(y) - Qkfl(x)Qk(yﬂ
ko YE

Adunand, rezulta

(o =) 30 B 10,1 (010, (1) — Q) Q)

An41 d%

[Ql( )Qo(y) — Qo(2)Q1(y)]-

(11 d2
Dar
ay al2 [Ql( )Qo(y) — Qo(2)Qu(y)] = a(l) ;2 [(a12 + b1)ag — ao((a1y + b1)] =
— %o Sy) = (o - ) LR

Trecand acest termen in membrul stang, se obtine relatia din enuntul teoremei.
]
Formula lui Darboux-Christoffel are urmatoarea consecinta importanta:

uuuuu

Demonstratie. Din (5.17), pentru y — « si utilizand regula lui I’'Hospital se
obtine

ZQ’“Cg F oo w L (00u) — Q@) @un()).  (5.18)

An+1 d?L
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Fie 1 < x93 < ... < x,41 radacinile polinomului @,,;1. Pentru = = x; din (5.18)
rezulta

"L Qu(x;)? a, 1
7 n / .
Z d2 = a d_2 Qn+1('xl)Qn(xl) > 07 Vi € {1,...,TL—|—1},

k=0 k n+1 tn
adica semnul expresiei @, (2;)Qn(x;) nu depinde de .

Deoarece radacinile polinomului @, sunt simple, @/, (z;) si @, (Zit1)
au semne contrare. Prin urmare Q,(z;) i @Qn,(x;41) au semne contrare. Astfel,
@, are cel putin o radacina in intervalul (x;,2;41). Cum numarul intervalelor
(i, 2i41), © € {1,...,n} este n, fiecare asemenea interval contine exact o radacina
a lui @Q,. ]

Practic, cunoscand radacinile polinomului ortogonal @),,, radacinile lui @,
se pot calcula utiliza metoda empirica a injumatatirii.
5.8 Polinoame Legendre

Polinoamele lui Legendre sunt polinoame ortogonale cu ponderea p(x) = 1 in
intervalul I = [a,b], a,b € R.

Teorema 5.8.1 Polinoamul

w(w) = ol = a)( — )"
este ortogonal, cu ponderea p(x) = 1, in intervalul |a,b], pe P, 1.

Demonstratie. Fie u(z) € P, polinomul ortogonal, cu ponderea p(z) = 1, in
intervalul [a, b], pe P,_;si L(x) solutia problemei Cauchy

L™ (z) = u(z),

L(a) =0,
L'(a) =0,
L(n_l)_o .....

Observam ca L € Py,. Daca q € P,_; atunci in urma a n — 1 integrari prin parti
gasim

0= / bq(:c)u(x)dx - / bq(x)L(")(x)dx -
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b
= gL — gL (=) VL + (—1)n/ q"™ (z)L(z)dx =

a

= q(0)L" Y (0) = ¢ (O) LD (0) + ...+ (=1)" gV (D)L(B).

In particular, pentru ¢ = 1,2, 22,...,2""L, din egalitatea de mai sus, obtinem
succesiv
L0y =L (b)) = ... = L(b) = 0.

Astfel a gi b sunt radacini multiple, de ordin n pentru L(z) si deoarece L este
polinom de grad cel mult 2n deducem L(x) = ¢(z — a)"(x — b)" i In consecinta
u(@) = c[(z — a)"(z — b)"]™.

Daca ¢ = (2”—71), atunci coeficientul lui 2" este 1. m

Se noteaza

L) = [ — a)" (e — b))
" (2n)!

In cazul intervalului [—1, 1] au loc proprietatile:
Functia generatoare a polinoamelor Legendre este

U(z,z) =

V1—2xz+ 22 Z La (5.19)

Formula de recurenta. Derivand (5.19) dupa z se gaseste

r—z b .
1—2xz+ 22 \/m Z_%(n + 1)Ln+1(x)z ,

de unde
(x — 2) Z Ln(2)2" = (1 — 22z + 2° Z Lyiq(z)z".
n=0 n=0

Din identificarea coeficientilor lui z" rezulta formula de recurenta
(n+ 1)Ly (z) —x(2n+ 1) Ly(x) + nl,—1(x) =0, Vn e N (5.20)

Derivand (5.19) dupa x se obtine

z
L/ n
1—2xz+z2\/1—2xz+z2 Z
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sau

ZL (1 —2zz + 22 ZL' 2",

n=0

Identificand din nou coeficientii lui 2™ rezulta
Lp1(x) =L, (z) —2zL,_{(z)+ L, _5(x). (5.21)

FEcuatia diferentiald a polinoamelor Legendre. Din (5.19) si (5.21) se deduc
relatiile

Loa(z) = % (20 + 1)aLo(x) — (0 + 1) Lyss (2)] (5.22)
L,(z) "= L, (x)—2xzL,(z)+ L,,_,(x). (5.23)
Substituind (5.22) in (5.23) rezulti
L, 1 (x) =zL)(z) + (n+ 1)L, (x), (5.24)
care introdus in (5.23) da
L _(x) =zL),(z) — nL,(z). (5.25)
Pentru n := n + 1, relatia (5.25) devine
Liy(z) = 2Ly (x) = (nt 1) Lnga ().

Derivand aceasta relatie si substituind apoi L;_ ,,L” , dat de (5.24) rezulta
ecuatia diferentiala

d

- [(1=2)Li@)] + n(n+ 1)La(x) =0, ¥neN". (5.26)

Teorema 5.8.2 Au loc relatiile de ortogonalitate

/Ln(x)Lk(x)dx: 2 On k

1 2n+1
Demonstratie. Fie n # k. Scazand egalitatile

L1 = 2L, (2)] + n(n + 1) Ly (z) = 0,
L (1 —a2?) Ly (x)] + k(k +1)Li(z) = 0
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inmultite in prealabil cu Lg(z) si respectiv L, (z), se obtine

ddm [(1 — 23 (L (z)Ly(x) — L;C(:v)Ln(x))] + [n(n+1)—k(k+ 1D)]L,(x)Li(x) = 0.

Prin integrare rezulta

1

(1—a?)[Ll (2) Ly () — Ly () Lo ()] |1 + In(nt- 1)~ k(k+1)] / Lo(@) Ly(x)dz = 0,

1

de unde f L, (z)Li(x)dz = 0.
Integrand rela1;111e

(n+1)Lpy(z) =2(2n+ 1)L, (z) + nLly_1(z) =0
nLly,(z) —x(2n = 1)L,(x) + (n — 1) Ly—o(x) =0

inmultite in prealabil cu L, _;(x) si respectiv cu L, (x) se obtin egalitatile

—@2n+1) [ 2L, (2 )L () dx+nf1 L2 (z)dz =0
n 1 L2 (x)dz —( 1) [}, Lo(2) Ly ()dz = 0,

! 2n—1 [*
L?(z)dz = L? dzx.
| L 2n+1/_1 2 (a)de

1 ) 2
L dr = :
/_1 n<x> ‘ 2n +1 .

5.9 Polinoame Hermite

de unde

Recursiv, rezulta

Polinoamele lui Hermite sunt polinoame ortogonale cu ponderea p(z) = e~
in /=R
Functia generatoare a polinoamelor Hermite este

U(z,z) = 2 i ‘ (5.27)

n=0

adicd H,(z) = $X(,0).

Seriind W(z,z) = ¢ o= g u = P () = e gy
rezulta 2
8”\11 22 ndne—m
Hy(x) = ——(x,0) = " (—1) ,

an
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In particuler, Ho(z) = 1, H,(z) = 2.
Formula de recurentd. Derivand (5.27) dupa z se gaseste

o0
92772 (x — 2) E H,(x
n=1

2N 1

(n—1)V

de unde . .
2(x — 2) ZHn(x)i => Hn(x)L_l.
— n! — (n—1)!
Ordonand dupa puterile lui z, avem
Yo <Hn+1(x) — 2 H,(z) + 2an_1($)) —0,
n!
n=0
adica au loc formulele de recurenta
Hy1(z).— 2eH,(x) + 2nH,_(z) =0, VneN" (5.28)

Ecuatia diferentiald a polinoamelor Hermite. Derivand (5.27) dupa « se obtine

2wz 22 Z H/ ~

sau
n

o0 o0

ZZ Z >Z

n! nl’
=0 n=0

In mod analog, ordonand dupa puterile lui z; se obtine

i n (H,< ) — 2an—1(l’)> = 0.

n=0

Deci
H/ (x) =2nH, 1(x),  VYn e N". (5.29)

Utilizand (5.29), rezulta ca coeficientul lui 2™ in H,(z) este 2",
Substituind (5.29) in (5.28), acesta devine

Hy1(z) — 2zH,(z) + H, () =0,
care derivata da
H,, (v) = 2H,(v) — 22 H, (x) + H,)(x) = 0,

sau

H/(z) — 2xH) (x) +2nH,(z) =0, VneN" (5.30)
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Teorema 5.9.1 Au loc relatiile de ortogonalitate

/ ¢ H, () Hy(z)dz = 2"n!\/T 0

Demonstratie. Fie n # k. Scazand egalitatile
H)(z) — 2nH)(x) + 2nH,(z) = 0,
H](x) —2kH](z) + 2kHi(z) =0

inmultite in prealabil cu Hy(x) si respectiv H,(z), se obtine
K@) Hy(x) = HY (@) Hy()| = 20| K (2) Hi(@) — H} (@) ()| +

+2(n.— k)H,(x)Hi(z) =0

d
dz

2

(B (@) Hix) = Hi(2) B (2))e ™" | 4 2(n = R)e™ Hy(2) Hiy () = 0

Prin integrare rezulta
/OO e~ H, () Hy (2)dz — 0.
Integrand relatiile
Hy1(z) —22H,(x) + 2nH,_1(2) =0
H,(x) —2xHy_1(z) +2(n — 1)H,5(x) =0

@® n—i(x) si respectiv cu e_‘EQHn(x) se obtin egalitatile

inmultite in prealabil cu e™
-2 [7 e H,(z)Hy_y(z)dz + 2n I e H? | (z)dz =0

fjooo - Hz dr —2 ffooo xe_IQHTL(x)anl(m)dx = 07

/ e H2(z)dx = 2n/ e H2_ (z)dz.

[e.e] —00

de unde

Recursiv, rezulta

/ e_szfl(x)dx = Z”n!/ e dr =2"nl\/7. m

—00 —00
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5.10 Polinoamele lui Laguerre
Polinoamele lui Laguerre L% (z), (o > —1), sunt polinoame ortogonale cu

ponderea p(z) = z®e~* in intervalul I = (0, 00).
Functia generatoare a polinoamelor Laguerre este

I .
\I’(,_’L‘7Z) = m -z = ZL< > —. (531)

Dezvoltand functia exponentiala

si utilizand dezvoltarea binomiala

io:(k+a+1)(k+a+2)...(k+a+j)

—k—a—1 __

2, |z| <1,
=0

din (5.31) rezulta dezvoltarea

W) = 30 S RO ENEE O LD B0 D) s

Prin schimbarea de indice j + k = n, egalitatea anterioara devine

cla+k+D(a+k+2)...(a+n) ,
Z Z )(k!(n—k)!) e

Prin urmare

L (o) = R - )

n

= x*ael’ﬂ(mnﬂyeﬂ).
T

Formula de recurenta. Derivand (5.31) dupa z rezulta

P 1 on

1 @z |0+ 1
- T 1z L<a> L<a> ~
(1—,2’)0‘“6 {1—2 1—2 } Z n—l Z i ( n!’
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sau
. (0% Zn . (0% Zn
y Ly >(a;)H (14 a)(1—2)—a] = (1—2z+ 2% ZL;;(@H.
n=0 n=0

Din identificarea coeficientilor puterilor lui 2z se obtine formula de recurenta
Ly (z) = (2n+1+a—x)Ly* () + n(n+ o)Ly (z) = 0. (5.33)

FEcuatia diferentiald a polinoamelor lui Laguerre. Derivand (5.31) dupa x se
obtine

z 1 xz - r, 2"
— Tioz = L= i
1—z(1—z)a+16 ;% " (I)n'

sau
1 < cas; A% _ - cas’, (2"

Egaland coeficientii lui z" rezulta egalitatea

L3> (@) 4+ 0 Lo (x) —n L7 Yz) = 0. (5.34)

<a> §1 L<Ot>

Ecuatia diferentiala a polinoamelor Laguerre se obtine eliminand L;%] i

intre (5.33) si (5.34).
In acest scop, explicitam L3%7 din (5.33)

e 1 (e «
Lo = Ry [(Cn+1+a—2)L5% — L3o7],

care substituit in (5.34) conduce la
Loy — L3+ (2n+2+a—2) L5 — (n41—2)L7* =0,
Prin derivare, rezulta

Lo " — Loy "+ 2n 43+ a—a) L5 — L5 —(n+1—2) L5 T = 0. (5.35)
Pentru n :=n + 1, din (5.34) se gaseste
Lyt "= (n+1) Ly® "= (n+1) L7,
care substituit in (5.35) da
2Ly 4+ (1+a—a) L7 +nly® =0,
adica L% este o solutie a ecuatiei diferentiale

)+ (1+a—2x)y +ny=0. (5.36)
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Teorema 5.10.1 Au loc relatiile de ortogonalitate
/ e "Ly () L de = nll(n4+ a4+ 1)d,
0

Demonstratie. Fie n # k. Scazand egalitatile
eL> " 4+ (1+a —x) L5 4 nLse> =0,
eL3 "+ (1+a—2) L5 + kLT =0,

inmultite in prealabil cu z%e " L;®” si respectiv x%e L%, se obtine

g e (L0 "L — Lo T L0 pae T (1ha—x) (L5 Ly — L™ 'LI%)+
+a%e " (n — k)L L =0

sau

d
dx

Prin integrare rezulta

xa+1€fz(L§a> ’Llja> _ L:a> ’LT<La>) 4 2(71 o k)xaef:rL;a>L’ja> = 0.

/ x%e "L (x) L (x)dz = 0.
0

Integrand relatiile

Lo —(2n+1+a—2)L5* +n(n+a)Ly*T =0

Ly —C2n—14a—-2)L;*T+(n—1)(n+a—-1)L*5 =0
inmultite in prealabil cu x®e~* L% gi respectiv cu x%e * L%~ se obtin egalitatile

JoT a e " Lo () Loy (z)da 4+ n(n +a) [ e L7 (@)]*dz = 0

Sy ave (L% (@) Pda + [ 2ot e P LS (0) L7 (a)da = 0,

de unde
/000 % "L (2))*de = n(n + «) /000 2% (L7 (z))*da.
Recursiv,rezulta
/00 2% "L (z))Pdr = nl(a+n)(a+n—1)... (e +1) /00 % dr =
0 0

=nlla+n)la+n—-1)...(a+ D' (a+1)=nl(a+n+1). =
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5.11 Polinoame Cebisev

Polinoamele lui Cebigev sunt polinoame ortogonale cu ponderea p(z) = —

in intervalul I = [-1,1].
Polinomul lui Cebigev de gradul n, restrictionat la intervalul [—1,1], este
definit prin
T, (r) = cosn arccos .

Teorema 5.11.1 Au loc afirmatiile
(i) Polinoamele lui Cebisev satisfac formulele de recurenta:
Tn—‘,—l(x) - QITW<I> - Tn—l(x);
Ti(x) = =
(ii) Coeficientul lui x a lui T, (z) este 2"~ si coeficientul lui x"~1 este 0.
Teorema 5.11.2 Au loc relatiile de ortogonalitate
' T (2)Ti(x)

———=dr = 0, Vn #k, n,keN,
1 \/1—1’2 #

T2 (x) dr - T on>1
_1\/1—552 T T n=0

5.12 Formule de integrare numerica de tip Gauss

Fie —oco < a < b < 0. In cele ce urmeaza vom considera formule de integrare
numerica de forma

b n
| s @de =Y Aufta) + ) (537

unde p : (a,b) — R este o functie continua, pozitiva numita pondere.
Formula de integrare numerica (5.37) are gradul de exactitate m daca

R(1)=R(z)=R(2*)=...= R(x™) =0 R(z™)#0.

In consecinta, pentru orice polinom f € P,

[ sorf@ar =3 Ais(a)
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Teorema 5.12.1 Gradul de exactitate al formulei de integrare numerica (5.57)
este cel mult 2n — 1.

Demonstratie. Utilizand formula de integrare numerica pentru functia polino-
miald fo(z) =[], (z — 2;)* € Py, gisim

0< / p(x) fo(x)dz = R(fo). "

Formulele de integrare numerica de tip Gauss sunt formulele de forma (5.37)
pentru care se atinge gradul maxim de exactitate.

Teorema 5.12.2 Daca.u € P, este polinomul ortogonal, cu ponderea p(z), in
la,b], pe P,,_1 cu radacinile x4, ..., x,, atunci formula de integrare numericd

/ o(2) f () :/ (@) L(Py i1, e f)dz + R(F)

are gradul de exactitate 2n — 1.
Demonstratie. Daca f € P,y atunci f = L(P,_1;21,...,2,; f), de unde

/ab p(x) f(z)de = /ab p(2)L(Py 1521, ..., 20 f)dz.

Fie f € Py, 1. Daca ¢, r sunt respectiv catul gi restul impartirii lui f la u atunci
f=qu+rsiqrelP, 1. Auloc egalitatile

L(Pn,1;$1, sy T f)(.’lf) = L(Pnfl;xh s 7xn>qu+r><x) =

n n

= Z[q(ml)u(xz) + r(z))|li(z) = Zr(xz)ll(x) = L(P, 1521, ...,25;7) ()

i=1 i=1

$i In consecinta

/ab p(E) LBy 21, . 70 () = / LB i) = /abp i)

Deoarece u ortogonal, cu ponderea p(z), in [a, b], pe P,,_1, urmeaza ca

[ @i = [ pwlawyute) + i =
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b b
— [ @@+ [ pla)ra)de =

:/ p(x)L(]P)n_l;acl,...,xn;r)(x):/ p(x)L(Py_1;21, ..., 205 f)(x). =

Daca tinem seama de expresia polinomului de interpolare Lagrange atunci
formula de integrare numerica de tip Gauss devine

b n b
[ s@rstaii =3 @) [ it + R(p),
a i=1 a
Astfel coeficientii formulei de integrare numerica sunt

b
A, :/ p(a)li(x)de, i€ {12 .n}. (5.38)
Aceasta expresie a coeficientilor este utila in cazurile in'care integrala se calculeaza

analitic. Deoarece [; = % € P,_1 = I? € Py,;_», pentru coeficientul A;
gasim gi exprimarea

b n
0< / p(a)li(x)*de =Y Al (x) = A;. (5.39)
a j=1
Teorema 5.12.3 Dacd f € C*"[a,b] atunci existd & € [a, ] astfel incat
b b
R(f) =/ p(ﬂ«“)f(x)dx—/ p(@)L(Pro1; iy, ., s fdw =

(2n) b
= f(2n§'§)/ p(z)u?(x)dz,

Demonstratie. Notam prin H(x) polinomul de interpolare Lagrange-Hermite
care satisface conditiile

H(z;) = f(z) ie{l,2,...,n},
H'(z;) = fl(x) ie{l,2,...,n}.

Atunci, tinand seama de restul polinomului de interpolare Lagrange-Hermite
(2.3.4) exista ((x) € [a, ] astfel incat
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Inmultind cu p(x) si integrand gasim

b (2n) T
R(f) = / p(x)u%:v)%?f)(!))dx. (5.40)

Intr-adevar, deoarece H(x) € Py,_1, formula de integrare numerica a lui Gauss
implica
n n

b b
/ p(x)H (z)dx = ZAiH(xi) = ZAzf(xz) = / p(x)L(P, 1521, ..., 2 f)(x)de.
a i=1 i=1 a
Functia z — f@V(¢(z)) = (2
gralei din membrul drept:din (5.40) teorema de medie a calculului integral. Astfel,
exista & € [a, b], astfel incat

n)! #(I) fiind continua, putem aplica inte-

(2n) b
f(2n§'§) / p(x)u?(z)dx. "

In general, nodurile formulelor de integrare numerica de tip Gauss — adica
radacinile unor polinoame ortogonale — se calculeaza numeric.

Coeficientii unei formule de integrare numerica de tip Gauss se pot calcula
utilizand rezultatul teoremei:

R(f) =

Teorema 5.12.4 Daca (Q),,)nen este un sir de polinoame ortogonale cu ponderea
p in intervalul I, atunci coeficientii formulei -de integrare numerica de tip Gauss

sunt P
a
A = nonl ie{l,2,...,n},
anle/ (xi)anl(x» { }

unde Qi (x) = apz® + .. si di = [, p(x) Qi (z)dx.

Demonstratie. In acest caz u(z) = %"Qn(x) Din formula Darboux-Christoffel

— Qr(x -1 1 Qn(2)Qn-1(y) — Qu-1(7)Qn
Z _ (2)@n-1(y) ()@n(y)

2
Qn dnfl r—y

pentru y = x; i € {1,2,...,n} se obtine

Z Qk Qk xz _ Apn—1 1 Qn(x>Qn—1(-rz>

a, d>_, T —
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inmul‘gind egalitatea de mai sus cu p(z) si integrand, rezulta

2_: Qljgi) /Ip(x)Qk(x)dx = a"_lw/lﬂ(fc)Qn—wdx- (5.41)

2
—~ an, di_4 T -

Datorita conditiilor de ortogonalitate

2

/p(x)@k(x)dx = 5,{70%, ke{0,1,...,n—1}.

I o

Deoarece

integrala din membrul drept al lui (5.41) se calculeaza fara eroare prin aplicarea
formulei de integrare numerica de tip Gauss:

[oo =>4, = 401w

i

Formula (5.41) devine

Qo(;) dj an—1 Qua(xi) ,
0P80 g o et B 4 Q1 (),
& a a2, (i)
de unde )
A, = andn_l -

1@ (2:)Qn1(2:)

Cazul p(z) = 1.
In acest caz, polinoamele ortogonale sunt polinoamele lui Legendre.

Teorema 5.12.5 Pentru p(x) = 1 coeficientii formulei de integrare numerica
Gauss sunt

(n!)? (b—a)?!

A P G — )b — w) @)

ie{l,2,...,n}.

Demonstratie. Integram prin parti integrala din membrul stang al formulei
(5.39)

Ai:/ Bla)ds = - ! )]2/ (0 J2g, (5.42)

' (x;
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o' (z)dz)].

1 u?(a)  u?(b) /b u(x)
+o [ I

- [u’(a:i)P[a—:Ui b — T — T

Functia %u’ (x) este polinom de grad cel mult 2n — 2 gi atunci formula de
T
integrare numerica Gauss calculeaza integrala ei fara eroare

b
/ Iix w)d = ZA p— )| oms, = Al ()]

j=1

1 u?(a) u2(b)
Wz a—a;  b—

—|— 2A[u (z)]?},

de unde . n )
AL ) )

[W(x)]2b— 2 a—xy

Utilizand expresia polinomului u se deduce formula din enuntul teoremei. m

5.13 Formula dreptunghiului (n = 1).

Pentru n = 1 din Teorema 5.8.1 obtinem

u(e) = 3l —a)e — O =2~ 12,

iar din (5.38)

Al =b—a.
Formula de integrare numerica a lui Gauss devine
b
a+b
[ r@de = 0= £ + R,

si este numita formula dreptunghiului.
Evaluarea restului. Integrand identitatea

a+b a-+b a+b 1 a+b

F@) = 1) + P = ) + 51 ) @ — )2

gasim

b
/af(:c)dx:(b—a a+b /f” a;—b)2dx.
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Astfel expresia restului devine

RN = [ f@de—0-af" 30 =5 [ 7 - 7 Pde -

_11 " ’ a+b2 _(b_a):sf”@)
=150 [ = e - E=TE

Formula dreptunghiului este

atb  (b—a)’f"(§)
SRR

b
/ f(x)dz = (b— a)f(

Aplicarea practica a formulei dreptunghiului. Fie m € N*. Tmpérgim

intervalul [a,b] in m parti prin punctele ¢; = a 4+ ih,i = 0,1,...,m (h = £2)
si utilizam formula dreptunghiului pentru calculul integralei functiei in fiecare
interval [a;, a;41],7 =0,1,...,m= 1. Astfel

/  fla)de = mZ / fw)de =

—_

— aip1 +a;, f(E i — a;)?

= aiy1 — a:))f( 5+ o J-

=0

Repetand rationamentul de la metoda trapezelor, deducem

/abf(x)dx:b_a

m

m—1

(-’16

1
flat i+ 5)h) +

=0

Astfel integrala se aproximeaza prin expresia

m—1
b—a

g fla+ @G+ %)h).

(2

Km(f) =

m

! Analog rationamentului efectuat la evaluarea restului formului de integrare numerica a lui
Simpson.
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5.14 Cazuri speciale

5.14.1 Formula de integrare numerica Lobatto

In locul formulei de integrare numerici (5.37) considerm formula

b n—2
| ot @de = Aft@)+ - Aifle) + BIO) < RG), (643

diferenta constand in aceea ca doua noduri — extremitatile intervalului de inte-
grare — sunt fixate.

Formula pentru care se atinge gradul maxim de exactitate se numeste formula
de integrare numerica Lobatto. Au loc urmatoarele rezultate.

Teorema 5.14.1 Gradul mazim de exactitate al formulei (5.43) este 2n — 3.

Demonstratie. In cazul functiei fo(z) = (= a)(z — b) [[\of (z — 2:)? € Pay_s
restul este nenul. m

Teorema 5.14.2 Daca u € P, 5 este polinomul ortogonal, cu ponderea (x —

a)(b — x)p(x), in [a,b], pe P, 3 cu radacinile xq,...,x, o, atunci formula de
integrare numerica

b b
/ p(z)f(x)dr = / p(x)L(P,_1;a,%1, ..., 2, 0,b; f)dz + R(f)

are gradul de exactitate 2n — 3.
Demonstratie. Daca f € P,y atunci f = L(P,_1;a,21,...,7,_9,b; ), de unde

b b
/ p(x)f(x)dx = / p(x)L(Pp_1;a,21,...,2,_9,b; f)dx.

Fie f € Py, 3. Daca ¢,r sunt respectiv catul gi restul impartirii lui f la (z —
a)(z — b)u(x) atunci f = (z —a)(z —b)qu+r si ¢ € P,_3,7 € P,,_1. Atunci

L(]P)n—l; a,Tiy...,Tp-2, ba f)($) = L(Pn—h A, L1y -y Tp—2, b7 (x—a)(w—b)qu—!—r)(x) =

= L(Pnfl;av'xb <oy In—2, b’ 7“)(33')
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si In consecinta

b b
/ p(l')L(]P)n—l;avxla---7xn—2>b; f)(.T)d.I' :/ p<x)L<]Pn—l;aaxl7'"7xn—25b; T)(l’)dl':

:L%@y@mx

Deoarece u ortogonal, cu ponderea (z —a)(b— z)p(z), in [a,b], pe P,,_3, urmeaza
ca

b b
| @@= [ ool - a)e - Datoyute) + riz)ds =
b b
= / (x —a)(b—z)p(x)q(x)u(x)dr + / p(x)r(z)dr =
b
- / p(m)L(Pn—lv Ay Ty -y Tp—2, b7 r)(m)dx =

b
:/ p(2)L(Ppr;a, 21, T, b; f)(2)dz. m

Restul formulei de integrare numerica Lobatto se poate evalua prin:

Teorema 5.14.3 Dacd [ € C*"?[a,b] atunci exista & € |a,b] astfel incat
b b
RN = [ pla)f@)de [ p)LBrsia o 0oabi f)do =

(2n—2) b
:%ﬁtg%/(x_@@_mm@ﬁ@m%

unde u(z) = /=7 (x — ;).

Demonstratie. Procedand asemanator cu demonstratia teoremei (5.12.3), notam
prin H(z) polinomul de interpolare Lagrange-Hermite care satisface conditjiile

= f(a),
= flm) ie{l2,....n—2}
= f(x) i€{l,2,...,n—2},
— ).

H(a
H(z;
H'(z;
H(b

— — ~—
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Atunci, tinand seama de restul polinomului de interpolare Lagrange-Hermite
(2.3.4) exista ((x) € [a,b] astfel Incat

[ (¢())

@n gy @~ @)z =) (5.44)

fz) = H(x) +

Deoarece H(x) € Py,_3, formula de integrare numerica a lui Lobatto implica

n—2

b
/ p(x)H(x)dw = AH(a) + > A;H(x;) + BH(b) =

i=1

n—1 b
=Af(a)+ ZAZf(xZ) + Bf(b) = / p(2)L(P, 150,21, ..., 2y 0,b; f)(x)dz.

Inmultind (5.44) cu p(z) si integrand gasim

fo2(@)

= 2) dz. (5.45)

b
R(f) = / (x — a)(x — D)p(a)id(z)

Functia x +— f@V(((2)) = (Qn)!%(gm fiind continua, putem aplica integralei
din membrul drept din (5.45) teorema de medie a calculului integral. Astfel,

exista £ € [a, b], astfel incat

Fer2)

B(J) = (2n —2)!

/ (z — a)(z = b)p(z)u?(x)dx. =

5.14.2 Formula de integrare numerica Radau

Daca in formula (5.37) se fixeaza doar un'nod — unul din extremitatile inter-
valului de integrare — atunci formula de integrare numerica are forma

[ o) = as@+ Y A + R, (5.40
sau , .
[ sai@s =3 Aife) + BIG)+ RU). (5.47)

Gradul maxim de exactitate al formulei de integrare numerica (5.46) sau (5.47)
este 2n — 2.

In cazul atingerii gradului maxim de exactitate, (5.46) si (5.47) se numesc
formulele de integrare numerica Radau.
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Teorema 5.14.4 Daca u € P,y este polinomul ortogonal, cu ponderea (x —
a)p(x), in [a,b], pe P,_o cu radacinile x1,...,x,—1, atunci formula de integrare
numerica

b b
[ s@rs@in = [ p@)Lasiasin . raoss P+ RO
are gradul de exactitate 2n—2. Un rezultat analog are loc si pentru formula (5.47).

Teorema 5.14.5 Dacd f € C*" 'a,b| atunci exista & € |a,b] astfel incat
b b
R(f) = / p(x)f(x)dr = / p(x)L(P,_1;a,21, ..., 25-1; f)de =

(2n—1) b
= —{Qn — S? / p(x)(z — a)u®(z)dz,

unde u(x) = [, (x — ;).

5.14.3 Formula de cvadratura Gauss-Kronrod

O formula de cvadratura de tip Gauss (5.37) cu n noduri are gradul de exac-
titate 2n — 1

I(f)=G(f) = ZAif(CUi); V€ Py
i=1
Pornind de la formula de cvadratura anterioara, o formula de cvadratura Gauss-
Kronrod cu 2n + 1 noduri se construieste introducand n + 1 noduri noi

2n+1

Ko (f) = Z B f (),

astfel incat

{xla"wxn} C {ylyo--aan—H}
I(f) = K(f) Vf € Pypa (5.48)

Cazul n = 1. Punctul de plecare il reprezinta formula dreptunghiului, deci
T = “T*b Formula de cvadratura Gauss-Kronrod are forma

a+b

Ey(f) = Bif(p) + B2f(—;

)+ Bsf(q).
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Parametrii formulei p, ¢, By, By, By se determina din cerinta I(f) = K4(f),Vf €
P, (5.48). Particularizand f = 1, x, 2%, 2%, 2* se obtine sistemul algebric de ecuatii

neliniare
4

B, + B 4+ By = b—a
Blp + BQGTH) + ng = b3;a3
ﬁ B1p2 + BQ(GLT—H))Q + ng2 _ b ga
Bip® + B2 + By = "5
5 5
| Bt + Bo(5)' + Byt = 5=
cu solutia
p = H-vBb-a
¢ = "57“’+1£(f’(b—a)
Bl = E(b—a)
B2 = %(b—a)
B3 = %(b—a)
Pentru a = —1,0 = 1 vom avea
V15 V15 5 8
=T 4= —F— BlzB3:_7 BQZ_'
) 5 9 9

5.15 Formule de integrare numerica bazate
pe formula Euler-MacLaurin

5.15.1 Polinoamele si numerele - lui Bernoulli

Polinoamele Bernoulli sunt definite prin

> ( > Z : ) Bi(z) = (n+1)z", neN. (5.49)

k=0

B,, = B,(0) se numesc numerele lui Bernoulli.
Din(5.49), pentru n = 0 gi n = 1 se obtin

By(x) =1 Bi(z)=z— =

Polinoamele Bernoulli se bucura de proprietatile

Teorema 5.15.1 Au loc relatiile:
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(i)
B! (z) = nB,_1(z); (5.50)

n

(ii)
Bu(z +1) — By(z) = na"; (5.51)

(iii)

n

B,(z) = kz:% < Z ) Bz *; (5.52)

(iv)
Ba(1— ) = (—1)" B, (x). (5.53)

Demonstratie. (i) Prin inductie dupa n, se demonstreaza propozitia
P,: By(x)=kBp1(x), Vke{l,2,...,n}

VneN. In ipoteza ca propozitia P, _; este adevarata, pentru a justifica P, este
suficient de aratat B!, () = nB, ().
Derivand (5.49) rezulta

i < n_kH ) By(z) = (n+ 1nz""1,

k=1
Tinand seama de ipoteza inductiei se obtine
n—1

; < ! Z : ) kBy1(x) + ( nd ) Bl (x) = (n+ 1)na""". (5.54)

n

Deoarece < " _]L— L ) k=(n+1) ( I i ] ) , relatia (5.54) devine

(n+1 i ( L — ) Br_1(z) + (n+1)B.(2) = (n + 1)na"*
k=1

sau ) X
n !/
> (1) pe@emm=3 (1) e
k=0 k=0
de unde egalitatea dorita.
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(ii) Din (i) rezulta BY (x) = (nﬁ—'k),Bn,k(:c) Utilizand dezvoltarea tayloriana
rezulta egalitatile succesive

" B (x) - n!

By(z+1) = kZ:O o= 2 mBn,k(g;) —
= ;i < Z’ ) By_i(z) = ;n% < Z ) Bi(z) = : ( Z ) Bi(z) + Bu(x).

=0
Utilizand (5.49), egalitatea anterioara devine
Bu(z +1) = B,(x)+ na""
(iii) Din dezvoltarea tayloriana
By +hy =3 P Wy 3 ( ! ) By w(y)h*,
k=0 ' k=0

pentru y = 0 si h = x rezulta

k=0
(iv) Din (5.51), pentru z := —z, rezulta
B,(1 —2) = By(—2) + n(=1)""1a" .
Utilizand din nou (5.51), egalitatea anterioara se poate scrie
By(1 =) = By(~x) = (=1)" 1 [Ba(1 + 2) — Ba(2)]

(=1)"Buir(1+ ) — Bp(—2) = (=1)"By(z) — Bo(1 —z).  (5.55)

Definind polinomul ¢(z) = (—1)"B,(x) — B,(1 — x), egalitatea (5.55) se rescrie
o(x + 1) = p(z), adica ¢ este o functie periodica, cu perioada 1. Prin urmare ¢
este o functie constanta

(=1)"B,(x) — By(1 —2) = ¢,.
Prin derivare se obtine

(=1)"Bl(x)+ B,(1—x) =0
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Sau

(=1)"Bo_1(z) + Bp_1(1 — z) = 0.

Astfel B, (1 —z) = (=1)""'B,_1(x), relatie echivalenta cu (5.53). m
In consecinta

Teorema 5.15.2 Au loc egalitatile
(i) B, = B,(0) = B,(1), n>2;

(ii) Dacdn este un numdr natural impar atunci B, = B, (0) = B,(1) = B,(3) =
0;

(iii) [, Bn(x)dz =0, ne N

Demonstratie. (i) In (5.51), se face = = 0.
(ii) Pentru z = 0, din (5.53) rezulta B, (1) = —B,(0) = B,(0), deci B, (0) = 0.
(iii) Au loc egalitatile

/01 B, (z)d(z) = ! /01 B\ (x)d(z) =

n—+1

1
n—+1

[BTH-l(l) - Bn+1(0)] =0. =

Teorema 5.15.3 Au loc afirmatiile

(i) Bint2(z), n € N este descrescatoare in intervalul 0, 3] si crescdtoare in in-
tervalul [3,1];
(ii) Ewistd & € (0,3) astfel incat Banys este crescatoare in [0,€] U [1 — &, 1] i

descrescatoare in [€,1 — &];

(iii) Bun(z), n € N* este crescitoare in intervalul [0,3] si descrescdtoare in

intervalul [5, 1];

iv) Emista & € (0,1) astfel incat By,,s este descrescatoare in [0,£]U[1 —&,1] si
2
crescatoare in [€,1 — &].

Demonstratie. Inductiv, deoarece BS(z) = 2B1(x) = 2z — 1 are loc tabelul de
variatie
1

+
By(z) | hN /
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Presupunénd cd Biy,42(z) este descrescitoare in [0, 1] si crescitoare in (3,

1],
deoarece fol Binio(x)dzr = 0, in mod necesar

. 1
Bin+2(0) = Bynio(1) >0 si B4n+2(§)

Prin urmare exista £ € (0, 3) astfel incat Ba,42(§) = 0 = Bansa(1 — ).

< 0.

Deoarece B}, 5(z) = (4n + 3)Bunt2(x) are loc tabelul de variatie
T | 0 ¢ 2 1-¢ 1
Biis(®) | + 0 - 0+
Bings(x) | 0 7 N 0N S0

Din B), ,(x) = (4n + 4) Byny3(x) rezulta tabelul de variatie

% | 0 z 1
Binia(z) | + .0 -
Bynya(x) | /! N\

Conditia fo Biny1y(x)dz = 0implica By(n41)(0) = Bamy1)(1) < 0si B4(n+1)(%) >
0, adica exista & € (0, %) astfel incat Bygn41)(§) = 0 = Byny1)(1 = §).
Din Bj,,1).1(%) = (4n 4 5)Bam+1)(z) rezultd tabelul de variatie

T | 0 £ z 1-¢ 1
Béll(n+1)+1(x> | - 0 + 0 -
B4(n+1)+1($) F O N /S =0 A N O

Egalitatea B, . ) o(z) = (41 4 6) By(nt1)+1 () implica

x | 0 : 1
Blll(n+1) o(z) | - 0 + L
Biany1)+2 (z) | ¢ /"

Tabelele de variatie in cazul polinoamelor Bernoulli de indice par implica

Teorema 5.15.4 By, (x) — Bs,(0) pastreaza semn constant in intervalul [0,1].

5.15.2 Formula Euler-MacLaurin

Fie f € C*"[a,a + h). In urma a 2n integriri succesive prin parti se obtine

a+h 1
/ f(x)dx = h/ fla+th)dt =
a 0



5.15. FORMULA EULER-MACLAURIN 137

=h [f(a +th) By (t)]y — h/l f'(a+ th)Bl(t)dt] =

Zg[f(a+h)+f(a)]—h2 f'(a+th) B2 —h/ f( a+th)B2( )d] —
s )+ f) - hQB;( fa+h) - £(a))-

° 33 ' 3 Bs(t) ]
- + th —h a+th dt
C e 20 [ o 20
1
;L[f<a+ h) + fla Z BZk’ 2k 1) +h) — f(Qk—l)(a>]_
k=1
h2nB2n h2n+1

e Dat )= fo )]+ G /0 £ @+ th) By (£)d

— (2n)!

Tinand seama de egalitatea

f(2n—1(a +h) — f(2n—1(a) = h/l f(Q”)(a + th)dt
0

egalitatea anterioara devine

/ fa Fla+h)+ fla)] — (5.56)

h2n+1

_Zh Dot k) (1) D ()] / S (a-+h) [Ban (1) = Bon(0)d1.

Deoarece Bgn( ) — B, (0) pastreaza semn constant in intervalul [0, 1] se poate
aplica teorema de medie a calculului integral, ultimul termen din (5.56) trans-
formandu-se in

/1 FC (a4 th)[Ban(t) — Ban(0)]dt =

= () /0 [Ban(t) = Bay(0)]dt = — Ba,, f*M(€).

cu € (a,a+h).
Formula (5.56) devine

/ fa fla+h)+ fla)] (5.57)
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(2k)!

h2n+1 BQn

a1 !

[f* D (a+h) — f*D(a)] —

Teorema 5.15.5 (Formula Euler-MacLaurin) Dacd f € C?"[a, a+mh|, m €
N* atuncs

[ e =Y ek in - Slfat )+ f@l - (559)
=3 T ) — £ D) — e g,

unde & € (a,a+ mh).

Demonstratie. Utilizand (5.57) avem

a+mh m=1 " atr(j+1)h
[ @ =3 [ e -

=0 a+jh

. {g[f(a+jh>+f(a+(j+1)h)]—

h2n+ B2n (2n)
@)l —r (fg)}—

—h[lf(a)+z_f(a+jh)+%f(a+mh)

J=1

[P V(@ (5 + 1)h) — fHa+ jh)] —

W2+ By, ST F ()
(2n)! m ’

[f* D (a+mh) — f*D(a)] —m

unde & € (a+ jh,a+ (j+ 1)h).
Datorita proprleta‘gu Darboux a functiei ") (x), exista ¢ € (a, a+mh) astfel
]

incat .. 37" LR (g) = F@(€), de unde (5.58)
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5.15.3 Formule de integrare Euler-MacLaurin

Daca f : [a,b] — R este o functie care se anuleaza, impreuna cu derivatele
sale In a si b atunci potrivit formulei Euler-MacLaurin

b m
F)de =Y flat gh) — S[Fa+h) + fla))-
a =0
n—1 h2k82 _ _ mh2 1B 0 om
o> oy T a mh) = fE(@) = = () =
m—1 han m—1
=h)_fla+ih) = (b-)=gmr /O~ Y flatih), (559

unde h = bﬁ,m e N*.
Fie f : (—=1,1) — R o functie indefinit derivabila. Pentru calculul integralei

/_ 11 F@)da

acesta se transforma intr-o integrala pe (—oo, 00), printr-o schimbare de variabila
x = ¢(t), unde g este o functie indefinit derivabila cu proprietatea ca ¢’ impreuna
cu derivatele ei de ordin superior tind repede catre 0; pentru ¢t — co.

Astfel

[ twto= [ fo@g 0t =1 3T wite) + R

j=—8

unde z; = g(jh) st w; = g'(jh).
Practic, potrivit (5.59), calculul integralei revine la evaluarea sumei

h Z w; f(x;).

lil<M
Variante uzuale pentru functia g sunt
e g(t)= \% f[f e 5 ds = erf(t);

e g(t) = tanh(Zsinht), ¢'(t) = Z 52t

cosh2(g sinht)
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Algoritmul lui Romberg. Rescriem formula Euler-MacLaurin (5.58) sub
forma

b m—1
fle)de = I [%f(a) + 3 o+ h)+ 5 f0)| -

j=1
2
h’ nB2n

RN

S 0) = fAE @) = (b - a)

unde h = b_wa, € € (a,b).

Definind ¢(h) = h[3f(a) + Z;n;ll f(a+ jh)+ 3 f(b)] se obtine o formula de
tip (4.4). Aplicand extrapolarea Richardson se obtin aproximari de ordin supe-
rior a integralei. Acesta aplicare a extrapolarii Richardson la metoda trapezelor
defineste algorimul lui Romberg.

Probleme si teme de seminar

P 5.1 Sa se calculeze restul in formula trapezului fara particularizarea rezultat-
ului teoremer 5.5.5.

R. Pentru evaluarea restului

R(P) = [ fa)de = 50 a)lfa) + £(0)
introducem functia

h

a+h
o= [ sz = 3(F(a) + fla )

gi observam ca (b — a)'= R(f). Derivatele de ordinul intai si doi ale lui ¢ sunt

¢'(h) = 3[f(a+h) = f(a)] = 5 f'(a+h)
¢"(h) = =5 f"(a+h)

si exprimand functia ¢ prin polinomul lui Taylor cu restul sub forma integrala, 2

2 Pentru o functie f formula de reprezentare prin polinomul lui Taylor cu restul sub forma
integrala este:

f@) = f@+ Yy 4 ™) (x—a)" + /w @D ) ().

1! n! n!

Formula rezulta in urma a n integrari prin parti a integralei din membrul drept.
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obtinem

o) = o(0) + T\ /D (h— )¢ ()t = — /0 (h—0)f"(a+ )dt.

Aplicand prima teorema de medie a calculului integral, gasim

o) =L [T o = LT

unde & € (a,a+ h).
In particular, pentru A = b — a, obtinem

_[Qb-a

ob—a) = R(f) = -2

P 5.2 Sa se calculeze restul in formula lui Simpson fara particularizarea rezul-
tatului teoremei 5.5.5.

R. Expresia restului este

a+b
2

R(P) = [ f@)de = o= lf(a) + 4150 + FO)L

Introducem functia

o) = [ s = B17(e— 1)+ 450+ Se+ 1)

unde ¢ = 2 gi observam ci p(%5%) = R(f). Evaluarea restului se obtine
asemanator cu metoda utilizata in cazul formulei trapezului. Calculam derivatele

functiei ¢
§(h) = Fleth)+ fle—h)—5 [F(E=)HA7 () + F ) 2 [ (e h)~ f(e=h)] =

[Fle—h) = 27(e) + fle+ W) = 51+ h) — F'le— b))

@"(h) = 31f'(c+h) = f'(c = h)]| = 3[f"(c+ h) + f"(c = h)];

PO () = ~BIf e+ ) = fO(c— )] = =B fO(R) c—h<n<c+h

Wl o

$i prin urmare




142 CAPITOLUL 5. FORMULE DE INTEGRARE NUMERICA

1

h
=3 | =

Din egalitatea f®)(n(t)) = £ (3)(C+t);tf D regults ca functia t — f@(n(t)) este
continua in [0, k]. Aplicand teorema de medie a calculului integral gasim

5
o) = o FOE)

unde € € (¢ — h,c+h).

In particular, pentru A = 2 , gasim
o) =L Dpe)
2880 '

P 5.3 Sa se demonstreze formulele
L Jy flo)de = 5[F(0) + f(D)] = 5 fy " (x)a(1 — 2)da;

2. Jy
= é[f(O) + 4f(%) + W] = 5 Je G —a)2lfOG +2) = [OG - 2)lda.

=

L ple) = [ 50— 50+ @)

1
3t €T

2 o) = [T FOdt = S(G — 0) 4 45G) + G + o)

P 5.4 Sa se deduca formula de integrare numerica de tip Gauss

/ m n+1zf<“5 2k++1)>)+R(f>'

R.. Nodurile formulei de integrare numerica sunt radacinile polinomului lui Cebigev
Trt1(z). In consecintd u(z) = 5=7T,41(x). Dacd ¢, = @Rt - o = costy atunci

. 2(nt1) ’
o (a) = GG s

1 _1\k o ™
A, — / u(x) do — (—1)"sinty / cos (n+ 1)t &
0

1 (T — xp)u! () n+1 cost — cos ty
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Integralele de tipul celui de mai sus se calculeaza aplicand teorema semirezidu-
urilor

L/:/7r cos vt dtzl/ﬁ cos vt dtzl/ﬁ (Cost+isint)”dt:
0

cost — cosa 2 J_,.cost —cosa 2 J_. cost—cosa

1 zY d msinva
- 2= :
i Jjzj=1 2% — 2zcosa+ 1 sina

P 5.5 Daca C,,; = nlllﬁg :)' o (t—i+ )i —i—1)...(t —n)dt este
un numar Cotes atunci lim,,_,~ Cn,g = 00.

R. Notand h,, ;. = m :H t(t —1)(t —3)...(t —n)dt au loc evaluarile:

A = 2n(n —2)! /1 tt—1)(t—3)...(t— n)dt’ =
= 2n(n_ 2)|/1 (t — 1)(3 ) (TL —t)dt < 22n((n_—12))!' — n ; 1
1| = m /n:t(t— 1)(t — 3)...(t—n)dt‘ =
- 2n(n1_ 2)!/nnlt(t_1)<t_3)"-(t_”+1)(n—t)dtS

1 n! n=1

= 2n(n —2)!n -2  2(n—2)’

e Pentru k € {2.3,....,n — 2}

1 k+1
tH(t—1)(t —3)...(t—n)dt| =

hoo|=——
ine 2n(n —2)!

1

:—Qn(n_2>!/n:t(t—1)(t—3)--.(t—l~c)(k+1—t)...(n—t)dtg

< 1 (k+Dln—Fk)! kE—-1kMm-k)'!1
~ 2n(n —2)! kE—1 S k+12n=2)n’




n
;2|hn£|_'j£:|hmk|2i
k=1
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Deoarece
(2)
I(n — k)
k—|—1<3, k!(n k).: 2 1
k—1-" 2(n—2) Y
k
rezultd |hy, | < 2.
[ ]
1 1
h = — tt—1)(t—=3)...(t —n)dt| =
ol = g || =D =3) . (0= iy

:m/o H1— DB —1)...(n—t)dt >

2

zmgm—t)(3—t)...(n—t)dtz

1 11 2 1.1

1 1
au(n-2)i33 % 3

1 1

)= (24 )(342) .. (=142,

33 T Sanm— g 2T B3 Hg) - (1)
Dar inegalitatea (x +2)(x +3) ... (z+n—1) =

="'+ 423, (n=-2)+...+34...(n=D]z+(n-1)!>

1 1 1
> (n—1)! =
>(n )(n_1+n_2+ + )a:

particularizata pentru x = % da

1 1 1 1 1 1\ 1
24-)3B83+<2)...(n—1+=)>(n—1)! e
2+3)B+3) c-1+3)2(n )(n—1+n—2+ +2>3
In consecintd |0 > 2L (s + 5+ + 1) > 2L 2,

Au loc inegalitatile
1 n n—1
Cool=—— | [ tt=1)(t=3)...(t—n)dt| = |S hpul >
Coal = gy || ¢ = 1t =3)... (¢ = | o 2
k=0
n—1
lln n—1 3 n—1

o Mg T (=3
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P 5.6 Fieh = "% Dacdo, = (b—a) Yo Cn.ibarin este functionala din C*|a, b]

n
corespunzatoare formulei de integrare numerica Newton-Cotes

/ f(x)dz = (b—a) Z Chifla+ih) + Ry(f),

atunci sirul de functionale (0,)nens nu converge in topologia slaba din C*[a,b]
catre functionala I(f) = ff f(z)dx.

P 5.7 Sa se arate ca sirul functionalelor (Ly)menss (Jm)menss (Km)men= defi-
nite prin schema de aplicare practica a formulei trapezului, Simpson, respectiv
dreptunghiului converge punctual catre functionala I.

P 5.8 Sa se deduca formula de integrare numerica Gauss-Hermite

—00

/OO e_xzf(x)dx = ZAjf(%‘) +R(f),

unde x1, . .., x, sunt radacinile polinomului lui Hermite H,(x) iar A; = 51;—%
n—1\"?
R.. Polinoamele lui Hermite sunt ortogonale in R cu:ponderea e~ coeficientul
termenului dominant a lui Hy este a, = 2% iar di = 2Fk!\/7.
Potrivit Teoremei 5.12.4
4 — and?. i —1)T
Y a1 QL () Qna (i) 20V HY (2) Hy ()
sl se tine seama de egalitatea H/ (z) = 2nH, 4 (x).
P 5.9 Sa se deduca formula de integrare numerica Gauss-Laguerre
/ e " f(x)dx = ZAjf(xj) + R(f),
0 .
7j=1
unde x1,...,x, sunt rdddcinile polinomului lui Laguerre L,(x) = L% (z) iar

R (V|
A = Lno1(@) L (22) "
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R. Polinoamele lui Laguerre L, (z) sunt ortogonale in (0,00) cu ponderea e *,

coeficientul termenului dominant a lui Ly, este ay = (—1)* iar df = k!I['(k + 1) =
(k12
Potrivit Teoremei 5.12.4
O . SR ()
' an-1Q}, (i) Qn1(z) L;L(-Ti)[/nfl(xi)‘

P 5.10 Sa se arate ca sirul polinoamelor (Q,)nen definit prin formulele de recurenta
Qo(z) = 1

O1(z) = 2z
Qn+1($) = 2*%@71(‘%))_@”*1(:6)

defineste un sir de polinoame ortogonale in [=1,1] cu ponderea p(x) = /1 — z2.

R. Fie © € [-1,1] fixat. Interpretand formula de recurenta ca o ecuatie cu
diferente, ecuatia caracteristica r> — 2zr + 1= 0 are solutiile r = z 4= iy/1 — 22

Pentru x = cost, se deduce @Q,(xr) = Cjcosnt + Cysinnt. Conditiile initiale
conduc la Cy = 1 i Cy = 2L de unde Q, () = % Pentru k # n rezulta

/_11 V1—22Q,(2)Q(z)dr = /7T sin (n + 1)tsin (k + 1)tdt = 0.

0

P 5.11 FieP, = {P € P, : P(x) = 2" 4+ a12" " + ... + ap_ot + an; P € R[X]}.
Sa se arate ca:

1.
1
inf “sup |P(x)|= sup |—T,(x)| = )
Peb,, xE[—Ll}’ (@) ve[-11] ’2”_1 (@) 2n—1
2.
g Yoy 2
inf P (x)dx = L (z)dr = ,
Pe]f%,/—1 (@) /_1 () 2n+1
unde L, (x) = (QLH'),[(xz — )",
R. 1. sup,c_ ) |go=rTn(2)| = 5. Presupunand prin absurd ci exista P € P,
astfel incat sup,¢;_; 1 |P(2)| < 5=r functia R(z) = P(z) — 5o Th(z) € Py va
avea n radacini situate in intervalele [zy, zxi1],k € {0,...,n — 1}, unde z;, =

1k
coS %“ R(zg) = P(xy) — (2,11,)1 )
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2. Orice polinom P € P, se poate reprezenta sub forma P(x) = Y1—) apLi(x)+
L,(z),aq,...,a,-1 € R. Tinand seama de ortogonalitatea polinoamelor lui Leg-
endre, are loc egalitatea

1 1 n—1 1
/ P%(z)dz = / L2 (z)dz + Z ai/ Li(z)dx.
-1 -1 = /-1

P 5.12 Sa se arate ca

et —1 k:!x’
k=0

unde By, k € N sunt numerele lur Bernoulls.
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Capitolul 6

Rezolvarea numerica a
problemelor Cauchy

Ne ocupam de rezolvarea numerica a problemei Cauchy

(40 Hosr=0. eclm o

unde f : [0,7] x R" — R" este o functie cu proprietati care sa asigure existenta

si unicitatea solutiei in intervalul precizat.
Problema Cauchy se rescrie sub forma operationala

L(z) = ¢, (6.2)

unde £ : C0,T] — C[0,T] x R™ este definit prin

() = f(tx(), t 0,7
L(z) = { (0) = 20

T

iar

S0:{ 0, te€l0,7]

Forma operationala (6.2) cuprinde o clasa mult mai larga de probleme si con-
stituie un cadru in care se pot formula si studia metode de rezolvare aproximativa.

Pentru simplitate, consideram forma operationala (6.2) ca o ecuatie avand
necunoscuta x, o functie reala (n = 1), definita in intervalul fixat [0, 7).

149
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6.1 Metode de discretizare

Rezolvarea prin discretizare a ecuatiei (6.2) consta in construirea unei aproximatii

up = (ug, U, ..., Up)
a solutiei z(t) pe o retea de puncte 0 = tg < t; < ... < t, = T, unde u; este
o aproximatie pentru x(¢;), ¢ = 0,1,...,n iar h reprezinta norma retelei de

puncte h = maXxop<i<n—1 ti—i—l — tz
In acest scop ecuatia initiala se inlocuieste cu o alta ecuatie

Ln(un) = @, (6.3)

numita schema de calcul.

Exemplu. Schema de calcul Euler. fien € N* h = % si reteaua echidis-
tanta 0 =g < t; < ..o <t,=Tcut, =12h, +=20,1,...,n. In punctul ¢;,

aproximam derivata functiei prin diferenta finita prograsiva

(t) ~ z(ti +h) —a(t) o x(tin) — (k)
v h h

gi substituim in ecuatia diferentiala (6.1). Membrul stang al equatiei (6.1) devine

r(tiv1) — 2(t;)

- f(th m(tl))

h
care in general nu mai este 0. Notam prin wug,uq,...,u, numerele care puse,
respectiv in locul necunoscutelor x(to), x(t1),+. ., x(t,) satisfac egalitatile

2 . (6.4)

s — f(ti,u) =0, t=0,1,...,n—1
Uy = T

Relatiile (6.4) reprezinta schema de calcul Euler.
In acest caz operatorul L este definit prin

Ly, : R — R
Ui41—Ui tiyu’i’ i:o’l’...,n_l

Uo

iar
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Relatiile (6.4) formeaza totodata un sistem algebric de n + 1 ecuatii neliniare cu
n + 1 necunoscute care insa se poate rezolva usor prin recurenta

uy = a2

ul+l:uz+hf<tz)uz) Z:O,l,,n—l

Problema care se ridica este de a vedea in ce conditii ansamblul de numere uy,
reprezinta aproximatii “rezonabile” pentru x(ty), x(t1), . .., x(t,).
Sa& presupunem ca L este definit intre spatiile normate (X, || - ||) si (Y, - |]),
iar L, este definit intre (Xp, || - [|n) st (Yo, | - ||n)-
Solutia uy a ecuatiei Ly (uy) = @y converge catre solutia x a ecuatiei L(x) = ¢
daca
lim [lup, — []n[|n = 0,
hl0

unde [z], = (x(to), z(t1), ..., x(t,)) reprezinta restrictia lui z la reteaua de puncte.
Daca exista constantele pozitive C' si « astfel incat [ju, — [z]n]|n < Ch® atunci
convergenta este de ordin .

Studiul convergentei solutiei aproximative este legat de proprietatile de consis-
tenta si stabilitate ale schemei de calcul.

Schema de calcul Ly (up,) = ¢y, este consistenta daca

li =
}grolH&PhHh 0,

unde dpp, = Ly ([x]n) — ¢n. Dacit exista constantele Cf si «v astfel incat ||dp|[n <
C1h* atunci schema de calcul este consistenta de ordin o.

Schema de calcul Ly (up) = ¢ este stabila daca exista constantele pozitive
Cs, hg si 0 astfel incat

Vh € (07 ho), ey, € Yy, HEhHh <6= Hyh = ZhH < C2||€hHh7
unde yy, si 25, verifica relatiile £y, (z,) = Li(yn) + &n.

Legatura dintre cele trei notiuni introduse este formulata in teorema urmatoare:

Teorema 6.1.1 Daca schema de calcul Ly(up) = pp, este stabila si consistenta
de ordin o atunci convergenta este de ordin .

Demonstratie. Deoarece schema de calcul este consistenta de ordin a au loc
rela’giile £h[~r]h = Ph + (5g0h §1 H(S@h”h < Clha.
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Pentru A suficient de mic, daca L,u, = @5, din stabilitatea schemei de calcul
urmeaza ca ||[x]n — uplln < Caol|dpnlln < C1C3R%, de unde rezulta convergenta de
ordin « a schemei de calcul. m

In cazul schemelor de calcul liniare, (adica cu operatorul £y, liniar), stabilitatea
se poate caracteriza prin

Teorema 6.1.2 Daca operatorul Ly, este liniar atunci schema de calcul Lpuyp =
p este stabila daca si numai daca exista o constanta C' > 0 astfel incat

lunlln < Cllonlln, Vi € Y.

Demonstratie. In ipoteza stabilititii, exista ho, 0, C > 0 astfel incat daci
h e (O, ho),Eh € Yh, thHh < 5, £h(uh) = ©h, Lh(Zh) = ppten atunci th_uhHh <
C|le||n. Din liniaritatea schemei de calcul rezulta Ly (2, — up) = €p.

Rescriem aceasta implicatie prin: daca ¢, € Vi, [[onlln < 6, Ln(un) = ¢
atunci ||ug||n < C|lpnln:

Fie ¢, € Y},. Daca ||¢h||n < 0 atunci inegalitatea teoremei este verificata. Daca
llonlln > 9 atunci pentru @, = ﬁgph,ﬁh(ﬁh) = ¢p, au loc relatiile ||@p||n = %
si in consecintd [|ap||n < C||@nln de unde, pentru w, = 24y, se deduc relatiile
Ly(un) = on si |unlln < Cllonl|n-

Implicatia inversa este imediata. m A

In cele ce urmeaza vom studia schema de calcul Euler. In R™*! folosim norma
lui Cebagev ||z|| = max{|z1|, ..., |Tot1]}. Auloc urmatoarele rezultate:

Teorema 6.1.3 Daca functia [ admite derivate partiale de ordinul intai marginite,
atunci schema de calcul este consistenta de ordinul intai.

Demonstratie. Existenta derivatelor partiale ale functiei f asigura existenta
derivatei de ordinul al doilea a solutiei problemei Cauchy (6.1), iar din marginirea
derivatelor partiale rezulta existenta unei constante My > 0, astfel incat |Z(t)] <
M,, vt € 10,T).

Din egalité@ile m(t’iJrl) = $(tl + h) = l‘(tz) + hx(tl) + h;i(ci), C; € (ti, ti+1),i S
{0,1,...,n — 1}, rezulta

z(tiy1) — ()
h

h

Atunci

o) _ £t (), i€ {0,1,...,n—1} _
l'(t[))

£(eln) = {
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:{ Yi(e), ie{0,1,...,n—1} _
0

x 0
Recunoagtem ¢y, in primul termen si in consecinta al doilea termen este dpy. Prin
urmare

_{0,0 i€4{0,1,...,n—1} +{ Bi(e), i€40,1,...,n—1} .

h. M,
10pnll = jmax Sli(e)l < —=h.

Pentru demonstrarea stabilitatii schemei de calcul Euler vom avea nevoie de
urmatorul rezultat:

Teorema 6.1.4 Daca termenii sirului de numere reale, nenegative (z,)nen Sa-
tisfac inegalitatile
Zni1 L az, + b, n € N,
cu a,b>0,a > 1 atunci
n

a—1<n( L b )
a”(z ——).
a—1 — 0 a—1

Zn < a"zg+0b

Demonstratie. Au loc inegalitatile

Zn < azp_1 +b < a(@zy_o +b) +b=a’2z5+b(1+a)<

a”—1

a—1"

<a"z+b(l+at...+a" )=a"2+b

Teorema 6.1.5 Daca functia feste lipschitziana in x, adica exista L > 0, astfel
incat |f(t,x) — f(t,y)] < Llz —y|,Vz,y € R atunci schema de calcul FEuler este
stabila.

E;i iE{O,l,...,n—l}

. si sistemele Lp(up) =

Demonstratie. Fie ¢, = {

©n, Ln(2n) = on +¢€p

Wil U f () = 0, 1=0,1,...,n—1

{ Ug h= x a ) (0:)
Zit+1—Zi —f(t' Z‘):E' 1=0,1,....n—1
—h 7 ) 79 ) ) Y

{ zo=1"+¢ o0
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Introducem vectorul wy, = z, — up = (w;)o<i<n §i scazand ecuatiile lui (6.5) din
ecuatiile corespunzatoare lui (6.6) gasim

{w_[ﬂu,zi)—f@i,ui)}=ei, i=0L..n=1 e

wy =€
Atunci

wir1 = w; + h[f(t;, z:) — f(ti,wi)] +he; i€ {0,1,...,n—1}.
In norma, vom avea

(wig1| < wi| 4+ Rl f(ti, z) — f(ts, us)| + hle;| < (14 hL)|ws| 4 hllen]|n,

unde ||en||n = max{|eo|, - ., |en_1], |€|}. Utilizadnd inegalitatea Teoremei 6.1.4 obtinem
' hllenlln ihL 1
| < (14 hL) _ERNTR 0y < gihL(] 4 <
] < (1 HEY (] + ) < e+ Dlenlh <

1 .
<e'(1+ Z)|ygh||h, i€{0,1,...,n}.

Din inegalitatea de mai sus deducem
Iz — wnlla = [lwnlln = max fwi] < e™(1+ l)thHh
0<i<n ' o L ’

adica inegalitatea din definitia stabilitatii. Constanta C' corespunzatoare este
TL 1
(& (1 + E) | |

Din consistenta si stabilitatea schemei de calcul Euler deducem teorema de
convergenta:

Teorema 6.1.6 Daca

1. functia f este lipschitziana in x, adica exista L > 0 astfel incat | f(t,x) —

2. Solutia problemei Cauchy (6.1) este de doua ori derivabila, avand derivata
de ordinul doi marginita, |Z(t)] < M, vt e [0,T];

atunci solufia discreta construita cu ajutorul schemei de calcul Fuler converge
catre solutia problemei lur Cauchy, ordinul de convergenta fiind 1.
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Mai mult are loc urmatoarea formula de evaluare a priori a erorii

M. 1
[un — [u]a]] < 726“(1 + ) (6.8)

O demonstratie directa a teoremei de convergenta 6.1.6 este

Notam z; = z(t;) si ¢; = ; —u;, i =0,1,...,n. Observam ci ey = 0. Au
loc relatiile

Tiv1 = @(lir1) = 2t + h) = z(t;) + ha(t;) + ?x(&) -

h2

si
Uipr = w;i + hf(t;,u;)

din care, prin scadere, obtinem

cisn = i+ Rf () = (1 )] + s H(60).

Aplicand valoarea absoluta, rezulta

h? . .
leir1| < les| + hlf (i, zi) — f(ts, )| + 7|$(5¢)| <

h? h?

Folosind Teorama 6.1.4 rezulta

h2

‘ M oM M

i < (1 hLl S < thL ="~ < TL—h.

lesl < AL lleol =y =7l = < gph =<5

Prin urmare

Lo M M

_ — 1:i=0.1,... <M —_p <t —p,

I[x]n — un|| = max{le;| : i =0,1,...,n} <e 5T <e 5T n

Aplicatie. Sa se calculeze utilizand schema de calcul Euler valoarea functiei x(t)

in punctul ¢ = == cu eroarea ¢ = 0.01, stiind ci () este solutia problemei Caucly



156 CAPITOLUL 6. REZOLVAREA PROBLEMELOR CAUCHY

Nu se tine seama de erorile de rotunjire.

Sa presupunem ci f(t, x) = 3 —gta? este definitd in patratul D = [0, 1] x [0, 1].
Atunci sup{|f(t,x)| : (t,x) € D} < 2 i potrivit teoremei de existenta si unicitate,
problema Cauchy are solutie unicd in intervalul [t| < min{1, £} = 1.

Alegem T' = 1. Determinam parametrii L i M care intervin in Teorema 6.1.6.

1 2
f(t,2) =t )] = Sltlla® —y*| < Sle =yl

Alegem L = 1.

_ —;[ﬁa) + 2(t)i(t)] = —

Urmeaza ca

Alegem M = S.
Trebuie sa determinam pasul h > 0 astfel incat sa existe p € N care sa
satisfaca relatiile

1
h=—
Pr =75
si
M M
up — w{ty)] < lun — ]l < 752 h < 3 h <
Rezulta ca p este cel mai mic numar natural care satisface inegalitatea
1 2Le
= < e
75p — 3TN

Substituind cu valori numerice, gasim p = 2 g1 deci h = 1i5. In final

Uy = O,
uy = ug + hf(to, uo) = 555
Uy = Uy + hf(tl,ul) ~ (.

6.2 Scheme de calcul de tip Runge - Kutta

Pentru rezolvarea problemei Cauchy (6.1) consideram schema de calcul

Witl=Wi gt — - _
{ - Fo(htyu; f)=0 i=0,1,...,n—1 (6.9)

ug = a2
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unde h = %, t; =1h,i=0,1,...,niar functia F,,(h,t,z; f) va fi de forma

F(hit,a: f) = Zp”

cu

ki(h) = f(t+osh,x+ 1Y Bigki(h),  i=1,...m.
j=1
Numerele pi,...,pm, o, Bij,%,7 = 1,...,m se determina pentru fiecare m in

parte astfel incat, daca x(t) este solutia problemei Cauchy, atunci puterea p din
relatia

x(t+h) — x(t)

h

sa fie cat mai mare. Conditia (6;10) se poate reformula prin: h = 0 trebuie sa fie
solutie de ordin p 4 1 a ecuatiei

om(h) = z(t + h) —x(t) — hEy, (b, t,2(t); f) = 0.

— Fy(hot,x(t); f) = WPO(Eh), Vi h, (6.10)

Astfel schema de calcul (6.9) va avea ordinul p de consistenta.
Solutiile obtinute se prezinta sub forma tabelelor Butcher

(€51 511 Blm
Qo 521 62m
(07%%) Bml Bmm

P1 Pm

Dacd ay = 0 si 3, ; = 0, pentru ¢ > j atunci schema de calcul de tip Runge —
Kutta este explicita. In acest caz

kl(h) - f(t,f[));
k’g(h) = f(t + Olzh, T+ Bglhkl(h)),
k’g(h) = f(t + Oégh, T+ ﬁglhk’l (h) + ﬁthkQ(h));

In cele ce urmeazi considerim doar cazul explicit.

Pentru m = 1 se regaseste schema lui Euler.

Efectusm calculele in cazul m = 2. In acest caz h = 0 trebuie si fie solutie de
ordin 3 a ecuatiei

pa(h) = z(t + h) — 2(t) — hipiki(h) + p2ka(h)] =
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= a(t +h) —2(t) — hlpy f (£, 2() + p2f(t + azh, z(t) + Buhf(t, x(t)))] = 0.

Presupunem ca solutia problemei Cauchy admite toate derivatele necesare cal-
culelor urmatoare. Calculam

phy(h) = 2t + h) = [pof(,2(t) + p2f(t + azh, x(t) + B hf(t, x(t)))]—

—hpz[g{ Qi + gﬁzlf(tax(t))]f
() = (1 + 1) — 2pal s + S o (1 2(6))]
o 2L a3 20 a0, 2(0) + T2 20 ),
Rezulta
p2(0) = 0;
(0) = (1)~ puf(t2(1) ~ paf(t20) = (1~ p1 — po) (t,2(0)):
A0) = (1) = 2pafeadl(1.(0) + 3. 2(0) o [t ()] -

v ]
= (1= 2p200) 57 (8, 2(t)) + (1= 2p28a1) 5L (1, (2)) £ (2, 2 (1))

h = 0 este solutie tripla daca coeficientii termenilor care contin pe f si derivatele
sale partiale sunt nule. Obtinem sistemul algebric neliniar

I1—p1r—p2=0
1-2]720(2:0
1 —2pyfar =0

Doua solutii ale acestui sistem sunt:

L.pr=0,pp=1,a0 = By = % In acest caz schema de calcul este

{ YU f R+ () =0 i=0,1,...,n—1

. (6.11)

si este cunoscuta sub numele de schema Euler imbunatatita.

,ap = 391 = 1. Schema de calcul este

[

2. pr=p2=

uy = a2

!Pentru simplificare omitem scrierea argumentelor.
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Tabelele Butcher corespunzatoare sunt

00 O 0[]0 O
b0l il

Pentru m = 4 se obtine schema de calcul Runge

ka(h) = f(ti, u;)
ka(h) = f(ti + % u; + By (R))
ks(h) = f(ti + 5wy + Lo (R))
ky(h) = f(t; + h,u; + hks(h))
\ uo—l'o
cu tabela Butcher
0/0 0 0 O
% % 0O 0 O
510 3 00
1/ 0 1 0
T2 2z 1
63 3 6

i=0,1,...

(6.12)

Pentru a justifica stabilitatea schemei de calcul de tip Runge — Kutta stabilim

Teorema 6.2.1 Daca functia f(t,z) este lipschitziand in x (L. > 0, astfel incat
lf(t,x) — f(t,y)| < Lz —y|, Yz,y € R) atunci functia F,,(h,t,z; f) este lips-

chitziana in x.

Demonstratie. Pentru simplitate, consideram m =2, adica

Fm(hvtax; f) = F2<hvt7x; f) = plf(t,l') +p2f(t + OéQh,ZE + ﬁQ,lhf(tv'r))‘

In acest caz

|F2(h,t,y;f)—Fg(h,t,x;f)| <

<|pi| | f(t,y)—f(t, 2)|+|p2| | f(t+ah, y+Ba1hf(t, y))—f(t+aoh, +B21hf (L, 7))|.

Datorita ipotezei facute rezulta succesiv

’FZ(}L?tayaf)_F2<h7t7x7f)‘ <
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<Ip1| Lly — x| + |p2| Lly + Baahf(t,y) —x — Baahf(t,z)] <
< L(|p1| + [p2| + |p2| [Boa|hL)|y — x| < My — |,

unde M = L(‘pl‘ + ‘pg‘ + |ﬁ271|TL) ]
Prin urmare are loc o teorema de stabilitate a carei demonstratie este identia
cu demonstratia Teoremei 6.1.5.

Teorema 6.2.2 Daca functia [ este lipschitziana in x, adica exista L > 0, astfel
incat |f(t,z) — f(t,y)| < Lz —y|,Vo,y € R atunci o schema de calcul de tip
Runge — Kutta este stabila.

In consecinta

Teorema 6.2.3 Daca
o functia f(t,x) este lipschitziand in x;
e schema de calcul de tip Runge — Kutta este consistenta de ordin p

atunci atunci solutia discreta construita cu ajutorul schemei de calcul de tip Runge
— Kutta converge catre solutia problemei lui Cauchy, ordinul de convergenta fiind

p.

6.3 Scheme de calcul de tip Adams

Ecuatia diferentiala (6.1)este echivalenta cu ecuatia integrala
~ t ~
2(t) = 2() +/ f(s,0(s))ds.  0<i<t<T.
t

Ideea schemelor de calcul de tip Adams consta in inlocuirea functiei ¢(s) =
f(s,z(s)) printr-un polinom de interpolare

T

N, () (s) = Z(t —a)(t—a+h)...(t—a+(i—1)h) ’;fz@

Solutia aproximativa u satisface ecuatia

u(t) = u() + /t N, ()(s)ds. (6.13)
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Fie h = % si retraua de puncte echidistante t; = th, ¢ =0,1,...,n. Partic-
ulariza relatia (6.13) luand ¢,#, a egale, respectiv cu tyyp, th_q, tx Si Obtinem

Vi o(ty) tr .
Ukt p = Up— q—i—z h:lphz k /t (s—tx)(s—tp+h)-...-(s—tp+(i—1)h)ds, (6.14)

k—q

unde u; = u(t;), i=0,1,...,n
Prin schimbarea de variabila s — t; = zh integrala din (6.14) devine

/tkﬂ)(s—tk)(s—tk—i—h) o (s—tp+(i—1)h)ds = h'T! /P 2(z+1)-.. .- (z+i—1)dz.

tqu —q

Inlocuind in (6.14) gisim

hz+1vz P
uk+p—ukq+z i / 2(z+1) .. (z4+1—1)dz.

—q
sau
Uk+p = Uk—q Zavhw te)s
=0
unde
ay=p+q
Oéi:% fqz(z+1)-...-(z+i—1)dz, 1=1,2,...,r

Utilizand formula de dezvoltare a diferentelor finite regresive obtinem

P ﬁhZ(Mz( ) (i — ),

unde ¢(t;) = f(t;,u;). Permutand insumarile gasim

Uk+p = Uk—q T hz Bif (th—j, un—j), (6.15)

J=0

ﬁj:(—1)j[(§)aj+(j;f1)aj+1+...+<;)ar]. (6.16)

Cazuri particulare importante. 1. Schema Adams - Bashforth. Particu-
larizam (6.15), alegand p = 1,¢ = 0. Se obtin relatiile

cu

Upy1 = Ug + hZij(tk—jauk—j)a k=r...,n—1 (6.17)

Jj=0
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unde 3; sunt dati de formulele (6.16) cu g = 1,0 = 5 fol 2(z4+1)-.. .- (z+i—1)dz.
Tabelul coeficientilor 3;.

’ | Numarator \ Numitor ‘
g o] 1] 2[ 3] 4] 5] |
1 3 -1 2
2 23 -16 5 12
3 55 -59 37 -9 24
4 11901 | -2774 | 2616 | -1274 | 251 720
5 | 4277 | -7927 | 9982 | -7298 | 2877 | -475 1440

2. Schema Adams - Moulton. Alegand p =0,q = 11n (6.15) se obtin formulele

uk;:uk_1+h26jf(tk_j,uk_j), k=r—1,...,n; (6.18)

J=0

unde 3; sunt dati de formulele (6.16) cu ag = 1, 0 = 5 ffl 2(z+1)-.. - (z+i—1)dz.
Tabelul coeficientilor j3;.

’ Numarator ‘ Numitor ‘

(rls[ o] 1] 2] 3[ 4] 5] |
1 1 1 2
2 5 8 -1 12
3 9 19 -5 1 24
4 1251 646 | 264 | 106 | -19 720
5 | 475 | 1427 | -798 | 482 | -173 | 27 1440

Schema de calcul Adams - Bashforth este ezplicitd in sensul ca in formula
(6.17), elementele membrului drept sunt cunoscute si ugy; se calculeaza nemi-
jlocit.

Schema de calcul Adams - Moulton este implicita in sensul ca in formula
(6.18), pentru j = 0 apare factorul f(x, ug), iar uy este necunoscut. Astfel uy se
obtine ca solutia unei ecuatii.

Schemele de tip Adams se numesc scheme de calcul cu mai multi pagi (multi-
pas), in timp ce schemele de calcul de tip Runge - Kutta sunt scheme cu un singur
pas (unipas). Un avantaj din punct de vedere al calculelor pentru schemele de cal-
cul de tip Adams este faptul ca folosesc valorile lui f doar in nodurile anterioare,
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in timp ce la schemele de calcul de tip Runge - Kutta este nevoie de valorile lui
f in diverse puncte intermediare.

Pentru pornirea unei scheme de calcul de tip adams trebuie cunoscute in
prealabil ug, uq, ..., u,, aproximatii care se determina pe o alta cale - de exemplu
utilizand o schema de calcul de tip Runge - Kutta. Determinarea acestor valori
se numeste procedeu initial.

Pentru a studia consistenta unei scheme de calcul de tip Adams rescriem
formula (6.15) sub forma

ApUptp + Qp1Uktp_1 + ... + QoUp — (6.19)
—h[bpf (trtps Uksp) + Op1f (tep—1, Ukip-1) + - o+ bo f (T, ur)] = 0.
Fie z solutia problemei Cauchy si presupunand ca au-loc dezvoltarile tayloriene

o h - (sh)2~-
Thys = Tp + 70k + 5Tk + .

Bhps = g + Ry + CLFO 4

atunci
UpThyp + Ap1Thip-1 + ... + QoTE—

—h[by f (trtps Thotp) + bp1 f (b1, Thogp—1) + -+ bof (t, 21)] =
ApThtp + Qp1Thip—1 + - .. + Q0T — hbpTpip + bp1Tpip1 + ... + body] =
— Coap + Chhiy + Coh%iy + ...+ Cph™ ™ + ..
unde

Co=ap+ar+...+aq
C’1:CO:a1+2a2+...+pap—(b0+bl+...+bp)

Cy = 2(a1 +2%ar + ... + pa,) — (bi + 2by + ...+ pb,)

C,, = %(a1+2ma2+...+pmap)—M(b1+2m—1b2+...+pm—1bp).

Schema de calcul de tip Adams (6.19) este consistenta de ordin m daca Cy =

Ci=...=C,=0siCp #0.
Exemplificam in cazul schemei de calcul Adams - Bashforth cu r =1

3 1
Ug41 = Up + h[§f(tk7 uy) — §f(tk—1, Ug—1)].
Schema de calcul se rescrie sub forma

1
Upt2 — U1 — h[§f(tk+1, Ukt1) — Ef(tk,uk)] =0
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decip=2sias=1,a, =—1,a0=0,bo =0,b; = %,bo = % Rezulta

00:a0+a1+a2:0
Cy=a;+2as — (bg+ by +b) =0

CQ = %(G/l + 22(12) — (bl + 2b2) =0

03 = %(al + 23(12) - %(bl + 22b2) = %

6.4 Schema de calcul predictor - corector

Schemele de tip predictor - corector se obtin prin combinarea dintre doua
scheme de tip Adams: una explicita

p
Upr1 = U + I Z a; f (te—jiug—j), E>p
=0

si una implicita

q
U1 = U+ hz bjf (trs1—j, Urg1—j), k>q—1.
=0

Se valorifica astfel proprietatle schemei de calcul implicite intr-o procedura ex-
plicita de calcul. Procedura P(EC)™FE de combinarea celor doud scheme, pentru
un pas k > s = max{p,q — 1}, este

Proug g =up +hy 0 aif (tej,upj);

Pentru s=1:m executa

| E: Calculeaza f,j;ll ? f(teat, uZ;ll)
| C: uj g = up Ahbofiy +h Y2 bif Pk k1),

-0
E: U1 = uplyg; frerr = f(thrt, Ungr)

Asgadar, pentru pornirea schemei de tip predictor - corector este nevoie de deter-

minarea aproximatiilor ug, uy, ..., us (procedeul initial).
Pentru procedura PECE (m = 1) are loc urmatoarea teorema simpla de
convergenta:

Teorema 6.4.1 Daca

e functia f(t,x) este lipschitziand in x; AL > 0 astfel incat | f(t,y)—f(t,z)] <
L|y - l’|, Vil?,y € R;
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o procedeul initial este convergent, adica limy,_,o maxo<;<s |z; — w;| = 0;
e schemele de calcul de Adams explicita si implicita utilizate sunt consistente

atunci solutia discreta construita cu ajutorul schemei de calcul de tip predictor—
corector converge catre solutia problemer lui Cauchy.

Demonstratie. Procedura PECE a schema de calcul predictor— corector se
poate scrie prin

p
Uy = up+h Y aif (b ), (6.20)
i=0
q
U1 — Uk + hbof(tk+1, UZ+1) +h Z bjf(tk+1,j, uk+1,j). (621)
j=1
pentru k € {s,...,n—1}. Consistenta celor doua scheme de calcul de tip Adams

cu care s-a construit schema de calcul predictor corector se exprima prin existenta
numerelor «, § € N* gi ', Cy > 0 astfel incat

p
T = zp+h Y aif (g, wheg) + BT (6.22)
=0
q
Tpy1 = Tp+h Z bi f(th1—j, Thg1—f) + R T (6.23)
=0

pentru k € {s,...,n — 1} si

max |77 | < C max |7;| <.Cs.
J J

y d : : ‘ :
Daca xj_, & Tpp1 — h*T 7, | atunci egalitatea (6.22) devine

p
Thp = T+ hz a; f (tk—j, Tp—j)- (6.24)
i=0
Introducem notatiile
=y~ u; ) = 2~y
A:Zf:0|ai|v B = ;]':0|bj|’

w; = max{|eo|,...,|e;|}.
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Scazand (6.20) din (6.24) si (6.21) din (6.23) obtinem respectiv

i = ek +h Y alf(te g e y) — o wes)]

i=0
epy1 = ek + hbo[f(trg1, Titr) — f(tesr, upyq)] +

q
o Z OjLf (b —gs Tra—) = Ftrsrgy una )] + R 7
j=1

In valoare absoluta, din egalitatile de mai sus rezulta
p
lerarl < el +h Y Dlail £ (b wng) = f(tesuns)] <
=0

P
< ex] +hLZ|ai‘ ler—il, (6.25)
1=0
el < len] + hlbol | f(thst, Trvr) — f(brgr, uppq)| +

q
+h > b (g wra—5) = Ftr gy unga )| + B | <
j=1

q
lex| + hlbo| Llzky — whyy | + DL b lex—jia| + Coh®T (6.26)

=1

IN

Tinand seana de definitia lui z}, ; si de (6.25) deducem
|1 — U | < Jonn — 2|+ 25 — v = T+ ] <
p
S Olha+1 + |€]€’ + hLZ |az| |€k—i|-

=0

Utilizam aceasta inegalitate in (6.26) care devine

p
k] < el + hlbo| L(CYR* T + [ex| + LY~ lag| |esil)+
=0

q
+hLZ |b]| |€k:—j+1| + Cghﬁ—H.
j=1
Folosind definitia lui wy, si aranjand termenii deducem

lext1| < (1 4+ hLB 4 h*L?|bo| A)wy, 4+ CyL|bo| AT 4 CohP . (6.27)
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Prin urmare
Wiy < (14 ALB + h2L?|bg| A)wy, + Cy L)bo| b2 4 Coh 1.
Potricit Teoremei 6.1.4, inegalitatile anterioare implica

Cy L|bo|ho+? + CyhP+!

< (1+ hLB + h2L2[by| A)* :
we S (L+hEB + WLl A (wo + = =y = 1) S

C1ho+bo| L + Cyh?
< phk(LB+hL?|bo|A) 1 0 2 <
<e (ws + 75 ) <

< TBHTL o) () Cyhe | L+ Czhﬁ).

- LB
Din ultima inegalitate deducem
l2dn — unlln = max |z; — u;| = max Jei] = w, <

< TLBHTLIbol )y C1ho b |L + Czhﬁ)
LB
when h — 0. =
Observatie. Daca consideram consideram schemele de calcul ca formule ma-
triceale atunci ele se pot utiliza la integrarea problemelor Cauchy corespunzatoare
sistemelor de ecuatii diferentiale.

— 0,

6.5 A-stabilitatea schemelor de calcul

A-stabilitatea permite evaluarea tariei unei scheme de calcul pentru rezolvarea
unei probleme Cauchy. Pentru definirea acestei notiuni se considera problem de

test
T = A\x, reC,

2(0) = 29 (6.28)

a cdrei solutie este z(t) = e*z%. Daca R\ < 0 atunci lim; o, z(t) = 0.

Aplicam schema de calcul Lyuy, = fj, pentru rezolvarea problemei (6.28).

Se numeste domeniu de A-stabilitate multimea elementelor z = \h € C, h >
0, A € C cu proprietatea ca solutia u, = (u;)o<i<n, a schemei de calcul este
marginita pentru orice h > 0.

Schema de calcul Lyup, = fj este A-stabila daca semiplanul {z € C' : Rz < 0}
este inclus in domeniul de A-stabilitate a schemei de calcul.
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Aplicand o schema de calcul de tip Runge-Kutta problemei (6.28) se obtine o
relatie de forma
i1 = R(2)u; z = Ah.

Functia R(z) se numeste functia de stabilitate.
O schema de calcul de tip Runge-Kutta este tare A-stabila daca
1. este A-stabilg;
2. lim,oo|R(2)| < 1.
O schema de calcul de tip Runge-Kutta este L A-stabila daca
1. este A-stabila;
2. lim,_,oo|R(2)| = 0:
Aplicatii. Analizam natura A-stabilitatii mai multor scheme de calcul.

1. Schema de calcul-Euler (6.4). Daca substituim f(¢;,u;) = Au; in (6.4)
atunci deducem formula de recurenta ;.1 = (1 + Ah)w;) = (1 + 2)u; de
unde rezultd cd w; = (1 + 2)'ug. Prin urmare functoa de stabilitate este
R(z) = 1+ z. Sirul (u;);en este marginit doar daca |R(z)] = |1 + 2] < 1.
Multimea de A-stabilitate este in acest caz discul cu centrul in -1 gi raza 1
(Fig. 1).

2. Schema de calcul Euler imbumatatita.- (6.11). Analog se obtine R(z) =
1+2z+ % Multimea de A-satbilitate este interiorul domeniului delimitat
de contutul punctiform din Fig. 1.

3. Schema de calcul Runge — Kutta (m=4), (6.12). In acest caz R(z) = 1 +
z+ é + % + g—i iar multimea de A-stabilitate este domeniul marginit de
linia intrerupta din Fig. 1.

Observam ca nici una din schemele de calcul de tip Runge — Kutta explicita
nu este A-stabila.

4. In cazul schemei de calcul implicite

ui—;:z‘—l _ f(ti,ui) = O, 1 = 1, 17 o
uy = 2

Y

pentru problema de test deducem

1 1 1
Uj—1 =

YT el S

)iUO.
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Fig. 1. Multimea de A-stabilitate a schemelor Runge-Kutta.
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Din conditia de marginirea sirului (u;); : |1lel < 1, obtinem ca multimea

de A-stabilitate este |z — 1| > 1,, adica exteriorul discului cu centrul in 1 si
de raza 1. Astfel aceasta schema de calcul este A-stabila.

5. Utilizand schema de calcul de tip Adams scrisa sub forma
pUgtp + Ap1Ug1p—1 + ... + QoUL—

—hbpf (trsps Uktp) + bp—1f (Erap—1; Unsp—1) + - 4 bof (Er, ur)] = 0.
pentru rezolvarea problemei test ajungem la ecuatia cu diferente
(ap—2bp)tpgp+ (ap—1—2bp_1 ) Uprp—1+- . .+ (a1 — 2b1 )ug11 + (ag — zbo)us, = 0.
Ecuatia caracteristica corespunzatoare este

p(x) —zo(x) =0
unde
p(x) = apr’ +a, 12"+ ..+ a1z + ag,
o(x) = bya® +b, 12?7 + ...+ bz + by.

Solutia ecuatiei cu diferente este marginita daca are loc conditia radacinii:
Radacinile polinomului caracteristic sunt in modul subunitare, iar cele de
modul 1 sunt radacini simple.

Fig. 2 si Fig. 3 prezinta frontierele multimilor de A-stabilitate pentru
schemele de calcul Adams — Bashforth (r=1,2,3,4) si respectiv Adams —
Moulton (r=2,3.4). In fiecare caz multimea de A-stabilitate este exteriorul
domeniului marginit de curbele desenate.

Din analiza graficelor se observa ca nici una din schemele de calcul de tip
Adams tratate nueste A-stabila.

Detalii privind construirea acestor grafice se gasesc in Anexa C.

6.6 Rezolvarea unui sistem algebric de ecuatii
neliniare prin integrarea unei probleme Cauchy

Reducem rezolvarea unui sistem algebric de ecuatii neliniare

fl(l'l,...,l’n) = 0
.................. (6.29)
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Fig. 2. Multimea de A-stabilitate a schemelor Adams-Bashforth.
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Fig. 3. Multimea de A-stabilitate a schemelor Adams—Moulton.
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la integrarea unei probleme Cauchy. Pentru simplificarea scrierii rescriem sistemul
(6.29) sub forma concentrata f(z) =0 cu

) filwy, )
r=| : f(x) = :
T fo(x1, ..o )

Indicam doua variante de transformare a sistemului f(z) = 0 la integrarea unei
probleme Cauchy de forma

w(t) = ot x(t)),
z(0) = 2°
Varianta 1. Fie 2° € R" g1 ¢(t,z) = f(z) — (L—t)f(2"). Daca z, este o
solutie a sistemului (6.29) atunci
©(0,2°) =0 si o(1,z,) = 0.
Fie z(t) o curba din R" care uneste z° cu z, astfel incat
o(t, zft)) = 0, t €0, 1]. (6.30)
Derivand (6.30) gasim

(1, 2(t) = Fa(0)ilt) + 1) = 0,

de unde

1

#(t) = —[f (=] f(2") = ——]

(L) ), te1),

In concluzie, rezolvarea sistemului algebric de ecuatii neliniare f(z) = 0 revine la
integrarea problemei Cauchy

i o= L@@, te(01);
£(0) = a°

z’.
Varianta 2. Daca o(t,z) = f(x) — e ' f(2") atunci
©(0,2") =0 si lim (¢, z,) = 0.
t—ro0

Procedand analog, fie z(t) o curba din R"™ ce uneste z° si z, si care satisface
egalitatea (t,z(t)) =0, ¢t > 0. In urma derivarii se deduce problema Cauchy

i = =L@ @), >0
z(0) = 2°
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Probleme si teme de seminar

P 6.1 Pentru rezolvarea problemei Cauchy

'T(t) = Sp(t’x(t» tG[O,T],
z(0) = 2°

se considera schema de calcul implicita

WL () =0 i=1,2,...,n, (h=1)
uy = av.

1. Sa se studieze consistenta schemei de calcul.

2. In ipoteza in care functia p este lipcshitziana in x, sa se demonstreze sta-
bilitatea schemer de calcul.

P 6.2 Pentru rezolvarea problemei Cauchy

#(t) = pltz@), — t<[0,T],

z(0) = 2%
se considera schema de calcul a termenului median
Uig1 —Ui—1 _  — =T
o= — ot u) =0, i=1,2,...,n—1, (h=7)
Uy = ZL‘O,

uy se calculeaza printr-un procedeu initial.

1. Sa se studieze consistenta schemei de calcul.

2. In ipoteza in care funclia @ este lipschitziana in x, sa se demonstreze sta-
bilitatea schemei de calcul.

P 6.3 Pentru rezolvarea problemei bilocale liniare

i’Et))— p(t)E(t) —q(t)z(t) =r(t),  tE€[a,b],
z(b) = ;7
se considera schema de calcul

Uy =

Up = 57
unde p,q,r € Cla,b].
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1. Sa se studieze consistenta schemei de calcul.
2. In ipoteza q(t) > q. > 0, sa se demonstreze stabilitatea schemei de calcul.

3. In ipoteza q(t) > q. > 0, sa se demonstreze ca scheme de calcul are solutie
unica.

P 6.4 Pentru rezolvarea problemer bilocale neliniare
i(t) = fLo), teoT),
z(a) = a,
z(b) = 5

se considera schema de calcul

ui+1_2hu2—i+ui_l — f(tl7 U”L)7 Z = 1, 27 N ,n —-= 1, (h/ — %)
Uy = @,

Up = /6
1. Sa se arate ca daca sirul (w;)o<i<n Satisface conditiile

’U]QSO
wi+1—(2+ai)wi+wi,1:bi i:1,2,...,n—1, CLi,biZO
w, <0

atunci w; <0, Vi € {0,1,...,n}.

2. Sa se demonstreze ca daca Sup,ep 1 2| < My < 400 5i 212 > 0 V(t,z) €

Ox
[0,T] x R, atunci

M h? M h2T?
(T — ) <
4 96

Vie{0,1,...,n}.

2y — u;| <
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Capitolul 7

Metoda celor mai mici patrate

Problema aproximarii unei functii printr-o alta functie dintr-o clasa conven-
abila prin metoda celor mai mici patrate este prezentata in mai multe ipostaze.

7.1 Construirea unei functii de aproximare
prin metoda celor mai mici patrate

Cazul discret. Reluam problema aproximarii unei functii cunoscuta prin
valorile yq, yo, . . ., y, date respectiv in punctele x1, xs, ..., x,, distincte doua cate
doua.

Pentru n mare, aproximatia data de o functie de interpolare este improprie
utilizarii in cazul in care intereseaza expresia functiei obtinute. Un alt mod de
aproximare este furnizat de metoda celor mai mici patrate.

Fie m € N;m < n. O functie F(z,cq, ..., cn), fixata de parametrii ¢y, ..., ¢y
reprezinta o aproximatie construita prin metoda celor mai mici patrate daca

n

Z[F(xk,cl, CCm) — ) =

k=1
=inf{> [Flzi Mo An) — w0 Ay A €RY
k=1
Ansamblul format din parametrii (cy,...,¢,) defineste un punct de minim al
functiei
QA1 Am) = D [F (kAo Am) — wl?, (7.1)

k=1

177
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si este o solutie a sistemului algebric (conditia necesara de optimalitate)

0P
=0 i=12..m (7.2)
Studiem cazul liniar. Fie ¢;(x),. .., ¢, (z) functii liniar independente si

F(xv)\lv .. a/\m) - Al(pl(x) +.o.+ AmQOm(ZL')

In acest caz, sistemul (7.2) devine un sistem algebric de m ecuatii liniare cu m
necunoscute

0P
O\

(Cry.eeyCm) =2 Z[clgpl(xk) + .o+ () — yrl@i(xk) =0, (7.3)
k=1

1=1,2,...,m.

Utilizand notatiile
i j = Z 901($k)90j($k) b, = Zyk(pl(l’k) (74)
k=1 k=1

sistemul (7.3) se scrie

Z a; C5 = bz 1= 1, 2, e, . (75)

m
g=1

Matricea (a; j)1<i j<m @ coeficientilor dati de formula (7.4) se numeste matricea
Gram asociata problemei de aproximare prin.imetoda celor mai mici patrate con-
siderata.

Astfel pentru obtinerea aproximatiei dorite trebuie parcursi urmatorii pasi:

1. Se alege m € N* gi functiile liniar independente (), ..., pn(z).
2. Se calculeaza, conform formulelor (7.4) coeficientii (a; j)1<ij<m s (0i)1<i<m.-

3. Se rezolva sistemul algebric de ecuatii liniare (7.5), rezultand coeficientii
C1,C2y...,Cnp.

4. Se formeaza functia de aproximare

F(z,c1,.. . 0m) =cp1(z) + ..+ empm ().
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Expresia functiei de aproximare poate fi pus sub o forma matriceala. Fie matricele
U si Y definite prin

e1(z1)  pi(r2) o () Y1
U— pa(r1)  pa(m2) ... @alam) y—| ¥

Prin calcul direct obtinem egalitatile matriceale

U-UT = (Z @i(Tr) (k) )1<ij<m = (@ij)1<ij<m

k=1
si
U-Y = (Z @i(Tr)Y)1<icm = (bi)1<i<m
k=1
Sistemul (7.5) se poate scrie
C1
vt | =U-Y;
Cm
de unde
C1
=U-UH.U-Y,
CTn

iar expresia functiei de aproximare este
e1(z)
F(z) =< (U-U" . U-Y, >,
()

unde prin < -,- > s-a notat produsul scalar din R".
Fie vectorii
pi(1)
@i(12) .
U = o eR" ie{l,...,m}.

wi(ry)
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Teorema 7.1.1 Daca vectorii uy, ..., u, sunt liniar independenti atunci ma-
tricea sistemului algebric de ecuatii liniare (7.5) este nesingulard.

Demonstratia 1. Aplicand vectorilor liniar independenti uy, ..., u,, procedeul
de ortogonalizare Gram - Schmidt obtinem vectorii

Q51

m
vi:Zai,pup:[ul...um] : ; i€{l,...,m},
p=1 Qim

astfel incat vl v; = 6;;,Vi,j € {1,...,m}, unde 0, ; reprezinta simbolul lui Kro-
necker. Ansamblul acestor relatii se poate scrie matriceal

Q11 ... Oy
V=[v1...00=u...un®=0U"® unde ® =

Xy - Omm

Datorita conditiilor de ortogonalitate VIV = 1I,. Pe de alta parte VIV =
TUUT®. In consecintd | PTUUT®| = |0\ UUT| =1, deci [UUT| #0. =

Demonstratia 2. Matricea UU7 este simetrica si pozitiva. Este suficient sa se
arate ci este strict pozitiva, caz in care UUTc =0 = c¢=0.
Liniar independenta liniilor lui U, adica a coloanelor lui U” se exprimé prin

Zcz-uiT:O =c=(e1...cn) =0

sau
Ulc=0 = ¢=0 sau c¢#0 = Ulc#0.
Prin urmare < UU%¢c,c >= || U ¢c||3 > 0, Vc € R™, ¢ # 0.

Are loc si proprietatea reciproca, dacé matricea UUT este nesingulars, deci
strict pozitiva, atunci liniile lui U sunt liniar independente. intr—adevér, daca
UTc =0 atunci UU”¢ = 0 si In consecintd ¢ = 0. m

Utilizand notatiile introduse, problema initiala se poate reformula prin

(\) = ly — UPAJ}3 - min, (7.6)

unde A = (Aq, ..., )T
Aceasta forma conduce la dezvoltarea rezolvarii sistemelor algebrice de ecuatii
liniare in sensul celor mai mici patrate.
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Cazul neliniar.

Introducem notatiile 7y (A1, ..., Am) = F(@p, A1, o3 A ) — Uk, E=1,2,... n.
Rescriem functionala de minimizat (7.1) sub forma
1 1=, 1 )
FO) = 5800 = 5 S0 = LI,
i=1
unde
)\1 7”1()\)
A= : r(A) = :
Am Tn(A)
Pentru inceput sa calculam gradientul si hessianul functiei f(\)
Af(N) PrN) Ay
o E) Ny Wy %
i) = : , o H(QA) = : o
of(N) ?fN) 0]
MAm MO T oA
In acest scop notam
ar1(\) ar1(\) 9%r(N) %ri(N)
oA T OAm E) v AR W) W
J(A) = Lo i ] Y= : Lo
Orn(N) Arn(N) 271, (\) 2?*ri(\)
o T Om ED ST V) v
k=1,2,...,n.
. Of(A n ari(\ y
Din %}C) => 0, ri()\)%k) rezulta
fr) = TN,
. A2 —n 0r(N) 9 02r; (A y
iar din 8/\]_6()\1 =>" 6/\(‘1) a)fk) +Ti(>‘)W6(/\Z rezulta
H\) = J" (NI + > r()rf (A
i=1
Rezolvarea sistemului algebric de ecuatii neloniare f'(\) = 0, (7.2), prin

metoda Newton-Kantorovici conduce la girul de aproximatii

AEFD = A® 1AL (AR ke N,

(7.7)
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si este cunoscuta sub numele de metoda Gauss-Newton.
Utilizarea metodei gradientului pentru minimizarea functiei f(A) conduce la
Sirul de aproximatii

AFHD — AB) _ p®) e N, (7.8)

Metoda Levenberg-Marquardt este o combinatie empirica a formulelor (7.7)
si (7.8)

AFD = A®) T FO®) 4 diagHA®)] L), keN.  (7.9)

Cazul continuu. Fie I C R un interval, p € C(I) o functie pondere, p(z) >
0, Vo € I. In C(I) se defineste produsul scalar

< fig>= / p(z) f(2)g(z)dz.

Dandu-se (pr)ren un sir'de polinoame ortogonale in intervalul I cu ponderea p,
numarul n € N gi f € C(I), se pune problema determinarii polinomului ¢(z) =
Y ro CkPr(x) care minimizeaza functionala

e lf—vlli=<f-o.f—p>.

Calculam

B(co, 1, )= If =0l =< f = Z%Z%f - chpk >=
k=0 k=0

=< [, f 52 o < fipe >+ > < Propr >
k=0 k=0

Conditiile de optimalitate sunt

109
= :—<f,pi>+ci<pi,p,->:0, 1=20,1,... n.
2801-
Astfel ¢; = ;{% siop(z) =30, ;pﬁif; pi- Utilizand acest rezultat, avem
R T Pt Ly S 1)
2 7 k=0 < Pk, Pk > 7 7
= 17112 = llel,

relatie ce aminteste de teorema lui Pitagora.
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Teorema 7.1.2 Daca I = [a, b] este un interval compact atunci are loc egalitatea

lui Parceval
P Ay
e < Pk; Pk > ?

<f7pk >2
<pk7pk>‘
Potrivit Teoremei Weierstass, pentru orice f € Cla, b] si orice € > 0 exista un

polinom P astfel incat |f(x) — P(x)| < &, Yz € [a,b]. Atunci

Demonstratie. Din (7.10) rezultd convergenta seriei » .-

Hf—H@:/pwxmw—H@ﬂh<C&

unde C' = fab p(x)dx
Daca n este gradul polinomului P, atunci din definitia elementului de aproxi-
mare de gradul n, construit prin: metoda celor mai mici patrate, rezulta

If =l < [If = Pi3 < C&?
gi tinand cont de (7.10),

a < fupk >2
0<IfI3—)  ——— <

0 < Pk, Pk >

. v . L 2
adica lim,, o ZZ 0 iljyc;f]];;> - Hf”2 u

Teorema anterioara sugereaza ideea determinarii lui n. Pentru e > 0 dat n se

determind astfel incat s fie satisfacuta inegalitatea |[f]|3 — D"/, ig 2 ;; <e.

7.2 Polinom trigonometric de aproximare
construit prin metoda celor mai mici patrate

Fie Cy, spatiul liniar al functiilor continue, periodice, cu periada 27 si

a - . o
T = {T(2) :70+Z(ajc08]x+ﬁj81n]x):ao,al,...,an,ﬁl...,ﬁmE]R}

J=1

multimea polinoamelor trigonometrice de grad m.
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Pentru o functie f € (5, determinam un polinom trigonometric de grad m,

To(z) = % + Z(aj cos jx + b; sin jx)

m
j=1

astfel incat
2T 27
/ [To(z) — f(x)]*de = inf{/ [Tx) — f(x))?dz : T € Ton}-
0 0
Notand
27
F(a07a17"'7am761“'76m) :/ {T(Cl?)—f(l’)]2dx,
0

conditiile de optimalitate sunt
oF OF oF
il 0 _

— =90 kEedl,...,m}.
&%) o 5kz { }

Calculand derivatele,obtinem ecuatiile:

OF _ 9 fOQW[% + > it (e cos jx + Bysin jx) — f(z)]dr = 0;

dag
% =2 f;”[% + > i (e cos jo + Bysinjx) — f(z)] cos kzdr = 0;
27’[’ e m . . . .
%; =2 [, % + 20 (@ cos jx 4 B sin ja) — f(2)]sin kzdx = 0;
Deorece
2 2 2
/ sin jxdax = / cos jrdr = / sin kx cos jzdx = 0,
0 0 0
2 2w
/ sin jx sin kxdr = / cosjx cos kxdr = ok
0 0
rezulta

27
b= / F(@)da,

1 o 1 2
ap = —/ f(x)coskxdr by = —/ f(z)sinkzdz k€ {l,...,m}.
™ Jo ™ Jo

Astfel polinomul trigonometric de aproximare construit prin metoda celor mai
mici patrate coincide cu polinomul trigonometric ce rezulta in urma trunchierii
seriei Fourier atagat functiei f.
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7.3 Metoda celor mai mici patrate in spatii pre-
hilbertiene

Fie X un spatiu prehilbertian peste corpul K = RV C, (w;)1<;j<, 0 familie de
elemente ortogonale

< Wj, W >= djzdj,ka VJ,k c {1/,71}

si subspatiul W = span{wy, ..., w,}.
Ne propunem sa calculdm elementul de aproximatie y = > "

j—1 Cjw; a unui
element x € X, determinat prin metoda celor mai mici patrate:

n n

1D cjwy — > = imf{] Y Ajw; —a|* - A€ K, 1< j <n}.

=1 j=1

Problema revine la minimizarea functionalei ®(Ar, .. A,) = || 220, Ajw; — 2|
Pentru wy = > 7, d2 < x,w; > w; au loc egalitatile

< wp— x,wy, =0, Vk e {1,...,n}.

Intr-adevar
n

1
<wy— T, W >= Zd2<ij><w],wk>—<7‘wk> 0.
7j=1
Au loc egalitatile

n

- 1
DA, ) = | ZAjwj—w0+w0—x|yQ = | Z(Aj 7 < z,w; >)w;+wo—z||? =

j=1 j=1
n
—<Z <ij>)wj+w0—x, <xwk>)wk+w0—x>—
k=1
a 1
= Z |Aj— d2 < z,w; > |PH2R <Z( ;= d2 <z w;i>) < wo — T, W, >>+||wo—x\|2 =
7=1
Z!)\ <£w]>|+Hw0—JJH
Pentru A\; = % <z,wj >, J € {1, ..., n} se obtine valoarea minima a functionalei

®. Astfel elementul de aproximare cautat este

n

1
QZZ@ < T,w; > wj. (711)

7j=1 J
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Probleme si teme de seminar

P 7.1 Dandu-se punctele P;(x;,y;), i € {1,2,...,n}, sa se determine dreapta A\
care minimizeaza suma patratelor distantelor de la punctul P; la /\.

R. Alegand parametrii:
e d distanta de la origine la dreapta A;

e « unghiul format de perpendiculara din origine pe dreapta A cu semiaxa
pozitiva a axei Ox

ecuatia dreptei A este
xcosa+ysina —d = 0.

Problema de optimizare devine

n

min Y (2;cosa + y;sina — d)*
a,d
i=1

Conditiile de optimalitate conduc la sistemul algebric neliniar
(30 g wiys) cos 20+ 5 (30 (y7 — xF)) sin 20+

+d (3o xi)sina —d (377, yi) cosa - 0
(X cosa+ (31 yi) sine — nd = 0.

P 7.2 Fie f € C|0,1]..5a se pund in evidenta matricea Gram corespunzdatoare
sistemulue algebric de ecuatit liniare ce rezulta in cazul in care elementul de aprox-
imare construit prin metoda celor mai mici pdtrate are forma p(z) = Y0 _, cra®.

P 7.3 Fie f(x) = 2x — 1 si ¢ > 0. Utilizand metoda celor mai mici patrate sa
se determine functia de aprozimare q(x) =" 7 _, arcoskmx astfel incdt sa fie
satisfacuta conditia fol [f(z) — q(x)]?dz < e.

R. Fie gy(x) = coskmz, k € {0,1,...,n}. Au loc egalitatile

1 1
1
[ o=t [a@ra=g ke,
0 0
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Metoda celor mai mici patrate da

ag = /0 f(z)go(x)dx, ap = 2/0 f(@)qp(z)dz, ke{l,2,...,n}.

Inegalitatea

[ - atopas = -t - S ar <

k=1

serveste la determinarea lui n.
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Capitolul 8

Transformarea Fourier discreta

Notam prin C,, multimea girurilor de numere complexe, periodice cu perioada

C, = {2 = (vk)rez : 7 € C, 2, = Tp, Vk € Z}.

Un gir x € C, este determinat de elementele xg, z1,...,x,_1, restul elementelor
se obtin prin periodicitate. Se va folosi notatia z = (zx)o<k<n—1 € C,.
8.1 Transformata Fourier discreta

Transformarea Fourier discreta (TFD) este un operator liniar F' : C,, — C,
definit prin
y="F), == (zk)osk<n—1 ¥ = (Uk)osk<n—

n—1
Yp = Z:L‘jw*kj 0<k<n-—1, (8.1)
j=0

- 27 . : . ) . .
unde w = €'~ . Sirul y se numeste transformata Fourier discreta a girului z.

Transforma Fourier discreta inversa. Presupunem ca in relatiile (8.1)
este cunoscuta transformata Fourier discreta (sirul imagine) y =
(Y )o<k<n—1 §i vom determina girul original z = (zx)o<k<n—1-

Inmultind relatiile (8.1), respectiv cu w*, k = 0,1,...,n — 1 si adunand
obtinem
n—1 n—1 n—1
IS W e
k=0 j=0 k=0
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si folosind (9.8) rezulta
n—1
1
S
k=0

Teorema 8.1.1 Dacan = 2" gix = (x;);ez este un sir periodic, cu perioada n,
de numere reale, atunci Y, =7, k €{0,...,n—1}, unde y = F,,(z) = (yx) jez
$1 Yy, este conjugatul lui yy.

Demonstratie. Fie k € {0,1,..., §}. Atunci

Astfel TFD a unui gir de numere reale x = (z;);ez cu periada n = 2™ este
definit de % 4+ 1 = 2™' + 1 numere complexe {yo, y1, . .. Yz t.

Teorema 8.1.2 Dacd x = (xp)kez $1 Y = (Yp)rez sunt doua siruri din C,, avand
transformatele Fourier discrete sirurile X = (Xy)rez = Fn(x) $i respectivY =
(Yi)kez atunci au loc egalitatile

n- 1Ikyk, = nzk OXkYkn
:0 ’zk’ = ”Zk:o | X |

Demonstratie. Prima relatie rezulta din

n—1

n—1 n
Z XpY) = Z Xk Z@jwjk
k=0

—1
k=0 §=0

=
[ay

n— n—1

_1s ; _
Ui X't = anjyj.
0 §=0

<
Il
=)
£
Il

A doua relatie rezulta din prima pentru y =z. =

Produsul de convolutie.! Daci x,y € C, atunci produsul lor de convolutie
z=ux * y este sirul z = (2x)rez definit prin

2L = ijyk_j Vk € Z.
=0

Legat de produsul de convolutie au loc urmatoarele proprietati ale trans-
formarii Fourier discreta

LA nu se confunda cu notiunea omonims definita la transformarea z din Cap. 1.
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Teorema 8.1.3 Au loc egalitatile:
L Flzxy) = F(x)- F(y);
2. F Yz xy)=nF"Yz) Fl(y);

Demonstratie. Fie x = (21)rez, ¥ = (Yr)kez € C,,.

1. Daca
F(r)=X = Xirez Fy) =Y = Yi)rez,
u=z*xy=(uprez F(u)=U= (Up)rez

atunci au loc egalitatile

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1

—kj —kj —sk —k(j—s

U, = E ujw " = E E TsYj—s) 7= E TsW E Yj—sW G=9),
j=0 5=0 j=0

j=0 s=0
Prin schimbarea de indice [ = j — s suma interioara devine

n—1l=s n—1—s

Zyj T = N g Zyzw "y Z yrw ™"

l=—s l=—s

Tinand seama de periodicitatea sirului y si de definitia lui w

—1

k(l+n)
E yw ™" E Yi4nW E yw™"
l=—s l=—s l=n~s
—1 _ i =1 _ [N : v
Asadar Y2770 gy sw MU = ST Py giin consecinta
n—1 n—1

U, = szw"gk Zylw’kl =X Y.
s=0 =0

2. Procedand asemanator, daca

U=2T*xYy = (uk>k€Z F_I(U) =
atunci au loc egalitatile

n—1 n—1

n—1
SRR\ MUBIIEE) MR WEEE
j=0

j=0 s=0
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= =
=n(— Z z ) (= Z yw™) = nXy, - ;.
(e [
3. Daca
F(r) =X = (Xi)rez Fy) =Y = (YVi)rez,
u=uzy = (Tpyp)kez  F(u) =U = (Up)rez
atunci au loc egalitatile
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
(X*Y)=> XVi;=> O zw )Y, = Z raw * N "V,
=0 j=0 s=0 =0

Prin schimbarea de indice [ = k — j suma interioara devine

ZYk jwk=d) Z Yiw® Z YwSZ+ZYw

I=k+1—n l=k+1—n

Tinand seama de periodicitatea girului Y si de definitia lui w

n—1

—1
> Y E i = 3" v
I=k+1-—n l=k+1—n I=k+1

—1 4 —1 [N . v
Asadar )77, Vi jw* =) =3 Viwst = ny; si in consecinta

n—1 n—1
(X *xY)=n g xsyyw_Sk =n E usw ™ *F = nU,.
s=0 s=0

8.2 Algoritmul transformarii Fourier discreta rapida

Fie n = 2™ gi pentru simplificarea expunerii alegem m = 3. Daca k,j
{0,1,...,2™ — 1 = 7} atunci au loc reprezentarile k¥ = k922 + k12 + ko,j =

§222 + 712 + jo unde ko, ki, ko, jo, j1, jo sunt cifre binare. Folosim notatiile

y(ka, k1, ko) si x; = x(jz2, j1, Jo)-
Transformarea Fourier discreta a sirului x devine

1 1 1
v = y(ka, i, o) = cha =YD w Ry o) =

Jo=0j1=0 j2=0

1 1 1
—kj —2kj —22k;j S
=§ w ”E w JIE xjw = 22 (ja, g1, Jo)-

Jo=0 71=0 J2=0
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A o _92Ls T
Observand ca w=2%2 = =402 qy

suma interioara este

Rezulta

Daca notam x5 (ko, k1, jo) =

1
Z J27317j0

Y = y k271€17k0

Yk =

1

Jjo=0

1

72’{:]'1 — w72(2k1+k0)j1
)

w ko — w*(4k2 +2k1+ko)jo

22kj2 - Z x(j2>j17j0)w74k0j2 = xl(k()’jl’jo)'

Jj2=0

Jo=0

y(kQ, Ky, ko)

Jj1=0

Jjo=0

Zw ko Z ~2(2k1+ko) 2y (ko, 1, Jo)-

1
= Z w0y (ko ki, jo) =

Z w —(4ko+2k1+ko) ]0 <k07 kl,]()) = ]“3(]60, k’l, k‘z)

1 _ ’ = .
D s W 2@ki+ko)i1 11 (Ko, j1, jo) atunci, in final, avem

In consecinta, pentru calculul transformarii Fourier discreta, in loc sa calculam
succesiv elementele girului y = (y )k, calculam coloanele tabelului

xo = 2(0,0,0)
xy =x(0,0,1)
xo = 2(0,1,0)
x3 =2(0,1,1)
xy = 2(1,0,0)
x5 = 2(1,0,1)
x¢ = x(1,1,0)
xr=x(1,1,1)

Il(0,0,0) l’g(
21(0,0, 1) x4
xl(O,l,O) ZEQ(
1'1(0,1,1) IQ(
r1(1,0,0) xo
x1(1,0,1) o
l’l(l,l,O) .TQ(
.171(]_,1,1> ZL’Q(

e el el ==l e len)

= =0 O = = OO

— O = Ok OO

~— N e e —

&
w

8
w

S
w

8
w

&
w

8 8
w W
e e R R R i i

S
w

—_ = =0 OO OO

= _ 0 OO~k OO

—_— O = O = O D
~— O

y(0,0,0) = Yo
y(17070) = Y4
y(07 L, 0) = Y2
y(la L, 0) = Ys
y(0> 0, 1) =Y
y(17 0, 1) =Ys
y(O, L, 1) = Y3
y(17 L, 1) = Yr

Astfel numarul adunarilor efectuate este 8 - 3 sau nm = nlog, n, in cazul general,
fata de 8-8, respectiv n?, adunari necesare calcularii succesive a elementelor sirului

Y.
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8.3 Aplicatii ale transformatei Fourier discreta

8.3.1 Calculul coeficientilor Fourier

Fie f € C,,, o functie continua si periodica de perioada 27.. Daca are loc
dezvoltarea in serie Fourier

flx) = % + Z(ak coskx + by sinkx) = Z cpe’ke
k=1 keZ
avand coeficientii
1 27 1 27 1 2
ap = / f(x)dx ap = / f(z) cos kxdx b = / f(z)sin kzdx
T Jo T Jo T Jo
pentru k € N*, respectiv
ar —ibi; 17 (z)e ™ d n keN (8.2)
Cp = ————u= — x)e T, C_p==C . .
k 9 o o ) k k>

Aproximam integrala din (8.2) prin formula trapezelor. Dacad n € N* este
parametrul de discretizare atunci se obtine

n—1

[F(0) + 237 F(T )G9 4 f(am)eio),

Jj=1

1 27

Crp N — —
2w 2n

Datorita periodicitatii functiilor f si e, din relatia de mai sus deducem

1228 o9r 1222 on
~ N —ik(2E5) L oy —dk 8.3
Ch njgof(nj)e njof(nj)w : (8.3)

Astfel, sirul ¢ = (¢x)o<k<n—1 este aproximat de %Fn(y), unde y = (y;)o<j<n-1,Y; =
FEE)).

Exista o alta legatura intre coeficientii Fourier ale unei functii si transformata
Fourier discreta a girului valorilor ei pe o multime echidistanta de noduri.

Teorema 8.3.1 Fie n € N*. Daca

a/ = . . . ..
f(t) = EO + Z(aj cos jt + b; sin jt) = che“t’
j=1

=
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cucj = aj;bj,cj =¢j, €N si
2T
y=F,(x), unde ze€C,, = (xj)o<j<n-1, == f(j;),
atunci
Yp =1 <Ck + ) (Chaan + Ck—sn)) , ke{01,...,n—1}
s=1
Demonstratie. Din nou, notam ¢; = j%”, je{0,1...,;n—1}siw= el
Atunci _ A
vy = F(= Y e = 3
WEZL WEZL
de unde se obtine
n—1 n—1 00
= St = S )t = 3, S
j=0 J=0\p=0

Daca pu — k este multiplu de n atunci suma interioara este n, iar in caz contrar 0.
Pentru p — k = sn se gaseste

Yk = ”Z Chk4sn — N (Ck =+ Z(CHsn o Cksn)) - u

SEL s=1

8.3.2 Calculul coeficientilor Laurent

Daca f este o functie olomorfa in discul unitate avand pe 0 ca punct singular
izolat, atunci are loc dezvoltarea Laurent

unde

1 f(C 7,.'1} —'Lx
— 27r/ f(e ke .

kE— .
2mi ¢ Ck+1

Calculand integrala de mai sus cu formula trapezelor deducem

1 27T
92 —zk(—j 21\, —ik2m )
W & o 2n )+ Z fle' + f(e"T)e™ ]
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Periodicitatea functiei e* implica

[y

n—1

.27 . 27 ]. i 27 5 1
flemT)e ) = n > feEw . (8.4)
=0

n—

SRS

ar ~

<.
I
o

Prin urmare, sirul @ = (ax)o<k<n—1 este aproximat de %Fn(y), unde y = (Y;)o<j<n—1,Y; =
.o .

fle'™=7).
Partea principala a dezvoltarii Laurent a functiei f(z) calculata este a_; =

ap—1,0-2 = Ap-2;,--.,0_(n-1) = A1

8.3.3 Determinarea functiei analitice cunoscand partea reala

Fie D C C un domeniu care contine discul unitate si u(x,y) partea reala
a unei functii analitice “f(z),z = x + iy. Se cere determinarea partii imaginare
v(z,y) alui f(2), cuv(0,0) =0.

Definim «(t) = u(cost,sint) = u(e™) si daca dezvoltarea Fourier a functiei
a(t) este

50 + Z (ay, cos kx'+ by sin kx) =
k=1
00 ikt | —ikt ikt ikt
ap e +e e —e€
- b =
St ()
k=1
ago > Q. — Zbk ikt ag + Zbk —ikt\ __ ikt
5+ ;( e e )= é ke,

cucy=% €R, ¢ = @,c_k:aﬁ, ke N*
Atunci f(z) = ¢o + 2> 2, cx2z". Intr-adevar, din f(e) = co + 2 oo, cke™
gasim

§Rf(€Zt> _ f(€ ) ;— (6 ) = o+ chezkt + Zakefzk:t _
k=1 k=1

oo o oo o0
=co+ g cpet + E c_re R = ¢y + g cpe*t + E e M = a(t).
k=1 k=1 k=1 k=1

Restrictia partii imaginare la cercul unitate este

B(0) = o) = 3f(et) = LI L “> e
k=1
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— — (Z cpe*t — Z cke’“) = Z(ak sin kt — by cos kt).
k=1 k=1 k=1
Astfel coeficientii Fourier a functiei 5(t) sunt
—1icy daca k >0
dp =4 0 daca k=0 (8.5)

ic, = iC_p, daca k <0

Operatorul «a(t) — [(t) se numeste operatorul de conjugare. Expresia inte-
grala a acestui operator este

B(t) = K(a)t) = — /Oﬂa(s)cottgsds

"o
Metoda numerica pentru calculul functiei S consta din
1. Se fixeaza un numar natural par n = 2m,m € N*.

2. Se calculeaza coeficientii Fourier ¢ = (¢ )o<k<n1 a functiei a(t). Utilizand
metoda dezvoltata anterior,

c= EF"(&)

unde o = (a(Z%))o<p<n1-

3. Utilizand relatiile (8.5) se construieste vectorul coeficientilor Fourier a functjiei

p(t)

d= (07 —Z'Ch PP —iCnL_17 Z.Em—ly . ,iEl)
4. Se calculeazd valorile functiei (t) in punctele Z%, k€ {0,1,...,n — 1},
2rk

B = (5(7))09@4 = nF,(d).

8.3.4 Calculul integralei Cauchy
FieI'={z € C: |z| =1} gi functia h : I' — C. Notam prin f : C — C functia

definita prin
6 =5 | O (8.6)

o Jr (=2
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numita integrala Cauchy. Prin schimbarea de variabila ¢ = e, integrala din (8.6)
devine , .
1 [ h(e™)
= — —2 . 8.7
1) 2T /0 1 — ze (8.7)
Daca |z| < 1 atunci are loc dezvoltarea
—1 — = izjeijt
1 — ze =

si (8.7) devine
1= ™ =
f(z):%]z:;zj/o h(e™)e jdt:]z:(;cjzj,

1 27 ity =ijt
unde ¢; = 5 [ h(e)emV'dL.

Folosim formula trapezelor pentru calculullui ¢;. Daca n € N* este parametrul
metodei trapezelor, atunci gasim

n—1
1 27 (27N _ji2m —ij27
R oo (1)—1—2;]1(6“ Je 7 + h(1)e =
1 n—1
227 7,
= =3 (e Fr
"o
adica secventa (co, c1, . . -, ¢,—1) este aproximata de d = %Fn(SD% cup = (pj)ogjcn-1,9; =
(e ).
In final f(z) &~ Y07 d;2.

8.4 Transformarea cosinus discreta

Definitie 8.4.1 Fie v = (x;)o<j<n—1 € C,,. Sirul y € C,, transformata cosinus
discreta — TCD — a lui x, este definit prin

n—1
km

1
y:F'ri<x>7 Yy = (yk)OSkSn—l yk:]ZOxJCOS (.]—i_é)?? k’E {Oa]-?an_l}

(8.8)
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Astfel TCD se poate reprezenta prin produsul matriceal

Yo 0,0 ao,n—1 Zo

Yn—1 Ap-10 .-+ Qpn—1n-1 Tn—1
unde ay; = cos (j + 5)%E.

Teorema 8.4.1 Are loc egalitatea

n
AAT = z (8.9)
3
sau )
- N | n udaca p=0
2 Ap Qg = OpqCps UNde Cp = { n “daci p> 0
Demonstratie. Egalitatile
sin % (n+1)a
cosa + cos2a+ ...+ cosna = — o~ COS
sin § 2
: : : singt  (n+1)a
sina +sin2a + ...+ sinnha = — - sin
sin 5 2
implica
n—1 .
Zcos (7 + 1)cz — S0Rd
, I T Sgn e
3=0 s
Atunci
n—1 n—1 1 - 1 qr
Spg = p,jQq,; Z cos (j + 5)_ cos (j + 5); =
7=0 7=0
n—1
1 - 1i(pt+q) L(p—qr
= — cos — + cos — ]
2]0[ Uty U3

Daca p # ¢ atunci suma de mai sus devine

1 [sinﬂ(p+q) sinm(p — q)] _o

92 (p+q) (p

P2 2sin T2

2 sin
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Daca p = ¢ > 0 atunci

< 1 (,+1)2p7r+n sin 2pm +n n
=—) cos S s S
P Y TR T T B T2 2

Daca p = ¢ = 0 atunci Spp=n. =
Din teorema anterioara rezulta ca

3=

A = AT "

Astfel transformarea cosinus discreta inversa (TCDI) este data de

n<l

1
xk:deyjcos(k—i-é)%, ke{0,1,...,n—1},
=0
cw du — L daca k=0
Tl 2 dacd k>0

O legatura intre TFD si TCD

Fie v = (z;)o<j<n-1 € C,, si sirul z € Cy,, definit prin

0 daca k£=0,2,...,2n,...,4n — 2
k=14 wy daca k=2s+1, s=0,1,...,n—1
rs, daca k=4n—-1-2s, s=0,1,....,.n—1

< 0112 )
De exemplu, pentru n = 3, daca x = atunci
To | L1 | T2

O 12345 |6|7|8[9 10|11
0$00$10$20$20$10$0

Teorema 8.4.2 Cu notatiile de mai sus, primele n componente ale transformaris
Fourier discrete a sirului z coincid cu dublul transformarii cosinus discrete a
strulue x.
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. . . . o ; 2T s
Demonstratie. Fie Z = (Zy)o<g<an—1 TFD a sirului z. Daca w = €'in = ¢'2n

atunci
4n—1 2n—1

— E —jk _ 2 : —(25+1)k _
Zk = Zjw = 22j4+1W (27+1) =
j=0 j=0

n—

—

2n—1
—(2j+1)k —(2j+1)k
g™ PR LN TR,

Jj=n

I
o

J
Schimband, in a doua suma, indicele de sumare j = 2n — 1 — s gi tinand seama
de definitia sirului z, expresia de mai sus devine

Zx w25tk Zx - (An—1-25)k _ Zx —(2s+1)k _|_w(25+1)k) _

k
—2Zx5005 s+ W—ka7 ke{0,1,...,n—1}. =

Probleme si teme de seminar

P 8.1 Corelata a doua siruri x,y € C, se defineste prin

n—1

R 1
TxY = 2 € C, cuz, = ﬁ E TilYk4j, 2 = (Zk>0§k'§n—1-
Jj=0

Sa se demonstreze egalitatile

1. Fy(z%y) = 2F,(T)F(y);

2. F7\(zhy) = LE1(@)F.(y);

8. Fy(x)*Fo(y) = Fo(Ty);

P 8.2 Rezolvarea unei ecuatii integrale Fredholm de speta a doua cu nucleuw con-
volutiv.

Indicatie. Fie ecuatia integrala Fredholm de speta a doua

+/ N(t —s)x(s)ds = f(t), t € la,bl, (8.10)



202 CAPITOLUL 8. TRANSFORMAREA FOURIER DISCRETA

unde N(t), f(t) sunt functii continue, date iar z(t) este functia necunoscuta.
Forma nucleului N (¢ — s) atribuie ecuatiei atributul de convolutiv.

Fie n € N*. Introducem notatiile: h = b’T", tk = a+kh, tpy1o = a—i—(k—i—%)h.
Ecuatia (8.10) se mai scrie

OIS | NG = s)a(s)ds = F(B),  telab,

si utilizand formula de integrare numerica a dreptunghiului cu neglijarea restului,
gasim

n—1

u(t) +h Y N(t =ty p)ultiye) = f(1).

k=0
Neglijarea restului a impus renotarea functiei necunoscute prin u(t). Daca uj41/2 =
w(trat /2) atunci atribuind lui ¢, succesiv valorile ¢/, obtinem sistemul algebric
de ecuatii liniare

n—1
wisrp +h Y NG = k)P = f(tipap),  G€{0,1,...,n—1} (811)

k=0

Rezolvarea sistemului algebric (8.11) se poate face cu ajutorul transformarii
Fourier discrete. In acest scop, definim sirurile

z = (2k)o<k<n—1  Zk= Ukt1/2;
© = (Pr)ock<n—1 Pr= fk+1/2,
€= (&)o<k<n—1 &= N(kh).

Sistemul (8.11) se rescrie prin

n—1
Zg+hzzk£j—k:¢]7 36{0717771_1}7
k=0

sau
z2+hzx&= .

Aplicand transformarea Fourier discreta F),, deducem
Fo(2) + hF,(2)FL(§) = Fulw).

Rezulta ca

o Fn(@)k

z=F Y w) unde w = (wg)o<k<n_1, Wk



Capitolul 9

Interpolare prin polinoame
trigonometrice

Se numesgte polinom trigonometric de grad m o functie de forma

t(z) =ay + Z(aj cos jx + b;sin jx).
j=1

Notam prin

m

Tm = {T(x) :oz0+Z(ajcoij+Bjsinjx):ao,al,...,an,ﬁl...,ﬁmGR}

J=1

multimea polinoamelor trigonometrice de grad m.

Fie C,, spatiul liniar al functiilor continue, periodice, cu periada 2. In
capitolul Metoda celor mai mici patrate s-au determinat coeficientii polinomului
trigonometric de grad m care aproximeaza cel mai bine, in sensul celor mai mici
patrate, o functie f € C,,. Coeficientii obtinuti coincid cu coeficientii dezvoltarii
Fourier atasata functiei f.

Fie f € C,,. Dupa numarul nodurilor de interpolare n deosebim cazurile:

e n = 2m + 1 numar impar de noduri 0 < zg < 2y < ... < Tag,, < 27.
Polinomul de interpolare va fi de forma
a m
t(zr) = 50 + Z(aj cos jx + b;sin jx).

J=1

203
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e n = 2m numar par de noduri 0 < xp < x1 < ... < ZTopy_1 < 27.

Polinomul de interpolare va fi de forma

m—1
t(r) = % + (a;cosjz + bjsinjz) + C%m cos M.

Jj=1

In fiecare caz coeficientii se determina din conditiile de interpolare

t(ﬂfj):yj V]G{O,l,,n—l}

9.1 Interpolare trigonometrica pe noduri oare-
care

Cazul cu numar impar de noduri
Teorema 9.1.1 Functiile
1,cosx,cos2z, ..., cosma,sinx,sin2x,...,sinme

formeaza un sistem Cebisev in intervalul (m, 7).

Demonstratie. Fie unsistem de 2m + 1 puncte 0 < g < 21 < ... < gy, < 27
si determinantul

cosmxy ... GCOsxTyg sinmxg ... sinzg 1
cosmxry ... cosxry sinmxy; ... sinxz; 1

D = D(l’o,l’l, C e ,l’gm) =
COSMTy, ... COSToy, SINMIo, ... SNy, 1

Vom arata ca acest determinant este diferit de 0.
Pentru simplificarea notatiei vom utiliza reprezentarea simbolica

Dz|cosmxj ... cosx; simmz; ... sinx; 1 |,

punand in evidenta coloanele determinantului D. Inmultind cu ¢ coloanele cu sin
si adunandu-le la coloanele corespunzatoare cu cos se obtine

D:‘ezmxﬂ' ... €% sinmx; ... sinz; 1 ‘
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Utilizand formula sinz = (e — e~**) deducem succesiv

_ IMT; ix; 1 imx; _ ,—imx; A iz o —iz; _
D=|emm . e L(eMmr —eime) o L(e —eTim) ]| =
= —‘ e L. e e L e ] ‘
2
Rearanjand ultimele m + 1 coloane se obtine
m(m+1)
D = L| emei L e 1 eT® L eTimE ‘
(—=20)m
Daca din fiecare linie a lui D se scoate factor comun pe e~ "% rezulta
m(m+1)
D= (_ ) : 2 e—im(xo+...+ac2m) ‘ e2ima; eilm+lz;  gimz; 1| =
(=2i)™
( )m(m+1)
—_ 2 o 2m . . .
S — YR N D)
(—=20)™

Calculam determinantul lui Vandermonde
V(ezxo’ 6”1, o ’€Z$2m) _ H (ez:cp o ezxq) _
0<g<p<2m
Tp — Xyg Z-Tp;fzq

= H (cosx, — cosxy +i(sinz, —sinz,)) = H 2i sin ¢

0<g<p<2m 0<q<p<2m

— (9§ m(2m+1) 'Lmzizo Tk . =lp — Iq.
(2i) e H sin———

0<q<p<2m
Determinantul devine
m(m+1) 2 Ty T2
D= (-1)"z 2™ sin=2—4+£0. =
(-1) 11 =

0<g<p<2m

Din Teorema 2.1.4 rezulta

Teorema 9.1.2 (Polinomul de interpolare trigonometric Lagrange-Gauss) Daca
feCor st —m <y <21 < ... < ZToy < 7 atunci exista un singur poli-
nom trigonometric t(x) de grad m care satisface conditiile de interpolare t(z;) =
f(z;), Vj€{0,1,...,2m}, avand expresia

T—Tj—1 T—Tom

2m . _ . . x—x .
I7Z0 | sin sin —=*L . . sin

.sin
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- % Zo 1{’((3;]])) si;L(f_zf’f’j ’ (9-1)

unde u(z) = H?:O sin 254

Demonstratie. Folosind notatia si rezultatul teoremei anterioare, din (2.6) se
obtine

<l D(x Tj1,T,T Tom)
Oy - - i—1 41y - -« 2
H(w) = LT 00, o ) () = Y fag) s =

=0 (CC(), c.. ,Igm)
2m = x—x0 c T—Tj1 s T—Tj41 c o XT—Tom
Sin ...sIn sin S I

- Z f(x]) ; wrio ; Ij*f?j—l ; fﬂjfﬂfjﬂ ; ffj2*z2m '

=0 SN —5— ... SIN —~——— SIN ———+— ... SN ~—5—

In cazul unei functii-pare sau impare problema de interpolare se modifica.

Teorema 9.1.3 Fie f € Cy, o functie parda i 0 < xg < 27 < ... < Ty, < T.
Polinomul trigonometric de grad m care satisface conditiile de interpolare t(x;) =
f(z;), Vi €{0,1,...,m} este

t(x) = fz)-

J=0

(cosx — cosxg) ... (cosz — cosx;_1)(cosT — coSTjt1) ... (COST — COSTp,)

(cosxj — cosxy) ... (cosx; — cosxj_1)(COST; — COSTjq1) ... (COST; — COSTp)

Demonstratie. Pentru nodurile —7 < —x,, < ... < =21 < 29 < 71 < ... <
Ty < T, potrivit teoremei 9.1.2 exista un polinim trigonometric de interpolare

t(z) astfel incat

tay) = flay) G e{0,1,....m},
t(—x;) = f(z;) 7€{1,2,...,}.

Notam

v(x) = [}, sin Sy, (z)si:&,
2

w(z) =[], sin 5=, wj(:r)si:’&, j=1,...,m
2
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Atunci u(z) = sin “52v(z)w(z), w(r) = v(r)w(r) iar expresia polinomului
trigonometric de interpolare Lagrange-Gauss este

sin Mvj (x)w(x)

) = F0) 2 S ()

uo(zo) 4= sin vj(—zj)w(—;)

= ””Ov(fv)wj(l“)

Sm 0 (2 Ywy (5)

Deoarece

v(z;) = vilz;)sinw;
vi(—z;) = (=1)" tw;(z;)
(=1

w(—z;) = )" o(xy) = (=1)"v;(ay) sin )

expresia polinomului trigonometric de interpolare va fi

m i T—TQ th T—T0 c T+To
ug(x (2)w;(z) sin sin sin £zo
TERNICAR Sy i) LT e e 1)
uo(o) vj(a;)ws(;) sinz; \ sin 520 sin 25
(9.2)
Au loc egalitatile:

up(x) _ v(z)w(z) _ ﬁ sin 5% sin “57 = ﬁ COST — COSTj
uo(zo)  v(wo)w(wo) ;21 sin ”’T”? sin 25 7] cos T — cos z;

sin #57¢ ( sin £5% sin £
_|_ frd
. - Titxo s Tj—x0
sinx; \ sin 2% gjp B0
i \usin =5 sin =5

in =% zhmo g ) atag :
sin 55 cos (5 zj) —cos (F5 + 1) cosx — cos g

SN 5 COST; — COS T COST; — COS T

(9.2) devine

F(o) H coST — COST; Z () vj(z)w;i(x)(cos z — cos xg)

t(r) = =
( ) :1 COS Ty — COS Ty = J 'U]<,I‘j)w]<,r])<COS T; — COS I‘O)
i (cosx — cosxyg) ... (cosx — cosxj_1)(cosT — cosTjt1) ... (coSx — COSTp,)
jer .
5) (cosxj —cosxp)...(cosx; —coswj_1)(COST; —COSTjt1)...(COST; — COSTy,)

Jj=
]
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Teorema 9.1.4 Fie f € Cor 0 functie impara $10 < o < x1 < ... < T, < T.
Polinomul trigonometric de grad m care satisface conditiile de interpolare t(x;) =
f(x;), Vie{l,...,m} este

= Zf(xj)'

(cosx — cosxg) ... (cosx — cosxj_1)(cosT — cosTjtq) ... (cosx — coszy,)sine

(cosj — cosxp) . .. (cosa; — cosaj_1)(CoSa; — COST 1) . .. (COST; — COS Tpy) SINT;

Demonstratie. Procedand asemanator, pentru nodurile -7 < —z_,, < ... <
—r 1 <0< x <...<ux, <7 exista un polinom trigonometric de interpolare
astfel incat

t(xj):f(xj) J 6{1,...,m},
t(_xj> = f(_xj) j S {1727 cee 7}
— (0) = 0.

~
—~
(=)
N~—
|
—
~~

Utilizand notatiile introduse in demonstratia teoremei anterioare avem

b(z) = i ) sin £v; (x)w( + Z sin £o(x)w; () _
= " sin _ijvj(—x])w Snz 5 () w; ()
. (@) v(@wi(e) ~ sing (. Tty L T
o () w;(x;)  sin Y sinx; 2 2 '
Deoarece )
sin § ( T+ ‘ ac—xj) sin

%z, . " | sln — Sin == —
sin 5 sin x; 2 2 Sin x;

expresia polinomului trigonometric de interpolare ¢(z) devine

= Zf(l’j)'

(cosx — cosxg)...(cosx — cosxj_1)(cosT — cosTjtq)...(cosz — coszy,)sinw

(cos T;—CoSxg)...(cosx; —cosxj_1)(CoSTj — COSTjt1)...(COST; — COSTy,)Sina;
]
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Cazul cu numar par de noduri

Urmand aceasi cale, pentru 0 < zg < 7 < ... < Top_1 < 27 calculam
determinantul
D = D(zg,...,Tom_1) =
v < cosmz cos(m— 1z ... cosz sin(m—1)z ... sinxz 1 > _
T cee e Tom
= | cosmz; cos(m—1)z; ... cosz; sin(m—1)z; ... sinz; 1].

Adunand la coloanele cos coloanele corespunzatoare cu sin multiplicate In preal-
abil cu 7 rezulta

D = | cosmz; €™V e osin(m—1)x; ... sinz; 1],

Folosind definitiile complexe pentru sin si cos avem

i(mfl)z‘j efi(mfl)zj iz

D = ’ eimmj«l»zeiimxj ei(m—l)itj S e’iCCj € *22 .. ¢ ;i 1 ’ =
—-1)mt 4 : . : .
— é(22;m1 } eimej | p—ima; ez(mfl)xj L el efz(mfl)xj ey ] ‘ —
(!
= Di+D
2(2i) 1(D1+ D),
unde
l)1 — ‘ eima; (m—1)x; L e e—i(m,—l)zj e ] } :
D, = ‘ e ima; 'L(mfl)xj L el efi(mfl):rj e | ‘ )

Ordonand coloanele dupa puterile descescitoare ale lui e obtinem

m(m—1)

D, = (_1)# ‘ eime; ei(mkl)xj . T T efi(mfl)xj ‘ —

_ (_Dw —i(m—=1) 337 1967\/( oL, et
N .

Analog gasim
m(m—1) . 2m—1 . .
Dy = —(=1)" 7 e MmXiZo Ty (g0 giTamo),

Determinantul lui Vandermonde este

. . i m— Ty — T
V(e®o . eit2m-1) — (9; m(2m—1) 5(2m 1) 22.:0 ! x; : p a4
(0, mm—r) = (2i) ; [ s ™

0<g<p<2m—1
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Notam
2m—1 T —
> v 11 5
Jj=0 0<g<p<2m—1
si atunci
2
D = (—1)"7 " g2mioami sin% =
5 ZQm—l T r T
3m“—m 2_ . =0 7 . -
= (=1)" =z 2 Imtl g == - sin 24 9.3
(-1) . I1 . (93)

0<g<p<2m-—1

Daca Zj;ngl xj; =2vm, v € Natunci D = 0.
Astfel s-a pus 1n evidenta o submultime a unui sistem Cebisev intr-un interval

I care nu mai formeaza un sistem Cebisev in-acelasi interval .
Daca X # 2urm atunci polinomul trigonometric de interpolare ¢(z) se cal-
culeaza din egalitatea

t(x) cosmx cos (m — 1)z . cosw sin (m — 1)z .. sinx 1
Y0 Ccos mxQ cos (m — 1)zg ... cos T sin (m — 1)zo ... sin xg 1
=0.
Y2m—1 COSMTam—1 cos(m—=1)xam_1 ... coSTam—1 . sin(m—1)z2m—1 ... sinxam—1 1
Rezulta
2m—1
t(gj)— y‘D(x(]a'"7xj717$7xj+1a"'73:277171)
= g ; .
= D(xg, ..., 01,2, Tjs1, .., Tam—1)

Utilizand (9.3) gasim

2m—1

2m—1 o 2m—1
m— . ; m— . —
sin —FL_ sin ¥k
t(z) = — 2 2
Ui~ Samet gy, in LiZTk
=0 sin ==— o S

oy

. v 2m—1 . . v VR,
Din nou, daca X =5 jZO x;, atunci expresia corespunzatoare de la numarator
este X + (z — ;). Polinomul trigonometric de interpolare devine

t(xr) = | cos L 4+ sin J cot E=E=0 k — 2 9.4

k#j

9.2 Interpolare trigonometrica pe noduri echidis-
tante

Vom da o rezolvare directa problemei de interpolare.
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Cazul cu numar impar de noduri

Teorema 9.2.1 Dacd x; = j2 T J € {0,1,...,2m} atunci expresia polinomu-

lui trigonometric de interpolare Lagrange-Gauss este

sin (2m + 1) _ sin (Qm;l)x o (—1)y;

2m
1
t = .

2m + 1 sin

Demonstratie. Datorita formulelor

eizx + efiz eiz o efix
COST = ———— sinz = ,
2 21
polinomul trigonometric #(z) devine
m ikx —ikx ikx —ikx
ag et +e et —e
=—+ ar + —bg) =
2 2 2 : 5 )
k=1
m . . m
0 Gk — WOk oy Ok + 0k, ik
=— 4+ —e"™+ ———¢ = cre™”,
> 275 > )= 2 o
1 k=—m
unde ¢, = %, — %, pentru k € {0,1,...,m}.
Conditiile de interpolare se scriu
m
t(z;) = Z cre™ =y, Vi e {0,1,...,2m}.
k=—m

fnmuh;ind egalitatea j cu e~"7% §i adunand, pentru j € {0,1,...,2m} obtinem

> e = 35 > < 1,

k=—m

de unde gasim

2m n—1
—1ipT; 1 —ipT
E yje pJ:EEOyJ‘e Pei (9.5)
]:

C, =
P 2m+1j:O

Expresia polinomului trigonometri de interpolare devine

Z Zy] —zkxj zkw _ 2m+ - Zy] Z ezk(x CC])

t(x) =
2m - 1 k=—m j5=0 k=—m
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Tinand seama de egalitatile

Z e —1+2Zcoska— sm(m+ )

Sln 5
k=—m 2

se obtine rezultatul dorit. m

Cazul cu numar par de noduri

Teorema 9.2.2 Daca z; = j=, j € {0,1,...,2m — 1} atunci expresia polino-
mului trigonometric de interpolare este

. 2m—1

sinmx - T —

t(x) = o E (—1)2y; cot ]
Jj=0

Demonstratie. Procedand analog cu demonstratia teoremei anterioare

. m—l( eij:n 4 e—z‘jx N ) ez’jm = e—ijx) N 1 . ez’ma: + e—imm
a.; . _ =
— J 2 / 2 2 2

-0
2

m—1 . m—1 .
_ O _ima a; + ij —ijx Qo a; — ij ijx Am _imz
= IG + 4 T@ + E -+ Z T@ + ZB .

]:]_ ]:1

R —ib; b; .
Notand ¢_, = ¢ = %¢; = Y52 e = a7+1 Jje{1,2,. —1}co =2 i

e = z expresia polinomului trigonometric se transforma n

m—1
Com —m m
t(z) ='p(z) = — “ + Z ¢zl + 2",
j=—"m+1
iar conditiile de interpolare devin
2 ik T
tk—) = p(e™m) =y, Vk e {0,1,...,2m — 1}. (9.6)
n
Dacid w = €'m atunci e*m = w”. Deoarece w™™ = w™ = (—=1)* si c_,, = cp,

conditiile de interpolare (9.6) devin

Z ciw® =y Vk € {0,1,...,2m — 1}.

j=—m+1



9.2. INTERPOLARE TRIGONOMETRICA PE NODURI ECHIDISTANTE 213

inmul‘gim fiecare ecuatie, respectiv cu w=*, k =0,1,...,2m — 1;p € {—m +
1,...,m} si adunand egalitatile astfel obtinute, gasim
2m—1 2m—1
Swrt= 303w o)
k=0 j=—m+1
Intrucas
gl 2m  daca j=p
k(j—p) _ -
Z v { 0 daca j#p (98)
k=0
din (9.7 rezulta
2m—1 1 n—1
Z yrw P = - > g, (9.9)
k=0
de unde, in final obtinem a, = 22)%01,, b, =—28¢,, p=0,1,...,m

Expresia functiei ¢(z) devine

m —m —k —m
o2) = 3lom 2 pw™)s Z Z% )5 (o Zya :
7=0 k=—m+1
2m—1 m—1 m—1
1 1w’ w! g LN -
= — — — 1 — __‘m
m 2 ¥ |50 L 1 ) 50

Tinand seama de identitatea

1 1 1 o L (@™ —=1)(a+1)
—+—— 4.+ -Fltat.. . Fad" FZa" = ,
2a™  am! a 2 2a™m(a — 1)

pentru a = = = e'*=7;) expresia parantezei pitrate devine
i(x—x;) 1 i2m(x—x;) __ 1 I ) — 7.
‘ e = cot L1 sinm(z — x;) = (=1) sinma cot 3 |

eilz—z;) _ 1 9eim(z—a;)

Astfel, polinomul trigonometric de interpolare este

_Sinmxm e T
Hr) = — ;( Wyyeot =~ m

Incheiem aceasti sectiune cu o proprietate de optimalitate legata de polinomul
trigonometric de interpolare pe noduri echidistnte.
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Conditiile de interpolare s-au scris
cheijxk:yk, ke{0,1,...,n—1},
jeI

cu
I={-m,—m+1,...,m} daca n=2m+1

I={-m+1,...,m} daca n =2m

din care au rezultat

1n—1
—ikx.
Cp = — e kel
k njzoyj

In C" definim
0 eij.l‘o
Yy = ) wj = ) j el

ynfl eijfnfl

si W = span{w; : j € I} Atunci

n—1 n=1
T ; daca p=gq
— WPTj ,1qT; — — i(p—q)x; — n
<wp,wq> E (& e <wp7wq> E (& {0 dacs, p%q .
j=0 7=0

Din (7.11), elementul de aproximare construit prin metoda celor mai mici patrate
alui y din W este >

jerCiws-

9.3 Calculul coeficientilor Fourier

Daca dezvoltarea in serie Fourier a functiei f € C,, este

a - :
flx) = 50 + ;(ak cos kx + by sin kx) (9.10)
cu coeficientii
1 2m 1 2m 1 2m
ap = —/ f(x)dx ap = — f(z) cos kxdx b = —/ f(z)sin kzdx
T Jo T Jo T Jo

pentru k£ € N*, atunci

Ch=—7"—= (z)e ™ dx.
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In capitolul Transformarea Fourier discreta, aproximand c; cu formula trapezelor
s-a obtinut

,_n

n—1 n—
ck~nj§0f(nj)e =) i

J

(9.11)

Il
=)

Se observa ca membrul drept din (9.11) coincide cu formula coeficientilor
polinomului trigonometric de interpolare a functiei f, (9.5) sau (9.9) dupa cum
n este impar sau par.

Prin urmare, calculand primii n termeni a dezvoltarii Fourier (9.10) cu aju-
torul formulei trapezelor — cu parametrul de discretizare n — obtinem totodata si
coeficientii polinomul trigonometric de interpolare a functiei, in nodurile %’T 7,0 <
J<n-—1.

Mai mult, acesti coeficienti se pot determina aplicand trasformarea Fourier
discreta asupra sirului f(j%’r), j€{0,1,...,n—1}.

9.4 Convergenta polinoamelor de interpolare trigono-
metrica

Prin inductie matematica se stabileste

Teorema 9.4.1 Daca f(x) = % +> .7 (apcoskx+bysinkz), = € [0,27] si este
de r ori continu derivabila atunci

ar = 7rk:7’/ " (z) cos lm—i—rg)dx, b, = 7rk7“/ £ (z) sin k;x+r72r)dx,
de unde

] <

k|, |0k L

unde M, = max{|f")(z)|: x € [0,2n]}.
Are loc teorema de convergenta
Teorema 9.4.2 Sirul polinoamelor de interpolare trigonometrica construite pe

noduri echidistante ale unei functii f de r > 2 ori continu derivabila converge
uniform catre f.

Demonstratie. Cazul numarului impar de noduri n = 2m + 1.
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Fie N
f(x) = % + Z(aj cos jx + b;sin jo) = Z Cjeijz’
=1 JEL
unde )
a; — 1
Cj = ]2 ja c—j = Cj, j€N.
Notam - .
sp(x) = % + Z(aj cos jr + bjsin jz) = Z Cjeijx.
j=1 j=—m
Polinomul trigonometric de interpolare in nodurile z; = j%’r, jef0,1,...,n—1}
este N )
tn<x> = % + Z(d] COSj.I + lA)j Sinjx) = Z éjeijm’
j:l j:—m
unde A
(a; = 1b; _
(Aij:CLJQZJ’ ¢_j = ¢, j€{0,1,...,m}.

Pe baza rezultatelor sectiunii anterioare, sirul ¢ = (¢;),ez € C,, se calculeaza prin
transformarea Fourier discreta

.1

c= EFn(y)u unde  y = (Y;)o<j<n—1, Y5 = f(x5).

Din Teorema 8.3.1, componentele transformarii Fourier discrete se exprima in
functie de coeficientii Fourier a functiei

[Fa)], =n (Ck + Z(Ck+sn + cksn)> )

s=1
Astfel i
h=ci+ > (Chosn +Chosn),  k€{0,1,... ,n—1}

s=1

Observand ca pentru s € N*, k+ sn > 0 si kK — sn < 0 deducem

ik = ap+ Y (Ahron + asnp), K €{0,1,... m}, (9.12)

s=1

bk = bk+2(bk+sn _bsn—k)a k€ {177m} (913)
s=1
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Evaluam diferenta

() = f(2)] < [tn(2) = sn(2)] + |sn(z) = f(2)]. (9.14)

Pentru primul termen din (9.14) avem
[th(x) — sp(x )\—]—ao—ao —l—Z( a;) cos jx + (b; — bj)sinjx).
Utilizand inegalitatea lui Cauchy-Buniakovsky se deduce
|tn () = sn(2)] < —lao —ag| + \/_Zmax{!% agl, by — by} (9.15)

Utilizand succesiv (9.12) si rezultatul Teoremei 9.4.1 gasim

1
—a]\<ZraJ+ns\+\asm <2MZ( +m).+ »T)=

__maiil(i Lo, )
nr — s” (1+ s]_n>r (1 _ L)r

sn

Pentru j € {0,1,...,m} se verifica inegalitatile

<1 §i ——— <
(L+ &) (L=2)r

Inegalitatea anterioara devine

. 202" + DM, =1 2(2 =1
oy < DM S LN (55 1),

nr
s=1

Lo 1 ©dr _ 1 :
Apoi ) =, & < [, 5F = —5. Prin urmare

22 + DMy _ 22+ )My
(r—1n" = (r—1)2rm" "’

|a; — a;] <

Au loc inegalitatile

VAN
»P_I ot
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Rezulta ca
5M,

a5 —aj] < —.

PR 5M,
Analog rezulta si |a; — a;] < .

Revenind in (9.15) deducem

5M, 1 10M,
V2) <

(_ + mr—1 )

L

mr—l

pentru ultima majorare s-a tinut cont de m > 1.
Pentru al doilea termen din (9.14) avem

oo

lsn(z)— f(z)] < Z la; cos jx + b, sin jx|.

j=m-+1

Aplicand succesiv inegalitatea Cauchy-Buniakovsky si rezultatul Teoremei 9.4.1,
se deduce 1n continuare

o0

1
|5,(2) — flz)] < V2 Z max{|ax|, b} < 2v2M, Z — <
J=m+l j=m+1
<2\/_M/ _ M,
(r—ymr—1
Astfel
104, 2¢/2M,
ta(z) — fz)| < - -+ VAL = const — 0, m — oo.

mr—l (T _ 1)m7‘—1 mr—l

Cazul numarului par de noduri n = 2m se trateaza asemanator. m

Probleme si teme de seminar

P 9.1 Regasiti expresia polinomului trigonometric de interpolare pe noduri echidis-
tante din Teorema 9.2.1 utilizand (9.1).

Indicatie.

2m 2m
_ L (T ™ km
_Jl;[osm 5 —jl})sm(2 2m~|—1) HSI ( 2m+1+2m+1)'
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cu j = 2m — k. Utilizand identitatea 6 din Anexa C rezulta

1 . x 2mm 1 . 2m+ 1z
u(x):22—msm(2m+1)(§—2m+1): 5o S ) =
—1) — .
= (2272 sin (2m + 1)x 2%.
Prin urmare
(—=1)72m +1 T — T (1) 2m+1
u'(z) = Sam g 008 (2m+1) 5 L= (z)) = TR
9.1 implica
2m 2m . T—x;
1 ; 1 sin (2m + 1 .
tay =3 > s Ly, S
2 pardl (x;) sin >+ 2m+1 = sin —-

P 9.2 Regasi{i expresia polinomului trigonometric de interpolare pe noduri echidis-
tante din Teorema 9.2.2 utilizand (9.4).

Indicatie. Dacd z; = j= j € {0,1,...,2m — 1} atunci X = (2m — 1)m,sin 5 =
(—=1)™*1 i astfel D # 0. Atunci
2m—1 T sin T—x) 2m—1 cot T—T;
to(x) = ; COS J 2 — u(x — 2 9.16
{2) Z_: 5 2 Hsin—%x’“ @) Z_: Y0 (wy) (916)
j=0 k=0 2 7=0
i)
cu u(r) = H?ZO_I sin 52 §i uz(z) = m“,—"il] Se obtine u;(z;) = 2u/(x;) =
_Cm )
22m—2

Din identitatea 6 Anexa C, prin schimbarea de indice k = 2m — 1 — j rezulta

= e - mz — (2m — 1)w T sin mx
== ] ‘] == ] k —
u(x) jl |0 sin — | | sm( 5 + Sam—1

2m
k=0

Substituind egalitatile obtinute in (9.16) se obtine expresia dorita.

P 9.3 Daca f € Cy, atunci coeficientii polinomului de interpolare trigonometric
a functiei f in nodurile echidistante converg catre coeficientii Fourier ale functiei

f.
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Indicatie. Cazul cu numar impar de noduri z; = %j, j€{0,1,...,2n}.
Pe baza identitatii 3 din Anexa C

2
Hz) = 2n+1Z

Dezvoltand cos k(x — x;) si rearanjand sumele se obtine

2n
1
:2n+1§:f(x”)+
=0

—l—Zcosk T —z; ] f(z;).

2n 2n
2 . .
ot 1 Zf ;) cos kx;) cos kx + g 1(2 f(xj)smkxj)smkx] :

>

jno f(z)), 52 3"0 f(x;) cos kxj, 522~ ?Zo f(x;) sin kx; reprezinta

o +1 ' 2l n+1
sume Riemann, respectiv pentru integralele
2 2 27
f(z)dz, f(z) cos kxdz, f(z)sin kzdz.
0 0 0
In consecinta
fim LS @) = - [ s
im x;) =_— x)dx
n—oo 2n + 1 s J 2m J, 7
9 2n 1 2m
nhj& ST ]Z:; f(z;)coskx; = %/0 f(x) cos kxde,
9 2n 1 2
nh_}rg() 1 ZO f(z;)sinkx; = = f(z)sin kxdx.
]:
Cazul cu numar par de noduri z; = %5, j € {0,1,...,2n — 1}. Utilizand
identitatea 4 din Anexa C
2n—1
=5 Z f(z;) cot sinn(x —z;) =
7=0
2n—1 n—1
Z f(x)) (1 +2 Zcos k(z — x;) + cosn(z — xj)>
7=0 k=1

si se continua analog ca in cazul numarului impar de noduri.
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P 9.4 Daca xj = cos QSLj, j€40,1,...,n}, sa se arate ca

L(Pu; w0, 2n; [)(@) = Ao+ 2 ATi(x),
k=1
unde Ay, = 5= [f(1) +2 > i—o [ (@) Ti(x5)] dar Tj(x) = cos (j arccos z) este poli-
nomul lui Cebisev.

Indicatie. Notand 7; = %j, j €40,1,...,}, polinomul trigonometric de inter-
polare care satisface conditiile ¢(7;) = f(cos7;) = f(x;) = f;,V5 € {0,1,...,2n}
este

t(z) = Z e = qy + Z(ak cos kx 4 by sin kx) (9.17)
k=—n k=1
cu ¢ = ﬁ Z?Zo yje_“”f, Ee{—n,—n+1,...,n}. Atunci ¢y = ap i
ap — b 1 s
Cp = k . ko T jzofj(cosk#j —isinkt;), ke{l,...,n},
de unde
LY fet
ap = cos kT;
b 14 ’
2n

2 .
b, = 1 ;:%fj sin k7;.

Notand Oéj(k) = f(cosT;)cosktj, 5 k) — f(cos 7;) sin k7, in baza egalitatilor aé’;)l =

J
o, 32, = 40 obinem

Ok = 2n2—1— 1 (f(1)+ 2; f(z;) coskr;) =
B 2n2—|— 1(f(1) +2 ; f(x)Th(x;)) = 24y

b, = 0
si
2n 1

1
w0 g 2l T g2 5 = A
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Prin schimbarea de variabila cos 7 = z, membrul drept din (9.17) devine

ao + Z ay, cos (karccosz) = Ag + 2 Z ATy ()

k=1 k=1

care este un polinom de grad n. Unicitatea polinomului de interpolare in multimea
polinoamelor de grad cel mult n implica egalitatea ceruta.



Capitolul 10
Functii spline polinomiale

O functie spline se poate defini ca o functie care este polinomiala pe fiecare
interval [x;, ;11| al unei diviziuni

ANl xg<z<...<zp (10.1)

i care, in plus, are un anumit ordin de "netezime” (adica este continua sau
derivabila de un anumit ordin, cu derivata corespunzatoare continua.

10.1 Interpolare cu functii spline cubice

Pentru diviziunea A (10.1), multimea S3(A) a functiilor spline cubice este
definita prin

S3(A)={s€C?. : s

[zi—1,2:) € P 1< < n}

Fiind data diviziunea A (10.1) si numerele reale yg, 41, . . . , ¥, ne propunem sa
determinam functiile s € S3(A) care indeplinesc conditiile de interpolare s(z;) =
Yi, ’iE{O,l,...,n}.

Functia spline cubica de interpolare se va determina in functie de parametrii

m; = §'(x;), 1€4{0,1,...,n}, ale caror valori se vor calcula ulterior.

Notam prin s; restrictia functiei s la intervalul [z;, x;. 1] si hy = 201 — 74,1 €
i €{0,1,...,n — 1}. Deoarece s; este polinom de gradul 3, pentru = € [z;, ;1]
rezulta

si(z) = yi + mi(z — z;) + ai(x — 2;)* + bi(z — 3;)°

Coeficientii a;, b; se determina din conditiile
$i(Tip1) = i + mihi + a;hl + bih =y,

223
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8;($i+1) =m; + ZCLZhZ + 3bzh? =M+,

pentru i=0,1,...,n — 1. In felul acesta se asiguri continuitatea functiilor s si
s'. Rezolvand sastemul de mai sus, obtinem

3?Ji+1 — i 2m; 4+ m

a;

h? hi
M + Mt Yi+1 — Yi
b, = 2 -2 73
si astfel
i+1 — Y 2m; +m
i) = yi 4 mife — @) + (35 - T (o — )
m; + M 2yi+1 ™ Yi N3 10.2
Numerele mg, m1, . . .., m,, se determina astfel incat s” sa fie continua in nodurile
interioare &y, ..., T, 1. Se impun astfel conditiile s/, (x;) = s/ (z;), i =1,2,...,n—
1. Utilizand (1().2), in urma reducerilor rezulta ecuatiile
hi 4 9m, hiy
i+ 2my My =
hioi+h hioi +h
3 hi,1 hl .
= i — Yj i — Yi— y :1,..., —]_ 103
el by (yish — ¥i) + hi—l(y Y 1)} i n (10.3)

Aceste relatii reprezinta un sistem algebric de n — 1 ecuatii in necunoscutele
Mo, My, ..., My
Pentru ca numarul ecuatiilor sa coincida ¢u numarul necunoscutelor se intro-
duc conditiile la ”limita”
mo «
my, = f3
50 (o) = 0

{ E )> Sp_1(zn) =0 (10.5)

unde «, § sunt constate date. Tin
ecuatiile (10.5) devin

(10.4)

sau

nd seama de expresiile functiilor sg i s,_1,

2m0 +my = Syliyo
Mgy 1_|_2mn_3yn Yn—1

hn—1

(10.6)

Astfel determinarea unei functii spline cubice de interpolare revine la:
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1. Rezolvarea sistemului algebric (10.3)+(10.4) sau (10.3)+(10.6), sistem al-
gebric de n + 1 ecuatii liniare in necunoscutele mg, my, ..., m,.

2. In fiecare interval [%;, x;11], functia spline cubica de interpolare are expresia
data de formula (10.2).

Sistemul algebric de ecuatii liniare a carei solutia este mg, mq, . .., m,,, parametrii
fata de care se exprima functia spline cubica de interpolare, este un sistem tridi-
agonal, rezolvabil utilizand metoda dublului parcurs.

Se observa ca matricea sistemului este cu diagonala dominanta

n

jaiil =Y laisl =1 Vi,
j=1
J#i
In consecinta sistemul este compatibil si

3 hi, hz
. (yi—yz;l)’,‘ﬂ”’

max [mi| < max{|e|, max g hz-| 3 (Yir1 — 9i) + o
(10.7)
sau
max |m;| < (10.8)
0<i<n

hi— 7 n—Yn—
|5t Wi —wi) + h?—l (yi — yi-1)l, 3%}
dupa cum se utilizeaza (10.3)+(10.4) sau (10.3)+(10.6).

Fie h = ming<;<,—1 h;, h = maxo<i<p—1 h; $i w = Maxo<i<n—1 |Yi+1 — ¥i|- Din
(10.7) si (10.8) deducem respectiv

ly1—vyol
S max{3h—0,

o b < max{lol, 22, 1 (109
3w 3hw
0H<1f£fb|ml‘ < max{h hQ} (10.10)

Aceste relatii vor fi utilizate la stabilirea convergentei unui sir de functii spline
cubice de interpolare.

Presupunem ca numerele yg,y1, ..., y, reprezinta valorile unei functii f €
C?[a,b] in punctele a = 19 < x; < ... < x, = b si cd conditiile ”la limita (10.4)
si (10.5) se rescriu sub forma

{ jgz)) :8 (10.11)
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i respectiv,

s'(a) = f'(a)
{ S(b) = (b, (10.12)

Exemplul 10.1.1 Sa se determine functia spline cubica de interpolare core-
spunzatoare functiei f(x) = |z|, avand nodurile —2,—1,0,1,2.

Alegem conditiile la limita
§(—2) = -1 §(2) = L.

Sistemul algebric al parametrilor m este

i = —1
tmo+2my + sms = —3

%ml —+ 2m2 + %m3 = 0

3Ma +2my + gmy = 3

my = 1

a carei solutie este
-5 5
mo my 1 mo ms3 1 my

Componentele functiei spline de interpolare devin

34523412244

so(z) = —FE R < 1
si(x) = M -1<z<0
so(x) = M 0<z<1
ss(x) = r3—5$2:-12:b—4 x> 1

Graficele functiei |x|'si ale functiei spline ¢ubice de interpolare sunt redate in
10.1.
Cazul periodic: yy = y,,. In locul conditiilor la limita se impun

my, = My (10.13)

si
Sm1(Tn) = 55(0), (10.14)

conditii care asigura continuitatea primelor doua derivate. Conditia (10.14)

devine
my  2mg n 2m,, LMol Y1 Yo L o~ Yna

A A 2

n—1
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-4

Figure 10.1: Graficul functiei |z| gi functiei spline de interpolare

si combinat cu (10.13) conduce la

hnfl +2 + hO
—my,_1+2m m
ho + hp—1 ' ’ ho + hyy '

- 3 hnfl hO
"~ ho+ha_1 | ho (91 = 50) + Pyt

(yn - ynfl)

(10.15)
Ansamblul format din (10.15) si (10.3) formeaza un sistem algebric de forma

ap  Co bo mo do
by a1 mq d;
bn72 Ap—2 Cp—2 mp—2 dan
Cp—1 bn—l (p—1 mMp—1 dn—l

In vederea deducerii unor rezultate privind unicitatea functiei spline cubice
de interpolare si a evaluarii erorii |s(z) — f(z)| avem nevoie de teorema:

Teorema 10.1.1 Daca functia spline cubica de interpolare satisface una din
conditiile la limita (10.11) sau (10.12) atunci are loc egalitatea

/a b[f”(:c)]?d:c = / b[s”(x)]de+ / b[f”(x) — " (x))2da. (10.16)
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Demonstratie. Are loc egalitatea f”(z) = s"(x) + (f"(x) — s"(x)),Vx € [a,b].
Ridicand la patrat si integrand obtinem

/ab[f"(x)]Qda: = /ab[sl'(ar)]Qd:v + /ab[f”(x) — §"(2)]2dat

b
2 / (@) (x) — 8" (2)]d.

Ramane de aratat ca ultima integrala este egala cu 0. Avem

b n T;
[ s @lf@ - wlar =Y [ @@ - @)l

si integrand prin parti rezulta

/ ()" () — {))dz =

=S @I @) - S, - [ @l @) - S @)lda.

Daci = € (w;_y,x;) atunci s®)(z) = A'I"_hMi‘l si In consecinta
T

/ s"(2)[f"(x) — 8" (2)]da = Z{Mi[f/(xi) =8 ()] = M [f'(wi1) — 8'(w5-1)]—

M; — Miy “ / /
T n /wi_l[f (z)— &' ()]dz} =

= M, [F (o) = o ()] = Ml o) = /(o)) = 3 2 ) = ()

i=1

Ti—1

=" () (0) = §'(0)] = s"(a)[f'(a) = §'(a)] = 0. =
Au loc urmatoarele rezultate referitoare la functia spline cubica de interpolare

Teorema 10.1.2 (Unicitatea functiei spline cubice de interpolare) Ex-

ista o singura functie spline cubica de interpolare care satisface una din conditiile
la limita (10.11) saw (10.12).
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Demonstratie. Daca presupunem ca functiile sq, sy sunt functii spline cubice
care interpoleaza functia f in punctele xg, z1, ..., z, si care indeplinesc conditiile
la limita (10.11) sau (10.12), atunci functia s = s; — s, satisface relatiile s(x;) =
0, 1 =0,1,....,nsi s"(a) = §"(b) = 0 sau s'(a) = s'(b) = 0, dupa cum se
utilizeaza conditiile la limita (10.11) sau (10.12). Astfel s reprezinta functia
spline cubica de interpolare a functiei nule. Aplicand (10.16 obtinem

de unde s”(z) = 0,Vx € [a,b]. Prin urmare s este un polinom de grad cel mult 1.
Deoarece s(a) = s(b) = 0, in mod necesar s = 0. m
Teorema 10.1.1 se poate reformula sub forma

Teorema 10.1.3 (Proprietatea de optimalitate a functiei spline cubice
de interpolare) Funclia spline cubica de interpolare minimizeaza functionala

sau

Dy = {p € C?[a,b] : p(x;) = yi,i =0,1,...,n;¢(a) = a; ¢’ (b) = B},

dupa cum se utilizeaza conditiile la limita (10.4) saw (10.5).

Teorema 10.1.4 (Ewvaluarea erorii functiei spline cubice de interpo-
lare) Dacd | € C?|a,b], atunci au loc relatiile

7/() = $(@)] < VA2
£@) = s@) < A7)

unde h = max{hy, ..., h,} si ||f"|la = ([T (x)]2d)>.

Demonstratie. Functia f — s satisface in fiecare interval [z;_,2;] conditiile
teoremei lui Rolle, deci exista ¢; € (x;_1,z;) astfel incat (f' — ')(¢;) = 0. Fie
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x € [a,b]. Exista k € {1,2,...,n} astfel incat x € [x,_1,x;]. Atunci, utilizand
inegalitatea Cauchy - Buniakovski - Schwarz au loc relatiile

|ﬂw—ﬂm:bfww—fmws

sqﬂﬂw—yﬁmﬁﬁ¢u—m$vﬂ/uww—ﬂ@ﬁmé

Ck. a

Din (10.16), deducem

[ 1w -sera < e =g

§l prin urmare
|f' (@) = &' (2)] < VA f"]]2.
Totodata, din egalitatea

f@—aw—/uww—ﬂmﬁ

Th—1
gasim

|f(x) — s(x)| < /xk If/(t) — &'(t)|dt <

Tk
VA [ de < B

Tr—1

Teorema 10.1.5 (Convergenta unui sir de functii spline cubice de in-
terpolare) Fie f € Cla,b] si sirul de diviziuni

JAVAS a:$§<xlf<...<xflk:b
astfel incat, daca
, —k

hF = min (8, —-2F) h = max (F,—2F

- 0§i§7zk—1( i+ ) ogignk—l( T T,
atunci

—k
1. 36 > 0 cu proprietatea % <d, VkeN;

2. limy o i = 0.
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Daca sy, este functia spline cubica de interpolare a functiei f in pe diviziunea /\,
st care satisface una din conditiile la limita

{ jZEZ)) 9 (10.17)
{ i%EZ)) :8 (10.18)

atunci limy_|| f — Sklle = 0.

Demonstratie. Notam prin wy(h) modulul de continuitate al functiei f,

wr(h) = sup |f(y) = f(z)}:

ly—z|<h

Conditia de continuitate a functiei f este echivalenta‘cu limy,_owys(h) = 0.
Fie x € [a,b]. Exista i € {0,1,...,ny — 1} astfel incat o € [zF,2F,,]. Tinand

seama de reprezentarea (10.2) si folosind notatiile y* = f(z¥),i =0,1,...,n4, k €
N avem
k k k k
Yir1r — Y; 2mi +m;
Sk(x) - f(x) = yf - f(:L’) + mf(x - xf) + (3 JEZ@)Q - hk +1)($ - :)3?)24—
+(mf +miy 2y1k+1 - yfx ),

(Ri)? ()?

unde (m¥)o<i<p, sunt parametrii functiei spline, solutiile unui sistem de forma
(10.3)+(10.4) sau (10.3)+(10.6);in functie de conditia la limita folosita.
In continuare

[sk(2) = f(@)] < Jyff = f(2)] + Imf|(z — af)+

T .I‘k I'—.Ik

[yt — w () + @lmy| i )= (o — )+
k k $_$§ 2 k k k x_%l,‘c 3
+(|mi’+|mi+l|)(7) (x_xi)+2‘yi+l —y;|( hF )7

Notand M* = maxg<;<y, |m¥| din inegalitatea de mai sus deducem

Isk(@) — F(@)] < wp(R") + MMR" + 3w, (R") + 3M*R" + 2M*R" + 2w (B") =
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= 6w, (R") + 6M*R".

Deoarece membrul drept nu mai depinde de x rezulta ca
—k ok
sk = flloo < 6wp(R") +6M*R".

Daca se utilizeaza conditiile la limita (10.17) atunci din (10.9) gasim

7w (B
Shwrh) g,

si astfel

—k % _h —k —k
sk — flloo < 6wp(h") + 6 max{|alh >3<ﬁ)2wf<h ), 18lh"} <

< 6wf(ﬁk) + 6max{]a]ﬁk, 352wf(ﬁk), ]B]Ek} — 0, pentru k — 0.
Daca se utilizeaza conditiile la limita (10.18) atunci din (10.10) gasim
3wp(h") 3R ws(R")

W ()

M* < max{

}

si astfel

—k —k

st = e < 660y ) + O max{(3:1giop (1) 3 oy (1)} <

< wa(ﬁk) + 6max{35wf(ﬁk), 352wf(ﬁk),} — 0, pentru k — co.m

10.2 Functia spline polinomiala

Fie m € N gi diviziunea A (10.1). O functie s : R — R se numegte functie
spline polinimiala de grad m cu nodurile diviziunii A daca

L. 8| (—oome) € P 8l@szize) € Py 1 €{0,1,....0n = 1}; S|(zn.00) € P

2. se Cm L
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Multimea functiilor spline polinomiale de grad m cu nodurile diviziunii A se
noteaza S,,(A).
Se introduce notatia

Teorema 10.2.1 Daca s € S,,(A) atunci exista polinomul p € P, si numerele
reale ¢y, ...,c,_1 astfel incat

s(z) =p(z) + ) cilw —z)7. (10.19)

Demonstratie. Fie p(z) = s|(4,,). Pentru o < x4 definim s(x) = p(x). Notam
Slimiy) = 8i € P, i € {1,2,...,n — 1}. In a1," p® (2, — 0) = sy +
0), k=0,1,...,m — 1. Deoarece p,s; € P,,, rezulta ca (s; — p)*(2,) =0, k =
0,1,...,m — 1, adica x; este radacina multipla de ordin m a polinomului s; — p.
Astfel s1(x) — p(z) = ci(x — 2)™ sau si(x) = p(x) + ci(x — 21)7. Repetand
rationamentul de mai sus, fiecare nod z;, © € {2,...,n — 1} contribuie cu un
termen ¢;(z — ;)7 la expresia functiei spline polinomiala. In final, pentru z >
definim s(z) = s, 1(z). =

O functie spline polinomiala de grad m cu nodurile diviziunii A depinde de
m + n parametrii.

10.2.1 Functia spline polinomiala naturala

Fie m = 2¢ — 1 in numar natural impar si diviziunea A (10.1). O functie
s : R — R se numeste functie spline polinomiala naturala de grad 2¢ — 1 cu
nodurile diviziunii A daca

1. s€e qu_1<A);
2. 8‘(700,330), S‘(xmoo) c ]Pq_l.

Multimea functiilor spline polinomiale de grad 2¢ — 1 cu nodurile diviziunii
A se noteaza Sa,—1(4)).
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Teorema 10.2.2 Dacd s € Syu—1(A) atunci exista polinomul p € Py si nu-
merele reale co,cq, ..., c, astfel incat

s(w) = ple) + Y il —m)3! (10.20)
=0
st au loc egalitatile
Y caf=0, Vke{o1,....q-1} (10.21)
=0

Demonstratie. Utilizand acelasi rationament ca in Teorema 10.2.1 se deduce
relatia (10.20) cu p = s|(_oozy) € Py—1. Relatiile (10.21) rezulta din cerinta
5|(zn,00) € Pyt & sD(z) =0, V2>,

n

Pentru > z,, s(z) =p(z)+ > ci(x — x;)?7 ", de unde

(29 =)<~ [ q—1 ES by gelek
a1 ) (D et

Derivata se anuleaza dacd > jcizf =0,V k€ {0,1,...,¢—1}. =
Pentru o functie spline polinomiala naturala s de grad 2¢ — 1 cu nodurile
diviziunii A au loc relatiile

s®) (z0) = s® () =0,V k > q. (10.22)

Daci s € Sy 1(A) 51 8 (29) = s¥(2,) =0,V k € {g,q+1,...,2¢ — 1} atunci
S € qu_l(A>.

O functie spline polinomiala naturala s de grad 2¢ — 1 cu nodurile diviziunii
A depinde de n + 1 parametri.

Pentru functiei spline se utilizeaza relatiile (10.21) sau (10.22).
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10.2.2 Interpolare cu functii spline polinomiale
Fie f € C?1gim =2q— 1.

1. Problema de interpolare cu functii spline polinomiale de grad 2q — 1 cu
nodurile diviziunii /\ cere determinarea functiei s € Sy,_1(A) astfel incat

s(x;) = f(xy), ie€{0,1,...,n}

si care satisface in plus conditiile la limita

(k) _ (k)
j(k)éif% _ ;(k)gii)) VEke{l1,2,...,q—1}

Numarul conditiilor este 2¢ +n — 1, ce coincide cu numarul parametrilor
m+n=2q—1+n.

Pentru ¢ = 2 se regaseste problema de interpolare cu functii spline cubice
cu una din conditiile la limita naturala.

2. Problema de interpolare cu'functii spline polinomiale naturale de grad 2q—1
cu nodurile diviziunii /\ cere determinarea functiei s € Sp,—1(A\) astfel incat

s(x;) = flxy), ie{0,1,...,n}.

Numarul conditiilor este n + 1, ce coincide cu numarul parametrilor unei
functii spline polinomiala naturala.

Pentru ¢ = 2 se regaseste problema de interpolare cu functii spline cubice
cu cealalta conditie la limita naturala.

Stabilim proprietati ale functiei spline polinomiale de interpolare.
Teorema 10.2.3 Fie g € Cxg,x,] §i s € Soy_1(A). Daca
g(x;) =0, Vie{0,1,...;n}
st are loc una din condifiile la limita
g®(20) = g¥(z,,) = 0, Vke{l,...,q—1}

sau
s®) (z0) = s®(z,) =0, Vke{qq+1,...,2¢—2}
atunct

/% 59 (z)g@ (z)dz = 0. (10.23)

o
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Demonstratie. Pe fiecare interval (z;, 7,41), sV (z) este o constanti, pe care
o notam ;, i € {0,1,...,n — 1}. Integrand succesiv prin parti, se obtine

/ s (2)g 9 (w)dz = 59 ()g V|2 / s (2)g "V (z)dz = ...

y) xo
Tn
= () [ g )
zo
In general functia s2¢=2 nu mai este derivabild im punctele @1, s, . . ., Zp_1. De-

scompunem ultima integrala intr-o suma de integrale pe intervale in care s(24=2)
este derivabila si integram prin parti

/xn s (2)g\? (z)dx = (—1)72 /In 52172 (1) g" (2)dx =

o o

n—1

— (1Y g )

(2

£z+1 B /‘%H—l 8(2q_1)(x)g'(x)dx _
= (=1)72 [s®7 (1) g () — 8PP (w0) g (0)] +
_1)q_1 Z%[g(xm —g(z;)] = 0. m

Teorema 10.2.4 Fie f € Cxg, x,]. Daca s este o functie spline polinomiala de
grad 2q — 1 cu nodurile diviziunii /\ care satisface conditiile de interpolare

S(xz):f(xL)v VZG{O,L,TL}
st una din conditiile la limita

s (o) = f®) (o),

s® (2,) = F®) () Vike{l,...,q—1}

sau
sW (o) = sW(2,) =0,  Vke{gq+1,...,2¢-2}
atuncy

/ " () 2d = / 159 (2)2dz + / T () — O (@)2de. (10.24)

xo xo o
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Demonstratie. Intrucat [f(@]2 = [s(@)2 4 [f@ — s@]2 4 25@[f@) — @] este

suficientde de atatat ca

/ " S0 (@)D (2) — 59 (2)]dw = 0.

zo

Pentru g = f —s conditiile Teoremei 10.2.3 sunt indeplinite, deci are loc egalitatea

de mai sus. m

Asemanator cazului functiilor spline cubice, relatia (10.24) implica

e unicitatea functiei spline polinomiala de interpolare cu conditiile la limita

corespunzatoare;

e o proprietate de optimalitate.

10.3 Functii B-spline
Corespunzator retelei de puncte
<t gt <tg<t <ty < ...
definim functiile B-spline BF(x),i € Z,k € N prin
BE () = (figkar = ) [tis tigr, - - tigrns (8 — 2)4 .
Teorema 10.3.1 Are loc formula de recurenta

1 dacd x € [ti,tir1)
0 B iy bi+1),
Bi(x) = { 0 daca x € (—o0,t;) Uftii1,0),

T —ti iy

ti —.L _
B; (I) + as Bfﬂl ([E),
Ligrs1 — Lig1

Bf(x) = P—

pentru k > 1 si 1 € 7.

Demonstratie. Pentru £ = 0 din (10.25) rezulta

B)(z) = (tipr — t)[tis tivrs (t — 2)3] = (ti — )3 — (6 — 2)

o 1 daca =z € [t’i7ti+1)a
1 0 daca =z € (—o00,t;) U [tis1,00),

(10.25)

(10.26)

(10.27)
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Pentru k£ > 1, utilizand formula lui Leibniz pentru diferente divizate deducem

BF(z) = (tigher — t)[tis tive, - -

Stk (=)t —1)) = (10.28)
i+k+1
= (titht1 — i) Z [tistivn, oty (8= o) [t by, tiwgst — 2] =
=i
= (tisker — ) ([tis tisr, -y i (6 — )5 [tirs Lo t — @)+
Hti, tigas - ik (T — I)ﬁ__lHtiHﬂ-l;t — 1‘]) ;

restul termenilor din suma fiind nuli.
Au loc egalitatile:

[tivk, tidks13t — 2] = i1 =& — (Liyr — @)

Livkt1 — Lign

tithest — 2] = tifh — o

Bf!
[tiv Livty s bitks (t - I)k_l] = l—<x>

T b —
[tirtisrs - s b (E—2)571] =
_ i tive, o i (8 = o) = [t b, -t (0 — @) —
litk+1 — b
_ =1 ( B (2) Bf%x))
Litirr — 6 \ligkr —Lir tige — 4

Utilizand aceste rezultate, egalitatea (10.28) devine

B () n bivky1 — @ Bi (x) B By !(x) _
tivk — b ligkt1 — 6 \ Ligr1 — Liv1 gk — &

B (z) = (tigri1 — ti)

:Bfl(x)< thtl _ litkt 95) L Bk 1(1;) ithk+l — T

Livrk — 1 Livik — t; O e — i
T —t; t; -
LB l(g) ¢ LT BRIl w
Livk — t; Livky1 — tig1

Din (10.27) obtinem

— 1 tivg —
Bl(z) = — " BO(z) + +2" T po

i i+1\L) =
tiy1 — 1 livo — tit1 +1(2)
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t;i;iztl T € [tivtiJrl)
=\ T T € [tit1,tiva)
0 z € (—00,t;) U [tita,00)

Graficele functiilor B?(z) si B} (x) sunt

. AN

©- @

t; tip ti liv1 tigo

Au loc urmatoarele proprietati ale functiilor B-spline
Teorema 10.3.2 Au loc relatiile:
(i) BF(x) =0, ¥V x € (—00,t;) U[tithi1,00) < supp-BF C [ti, tivri1);
(ii) BF(z) >0, Vz € R;
(i) e BE(r) = 1.

Demonstratie. Fiecare relatie se demonstreaza prin inductie dupa k.
(iii) £ = 0. Pentru = € R exista iy € Z astfel incat x € [t;),t;,+1) si In

consecinta
ST BY@) = BY(w) = 1.
i€z
Presupunand > .., B¥ '(x) = 1 si utilizand formula de recurenta (10.27), se
gaseste

1EL

—ti e ti
S Bt z(—f B o)+ L B )) -

icZ icZ i+k T tz tz+k+1 - tz-l—l
Bk 1 litk41 — X titkt1 7T pr-1
- t + z+1( )
'L+k - z+k+1 z+1

€L

Efectuand in a doua suma schimbarea de indice 7 := 7 + 1 se obtine

S B =B (L ) = =

t —t
= i€z ik — b tipn — i€z
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10.3.1 Functii B-spline pe noduri echidistante
Fie t; = to + ih, i € Z. Utilizand (10.25) si (2.39)

B () = (tigrrr — t)[tis ity - o tinrn; (E— )5 ] =

ARt — g)k kt1 b+ y |
= (k+1)h (k + 1)! hk—i—l klhk Z ( ) (=DMt + jh—2)f =
k1
1 k -I- 1
= i) ( ) (11 — o (10.29)

Functii B-spline cubice pe noduri echidistante. Pentru k& = 3 se obtin
functiile B-spline cubice pe noduri echidistante

= Lh 24: ( ) Tty — )3

Prin calcul direct rezulta tabloul de valori ale functiei B3 (z) si ale derivatelor

sale
l;

| ti tipr tico tigs ligs

Bl(z) | 0 ¢ 2 &+ 0
2 10.30
By | 00— 0 (10:30)

Bi@)" 1 0 35 =3 = 0

Evident B} € Ss.

Teorema 10.3.3 Functiile (B?)_3<i<,_1 sunt liniar independente.

Demonstratie. Daca Z;:i?) Aj+2 B3 (r) = 0 atunci Z;.:i?) Ajr2(Bj(z)) = 0 s
n—1 :
S Aea(BY@)” = 0.

In particular, pentru x = t;, i € {—2,—1,...,n — 2} se obtine sistemul

AZ 1B} 5(t:) + NiB} (i) + N1 By 1() =
~1(B 33)( i) FN(BLY) (L) + N (B (6) =
C1(Bg)" () + X(By)" () + A (BL)" (L) =

Aicr + 4N+ AN = 0
S =N + A 0
Aict — 2N + AN = 0

o O O
s
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care are numai solutia banala. m

Considerand cazul nodurilor echidistante, problema de interpolare cu functii
spline cubice se poate rezolva utilizand functiile B-spline (B})_3<i<;_1.

Solutia problemei de interpolare va fi de forma

n—1

s(z) = Z iy B3 (7).

i=—3

Functia s se numeste functie spline cvasi-interpolatoare.
Cei n+3 coeficienti a_1, ag, . . ., a, 11 se determina astfel incat sa fie satisfacute
conditiile de interpolare

s(t;) =i ie€{0,1,...,n} (10.31)
si conditiile la limita
s'(to) = «, s'(t,) =p (10.32)
sau
s"(tg) =0, s"(t,) = 0. (10.33)

Tinand seama de tabelul (10.30), relatiile (10.31) devin

. 1 2 1
S(tl) = ai_le_ ( ) + CLZBZ?) 2( ) + aHlB ( ) gai_l + gaz‘ + gaiﬂ = Y.
Conditiile la limita conduc la ecuatiile
/ 3 3 -1 1
S (to) = a_l(B_ ) (to) -+ CLO(B_2) (to) + al(B ) (to) ﬁa_l + %al = Q,
s'(tn) = an-1(Ba_y)(tn) + an(Bn_y)'(tn) + ans1 (B, 1) (t) =
Il S S
— 2h (p—1 2h Ap41 =

si respectiv

s"(to) = a_1(B%3)"(to) + ao(B>,)" (te) + ar(B?,)" (o) =
1 2 1
= ﬁa 1—h2a0+h2 =0
Sll(tn) = an—l(Bg—3)H( n) + an(Bg—2)H(tn) + CLn-i-l(Bg )”( n) =
1 2 1
= ﬁan—l - ﬁan + ﬁan—i-l = 0.
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Astfel pentru rezolvarea problemei (10.31)+(10.32) suntem condusi la sistemul

algebric de ecuatii liniare

—a_q +ay
a1 +a; tain
—Qn—1 +an+1

Sistemul (10.34) are solutie unica.

2ha

6y;
2hp

ie€{0,1,...

n} (10.34)

Determinantul sistemului este

-1 0
1 4
1

1SN Y

1

1 4
1

1
4 1
=1 0 1
Adunand prima coloana la a treia si ultima coloana la antipenultima se obtine

-1 0
1 4
1

- N O

SRR T

1
4 1
01

avand diagonala dominanta, deci determinantul este diferit de zero.
Problema (10.31)4(10.33) conduce la sistemul algebric de ecuatii liniare

a_q —2@0 +aq = 0
a,—1 +4a; +a;41 = 6yl 1€ {07 1... ,n}. (1035)
(p—1 _20% +an1 = 0

Se arata, asemanator, ca sistemul (10.35) are solutie unica. Rezolvarea sistemului
constituie subiectul Problemei 1.10.
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Interpolare cu sinus cardinal

O functie de forma

. Sir;z;(f) daca p(z) #0
L daca p(z) =0

unde ¢ este o functie continua, se numeste functie sinc, sinus cardinal.

11.1 Interpolare pe noduri echidistante in [0, 7]

Pentru orice n € N se definesc multimile £, = {z,; = %k chk=0,1...,2"}.
In particular
EO - {07 27T}
E, = {0,727}
T 3T
E2 = {0,5,7T,?,27T}
Au loc proprietatile:
e Fy C E| C ...ETLCETL+1 C ...
e Multimea F = UX (E,, este densa in [0, 27].
Introducem functiile
sin2" Y (z—wz, 1) o
Lui(z) = { T Ty GACR T T neN, k=0,1,...,2" (11.1)

1 daca x =z,

Stabilim cateva proprietati simple ale functiilor sinc L, j.

243
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Teorema 11.1.1 Au loc proprietatile:
1. Ln,k(xn,j) :5k7j> V /{,] c {O,l,,Qn},
2. L;L’k(l‘n,k> — O;

2n(=1)J—Fk . . n.
9 Lyjlony) =5t d#k =012

b L () = =227

5. |Lop(@)| <1, Vaelo,2n]

Demonstratie. 2.

L — L
L (r,r) = lim nk() nk(Tni) = lim
’ ’ T—Tp i T — Tk vy 2V E — 2 )2

sin 2"z —zpp) — 1
) )

Punand y = 2" !(x — z,;), limita de mai sus.devine lim,_,g 2”_1812# = 0.
3. ) ‘ .
cos2" N x — xpy) o sin2" Nz —2py)

/
x) = :
n,k’( ) T — Ty, 2n71<x _ $n7k)2
Pentru x = z,, ; se obtine L;k(xna) - %
4.
L (x)— L (T,x)
" o . n,k n,k\*'n, o
"’kwwk) N ﬁggk T— Tp g B
I G 20Nz — xp ) _sin 2N — xp )
T—=Ty ky (LL’ — l’n’k)Q 2n—1(x - xn,k)?)
Din nou, pentru y = 2" (z — x,,), limita devine
iy 92n—2Y COSY — siny 222
y—0 Y3 3

5. Inegalitatea rezulta din

|| <
|z >

= |sinz| < |z
= |sing| <1< 5 < |7

:
2
Fie f : [0,27] — R. Introducem operatorul liniar

fr— Su(f) definit prin  S,(f)(z) = > f(zni) Lnk(x).
k=0
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Din teorema 11.1.1 rezulta ca functia S, (f)(x) satisface conditiile de interpolare
Sn(f)(@ni) = f(Tnk)s E=0,1,...,2"
Aceasta functie se numeste functia de interpolare sinc a functiei f.

Teorema 11.1.2 Dacam > n atunci Sy, (f)(Tnx) = Sm(f)(@nk), k=0,1,...,2"

Demonstratie. L, C L, pentru z,; = g—ffk: = %2’”_"/{: = Ty om-—ng = Y
conditiile de interpolare implica S,,(f)(y) = f(y) = Sm(f)(y). =

Teorema 11.1.3 Au loc egalitatile
]. Sn(Ln,k) = Ln,k7 k = 0,1,...,2”;
2. Sn(sn(f)) - Sn(f)?

adica functiile Ly, i, k= 0,1,...,2" i S,(f) sunt puncte fize ale operatorului S,,.

Demonstratie. Calculand, se obtin
1.

nk E Lnk xn] TLJ E 5k] n] - nk(x>-

Su(SulF)(@) = D_ SulF)wn )L Zfﬂsny ni(@) = Su(f)(@).  m

Pentru cazul functiilor continue in intervalul compact [0, 27|, se alege norma
|fIl = max,ejo.20) | f ()] s are loc

Teorema 11.1.4 Operatorul S, este continu, avand loc inegalitatea

[Sn (DI < "+ DIV feClo,2a].

Demonstratie.

277.
2) =1 f(#n) Loyl \<\|f|\Z\LnJ <@ +Dlffl. w
=0
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Liniaritatea operatorului .S,, implica inegalitatea

150 (f) = Su(g)| < 2"+ DS = gll

Amintim cateva rezultate din teoria transformérii Fourier.
Fie f : R — C o functie din L', adica f (t)|dt < 0.

e Transformarea Fourier a functiei f este
P =)&) = [ e e zer

Transformarea Fourier inversa este

10 =52 [ Fletaz

Egalitatea lui Parceval: daca F(z),G(z) sunt transformarile Fourier ale
functiilor f, g atunci

|t = o [ FeGE:

| itopa= o [ FeP

o0

In consecinta

Produsul de convolutie a functiilor f si g este definit prin

-/ Zf(s)g(t—s)ds

Daca F(z),G(z) sunt transformarile Fourier ale functiilor f si g atunci
F((f *9)(1)(2) = F(2)G(2).

Teorema 11.1.5 Are loc egalitatea

gn—1

1 o )
L, i(x) = —/ eI E ey, (11.2)

2n _on—1
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Demonstratie. Calculand integrala din membrul drept, se obtin

1 2 2t 1 eirle—5
— T dy = —
2n _anl 2

(& 2n—1
(CE 27rk:) —2n—1

n—1 _gﬂﬁ —gon—1 —EEE 1 -
1 2" Na=TR) _ g2t a4 1 sin2" Nz — zn)

“on i(x — 227;]“) = gn1 T — Tk

= Ln,k(ﬁ) |

Interpretand egalitatea (11.2) drept o transformare Fourier inversa, deducem
ca functia

on

2 —j2nk kz Y n—1
daca |z| <2
F(z)={ »¢ %
(2) { 0 daca |z| > 2"t

este transformata Fourier a functiei L,, ;(z).
Utilizand egalitatea lui Parseval se obtine proprietatea de ortogonalitate a
functiilor L, :

Teorema 11.1.6 Au loc egalitatile

o 2
/ Lmk(ﬂ?)[zn,](lﬂ)d;ﬁ = 2_:-5]?,]'7 Y k,j < {0, 1, ceey 2”}

Demonstratie. Notam prin F), ; transformata Fourier a functiei L, ;. Pentru

k=j
o 1 [ 27
/ Lidr=oo [ IR = o
Pentru k # j
> 1 [ S AN
/ Lo (@) Ly () ds = — Fnk(z)Fnj(z)dz =T e eam =iy =
—00 ’ 2ﬂ- ’ ’ 22n 72n71
_ 2r e mmtd) pot_2msina(k—j)
2 —iZn(k—j) 17" 20wk~ ) '

11.2 Interpolare pe noduri echidistante in R

Vom utiliza formula

[e.o]

sin(z —:UH (1— == (11.3)
ey
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sl notatia

. SBL daca x #0
sinc r = z

1 dacaz =0 -

Fie h > 0 si x, = a+ kh, k € Z. Polinomul de interpolare Lagrange pe cele
2n + 1 noduri x_,,, x_p11,...,x, este

L(PQn; LonyL—ntly---Tn; f)((L’) = Z f(‘rk?)ln,k(x)’ (114)
k=—n
unde
b xl() = (x—x_p)...(x —zp1)(T — Tpp1) ... (T — ) (11.5)
(g —xp) o (T — g 1) (T = Tpyr) - - (T — )
_ (2 +n) (5t +n—1).. . (5t —k+1)(52—k—1)... (5% —n)
(k+n)(k+n—1)...1(=1)...((n—k)) '
Pentru n — oo se obtine
| o S o Sl A (——k)
lim [, (x) = - = 1-— - .
Tinand seama de 11.3 vom avea
in(=e _ J _ _
nll_)IIOlo () = Sl?%f—_k);ﬂ = Sinc((x - k)m) = sincw(x h )
iar formula 11.4 devine
L(z) = Zf(xk)sinc(x_%)w. (11.6)

keZ

Stabilim proprietatile:

Teorema 11.2.1 Transformata Fourier a functiei p(t) = sinc(nt) este F(z) =
rect(==, unde

21
1 daca |t| <2
F = = ° = 2
(2) = rect(t) { 0 daca |t| > 3
Demonstratie. Intr-adevir,
1 o0 ) 1 T 1 izt 1 imt it : t
— rect( ° Ye'Htdz = — etdy = — ¢ ‘e _ T,
2 J_ 2m 2 ) . 2m bt |-t 21 mt
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(z—zp,

Teorema 11.2.2 Functiile o(v) = sinc=—; " ke, satisfac conditiile
(1) u(z)) = Ok;;

(i) J=, er(@)p;(z)dz = dy;.
Demonstratie. (ii) Calculam

/ i (1)@, (x)dx I/ sinc(I _hxk)wsinc:(x _hxj)ﬁdx.

Prin schimbarea de variabila x — x, = hq integrala de mai sus devine

[ sinclamsine(( - 1) = mda = (x )G~ K) = - [ PP

—0o0 27 —00

* reprezinta produsul de convolutie. Potrivit teoremel anterioare, rezulta

00 1 T
/ or(x)pj(xr)de = — e?U=F = O j- m

In consecintd, functia L(z) definitd in (11.6) satisface conditiile de interpolare



250 CAPITOLUL 11. INTERPOLARE CU SINUS CARDINAL




Partea 11

METODE NUMERICE IN
ALGEBRA LINIARA
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Elemente de analiza matriceala

12.1 Definitii, notatii, proprietati

T xy

r = : e R” T = : eCn
Tn Tn,

2l = (z1,...,2n) o = (7y,...,7,)

Un vector din C sau R se va identifica cu o matrice M, 1(C), respectiv
M,1(R).

x,y € R” x,y €C”
< T,y >= 0 Thlk < T Y>= 0 Tl

|z]|2 = V< z,2 > =VaTx |z]|2 = V< z,2 > = Valtzx

[#]|c = max |z
1<k<n

Doi vectori x,y € C (sau R) sunt ortogonali daca < x,y >= 0.
O familie de vectori (z;)1<;<; din z,y € C (sau R) este ortonormata daca

P 1, dacai=7
Oy 1 0, dacdd # g

253
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O matrice A € M, (C) se poate reprezenta prin

al,j
A = (aij)1<i<ni<j<k = |a1a2...ax), unde a; =

an’j

1 0 . 0

01 . 0
]n - <5i,j)1§i,j§n — -

0 0 . 1

este matricea unitate de ordinul n.

Dacd A € M,(R) = (a;;)1<ij<n atunci AT = (a;;)1<ij<n este matricea
transpusa.

y . —T S <
Dacd A € M,(C) atunci A# = A" . Bara superioara desemneazi operatorul
de conjugare aplicat fierarui element al matricei.

O matrice patrata A € M, (C) este inversabila daca exista A™* € M, (C)
astfel lncat A- A1 =A"1 - A=1,.

A € M, (R) este simetrica dacd AT = A.

A € M,(C) este hermitiana dacid A7 =-A.

A € M, ;(R) este ortogonala daca AT -:A = Ij.
A € M, 1(C) este unitara daca A7 - A = I.

O matrice A € M, (C), A = (ai;)1<ij<n cu proprietatea a;; = 0, pentru
1 > 7 se numeste matrice superior triunghiulara.

O matrice A € M,(C), A = (a;;)1<ij<n Cu proprietatea a;; = 0, pentru
1 < 7 se numeste matrice inferior triunghiulara.

O matrice A € M, (C), A = (ai;)1<ij<n Cu proprietatea a;; = 0, pentru
1 # j se numeste matrice diagonala.

O matrice A € M,(C), A = (a;;)1<ij<n Cu proprietatea a;; = 0, pentru
Jj <isii+ 1< jsenumeste matrice bidiagonala (superioara).
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e O matrice A € M,(C), A = (a;;)1<ij<n Cu proprietatea a;; = 0, pentru
1 > j 4+ 1 se numeste matrice Hessenberg.

e O matrice A € M, (R) este pozitiv definita daca

<Az,x> >0, Ve € R".

e O matrice A € M, (R) este strict pozitiv definita daca
<Az,x>> 0, Vo € R"\{0}.

Pentru matricea A € M, (R) strict pozitiva folosim notatia A > 0. Mai
mult, daca A, B € M,(R) vom scrie A > B< A— B > 0.

e O matrice A € M,(R) este tare pozitiv definita‘daca
dm >0 astfel incat <Az, x> > m|z|3, Vz € R™

Astfel A tare pozitiv definita = A strict pozitiv definita = A pozitiv definita.
e Fie A € M, ;(C). Matricea A genereazd un operator liniar A : CF — C"

definit prin A(z) = Ax.

Ker(A) = {z € C*: Az =0}

Im(A) = {y € C*: Fz € CF astfel incat y = Az}

Se mai utilizeaza notatiile Tm(A) = R(A) si Ker(A) = N(A).
e Norma unei matrice A € M,, ;(C) este norma operatorului liniar generat de

matricea A, adicd A : CF = C", A(z) = Ax. Incele ce urmeaza operatorul
A se va identifica cu matricea A.

e Un numar A\ € C este o valoare proprie a matricei A € M, (C) daca exista
un vector nenul z € C" astfel incat Az = \ z.
In acest caz x este un vector propriu corespunzator valorii proprii A, iar

perechea (\, x) este o pereche proprie matricei A.

e Un vector y € C", y # 0 este un vector propriu la stanga corespunzatoare
valorii proprii A daca y7 Az = \ y!.

e Valoarea proprie A are ordinul de multiplicitate algebric k£ daca A este
radacina multipla de ordin £ a polinomului caracteristic.
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e Valoarea proprie A are ordinul de multiplicitate geometric k£ daca dimensi-
unea subspatiului liniar S(A) este k.

e Daca o matrice are o valoare proprie avand ordinul de multiplicitate geo-
metric este mai mic decat ordinul de multiplicitate algebric atunci matricea
se numeste defectiva. In caz contrar matricea se numeste nedefectiva.

11
0 1
avand ordinul de multiplicitate algebric 2, dar S(1) = {(z,0): = € C}, are
dimensiunea 1.

Exemplul 12.1.1 Matricea A = are valoarea proprie A = 1

e Doua matrice A, B € M, (C) sunt similare daca exista o matrice inversabila
X € M, (C) astfel'incat B = X 'AX.

e Raza spectrala a matricei A € M,,(C) este numarul

p(A) =max{|A| : X valoare proprie a matricei A}.

Proprietatea 12.1.1 Daca A € M, (C) este o matrice hermitiand atunci
< Az,y >=<z, A%y > Va,y e C".
Proprietatea 12.1.2 Daca A € M,,(C) este o matrice hermitiand atunci
< Ax,y >=<x, Ay > Va,y € C".
Proprietatea 12.1.3 Dacd A € M, ,(C), C € M, ,(C) atunci (AB)# = BHAH,

Proprietatea 12.1.4 Daca A, B € M, (C) sunt matrice hermitiene i AB = BA
atunci AB este tot o matrice hermitiand.

Demonstatie.
(AB)! = B"A" = BA=AB. =

Proprietatea 12.1.5 Daca A, B € M, (C) sunt matrice unitare atunci AB este
tot o matrice unitara.

Proprietatea 12.1.6 Daca A € M, (C) este o matrice unitara si x € C"* atunci

[Az|ls = [|lz]l2 si [[ATz|2 = ||z2-
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Demonstatie.

|Az]|3 = (Az)"(Az) = (2" A")(Az) = 2" (A" A)w = 22 = |[z]5.

Proprietatea 12.1.7 Fie A € M,,;(C). Daca X € M,(C) si Y € M(C) sunt
matrice unitare atunci

1All2 = [ X7 All2 = [[AY]J..

Demonstatie. Utilizand propozitia precedenta, au loc egalitatile

X7 Al = sup [|[X"Az]| = sup [Az]| =[|A].

[lzll2<1 2ll2<1

[AY ]y = sup |AY z[ls = sup [[Awllz = [[All2,

llzl1<1 [[w][<1

unde w = Yz. =

Proprietatea 12.1.8 Daca A € M, ,(C), A = [ajas...ax] este o matrice uni-
tard atunci (a;)1<i<x formeaza o familie ortonormata.

Demonstatie.
ar!
H , .
A" A = : . [CI,l - .G,k,] = (ai a])lﬁl,]ﬁk’ _ Ik -
H
ag,

Proprietatea 12.1.9 Dacd A € M,(C) este o matrice unitard atunci A™' =
AH,

Proprietatea 12.1.10 Daca A € M, (R) strict pozitiv definita, atunci matricea
A este nesingulara.

Proprietatea 12.1.11 O matrice A € M,(R) strict pozitiv definita este tare
pozitiv definita.
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Demonstatie. Functia f: R"\{0} — R definita prin formula

< Azx,x >

fx) =

13

este continua gi In multimea compacta S = {z € R™ : |jz||» = 1} isi atinge
minimul, adica exista xy € S astfel incat

f(z) > f(xg) =m >0 Vo e S.

Daca z € R"\{0} atunci - € S, de unde < A(*-), == > > msau < Az, x >>

llz]l2 lzll2 77 [|l]l2

mlz]3. =

Proprietatea 12.1.12 Daca A € M, (R) este o malrice simetrica si strict pozi-
tiv definita atunci ||x||a= /< Az, x> este o'norma in R".

Indicatie. Inegalitatea triunghiului rezult in urma inegalitatii < Az, y >2 < <
Ax,x >< Ay,y >, Vx,y € R".

Proprietatea 12.1.13 Fie A € M,, ,(C), B € M, ,,(C). Daca ||-|| este o norma
matriceald atunci |BA|| < || B|| [|A]l-

Pentru A € M,, ,(C) si ¢(A) = maxi<;<m 1<j<n @i j| proprietatile normei sunt
indeplinite dar nu are loc proprietatea propozitiei 12.1.13. Daca

1 2 2 1 . 4 2
B:(3 1>, A:(l 1) atunci BA—(7 4>

sl p(BA) =7>3-2=¢(B)p(A).

Proprietatea 12.1.14 Fie A € Mm,n(C), A= (ai,j>1§i§m, 1<j<n- Au loc egalztdglee

[Alle = max > aisl, A (C" ] fl) = (C™ |- loo);  (12.1)
7j=1

1<i<m 4

JAlh = max > ai;l, A (C ] [h) = (€™ ). (12.2)
=1

1<j<n 4
Proprietatea 12.1.15 Fie A € M,(R). Daca |a;;| > > -1 |ai | atunci
J#

1. matricea A este inversabila;
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2. A oo < maicizn st
J#i

Demonstatie. Fie xz,y € R" astfel incat Ax = y. Aratam ca are loc inegalitatea

o < vl (123
x max .
S ] — S Jaig]
J#i
Fie i acel indice pentru care
|zi| = max{|z1],..., za|} = [|2]|o.

Ecuatia a i-a a sistemului Az =y se scrie

n

Qi Ty = Y; — E Qi Ty

j=1
J#i

de unde se deduc relatiile:
n n
iillzlloo = laullzil < lyal + Y lasgllas] < Mylloo + oo Y laigl.
1 =1

g=1 J=1
JFi J#i

Ipoteza propozitiei implica

1 1
T < < max .
Izl < il = > 51 lail Iole- < 1<i<n |ag| = 325 aig)| Il
ji j#i

Pentru a arata ca matricea A este inversabila sau nesingulara este suficient sa
aratam ca sistemul algebric de ecuatii liniare gi omogene Axr = 0 admite doar
solutia banala. Pentru y = 0, din (12.3) rezulta = 0.

A doua concluzie rezulta de asemenea din inegalitatea (12.3). m

Proprietatea 12.1.16 Valorile proprii ale matricei A sunt radacinile polinomu-
lui caracteristic f(\) = |\ I,, — Al.

Proprietatea 12.1.17 Dacd A = (ai;)1<ij<n € Mn(C) si f(XN) =[N I, — A| =
N+ o AL A+ a, atunci o = Y0 a4 = tr(A) sia, = (—1)" Al

Demonstatie. Din egalitatea f(A\) = [[}_, (X — a;;)+polinim de grad n — 2

rezulta ag = tr(A). Apoi, o, = f(0) = | — A] = (—=1)"|A|. =
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Proprietatea 12.1.18 Mulfimea S(\) = {x € C* : Az = X\ x} este subspatiu
liniar in C™ invariat de A, adica A(S(X\)) C S(A).

Proprietatea 12.1.19 Pentru orice valoare propriu ordinul de multiplicitate ge-
ometric este cel mult egal cu ordinul de multiplicitate algebric.

Proprietatea 12.1.20 Un vector propriu corespunde unei singure valori proprii.

Proprietatea 12.1.21 Daca Ay, ..., N\, sunt valori proprii ale unei matrice A,
distincte doua cate doua $t xy,...,x sunt vectori proprii corespunzatori atunci
T1,...,Tr sunt liniar independentu.

Proprietatea 12.1.22 Valorile proprii ale unei matrice hermitiene (simetrice)
sunt reale.

Proprietatea 12.1.23" " Doua matrice similare au aceleasi valori proprii.

Proprietatea 12.1.24"(Gerschgorin) Fie. A € M,(C) si o(A) multimea val-
orilor proprii. Daca

n

re o= |ay]
7
Dy = {z2€C : |z—ari| <mi}, E=1,2,...,n,

atunci o(A) C U} Dy.

Demonstatie. Fie A ‘o valoare proprie si‘x = (21,...,2,)7 un vector pro-
priu corespunzator, Az. = Az. Dacd x; = maxj<;<, |z;| atunci din egalitatea
2?:1 ap;jr; = Avg rezulta (ag, — Nz = — Z}];}C ay,j. Din egalitatea modulelor

deducem
n n

‘I‘.
’ak,k - >\‘ S Z ’CLk,j % S Z ]a;w-\ =Tr. 1

j=1

J#k J#k
Proprietatea 12.1.25 Dacd A € M,, ,(C) atunci (Im(A))* = Ker( Af).

Demonstatie. Dacid y € (Im(A))*t atunci < y,z >= 0, Vz € Im(A), adici
<y,Ar >=0, Vx € C". Din

0=<vy, Az >=< Ay o >, Ve e C"

rezultd y € Ker(A#). =
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Proprietatea 12.1.26 Dacd A € M,, ,(C) atunci C™ = Im(A) & Ker(A¥).
Proprietatea 12.1.27 Daca A € M, (R) atunci

dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) = n

Demonstatie. Fie k = din(Ker(A)). Extindem o baza ey, ..., e a lui Ker(A4) cu
vectorii liniar independenti eg.1,...,e,. Astfel ey, ..., e, formeaza o baza in R™.
Daca y € Im(A) atunci exista x = )" | ¢;e; astfel incat

n

y=A(z) = Z ciA(er) = > ciA(e).

1=k+1

Prin urmare orice vector din Im(A) se reprezinta ca o-combinatie liniara a vecto-
rilor A(egt1),- .., Alen).
A(egt1),- -, A(e,) sunt liniar independentji.

~

Intr-adevar, daca ", | AiA(e;) = 0, atunci " ) Aie; € Ker(A), deci ex-
ista constantele yiy, ..., ju, astfelincat -1 | Ne; = 2521 fje;, sau 25:1 pie; —

Yo Aigi =0, deunde py = ... = pp = A1 = ... = A, = 0.

Rezulta ca A(egi1),. .., A(e,) formeaza o baza a subspatiului liniar Im(A) si
ca dim(Im(A)) =n—Fk. =
Probleme si teme de seminar
P 12.1 Sa se arate ca daca A, B € M,(R) astfel incat AB = I atunci BA = 1.

P 12.2 Sa se arate ca daca A € M, (R) este o matrice ortogonala atunci |A] =
+1.

P 12.3 Sa se arate ca daca A, B € M,(R) sunt matrice ortogonale i |A|-|B| =
—1 atunci A+ B este o matrice singulara.

R.A+B=A(A+B)"B = |A+B|(1—|A||B|]) =0= |A+ B| =0.

P 12.4 Sa se arate ca daca A € M,(R) = (a;;)i1<ij<n este o matrice strict
superior triunghiularda - (a;; = 0,1 > j) atunci A" = 0.

P 12.5 Dacd A € M, (C) satisface egalitatea A" = —A atunci

1. Valorile proprii ale matricei A sunt pur imaginare;
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2. I — A este inversabila;

3. Q= (I—A)YI+ A) este o matrice unitard.

R. 1. Fie X o valoare proprie, Az = Ax. Din egalitatile

<Az,z> = Mz}
<z, A"z > = <z —Az>= )|z}

rezultd A + A = 0 aducad R\ = 0.

2. Presupunem prin absurd ca matricea I — A este singulara. Atunci exista
x € C", x # 0 astfel incat (I — A)xz = 0 sau Az = z. Ar urma ca 1 este valoare
proprie pentru A, ceea ce nu se poate.

3. Din egalitatea (I — A)({ + A) = (I + A)( — A), iInmultind la staga si la
dreapta cu (I — A) ! rezulta (I + A)(I — A) ' =T - A (I+A)=Q.

Apoi Q¥ = (I + ATY(I — AL = (T - AT+ AL

Rezulta Q7Q = (I —A) (I + A) '+ A){I - A~ =1

P 12.6 Fieu,v € C" si A= 1+ uvfl.
1. Dacd A este nesingulard aflati valoarea lui o astfel incat A™' = I + auv®.
2. In ce caz matricea A este singulard?

3. In cazul in care matricea A este singulard calculati Ker(A).

R. 1. Au loc egalitatile

(I +w™)(I + aw®™) = I +w™ 4+ awv™ + awvuv™” =T+ (1 + a + aX)uw”,

_ H _ < a1 o 1
unde A = v"u. Pentru A # —1 rezultd a = =15 = — 17,

2. Pentru vy = —1 matricea A este singulara: (I + vvf)uvf = 0.
3. Ker(A) ={\u: X e C}.



Capitolul 13

Rezolvarea sistemelor algebrice
liniare

Consideram sistemul algebrie de m ecuatii liniare cu necunoscutele
L1, L2, -y Tn

....... (13.1)

unde aij, beC,i=12....m, j=12--- n.
Introducand notatiile matriceale

yr1 ... Qin xy bl
A= x = : b=

am,l cee arn,’n, Tn bm

sistemul (13.1) se scrie

A-x=5b

In cazul in care m = n, adici numirul ecuatiilor coincide cu numarul ne-
cunoscutelor si daca matricea sistemului A este nesingulara, atunci solutia este
x = A71 . b. Astfel problema inversabilitatii lui A este echivalenta cu rezolvarea
sistemului.

Metodele pentru rezolvarea sistemelor algebrice de ecuatii liniare se impart in
doua clase:

e metode directe;

263
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e metode iterative.

In cele ce urmeazi vom prezenta metoda Gauss - Jordan din clasa metodelor
directe si metoda Gauss - Seidel din clasa metodelor iterative.

13.1 Metoda Gauss - Jordan

Sistemului liniar

yi:zn:ai,j-xj i=1,2,....m (13.2)
j=1
il atagsam tabloul
T ce X Ce T c. Tp
U1 CL171 e al,j e &175 e al,n
Yi (0 N £ N £ N 7 ) (133)
Yy Qr 1 cee Qpyo oo DOps oo App
Ym | CGma1 -+ Qmg oo Ams ... Amn

Sa presupunem a, s # 0. Din ecuatia r a sistemului (13.2) explicitdm z

ar,l ar,sfl Yr ar,s+1 &r,n
-xl—...——-:ps_l—l— — '5E5+1—...——'1’n.(13.4)

Qr s Qr.s Qr s Qr, s Qr s

Ts = —

Substituind z, in celelalte ecuatii, pentru ¢ # r, gasim

A;s - A Qg Ap g
aﬁs ar,s
a; a; - a a; - a
+ 1,8 . y’l“ + (ai7s+1 — /L’S—T’SH) . :L'S+1 + . _|_ (az,n — u) . :L'n

T,8 Qs Qr s
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Sistemului format din ecuatiile (13.4) si (13.5) ii corespunde tabloul (13.6).

T c. X ce Yy ce Tn
aq,
U1 bl,l Ce bl,j e r: e bl,n
s
Y; bi,l c. bi7j Ce ﬁ Ce bi,n
. . . (13.6)
Tg —&rl R —2rg R 1 . — Zrin
Qr,s Qr,s Qr,s Qr,s
Ym bm,l .- bm,j C bmﬂn e bm,n

(ai,j-r,s—ai,s-ar,;)

- , pentru ¢ # r gi j # s.
Numim pas Jordan cu elementul pivot a, s # 0 urmatorul ansamblu de operatii
prin care tabloul (13.3) se transforma in tabloul (13.6)

unde b;; =

1. Se intervertesc 1, si xy;

2. Pe locul elementului pivot se pune 1;

3. Pe coloana elementului pivot elementele tabloului se lasa neschimbate;

4. Pe linia elementului pivot se schimba semnul elementelor din vechiul tablou;

5. Restul elementelor se calculeaza cu formula 5” = Qjj * Ops — Qig - Orj-
Aceasta relatie este cunoscuta sub numele de regula dreptunghiului. Ele-
mentul IN)” care se calculeaza are drept corespondent in tabloul (13.3) pe
a; ; care impreuna cu elementul pivot a, s definesc, ca varfuri diagonal opuse

un dreptunghi. b;; este diferenta dintre produsele elementelor celor doua
diagonale; intotdeauna elementul pivot este factor al descazutului.

6. Se impart toate elementele tabloului la elementul pivot.

Aplicam substitutiile generate de pasii Jordan la rezolvarea sistemului (13.1).
Acestui sistem 1i atagam tabloul
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2] [4]
T x; T, 1
0 a1 W] a1 n _bl
NI | ) (13.7)
0 ;1 Qi j Ain _bi
0 (m 1 A, j Qmn _bm

Numerele incadrate scot in evidenta cinci zone in tabloul (13.7). Un pas
Jordan efectuat cu un element pivot ales din zona [3] - de exemplu a,; # 0 - are
ca urmare intervertirea unui z, din zona [2] cu un zero din zona [1] i corespunde
explicitarii lui z, din a's -a ecuatie a sistemului si substituirii lui in celelalte
ecuatii. Astfel, tindnd seama de interpretarea data tabloului (13.7), obiectivul
urmarit este efectuarea a cat mai multi pasi Jordan.

Sa presupunem ca efectuand r pasi Jordan ajungem la urmatorul tablou (even-
tual schimband indicii ecuatiilor si ai necunoscutelor)

2] [4]

0 C. 0 : | T, 1

Ty bl,l bl,r bl,r-{-l br,n (&1
A - Bl t B [5]

Ty bnl br,r bT,T+1 Ce br,n Cr (138)

0 br_t,_l,l b7-+177~ 0 C 0 Cr41

: Brrr] ' D Byl '
0 | bus B 0 0 | cm

In tabloul (13.8) nu putem alege nici un element pivot in zona [3;y]. Din punctul
de vedere al rezolvarii sistemului, zona [3;y] este singura in care are sens cautarea
unui element pivot.

Tinand seama de interpretarea data tabloului, daca

CT+1:'~':Cm:07

atunci sistemul este compatibil cu solutia

Ty = bjpg1 - Tpyp1 + ..+ biy - Ty

i=1,2,...

A
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iar in caz contrar sistemul este incompatibil.

Exemplu. Pentru rezolvarea sistemului algebric liniar

T, + x2 + 3 + x4 = 2
200 — Xy + 23 — x4 = 1
r1 4+ 229 — w3 4+ 214 = -—1
2(1?1 + To + 4[1)3 + Ty = 7
31’1 + 21’2 - 2233 -+ 21’4 = -5

tablourile corespunzatoare pasilor Jordan sunt

Tr1 X9 T3 Ty 1 T XT3 Ty 1
o/1 1 1 1 |=2|mn -1 -1 —1 2
02 -1 2 —-1{=1]0|-3—=1 0 -3—=1|3—-1
o1 2 -1 2 110 1 -2 1 3
02 1 4 1 |-7|10 -1 2 —1 -3
013 2 =2 2 51(1 0 -1 =5 -1 11

XT3 T4 1 T4 1
T -1 0 1 T1 0]—1
i) 0 —1 1 T —1 1
0O|-2—=1 0] 4— -2 0 0] O
0 1 0 -2 x3| 0| 2
0O|-5—1 0[10— -2 0 0| O
Sistemul este compatibil, cu solutia 7 = —1, 2o =1 — x4, 13 = 2.

Observatie. Numerele subliniate sunt elementele pivot. Coloanele corespunza-
toare zerourilor din zona [2] se pot omite i de aceea ele nu apar. Numerele ce
apar in dreptul sagetilor reprezinta rezultatul inmultirii ecuatiei corespunzatoare
cu un factor convenabil. Aceasta operatie simplifica calculele efectuate "manual”.
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13.2 Inversarea unel matrice

Fie matricea A € M,,(C); A = (ai )i j=1,,- Atagim matricei A sistemul liniar
y = A -z caruia 1i corespunde tabloul:

T X e

1|11 .. Q1 ... Q1p
(13.9)

Yi | @i1 oo Qi .. Gip

Yn | An1 --- Qpj .. Apnp

Daca se pot efectua n pasi Jordan care sa transforme tabloul (13.9) in tabloul:

Yoo Y |
T b1 1 .- bl n
’ ’ (13.10)
Iy bn,l s bn,n

atunci matricea A este nesingulara si B = (b; j); j=1,, reprezinta inversa matricei

A.

Exemplu. Pentru inversarea matricei
2 4
A=1 01
2 2

efectuam pasii Jordan.

Ty T2 X3 T1 Y2 T3 T Y2 Y1
| 2 4 3 |2 4 -1 T3 2 4 —1
| O 1 1 2| 0 1 —1 9| —2 =3 1
ys |2 2 —1| |ys|2 2 —3| |ys|—4 —10 3

Ys Y2 W1
T3 —% -1 %
Ta| 5 2 —3
HNEEE
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Rezulta

— DO Njot
|

|
—_
|
|
DO R0 | s [ Qo
B[00 | = | =

13.3 Factorizarea LU

Fie A € M,(R). Daca L este o matrice inferior triunghiulara i U o matrice
superior triunghiulara astfel incat A = LU, atunci aceasta relatie se numeste
factorizarea LU (Lower / Upper) a matricei A.

Aplicatii ale factorizarii LU.

o Calculul determinantului:

’A| = ‘LHU‘ = HLZ’LHUzz
i=1 i=1

O matrice este nesingulara daca toate elementele de pe diagonala matricelor
L, U sunt nenule.

o Rezolvarea sistemului Ax = b. Daca A = LU atunci rezolvarea sistemului
revine la rezolvarea a doua sisteme triunghiulare

Ly = b,
Uxr = .

Algoritmul factorizarii LU

Notand prin 1j,1s,...,1, coloanele matricei L si prin ul,ul, ... ul liniile

maticel U factorizarea LU devine

A=LU=[1, ... 1] => L. (13.11)
k=1
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1, si ul au primele k — 1 elemente egale cu 0, prin urmare

0
0 0 0 0
T __ 0 - o ... 0 0 0
lkuk = L (O ...0 Uk,kUk,n>_ 0 ... 0 LpwUsp - LpaUsn
k,k ) ) ) ’
’ 0 ... 0 LpgUgk .- LnpipUgn
Ln,k:

Astfel in (13.11) adunarea celui de al k—lea termen nu modifica primele k — 1
linii si coloane.
Egalitatea (13.11) se poate scrie recursiv

AO = 4
AW =AY el ke {1,...,n}. (13.12)

O matrice triunghiulara se numeste matrice triunghiulara unitate daca toate
elementele diagonalei principale sunt egale cu 1. Printre factorizarile LU se disting

e factorizarea Doolittle, cu matricea inferior tringhiulara unitate;

e factorizarea Crout, cu matricea superior triunghiulara unitate.

Egalitatea (13.11) nu se modificd daca inlocuim 1, — ozl si uf — aikuf

Parametrii oy, se aleg in functie de factorizarea dorita.
In cele ce urmeaza se va considera cazul factorizarii LU de tip Doolittle.
Fie A € M, (R), A =(a;;)1<ij<n- Notamprin Ay, k € {1,2,...,n} matricele

Qya ... A1k
A = (@ij)i<ig<e =
agi ... Qkk

Definitie 13.3.1 Matricea A satisface ipoteza J,, daca|Ag| # 0, Vk € {1,2,...,m}.

Presupunem ca are loc ipoteza [J,_1.
Pentru k =1, A® = A, ag?i = a1 = |A1] # 0. Alegem

1

0
T_ 0 0 i
ul - ((Zl’l oo CLLn) S1 ].1 — :
0
o)
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Elementele matricei 1;u?l” situate pe prima linie si pe prima coloans coincid cu
cele ale matricei A. Prin urmare matricea A0 are toate elementele de pe prima
linie si de pe prima coloana egala cu 0. In plus

1) _ (0 ag?(@
7, . L
ij = %g T (o) %L 1=2,...,n; j=1,...,n.
a1

Introducem matricele

0 0 0
EET.
A — 4, A2 — 0 as, A9 n
0 o) . )
. '“(2) . . '“(1) ~ . . .. (léoi llglo)l .
Matricea A'*) se obtine din A" inmultind prima linie cu EROEEREE R i1
1,1 1,1

adunand-o respectiv la liniile 2, ... n.

Prin urmare |f~1,(€2)\ = |Ax|,Vk € {1,2,...,n}. In particular, pentru k = 2
relatiile

e 1) (0
0 7 |As] = |A57] = a3aly
implica aé}% # 0.
Inductiv, presupunem ci s-a construit A®~1 = (agﬁ‘l))lmgn sica a,(clfk_l) # 0.
Totodata, daca

0 0 0 0 0
B
1 i i 1
g9 Ay 1 Aoy Ao n
A(k) _ . . ’
0 0 0 aly? ap !
0 0 0 alV aly

atunci |[A%| = |A4,], Vs € {1,2,...,n}.
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Alegem

0
1

k-1 k1 :

ufz(O...Oa( ) ...a(, )) si L =1 o1
1)
Ak

(k=1)
an,k

(k—1)
ko

Astfel Uy, = a,gflzl). In virtutea lui (13.12), A% = AF=1) ], ul. Elementul ag?
este dat de

(k=1) (k—=1) (k—1) (k—=1) (k—1)
k) (k=1) ik (k=1) _ Qg Qg — Qg Ay
aiyj - ai,j - (k—1) ak,j - (k—1) y (1313)
A i g, g,

a%licé) numaratorul se calculeaza cu regula dreptunghiului avand elementul pivot
k—1

A k;
Ramane de aratat ca angLkH # 0.
Matricea
0 0 0 0 0 0
a\’) aé% a%%_l aé% a’ .. aé,}
1 i i i
0 ay, Ay p—1 Aoy Ao py1 -+ Qo
ik _ | oo I (= IR0
Alk+1) 0 0o ... 0 A 1 ?k%’kﬂ . CL%L ,
0o =0 ... 0 A AR A
0 0 ... 0 0 df,. . a
se obtine din A® pastrand primele k linii si potrivit relatiei (13.13) liniile i €
(k—1)
{k+1,...,n} se obtin adunand la acestea linia & inmultita in prealabil cu —%
Ak
Din nou

[AF = |AP] = Ay, Vse{l,...,n}.
In particular, pentru s = k + 1

k+1

T (k+1 i—1
0# [Apna] = |Al(c++1 )| = az(',i ),

i=1
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. (k
deci a,(erl,kH # 0.
Astfel s-a demonstrat

Teorema 13.3.1 Dacd matricea A € M, (R) satisface ipoteza J,—1 atunci exista
matricea inferior triunghiulara L si o matrice superior triunghiulara U astfel
incat A = LU.

Observatie 13.3.1

Pentru existenta factorizarii LU, cerinta ca matricea A sa satisfaca ipoteza J,_1
este esentiala. De acest fapt, ne putem convinge prin urmatorul exemplu:
Presupunem, prin absurd, existenta unei factorizari LU pentru

0 1 o 1171 0 ul,l u1,2
1 1 o l2,1 l272 0 U2 2 .
Atunci au loc egalitatile contradictorii /1 ju11 = 0, Lijuie =1, loqui; = 1.

Matrice de permutare. Notam prin P, ; € M, (R) matricea

1 0
1
0 1 — i
Pi,j:
1 0 <~ J
1
0 1
T T
i J

pe care o numim matrice de permutare.
Urmatoarele proprietati se stabilesc prin verificare directa:

1. Daca A € M,(R) atunci P, ;A este matricea care se obtine din A prin
interschimbarea liniilor 7 si j.

2. Daca A € M,(R) atunci AP,; este matricea care se obtine din A prin
interschimbarea coloanelor 7 si j.

2 -1 _
3. P=1 & Pl'=P,
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In lipsa ipotezei J,_1, la pasul k£ a constructiei din demonstrtia Teoremei
13.3.1, nu mai avem asigurata cerinta a,(ck,; 2 # 0.

Daca a,(f,; - si exista pe coloana k, sub elementul de pe diagonala prin-
cipala un element nenul — fie acesta agf;cl) — atunci interschimbam liniile & si 7.
Relatia (13.120 devenind

A(k) = PkA(k_l) — lkug, cu Pk; = P/ﬁik;' (1314)

Daca a,glf,; Y=o si sub acest element, pe coloana k, toate elementele sunt nule

atunci alegem
k— k—1 :
I, = ey, uZ:(O...Oaéykl)...aévn )) si P, =1,,

unde e, este vectorul din baza canonica.
Daca a,gk,;l) # 0 atunci alegem Py = I,,.
Din relatiile (13.14),-prin eliminarea elementelor intermediare rezulta

n—1

0=A" = (PP ... P)A—1Lul = (PoPuy... Pr)luf =

n
k=1

= PA — Ziku;‘f,
k=1

unde 1, = 1, si I, = (PoPp1...Pei1)lg, k€ {1,2,...,n — 1}. Un vector 1,
are aceasi forma ca si vectorul 1, deoarece éventualele permutari au vizat doar
elementele de pe pozitiile k, ..., n.

Elementele matricelor L si U se pot pastra in A, mai precis elementele nenule
ale liniei k£ din U apar pelinia k a lui A deasupra diagonalei principale, iar coloana
k din L -fara 1 - apare pe coloana k a lui A sub diagonala principala.

Rezulta urmatorul algoritm:

1. P=1,;
2. Pentru k =1,2,...,n — 1 executa

(a) Daca agx = 0 atunci

e Daca pe coloana k sub diagonala principala exista un element
nenul atunci se schimba acea linie cu linia k si P := P ;, P (prin
ix s-a notat linia elementului nenul);
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e Daca pe coloana k sub diagonala principala nu exista nici un ele-
ment nenul atunci se continua cu urmatorul k;

(b) Elementele liniei k situate pe si deasupra diagonalei principale se lasa
nemodificate;

(c) Elementele corespunzatoare indicilor 4, j € {k+1,...,n} se calculeaza
folosind regula dreptunghiului cu pivotul ay g, (13.13).

(d) Elementele coloanei k situate sub diagonala principala se impart la
Qe ke

Astfel are loc

Teorema 13.3.2 Pentru orice matrica A € M,(R). exista o matrice inferior
triunghiulara L, o matrice superior triunghiulara U"si o matrice P, produs de
matrice de permutare astfel incat

PA=1LU.

Exemplu. Sa se deduca factorizarea LU a matricei

r 2 -1 3 2
2 4 =2 5 1
A= -1 -2 1 -3 —4
3 6 2 10 7
1 2 4 0 4

Atagam matricei A tabloul
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276

>

Desfasurarea calculelor este

P=1

k=1

P=1

k=2

3 P

k’:

4 P=Py5P34

k:

Atunci

—
SO O —-H O
OO —H O O
oo O O
O —H O OO
— o O O O
N~

|

47

32

R

57

<t

A

I

A
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13.4 Cazul matricelor simetrice - Factorizarea
Cholesky

Fie A € M,(R) o matrice simetrica care satisface ipoteza J,_;. Datorita
simetriei, descompunerea LU poate fi scrisa

Diy 0 ... 0 17
A=LDL" =1, ... 1,] 0 Da2 ) 0 I?T :zn:Dk,klklf
o o ..o, )|
si sub forma recursiva
A® = 4,

AW = A=Y D LT

_(k-1)
unde Dy, = Qg -

Cazul matricei simetrice si strict pozitiv definita

Are loc urmatoarea proprietate a matricelor strict pozitiv definite

Teorema 13.4.1 Daca matricea A € M, (R) este strict pozitiv definita atunci ea
satisface ipoteza 7,.
Demonstratie. Presupunem prin absurd ca exista k € {1,2,...,n} astfel incat
|Ax| = 0. In acest caz existi r1 € R*, 1 # 0 astfel incat Az, = 0. Considerand
i . Ay A . ..
partitionarea matricei A = K b2 )iz = 1) € R deducem relatiile
Agq Agp 0
contradictorii
0< < Ax,x >=< Az, 271 >=0.

Teorema 13.4.2 O matrice A € M,(R) simetrica este strict pozitiv definita
daca st numai daca elementele diagonalei matricei D din factorizarea Doolittle
A= LDL" sunt pozitive.

Demonstratie. Sa aratam ca elementele diagonalei matricei D sunt pozitive.

Potrivit factorizarii LU de tip Doolittle, matricea L este nesingulara, |L| = 1.
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Pentru orice i € {1,...,n} existd z; € R" astfel incat LTx; = e;. Dacd D =
diag(Dy 1, ..., Dy,n) atunci

0< < Axi,xi >= LDLT.Ti,II?i >= DLT.’L’i, LT.TZ' >=< Dei,ei >= Dz,z

Reciproc, presupunem ca A = LDLT §i D;; > 0, Vi € {1,2,...,n}. Fie
TR, 1 #0sy=L"2 = (y;)1<icn. Atunci y # 0 si

< Azx,x >=< LDL"z,x >=< DLz, L2 >=< Dy, y >= Z D”yf > 0. [
i=1

Teorema 13.4.2 ofera un criteriu de verificare a strict pozitiv definirii unei ma-
trice simetrice: se face descompunerea LDL" si se cerceteaza semnul elementelor
de pe diagonala matricei D.

In cazul matricelor simetrice si strict pozitiv definita are loc factorizarea
Cholesky

Teorema 13.4.3 Dacd A € M,(R) este o matrice simetrica si strict pozitiv
definita atunci exista or-matrice inferior triunghiulara K € M,(R) astfel incadt

A=KKT.

Demonstratie. Definim F' = diag(y/D11,...,v/Dnyn) st K = LF. Deoarece
F? = D avem
A=LDL" = LF’L" = KK". =

13.5 Rezolvarea sistemelor tridiagonale

Numeroase probleme conduc la sisteme algebrice de forma

171 + C1To = d1
biZIJi_l + a;x; + Ciliy1 = dz‘, 2 S 1 S n — 1, (1315)
bnxn—l + anTn = dn

Matricea sistemului

aq C1 0 0 c. 0 0 0
b2 a9 Co 0 ce 0 0 0
0 bg as C3 ... 0 0 0
0 0 0 0 . bn—l Ap—1 Cp—1
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are elementele nunule situate in imediata vecinatate a diagonalei principale. O
asemenea matrice se numeste matrice bandi. In cazul de fatd, latimea benzii
este 3, matricea numindu-se tridiadonala. Indicam o metoda eficienta relativ
la mecesarul de memorie, pentru rezolvarea sistemului (13.15), numitd metoda
dublului parcurs.

Primul parcurs. Din prima ecuatie a sistemului (13.15), explicitand pe x;
gasim xr; = —;—11:1724— %, adica o relatie de forma 1 = Roxo+.55 cu Ry = —%, Sy =
%. Presupunand x;, 1 = R;x; + S; si substituind in a i—a ecuatie a sistemului
gasim

bz(Rsz + SZ) -+ a;x; + Ciliy1 = dl
de unde rezulta

a; + bzRZ i a; + blRZ L i

xTr; =

Am dedus relatiile de recurenta

—C; d: —b:S:
Ry = —— 1= L i=2.3.....n.
i a; + bLRL i a; + bLRZ ! "

Al doilea parcurs. Din relatiile

Thlq1 = RT,ZEn + Sn
bnxn—l + ap®y, = dn

deducem
n - )
aTI/ + bTLRﬁ/
si utilizand egalitatile x;_ = R;x; + S; calculam succesiv x,_1, 2, 2, ..., 1.

Alt sistem tridiagonal

Fie sistemul

a G by Ty d;
by ap Co T2 dy
bnfl pn—-1 Cp—1 Tp—1 dnfl

Cn b, a, Ty, d,
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sau
a1r1 + Cc1x2 + bl.Tn = d1
bixi_1+aixi+cixi+1 :dz 222,,’0—1
bpnTp—1 + Ty, + crr1 =d,

Rescriem prima ecuatie sub forma

dy C1 by
1= — — —T9g — —x, = Roxg + Sy + Woha,,
a1 3] a1

CURQZ%, ngd—i, WQZ%.
In general

Introducand aceasta expresie in a i-a ecuatie si explicitand z; se obtine

—G di — b;S; biW;
P - n= 13.1

= Rip1xip1 + Siv1 + Wiz,

_ di—b;S; b, W;
adicd Ry = g, St = opms Wi = =000k

Se pot determina coeficientii U;, V;, i € {1,2,. n} astfel incat

x; = Uz, + V. (13.18)
Evident U,, = 1,V,, = 0.-Substituind (13.18) in (13.16) gasim
i1 = (RU; + Wy)x, + RV, + S; = Uiyxy, + Viy,
cuU;,_1 = RU; + W;, Vi1 = R;V; +.5;. Din ultima ecuatie a sistemului se obtine

dn - bnvn—l - Cn‘/l
an + ann—l + CnUl

Ty =

iar celelalte necunoscute se determina utilizand (13.18).

13.6 Metode iterative

Fie A € M,,(R), A = (aij)i<ij<n $1 b € R", b= (b;)1<i<n. Pentru rezolvarea
sistemului algebric de ecuatii liniare

Az =b (13.19)
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consideram clasa de metode iterative

uFFL gk

BL—— " 4 Auk =, (13.20)
Tk

unde B € M, (R) si 7 € R sunt parametri care definesc metoda iterativa.

Pornind de la un element arbitrar u° se construieste un sir (u*)gen unde fiecare
element reprezinta o aproximatie a solutiei sistemului algebric (13.19) (bineinteles
dacé aceasta solutie exista). Astfel vorbim de metode iterative de rezolvare a
sistemului algebric (13.19).

Prezinta interes sa precizam conditiile in care girul de aproximatii
(uF)ren converge citre solutia sistemului.

Pentru matricea A introducem notatiile

Q1 0
D = Qi 4 )
0 i

0 0 0 Q12 A1z ... Q1.n

az 1 0 0 azs3 ... A2n
A =| LAt =
0 0 Ap—1mn

an,l an,Q s an,nfl 0 0 0

Cazuri particulare.

1. Metoda Jacobi. Daca a;; # 0, Vi € {1,2;...,n} atunci explicitand
necunoscuta x; din ecuatia ¢ obtinem

v z; Zﬂ 2+ ab (13.21)
J#i
Construim sirul u* = (u}, ..., z%) definit prin formulele de recurenta
kil —~ai; 4 b ,
ut :—;a-uj—l—z ie{l,...,n}, (13.22)
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k € N, iar prima aproximatie u° = (u?, ..., u%) este un element din R".
9 3 1 y 'n

Relatiile (13.22) se poate scrie sub forma
a;i(u; A+l _ +Za”u b; ied{l,...,n}

sau sub forma matriceala
DM —u®) + AuF = b, (13.23)
In acest caz B= D si 7, = 1, Vk € N.

Metoda Gauss-Seidel. Relativ la (13.21), construim sirul v* = (u*, ... z*
9 S 1> yUn
definit prin formulele de recurenta
. a b
1, 1
uftt = =Y L ub oy — (13.24)
— 1,1 Q1,1
Zla " a b
uf“ _ _Z w'u?H_Z Z’]-ué‘?—k v 2<i<n-—1
=t Qg4 jmip1 Y Qg5
n—1 a b
k+1 n,j k+1 n
uptt = =) it
.7:1 a”»” an7n

k€ N si u’ € R*. Formulele de recurenta se pot rescrie sub forma

Za’iv] k+1+ Z alju _b ZG{]_,,TL}
j=1

j=i+1
sau sub forma matriceala
(A~ + D)yu"™ + ATk =0,

i

(A~ + D)(u"™ —u¥) + AuF =b. (13.25)
Astfel B=A"+Dsin=1VkeN.
Metoda relaxarii (Succsessive Overrelaxation - SOR). Fie w € R*.
Metoda relaxarii este data de

uk Ll ok
(D + WA*)T + AuF = b, (13.26)

adica B = D+wA~, 7, = w, Yk € N. Se observa ca pentru w = 1 se obtine
metoda Gauss-Seidel.
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Un rezultat simplu de convergenta valabil in cazul metodei lui Jacobi si a
metodei lui Gauss- Seidel este

Teorema 13.6.1 Dacd Y ;- |a;;| < |ai;], ¢ = 1,2,....n atunci girul de apro-
J#i

zimatii (uF)gen construit potrivit metodei Jacobi sau metodei Gauss - Seidel con-
verge catre solufia sistemului algebric (13.19).

Demonstratie. Potrivit Propozitiei 12.1.15 matricea A este nesingulara, deci
sistemul algebric de ecuatii liniare (13.20) are o solutie unica.
Cazul metodei Gauss-Seidel. Cazul metodei Jacobi se trateaza asemanator.

Fie x = (x1,...,x,) solutia sistemului (13.19) si i acel indice pentru care
k+1 _ k+1 — [ R
ol — il = e o~ ] =

Scazand relatia ¢ din (13.24).din relatia corespunzatoare din
(13.21) obtinem

i—1 n

uft = = DT ) = 3 T ) (13.27)
—1 (7% = iy
J J=i+1

Notand
I Z7
pi=) ==l ai= > =]
=t 1,1 jmigl

din relatia (13.27) deducem

i—1 n
uftt — ) <) [ g™ — )+ > == ey — ] <
j=1 X

2,0

— =it
<pi-uftt — a4 g - max ulf — 4.
Atunci '
[+ = oo = b — 2] <~ — 2] (13.28)
— D
Fie p = max{lf—;j :j = 1,2,...,n}. Atunci din ipoteza teoremei rezulta ca

0 < p < 1 i utilizand succesiv relatiile de tip (13.28) obtinem:

I = @lloe < pllut ™ = alloo < P U =2l < < U — 2.
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Rezulta ca:
lim |[u* — 2|l =0,
k—oo

adicd convergenta sirului (z*)gey citre solutia sistemului (13.19). =

Stabilim un rezultat de convergenta in alte ipoteze.

Teorema 13.6.2 Fie A € M,(R) o matrice simetrica si strict pozitiv definita.
Daca 7, = 7 > 0, Vk € N gi B > $A, atunci sirul de aproxvimatii (uF) pen
construit prin metoda iterativa (15.20) concerge catre solutia sistemului (15.19).

Demonstratie. Notam cu x solutia sistemului (13.19) i fie e = u* —x. Sistemul
(13.19) se poate scrie ca
BE Y 4 Az=b (13.29)
T
Scazand (13.29) din (13.20) obtinem
S
B—— 4+ A" =0 VkeN (13.30)
T
Se verifica usor egalitatea
ekl gk ket _ gk
27 <(B- AT E T e = R (183

Matricea P = B — A fiind strict pozitiv definitd este tare pozitiv definita, deci
exista, m > 0 astfel incat < Px,z> > m||z||3, V2 € R™. Din (13.31) deducem
okl _ gk
1e* 1% = 1l 1% = 2rm|———113 = 2rml|e"*" — €*|1,
T

si in consecinta sirul (||e®||%)zen este convergent (fiind descrescitor i mérgint),
de unde

lim || — ey = 0.
k—o0
Din (13.30) deducem ca
o+l _ ok
b =—A'B— —
-
si apoi
1
el < = 1A 2l Bllall®" = €]l
7]
Ultima relatie implica limy,_, e¥ = 0. [

Aplicam Teorema 13.6.2 in cazul metodei lui Gauss — Seidel si a metodei
relaxarii.
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Teorema 13.6.3 Daca A este o matrice simetrica $i strict pozitiv definita atunci
sirul de aproximatii construit prin metoda Gauss — Seidel (15.24) converge catre
solutia sistemului (15.19).

Demonstratie. Verificam conditia B — $A > 0.

T 1 1
B——A==-D+ (A — A").
2 2 +2( )

si atunci

1 1
<(B — %A)y,y>: 5 <Pyy>+5(<A7yy> - <Aly,y>).

Deoarece A este simetrica, A~ = (AN rezulta ca <A~ y,y>=<Aty,y> .
Totodatd < Dy,y >= >_1"  a;;y?. Dacd e; este vectorul canonic avand 1 pe
pozitia ¢ i deoarece A > 0 avem

<Aej e >=a;; >0, Vie{l,2,...,n}.

Astfel "
T 2 n
< (B N EA)ya y>= Zai,iyi >0, Vy €R \{0} "

=1

Teorema 13.6.4 Daca w € (0,2) si A este o matrice simetrica si strict poz-
itiv definita atunci sirul de aproximatii construit prin metoda relaxarii (15.26)
converge catre solutia sistemului (13.19).

Demonstratie. Utilizand rezultatele din demonstratia Teoremei 13.6.3, gasim

_Thn Y YA At
B-ZA=(1-2)D+ (A" —AY).

de unde
PR P ’ 2/ &t T

Presupunem ca formula de recurenta pentru rezolvarea sistemului algebric de
ecuatii liniare (13.19) se scrie sub forma

" = Hak + 3, (13.32)
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unde H € M,(R), f € R" gi ca x, solutia sistemului algebric de ecuatii liniare,
verifica relatia

z = Hz + B. (13.33)
Scazand relatiile (13.32) gi (13.33) rezulta

oM g = H(2F — 1),

de unde
¥ — 2= 02" — ).

Potrivit Teoremei 15.4.6

lim H* =0 & p(H) <1,

k=00

si in consecinta, daca p(H) < 1, atunci limy_, 2% = .

13.7 Metoda gradientului conjugat

Metoda gradientului conjugat se prezinta sub forma unei metode iterative, dar
teoretic, numarul de iteratii nu depaseste dimensiunea sistemului. Astfel, aceasta
metoda poate fi denumita ca metoda semi-iterativa.

Fie A € M, (R) o matrice simetrica gi strict pozitiv definita.

Definitie 13.7.1 Vectorii u',u?, ..., u" € R” se numesc A-conjugati dacd
<u Aw >=4;; Vi,je{l,....n} <& UTAU=1,, U=[u"u*. .. u"].

2

Daca vectorii ut, u?, .., u™ € R" sunt A-conjugati atunci ei sunt liniar indepen-

denti.
Teorema 13.7.1 Fie u',u?,...,u" € R" vectori A-conjugati. Dacd x° € R™ si
= < b— A U > i=1,2,...,n, (13.34)

atunct Az™ = b.

Demonstratie. Notand ¢; =< b — Az~ ' v’ > formula de recurentd devine
x; = 27+ t;ud, de unde Az’ = Az~! + ¢;Au’ si In consecinta

Azt = A2® + i Au' + L Au + L+ A i=1,2,...,n. (13.35)
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Din (13.35) se deduce egalitatea
< Az" —but >=< Az® — b, u’ > +t;.

Pe de alta parte, utilizand din nou (13.35), au loc egalitatile

i1
ti=<b— Azl >=<b— A2°, vt > —th < Av vt >=< b— Az vt >,
=1

sau < Az —b,u’ > +t; = 0.
Astfel < Az™ — b,u’ >=0,Vi € {1,2,...,n}, adici Az" =b. =

Observatie 13.7.1 Dacd v',v*,... 0" € R"\{0} asifel incit < v', Av’ >= 0,

v

)
pentru i # j, atunci vectorii u' = \/ﬁ’ 1=1,2,...,n sunt A-congugati.

Formula de recurenta (13.34) devine

L <b— A >
o= 4 I L) (13.36)
< vt Avt >

Observatie 13.7.2 Daca f(x) =< Ax,x > —2 < b, x > atunci minimul functionalei

X b—Ax,v
©(A) = f(z + \v) se obtine pentru A = %'

Algoritmul metodei gradientului conjugat pentru rezolvarea unui sistem
algebric de ecuatii liniare.
Fie 2 e R*, 7" =% =b— A2° k=0

Cat timp v* # 0 executa

k .k
<r*,v">
e <= <vk Avk>

|

| A A S R Tl

| rFtl = p — Aghtl =k — ¢ AvP
| Sk < %

| Vpg1 — FFL 4 0P
| kE+—k+1

o
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Teorema 13.7.2 In algoritmul gradientului congugat pentru rezolvarea unui sis-
tem algebric de ecuatii liniare, dacd vectorii v°,v', ... v™ sunt nenuli, m < n,
atunci au loc relatiile

(a

m

<7r™ ot >=0, Vie{0,1,...,m—1};

)
(b) <riri>=<riovi> Vie{0,1,...,m};
() <v™Av'>=0, Vie{0,1,...,m—1};
(d) <rmrt>=0, Vie{0,1,...,m—1};
(e) rt 0, Vie{0,1,...,m}.

Demonstratie. Inductie dupa m. Pentru m = 1 avem de verificat:
(ar) <rt’ >=0.
Utilizand definitia lui 7! si t, se giseste
<t >=< 10 =g A0°,0° >=< 1 0> —t; < A° ¥ >=0. (13.37)
(b1) <rlrl >=<pl vl >
Utilizand definitia lui ' i (13.37)
<rhol s=<rt !t 4500 >=< it > dsp <t s=<rt ! >

(c1) <ol A’ >= 0.

Deoarece 1t = 70 — tgAv” = Av® = L (10 — '), utilizand succesiv definitia
lui v! si cea a lui sy se obtine
L o

<o AV >=< 1! 4+ 5007 t—(r
0

— ) >=

1
:t_(< 0 > 4sg <010 > — <rlirt > —sp <0 0t >) = 0.

0
(dy) <rl, ¥ >=<rt ' >=0.
(61) 1 7é 0.

Potrivit ipotezei v; # 0, deci < v, Av' > > 0. Utilizand definitia lui v!

<ol Av! >=< 1l 4 5000, Av! >=< 7!, Avt >,
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rezulta ca r; # 0.

In ipoteza in care proprietitile (a)-(e) au loc pentru m, justificarea lor pentru
m + 1 revine la:
(a) <rmtlyt >=0Vie {0,1,...,m}.

Pentru i € {0,1,...,m — 1}, utilizand definitia lui »™*! si ipotezele inductiei
implica
<™yt s=< ™ 0t > —t, < Av™ 0" >=0.

Pentru i = m, definitiile lui »™*! &i ¢,, conduc la

m+1

<M " >=<r™ " > —t, < Av", 0™ >= 0.

() < el pmtl s = pmAt pmAl

Utilizand definitia lui v se gaseste

< rm+17vm+1 m+1 > m+1-"_m >— O

== =S, <Tr s U

() <™ Avt >=0Vi € {0,1,...,m}.

Pentru 7 € {0,1,...,m — 1}, utilizand succesiv definitia lui v™"! si ipoteza
(c) se gaseste

<™ AV S=< ™AV S +s,, < 0™ At S=< ™ A > (13.38)

Din definitia lui ! deducem
T P RS L i1 it i
AUZ;(T—T ):;(U—si_lv =y 4 50).
1 7
Substituind in (13.38), in baza lui (a’), rezulta < v™ ! Av® >= 0.
Pentru ¢ = m, procedand analog se gaseste

<™ AV S=< ™A™ > 45, < 0™, A" >=

1 _
= — <™ g™ — g, v — ™ g 0™ > 45, < 0™ Av™ >

tm

In urma lui (a’), rezulta

1
<™ Ap™ >= - <Mt tl S 4 <™ Av™ >= 0,
m
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cu definitiile lui ¢,, si S,,.

(d) < pmHlpt s=cpmtl gyt gyt =0 Vi € {0,1,...,m},
unde s-a aplicat (a’).

(¢)  rmth£0.

Deoarece v™ £ 0, < 0™ Av™tt > > (0. Cu definitia lui 0™
<™ AT = s 0™ AT Ss=< ™ A >

de unde rezulta ca r™ 1 £ 0. n

13.8 Solutie in sensul celor mai mici patrate

Fie A € M,, ,(R),b € R™ si sistemul algebric de ecuatii liniare Az = b. Daca
b ¢ Im(A) atunci sistemul este incompatibil.

O solutie 1n sensul celor mai mici patrate este un element din R care mini-
mizeaza functionala J : R"™ — R definita prin

J(x) = ||b — Az|3. (13.39)
Teorema 13.8.1 Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) z solutie in sensul celor mai mici patrate;

(ii) rezidul r = b— Ax este ortogonal pe subspatiul Im(A), adicd < r,y >=yTr =
0, Yy € Im(A) ;

(iii) AT(b— Az) =0.

Demonstratie. Daca y = Az atunci echivalenta (ii)=(iii) rezulta din egalitatile
<y, r>=<Az,r >=< 2, ATr > .
Pentru orice y € R™ au loc egalitatile
b—Ay=0—Ax+ Az — y)
si
Jy)=|b—Az||3 +2 < b— Az, A(x —y) > +||A(z — v)||5 = (13.40)

= J(x) +2 < AT(b— Az), 2 —y > +[|A(z — y)|3.
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(iii)=(i) Egalitatea AT(b — Az) =0 si (13.40) conduc la
Jy)=J@) +Az-yl; = J)=J(@) ¥yeR"

(i)=-(iii) Presupunem prin absurd AT (b— Az) = 2 # 0. Pentruy = z+¢2, ¢ > 0
din (13.40) gasim

J(y) = J(2) — 2e|z]l + e*|Az]l3 = J(2) — e2l|23 — e[| Az]3).

Pentru ¢ suficient de mic se obtine J(y) < J(x), ceea ce contrazice proprietatea
de optimalitate a lui z. m

Din Teorema 13.8.1, (iii), solutia in sensul celor mai mici patrate se obtine
din sistemul algebric de ecuatii liniare

AT Az = A"b.

Sistemul este compatibil deoarece ATh € Tm(A”) =Tm(AT A) iar matricea sis-
temului este simetrica gi pozitiv-definita.
Din (7.1.1) rezulta

Teorema 13.8.2 Daca coloanele matricei A sunt liniar independente atunci ma-
tricea AT A este strict pozitiv definitd.

Din egalitatea (Im(A))+ = Ker(AT) rezultd R™ = Im(A) + Ker(AT). Pentru
orice b € R™ are loc descompunerea b = by + by cu by € Im(A) si by € Ker(AT).
Daca x, € R™ este solutia ecuatiei Ax = b; atunci

AT(Ax* — b) — AT(bl — b) == _ATb2 - 0,

adica z, este solutia sistemului Ax = b in sensul celor mai mici patrate.
Sistemul A”(Az — b) = 0 se poate reduce la un sistem algebric cu matricea
sistemului suoerior triunghilara.
Fie A = QR factorizarea QR a matricei A. Presupunand matricea R € M, (R)
nesingulara, sistemul A" (Az — b) = 0 devine

AT(Az = 1) = (QR)"(QRz — b) = R" ((Q"Q)Rz — Q"b) = R"(Rz — Q"b) = 0,

si Inmultind la stanga cu R~! se obtine Rz — QTb = 0, adica un sistem algebric
de ecuatii liniare cu matrice superior triunghiulara.
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13.9 Numarul de conditionare al unei matrice

Variatii mici ale datelor (adica ale termenilor vectorului liber sau ale ele-
mentelor matricei) pot furniza variatii importante a solutiei sistemului. Acest
fenomen pune in evidenta caracterul instabil al rezolvarii unui sistem algebric de
ecuatii liniare.

Punem in evidenta un indicator care influenteaza stabilitatea solutiei unui
sistem algebric de ecuatii liniare.

Avem nevoie de urmatoarele rezultate

Teorema 13.9.1 Fie A € M,(R). Daca ||A|| <1 atunci
1. Matricea I,, — A este inversabila;
2. (I, — A7 =lim, 0o (I, + A+ A%+ ... + A");

8. 1L — A7 < =

Teorema 13.9.2 Fie A, B € M,(R). Daca
(i) matricea A este inversabild,
.. 1
(i) [|A = B|| < AT
atunci
1. matricea B este inversabila,

— A=t
2 B < e

Demonstratie. Deoarece ||I,, — A™'B|| = [[A7Y(A=b)|| < [|[A7Y] [|[A- B < 1,
din Teorema 13.9.1 rezulta ca I,, — (I, — A~ B) = A™' B este inversabila si

1

(A= B) | < - :
1—[lA=t[ [|A = Bl

Atunci (A"1B)"1A"! = (AA"'B)"! = B!,

1A~

B Y = (A'B) AT < (AT B) M 1A < .
17 = WA~ B A7 < AT B) AT < T A g
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Presupunem ca in locul rezolvarii sistemului algebric de ecuatii liniare Ax = b
se rezolva sistemul perturbat (A + 6A)y = b+ db, unde 0A € M, (R) si b € R™.
Daca y — x = dx atunci din

(A+ 6A)(z + 62) = b+ 6b

deducem
(A+dA)dx = b — dAx. (13.41)

Teorema 13.9.3 Daca A este o matrice inversabila si [|0A| < ﬁ atunci
matricea A+ 0A este inversabila si

loxll _ 114} A7) (IIMII 8 ||5b||>'
[zl = = AT [loA[ X LA flo]

Demonstratie. Daca B = A+ JA atunci ||B — Al < HA—lle' Potrivit Teoremei

13.9.2 matricea A + 0 A este inversabila si ||(A + §A)7| < 1—H£+I1”H6AH'

Din (13.41) deducem c& 6z = (A + dA)~(6b — §Az) de unde

1A=

Sz < [(A+dA) 7 (J|6b]] + (|64 |z]|) <
19 < 1[( )b+ oAl Nl2ll) = =7 =7 5 A

(bl + 5 AN {l)-

Impétind prin ||z|| si utilizind inegalitatea ||b]| = ||Az|| < ||A|| ||2| gdsim

ozl _ AL AT (HMII L _alloo] ><
< = <
el = 1= [A=H [loAll \ Al Al [l

IA] [~ (HMH H%H)
—L=([AT oAl Al ol

Numarul

R(A) =[]l - [|A7]

influenteaza stabilitatea rezolvarii unui sistem algebric de ecuatii liniare A x = b
in sensul ca cu cat N(A) este mai apropiat de 1 cu atat efectul perturbarii solutiei
este mai mic. Numarul RX(A) se numeste numar de conditionare a matricei A in
raport cu norma matriceala considerata.
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Probleme si teme de seminar

P 13.1 Sa se determine factorizarea LU (Doolittle) a matricei

10 6 -2 1
10 10 =5 0
A=1 5 9 9
1 3 -2 3

Sd se rezolve sistemul Az = b, b1 = (—2,0,2,1).

P 13.2 Sa se determine valorile lui \ pentru care matricea

110000
121000
013 1«00
A= 001410
000151
00001 A

este strict pozitiva §i sa. se calculeze factorizarea Cholesky. Sa se determine A
pentru care matricea este singulara.

_ T

R. A= ;.

P 13.3 Sa se rezolve sistemele utilizand factorizarea LU
or +3y —11z = 13

dor — by + 4z = 18
3r — 13y + 192, = 22

20 —y + 3z + 4t = 95
de —2y+dz+6t = 7
6r —3y+7z+8 =9
A —4y +92+ 10t = 11
R.
()
1 00 5 3 —11
N _ 37 64
L= ; 10 uv={(0 -5 %
£ 21 0 O 0
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(ii) Pentru A # 8

1 000 2 -1 3 4
2100 0 2A=8 1832 1) _ 9\
— 1 2 _ 2 2 _
L= 3010 U= 0 0 =2 —4 P =P
2 0 11 0 0 0 0
Pentru A =8
1 000 2 -1 3 4
2100 0 0 -1 -2
L_3o1o U_oo—2—4
40 321 0 0.0 0

P 134 Fie H = (((J)é g) € My(R), cu |al,|8] < 1. Pentru rezolvarea sis-

temului algebric de ecuatii liniare x = Hx + b, b € R? se utilizeazd formula de
recurentd vF ' = Ha? + b.
Sd se arate cd sistemul admite o singurd solutie £ si cd limy_.c 2% = .

ok _ gk
R. H" = ot 25 .
0o p

P 13.5 Fic&,n,( € R, b € R? si matricele

11
A= €1
n ¢

—_ = =

1
A=10
0

D M= B
— =

Pentru rezolvarea sistemului Ax'= b se considera metoda iterativa
ATt 4 (A — A" =b, ke N,

1. Sd se determine valorile constantelor €,n,( pentru care sirul (x%)gen con-
verge cdtre solutia sistemului, pentru orice °,b € R3.

2. Pentru & =n = ( = —1 sa se precizeze un exemplu de neconvergenia.

3. Sa se arate ca pentru & = ( = 0 solutia se obtine in cel mult doua iteratii.
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1. |A] = (£—1)(¢—1). Formula de recurenta se poate scrie ™! = Ha*+ A~1b

unde
£ 0 0 1 =1 0
H=|n—-¢ ¢ 0], At=(o0 1 -1
n —C 0 0 0 1

limg oo H* =0 & p(H) < 1iar p(H) = max{|¢|, |¢|}.

-1 0 0
2. Pentru(é =n=¢(=—-1, H= H = 0 —1 0 |.Seobservda H* =
1 1 0

—H si H**! = H, de unde neconvergenta.

3. Pentru £ = ¢ =0, v = A7'b gi 2" = Ha* + A7'h. Atunci 2* = H20 +
(H + I)A~'b. Se verifica faptul ca H> =0si (H+ )A~' = AL

P 13.6 Sa se arate ca factorizarea Doolitle A = LU a matricei tridiagonale

ay ¢
by as Co
A=
bn—l Ap—-1 Cp—1
b, an
este
1 dl Uy
) 1
=1 ? U — :
dnfl Up—1
[, 1 d,
cu
u = ¢ ie{l,...,n—1}
d = aq 1=1
v ai—liui,l i€{2,...,n}
b;
li = difl iE{Z,...,n}

Sa se deduca formulele pentru rezolvarea sistemului Ax=y.



Capitolul 14

Transformarea Householder

Transformata Householder reprezinta instrumentul-cu care se vor obtine rezul-
tatele acestui capitol: descompunerea QR a unei matrice, reducerea la forma
bidiagonala si la forma Hessenberg a unei matrice.

14.1 Transformata Householder

Fie u € R", ||lus = v/2 si matricea H = I,, — uu”.
Teorema 14.1.1 Matricea H este simetrica si ortogonala.
Demonstatie. Au loc egalitatile

H =1, — (wu)' =1, — (""" =1, —wu” = H

si
H'H = H? = I, — 2uuv’+ (wu')? = I, — 2uu” +u(u"u)u” =1,
deoarece ulu = ||ul|3 = 2. o
1
0
Teorema 14.1.2 Fie x = (1;)1<;<, € R™ astfel incat ||z||s =1 sie; = . €
0

R™. Daca u = % atunci ||ully = V2 si Hr = Fe,.

Demonstatie. Prima egalitate rezulta din

T4 el +
||U||g _ UTU _ (ZL' 61)<$’ 61) _

VvV 1+ I
297
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|zl £ (@Ter +efa) + el 2+£22 5
\/1 :l:l‘l \/1 :l:.l’l .

T T 2 4 T
T xh te |z||5 £ ef x 1+
ur = T = = =1zt
V1+ta; V1+ax VA == '

$i In consecinta

Apoi

Hr = (I, —uul)z = v —u(u’z) = v — /1% 110 = Fey. n

rtey

Pentru z € R” ||z]s = 1 si u = NiE= notam H, = I, — wu’. Matricea H,
este numita matricea transformarii Householder asociata vectorului z.
Din teorema anterioara deducem consecinta

Teorema 14.1.3 Daca.x € R", x # 0 atunci

Demonstatie. Dacd z = - atunci |z|l2o= 1 si din Teorema 14.1.2 gasim
H.z = Feq, de unde H,z = F||x||2€1. n

A = foe

In Teorema 14.1.3 vectorul u ce defineste matricea H, va fi u = SIS PO

a
T]
VIToTel;

o 1 ,dacaz; >0
|l -1 ,dacix; <0
Relatia (14.1) devine

H =« 1= —olz]e;. (14.2)

llzll2

Observatie 14.1.1 Din (1/.2) rezulta

xTHm = —o||z|seT (14.3)

Implementarea transformirii Householder Fie H = I,, — uu’ o matrice
Householder si X = [z1... 2] = (2 )1<i<ni<j<k € M, ,(R). Evaluam numarul
de adunari necesare calculului transformarii Householder H X.

Daca calculam in prealabil matricea H = (h;)1<; j<n i apoi produsul HX
atunci sunt necesare n adunari pentru un element al matricei produs

n
§ hi,s$s,j7
s=1

deci un total de n?k adunari.
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Mult mai eficient este urmatorul mod de efectuare a calculelor. Calculam in

prealabil
T

u' X = vtz oay) = [l oul ) =07,
pentru care efectuam nk adumari, si apoi
HX = (I, —uwu")X =X —u(u'X) = X —w’ =

11— W1 ... X1k — UUg

Tp1l — WV ... Tpk — UpUgk

pentru care se mai fac nk adunari. Astfel numarul total al adunarilor este 2nk.

14.2 Descompunerea QR

Stabilim urmatorul rezultat important

Teorema 14.2.1 Daca X € M, ,(R), n >k, atunci exista o matrice ortogonald
Q € M,(R) si o matrice superior triunghiulara R € My(R) astfel incat

R
QX = ( 0 ) yn —k linii. (144)

Demonstatie. Inductie matematica dupa k, numarul coloanelor matricei X.
Pentru k = 1, X = [z;], cuzy; € R". Daca x; #.0, utilizand transformarea
Householder are loc egalitatea

—0o x|l

Hozz o= —ofollzen= : «'n— 1 linii cu 0,

Daca x1 =0 atunci Q = [,, si R = 0.

Sa presupunem ca proprietatea teoremei are loc in cazul unei matrice cu k — 1
coloane. Fie X € M, ;(R) si partitionarea ei X = [21X3], unde z; € R si
Xy € My -1 (R). Daca x1 # 0 si H = H_=_ atunci

llz11l2

H\X = [Hizy H1X,] = ( P11 TEQ )
0 Xop
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unde p11 = —0o||z1l2, 712 € R¥ Xon € M,,_15-1(R). Potrivit ipotezei inductiei
exista o matrice ortogonala (3 € M, _1(R) si o matrice superior triunghiulara

R
~ ~ T 2 .
Ry € My_1(R) astfel incat Q3 Xoo = < 0 > Vi — & lini. Atunci

1 0 . 1 0 P11 sz o
(o ar)mx=(oar ) (5 ) -

T
(g )[R
0 QIXae -

T
si in consecinta Q7 = ( (1] CSQT ) si R= ( pé’l %22 ) . =
Relatia (14.4) se numeste descompunerea QR a matricei X.
Observatie 14.2.1 Descompunerea QR este-unica abstractie facand de semnele

coloanelor lui Q) st ale liniitlor lui R.

Factorizarea QR. Fie X € M, x(R) si descompunerea QR

R
QX = ( 0 ) }n — k linii. (14.5)

unde @) € M, (R) este o matrice ortogonala iar R € M (R) este o matrice superior
triunghilara. Partitionam matricea () in

Q=] Qx Q1 ]
<= <=

k coloane n—Fk coloane

cu QX € Mn,k(R)u QJ_ S Mn,nfkoR)
Deoarece QTQ = I,,; inmultind (14.5) la stanga cu matricea @ obtinem !

XZQ(]g):[QxQL](Zg):QXR-

Astfel am dedus

Teorema 14.2.2 Daca X € M, ;(R) atunci ezxista o matrice ortogonala Qx €
M, 1(R) si o matrice superior triunghiulara R € M(R) astfel incdt

X = QxR. (14.6)

'Daci A, B € M, (C) astfel incat AB = I, atunci BA = I,.
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Relatia (14.6) se numeste factorizarea QR a matricei X.
Observatie 14.2.2

Fie X = [z ... 2] € M, x(R) si factorizarea X = QxR cu

i1 T2 .. Tin
0 22 ... Ton
Qx = a1 qi R= : : . :
0 0 coo Tk
Egaland coloanele factorizarii deducem

T = Tiq

Ty = Tiq1 +T22q2

T = Tieqr +Toxrqe + oo+ T rqr

de unde span{zy, ..., z;} = span{q, ..., q}.

Exemplul 14.2.1 Sa se calculeze descompunerea QR a matricei
6 1
6 1
11

Daca X = [x; x9 x3] atunci

rT1 — UL = = 3

Matricea Hy; = I — ujul este

13 14 £ -7 -8 -4
HX=X-uyuX)=X-| 3 £ 2 |=| 0o * 2L

|
NIRRT
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Pentru
O 1.7 0
Ty = 3 — Uz = = by
36 V13
_% 1+ 3 -1
In final,
0 0 0 -7 -8 -4
T 75 50 1
HQHlX = HlX—UQ’LL2 HlX = HIX— 0 13 713 = 0 -3 -7
0 — 10 0 0 5
13 713 7
iar
1 0 O
HQZI_TLQUg: 0 _% % )
0 o5 12
13 13
1 —6 2 =3
Q= (HyH,)" = HiHy = = -3 -6 2
—2 3 6

Construirea unei matrice ortogonala cu prima coloana fixata. Fie u; €

R, |lui|| = 1. Interpretand vectorul z; ca o matrice n x 1, potrivit descompunerii
QR exista o matrice ortogonala @ = [¢1 ¢2-..¢,] € M,(R) si numarul real R
astfel incat
R
4 ! 14.7
@ = : < n— 1 zerouri (14.7)
0
dar
q
QTul = 2 Uy
0
de unde deducem ca qfu; = 0, pentru i € {2,...,n}. Astfel [u; go...q,] este

matricea ortogonala dorita.
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14.3 Elemente de teoria celei mai bune
aproximatii in R"
Fie submultimea Y C R”, x € R" i || - || o norma in R”. Problema celei mai

bune aproximatii a lui x prin elementele submultimii Y consta in determinarea
unui element yy € Y — bineinteles daca el exista astfel incat

—z|| = inf [ly — |-
lyo — =l = inf [ly — |

In cadrul considerat urmeaza sa precizam:
e conditii in care problema celei mai bune aproximatii are solutie;
e conditii in care solutia este unica;

e caracterizare a solutiei.

Teorema 14.3.1 Problema celei mai bune aprozimatii prin elementele submulfimis
Y C R are cel putin o solutie pentru orice x € R daca $i numai daca Y este
tnchisa.

Demonstratie. Necesitatea. Fie v € Y. Exista 1y, €Y astfel incat
—z| = inf ||y — z|| = 0:
lyo — 2l = inf ly — |

Prin urmare x =y, € Y, adica ¥ =Y.

Suficienta. Fiex € R™, r > (astfel incat YNB(z,r) # 0, unde B(x,r) = {y €
R™ : |ly — z|| < r} si functia f : R™ — R definita prin formula f(y) = ||y — ||
Functia f fiind continua, potrivit teoremei lui Weierstass, isi atinge minimul
pe multimea compactd Y N B(x,r), adica exista yo € Y N B(z,r) astfel Incat
flyo) < fy) sau [lyo — =f| < |ly — =, Vy € Y 1 B(z,7).

Daca y € Y si ||y — x|/ r atunci ||y —z|| > 7 > [Jyo —||. Astfel yy este elementul
de cea mai buna aproximatie a lui x prin elementele multimii Y. m

In cele ce urmeaza, norma spatiului liniar R™ va fi norma euclidiana || - [|o.
Teorema 14.3.2 Daca Y C R este o submultime convera atunci pentru orice

x € R" exista cel mult un element de cea mai buna aproximatie prin elementele
submultimiz Y.
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Demonstratie. Presupunem prin absurd ca exista € R" pentru care exista
cel putin doua elemente diferite y;,y2 € Y de cea mai buna aproximatie a lui x
prin elementele multimii Y :

_— pu— _— pumy 1 _— :d.
lyr = =l = llye — 2l = min ly — |

Datorita convexitatii y = %(yl +y2) € Y i utilizdnd egalitatea paralelogramului
deducem

1 1
P <y -l =150 —2) + 5l - I3 =

1 1 1 1
=2 ||§(yl — )3+ ||§(y2 —2)3] - |I§(y1 — ) — §(y2 — )5 =

1
= &~ welfy <

de unde concluzia teoremei. m
Au loc urmatoarele ¢onsecinte:

Teorema 14.3.3 DacaY C R este o submullime inchisa si convexa atunci pen-
tru orice x € R™ existd un singur element de cea mai buna aproximatie prin
elementele submultimai Y.

Teorema 14.3.4 Daca Y este un subspativ liniar a lui R atunci pentru orice
x € R" exista un singur element de cea mai buna aprorimatie prin elementele
submultimir Y.

Elementul de cea mai buna aproximatie se poate caracteriza prin

Teorema 14.3.5 Fie Y- o submulfime nevida, convexa in R™ si x € R™. yp € Y
este elementul de cea mai buna aproximatie a lut x prin elementele mulfimit Y
daca st numai daca

<Yo— X, Y — Yy ><0 VyeY. (14.8)
Demonstratie. Necesitatea. Presupunem prin absurd ca exista y € Y astfel

incat < yo—x,5 —y>> 0. Fie 0 < )\<min{1,2<y|w+zﬁ;y>} siz=Ay+(1-—
2
AN)yo € Y. Atunci deducem

lz=z3=llvo—z+ Ay —v0)l5 =<y — 2+ Ay — %), %0 — =+ Ay — yo) >=

=lyo —z|l3 +2X <o —x,y — yo > +N|ly — woll3 =
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2<yo—T,Yo— Yy >
llyo — ylI3

ceea ce contrazice proprietatea de cea mai buna aproximatie a lui yp.
Suficienta. Pentru orice y € Y, folosind (14.8) gasim

F =) < llyo — =3,

= llyo — 13 = Ally = woll5

lyo — )13 =< yo — 2,50 — & >=<yo — z, (yo — y) + (y —2) >=

=<Y—T,Yo—Y>+<yYo—x,y—x><<Y— T,y —T>.

Aplicand inegalitatea Cauchy-Buniakovsky-Schwartz inegalitetea anterioara devine

lyo = =[l2 < llyo — zll2lly — |-

Daca ||yo — z||2 # 0 atunci simplificand obtinem ||y = z||2 < ||y — z||2, iar daca
lyo — z||2 = 0 atunci proprietatea normei implica ||yg— x| =0 < ||y — x||2. =

Teorema 14.3.6 Fie Y un subspatiu liniar in R™ st x € R". yy € Y este ele-
mentul de cea mai buna aprorimatie a lui x prin elementele subspatiului Y daca
st numai daca

<yo—x,y>=0 Vy € Y. (14.9)

adicd yo — v LY sauyy—y € Y.

Demonstratie. Conditia (14.8) se poate rescrie sub forma
<Yo—T,Yp ><< Yo — T,y > Yy eY.

Fixand y € Y, pentru orice n € N*, +ny € Y si luand in inegalitatea anterioara
y = £ny se obtin

1
—<Yo—x,Yy > < <yYo—x;y>
n

1
__<y0_x7y0> Z <y0_x7y>'
n

Pentru n tinzand la infinit, gasim < yp — 2,y >=0. =

Notam prin Py (z) multimea elementelor de cea mai buna aproximatie a lui
prin elementele submultimii Y (Py : X — P(Y)).

Fie xq,x9,...,z; € R". Definim

Y = span{zy,..., 71},
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Fie X = QxR factorizarea QR a matricei X.
Notam:

P = 1,—P

Teorema 14.3.7 Au loc relatiile:

1. PreY Vo € R™;
2. Pr==x &S rey;
3. P?’x =Pz Vr € R"™;
4. Pr =0 & reYh
5. Py(z) = Px. Vo € R".
Demonstratie. Presupunem ca Qx = [¢1...qx] s1 Y = span{qi, ..., q}-

1. Fie x € R™. Concluzia rezulta din

a4t ¢l k
Pr=QxQ%x=[qg.«.qr)] | ¢ |z=[nn-" q : = Z(qux)qj ey.
G g | =
(14.10)
2. Daca z € Y atunci exista numerele reale cq, ..., ¢ astfel incat
C1

k
T = E cjr; & x=Xcc=

Atunci
Pr=QxQxXc=Qx(Q%xQx)Re = QxRe = Xc = 1.

4. Dacd x € Y+ atunci ¢j x = 0, Vj € {1,...,k} i din (14.10) rezulta cd
Pz =0.

Reciproc, din Px =0 = Z?Zl(qux)qj, deducem ca ¢f x =0, Vj € {1,...,k}
sau Q% z =0, adica z € Y.

5. Pentru a arata ca Px este elementul de cea mai buna aproximatie a lui x
prin elementele subspatiului Y este suficient sa verificam conditia

r—PrcYte Plx—Pr)=0. =

Referitor la P, din Teorema 14.3.7 rezulta



14.3. CEA MAI BUNA APROXIMATIE 307

Teorema 14.3.8 Au loc afirmatiile

1. PlxeY+ Vo € R";
2. Plz=0 & zeY,;
3. Plx=2 & z€eYt

Demonstratie. 1. Observam ca P P, = P(I,, — P) = 0. n
Observatie 14.3.1 Din egalitatea I, = P + P, , pentru orice v € R" deducem

r = Pxr+ P,z
3= [IPzl3 + [ Prall;

Observatie 14.3.2 Dacd QT X = ( ]()%

) este descompunerea QR a matricei X

si partitionam Q =  Qx QL | atunci P, =Q Q7.
N <~

k coloane n—k coloane

T

I = 00" = [0x O] [ o } QT+ QLQT = P+QLQT.

Exemplul 14.3.1 Dacd x; = (6,3,2)", 29 = (6,6,1)T atunci subspatiul generat
de vectorii xq,xy este planul w3z — 2y — 62 = 0. Sa se calculeze distanta de la
punctul A(1,2,1) la planul 7 si proiectia punctului A pe planul 7.

Din egalitatea z; x zo = —3(31'— 27— 6]3) rezulta ca subspatiul generat de
x1, Ty este planul 7.
6 6
Fie X = [r1m5] = | 3 6 }. Matricea Qx din factorizarea QR a matricei
2 1
—6 2
X = QxR este (Exemplul 14.2.1) Qx = % —3 —6 | . Matricea de proiectie
-2 3
40 6 18
este P=QxQ% =5 | 6 46 —12 |.Dacd x=(1,1,1)" atunci
18 —1213
1 10
Px:? 12 ], |z = Pz|| = 1.

1
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Fie Y € R" o submultime convexa si inchisa. In acest caz Py este o functie
Py : R™ — R™ care asociaza oricarui element x € R™ elementul de cea mai buna
aproximatie din Y

1P () — | = min [ly — 2|

Potrivit Teoremei 14.3.5 < Py(x) —x, Py(z) —y >< 0, Yy € Y.

Teorema 14.3.9 Daca Y este o submultime convexa si inchisa din R™ atunci
functia Py este lipschitziana, mai precis

[Py (1) = Py (x2)|| < llog — 22].

Demonstratie. Au loc relatiile

< Py(fL‘l) — I, Py(ZEl) — Py(ng) >
< Py(l’g) — T2, Py(fbg) — Py([IJl) >

0 (14.11)
0 (14.12)

VARVAN

Au loc egalitatile
[Py (x1) — Py (22)||* =< Py(z1) — Py (x2), Py (1) — Py (z2) >=

=< Py(x1), Py(21) — Py(22) > + < Py(x2), Py(z2) — Py(x1) >=

=< Py(z1) — 21, Py (21) — Py(22) > + < 1, Py (71) — Py (m2) > +

+ < Py(23) — 29, Py (x9) — Py (x1) > + < 9, Py(x2) — Py(x1) > .
Tinand seama de (14.11) si (14.12) deducem

1Py (1) = Py (22) || << 21— 22, Py (1) = Py (£2) >< [lon =2 [|Py (1) — Py ()]

Daca Py (x1) # Py(x2) atunci ||Py(z1) — Py (x2)|| < [|21 — 22|, =

14.4 Metoda celor mai mici patrate

Dandu-se perechile de puncte (z;,y;) € R?, i € {1,2,...,n} se cere deter-
minarea functiei F(z,ci,...,¢n) = > 4oy cpr(z), unde constantele cq, ..., cp
sunt alese astfel inat sa minimizeze functionala

n

QA1 Am) = > _[F(mi Mo Am) — i) (14.13)

i=1



14.4. METODA CELOR MAI MICI PATRATE 309

S-a aratat in §7.1 ca daca
eir(z1) .o (@) hn €1
U=1 : : y=1 : c=1 :

atunci c este solutia sistemului algebric de ecuatii liniare
UU e =Uy. (14.14)

In cele ce urmeazi vom regasi (14.14) pe o alta cale, vom calcula apriori val-
oarea functionalei (14.13) gi vom obtine o alta forma a sistemului (14.14), in care
matricea sistemului este superior triunghiulara.

Introducem notatiile

wi(21)
v, =1 ¢ e R, ie{l,...,m},
vi(n)
Y =span{vy,..., v} X=[v ... vy =U".

A
Daca A = | : atunci functionala (14.13) se scrie
Am

PN = [ly — XA, (14.15)

a carei minimizare revine la cea mai buna aproximare a lui y prin elementele
subspatiului Y.

Fie QTX = [ ]g] descompunerea QR a matricei X, partitionarea ) =
[ Qx Q1 ] sioperatorii liniari (matricele)
~— ~—

m coloane n—n coloane

P =QxQ%
PL:]n_P:QLQT_-

Are loc egalitatea X = QxR (14.6). Atunci, utilizand rezultatele Teoremelor
14.3.7 si 14.3.8, gisim

ly = XAz = 1Py = XN+ 1Py = XNz = [Py = X V)3 + ]| Puyllz- (14.16)
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Elementul de cea mai bunua aproximatie yo = XA\ a lui y prin elementele
subspatiului Y trebuie sa satisfaca ecuatia (pentru minimizarea functionalei (14.16)

X\A=Py (14.17)
in care caz, valoarea functionalei obiectiv va fi
1PLyll3 = 1Q1QTyl5 = IQTyl5.
Inmultind (14.17) cu X7 giisim
X'XN=X"Py = (QxR)" QxQky = R'Qxy = X"y,

adica UUT\ = Uy.
Altfel, inmultind (14/17) cu Q% gdsim

QxQx R\ = QxQxQyy,
de unde R) = Q%y. Algoritmul determinarii lui ¢ costra din
1. Se formeaza matricea X;
2. Se determina factorizarea QR a matricei X, X = QxR,

3. Se rezolva sistemul Rec = Q% y.

14.5 Bidiagonalizarea unei matrice

O alta aplicatie a transformaii Householder este posibilitatea bidiagonalizarii
unei matrice in sensul

Teorema 14.5.1 Daca A € M,(R) atunci exista matricele ortogonale U,V €
A € M,(R) astfel incat VT AU este o matrice bidiagonald.

Demonstratie. Indicam un algoritm prin care se construiesc matricele ortogo-
nale U i V care reduc matricea A la o matrice bidiagonala.

Succesiv, pentru k = 1,2,...,n — 1 inmultim la stanga si apoi la dreapta cu
transformarea Householder care anuleaza elementele situate sub elementul de pe
pozitia (k, k) si respectiv la dreapta elementului de pe pozitia (k, k + 1).
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Pentru simplitate presupunem A € M,(R), in reprezentarea lui Wilkinson

A:

X X X X
X X X X
X X X X
X X X X

Evolutia calculelor in acest caz este

=1
X X X X x x 0 0
W,y | 0 x x X 1) I 1 0 x x X
Hi"A= 0 x x x |’ H4A( H?El))_ 0 x x X
0 x %X X 0 x %X X

Indicele superior corespunde pasului k iar indicele inderior indica dimensiunea
matricei.

k=2
x x 000
Il 1 4 0 x %X X
( H32>H4A 00 x x |’
0 0 x x
x x 0 0
I (1) L Iy [ 0 x x 0
( H§2>)H4A H{Y g )71 0 0 x x
0 0 x x
k=3
x x 0 0
_[2 ]1 (1) Il [2 0 x x 0
( H§3)>< H(2)>H4A HyY aY )71 0 0 x x
0 0 0 x
Astfel
I L (1)
Ut = H
(e ) ()
si

Observatie 14.5.1

Prima coloana a matricei V este e;.
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14.6 Reducerea unei matrice
la forma Hessenberg

In mod asemanator demonstram

Teorema 14.6.1 Daca A € M, (R) atunci ezista o matrice ortogonald Q € A €
M, (R) astfel incat QT AQ este o matrice Hessenberg.

Demonstratie. Utilizand transformata Householder indicam un algoritm prin
care se construieste matricea ortogonala () si care reduce matricea A la o matrice
Hessenberg.

Succesiv, pentru k =1,2,...,n — 2 inmultim la stanga si la dreapta cu trans-
formarea Householder care anuleaza elementele coloanei k£ cuprinse intre liniile
k+ 2 sin.

Pentru simplitate presupunem A € M, (R); in reprezentarea lui Wilkinson

X X X X
X X X X
X X X X
X X X X

Evolutia calculelor in acest caz este

k=1
X X X X
Il A ]1 i X X X X
G )R QD Ll I
0 x x X
k=2

7 N
n
I
5
~~
7N
=~
Z
N~
s
N
g
N~
R
N
I
>
~~
o o X X
S X X X

X X X X
X X X X
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Probleme si teme de seminar

P 14.1 Sa se determine descompunerea / factorizarea QR a metricelor

4 5 2 2 13 ‘;’ i 5_32
(@) | 30 3 (@) | 131 (i)
04 6 2 8 5 b=10s3
1 -10 0
R. (4)
4 9 12 17
(3 8o\ a_(is @
A - 7
0o 2. 2 00
(i)
5 B oo -3 -7 -3
Q= - - =2 | B=| 0 -5 -3
- % 5 00 4
(i)
1 5 1 1
> -+ -4 -4 0 3 3 -3
Q= R A B R=
PP BB SN
- -2 8 O 0 0 -3

P 14.2 Sa se arate ca o matrice QQ € M, (C) triunghilara si unitara este diago-
nala.

R. Daca matricea ) este inferior triunghilara Q@ = [¢1 ¢2 ... ¢y], cu ¢ =
(0...0¢ii-..qn;)" atunci pentrui € {1,...,n—1}, 0 = ¢/'¢; = G,y ,Gn,i, de unde
rezulta ca ¢,,;, =0, Vie {1,...,n—1}.

La fel, din 0 = ¢Z ,¢; = Tn1n1dn—14,1 €{1,...,n— 2}, deci ¢,1, = 0,Vi €
{1,...,n —2};etc.

P 14.3 Sd se arate ca subspatiul liniar generat de vectorii x1 = (6,3,2), 2] =
(6,6,1) este planul w : 3x — 2y — 6z = 0. Sa se determine proiectia punctului
A(1,2,1) pe planul m si distanta de la punctul A la planul 7.
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R. Fie 27 = (1,2,1).
L[4 6 18 L [ 10
P=0QxQ% = - 6 45 —12 Pr = - 12 |z — Pz, =1.
18 —12 13 1

P 14.4 Daca Y este un subspatiu lintar in R™ atunci

R'=Y oYt

R. Fiex € R"giy € Y elemetul de cea mai buna aproximatie lui x prin elementele
multimii Y. Atunci z =7 —y € Y.

Proprietatea 14.6.1 Dacd A € M, ,(R) atunci

R™ = Im(A) @ Ker(A"). (14.18)

R. Se aplica 14.4 i 12.1.25.



Capitolul 15

Calculul numeric al valorilor si
vectorilor proprii

15.1 Forma normala Schur

Rezultatul principal al capitelului este teorema lui Schur potrivit careia orice
matrice A € M,,(C) este similara cu o matrice superior triunghiulara. Obli-
gatoriu, aceasta matrice are pe diagonala valorile proprii ale matricei initiale.
Aceasta matrice superior triunghiulara este forma normala Schur a matricei A.
Scopul algoritmului QR va fi tocmai reducerea unei matrice la forma sa normala

Schur.

Teorema 15.1.1 (Schur) DacaA € M, (C) atunci exista o matrice unitara U €
M, (C) astfel incat UM AU = T, unde T este o matrice superior triunghiulard
avand pe diagonald valorile proprii ale lui A, care pot apdrea in orice ordine.

Demonstratie. Inductie dupa n, dimensiunea matricei. Pentru n = 1, matricea
A = (a) are valoarea proprie a §i pentru U = (1) are loc egalitatea U¥ AU =
(a)=T.

Sa presupunem proprietatea adevarata in cazul matricelor de ordin n — 1. Fie
A € M,(C) avand perechea proprie (A1, v1), cu [jvq]|s = 1.

Exista o matrice unitara ) avand v; pe prima coloana. Daca @ = [v; V3]

atunci . iy iy
" - vy - vt Avy vy AV -
Q AQ—(V;{)A[UIVQ]—(VQHAU1 VQHAVQ>_
s vfIAVQ s h{{
N 0 VzHAVQ o 0o B )’

315
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unde h; € C" ' 5i B e M, _(C).

Potrivit iporezei inductiei exista o matrice unitara W € M,,_1(C) astfel incat
WHBW = S este o matrice superior triunghiulara avand pe diagonala valorile
proprii ale lui B. Valorile proprii ale lui B sunt totodata si valorile proprii ale
matricei A. intr—adevér, deoarece A si QY AQ sunt matrice similare, avem

A=\ —hH

AL — A :‘ 0 A, —B

‘ = (A= M)Ay — BJ.

Daca U = [v; VoW] atunci

H H H
UHAU:( vy )A[Ul VQW]:( vy Avy vy AVoW )

WHVH Av, WHVH AW

Observatie 15.1.1

Prima coloana a matricei U este vectorul propriu v; ce corespunde valorii proprii
A1 situata in coltul nord-vest al matricei 7. Reamintim ca aceasta pereche proprie
a fost aleasa in mod arbitrar.

Pentru o matrice reala are loc urmatoarea versiune a teoremei 15.1.1.

Teorema 15.1.2 Daci'A € M,(R) atunci exista o matrice ortogonald U €
M, (R) astfel incat

T171 TLQ SN Tl,k
UTAU B T272 c. T2,k
T

unde T;; este un bloc de dimensiune 1 continand o valoare proprie reald sau
un bloc de dimensiune 2 corespunzand unei perechi de valori proprit complex
conjugate.

Demonstratie. Procedam recursiv, deosebind cazul unei perechi propri reala de
una complexa.

Cazul unei perechi proprii reale (A, ) € RxR". Presupunem ||z||s = 1. Exista
o matrice ortogonald V avand x drept prima coloand V = [z, V],V € M,,,,_1(R).



15.1. FORMA NORMALA SCHUR 317

Au loc egalitatile

T T AT T

Ty [ F (A AV N def [ A m
VAV—(VT)—(OVAV>—<O . (15.1)
Cazul unei perechi proprii complexe (a+if,x+iy) € CxC", o, € R, z,y €

R"™. Notand M = ( _OZB 2 ) egalitatea A(z +iy) = (o +i8)(z + 1y) se scrie

Alx y] = [z y| M. (15.2)
Fie
W@m:(§> (15.3)

descompunerea QR a matricei [z y] € M, 2(R), R € My(R).
Partitionand matricea V = V) Vo ], din (15.3) gasim
~— —~~

2 col n—2 col

um:v(§>=wn@(§>=mg (15.4)

Egalitatea (15.2) devine
AViR = ViRM. (15.5)

Vectorii x,y € R™ sunt liniar independenti. Vectorii proprii « d:ef x4y, v de
x — 1y corespunzand valorilor proprii distincte o + ¢ si respectiv a — i sunt
liniar independenti. Egalitatea ax + by = 0 implica
u+v u=v a—1ib a +'%b

2—|—b2i:2u—|—2v20,

de unde rezulta a + b =0, sau & = b = 0.
Matricea R este inversabila. Notand pentru moment V) = [v; 5] si R =

pr e e
< gt ) din (15.4) gasim

T = pu1 + qU2
Y = 1rvy + tvs.

Presupunéand prin absurd det(R) = 0 < pt — gr = 0, din egalitatile anterioare
deducem
te — qy = (tp — qr)v; = 0.
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Prin urmare t = ¢ = 0. Analog, rz—py = 0 implica p =r =0, deunde x = y = 0,

cea ce este imposibil. Astfel relatia (15.5) devine AV} = VRMR™' = V;S.

Matricea S = RM R~! are aceleasi valori proprii ca matricea M, adica o + if.
La fel ca si in cazul real, calculam

v [V _ (" _
2 2

(Vv (S VAV, N def (S C
_(VzT)[VlSAVﬂ—(O vaAV2 - 0 B

Pornind de la (15.1) sau (15.6) rationamentul se reia pentru matricea B.

15.2 Diagonalizarea unei matrice

Din teorema 15.1.1 se deduce imediat urmatorul rezultat privind reducerea
unei matrice la o forma diagonala

Teorema 15.2.1 Daca A € M,,(C) este o matrice hermitiand atunci existd o
matrice unitara U € M,,(C) astfel incat UM AU este o matrice diagonald, avind
pe diagonala valorile proprii ale matricei A, ce apar intr-o ordine neprecizatd.

Demonstratie. Potrivit Teoremei 15.1.1 exista matricea unitara U € M,,(C)
astfel incat 7' = U AU este o matrice superior triunghiulara avand pe diagonald
valorile proprii ale matricei A, intr-o ordine neprecizata. Deoarece TH = T,
matricea T' este o matrice diagonala. n

Demonstratia rezultatului de diagonalizare a unei matrice oarecare face apel
la ecuatia matriceala Sylvester:

Dandu-se matricele B € M,,_4(C),C € My(C) si H € M, +(C) sa se deter-
mine matricea X € M, (C) astfel incat

BX - XC+H=0. (15.7)
Un caz in care putem rezolva ecuatia matriceala a lui Sylvester este
Teorema 15.2.2 Daca
1. C este o matrice superior triunghiulara;

2. elementele situate pe diagonala principala a matricei C' nu sunt valori pro-
prii ale matricei B
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atunci ecuatia matriceala Sylvester (15.7) are solufie unica.

Demonstratie. Indicaim o metoda de rezolvare a ecuatiei (15.7). Daca punem in
evidenta matricea C, coloanele matricelor X =[xy xy ... 25| 51 H = [hy hy ... hy]
atunci ecuatia (15.7) devine

€11 C2 ... Cis
0 Coo ... Co5
B[Il i) ...[Es]—[fEl T J].;] . ) : :—[hl h2 ~--h5],
0 0 ... cCos
echivalent cu sirul de sisteme algebrice de ecuatii liniare
(B - C1,1In—s)$1 = mh
(B—coolys)ra = —hay+cram
(B - Cs,sIn—s)IS = _hs + C1,sT1 + C2,5L2 ot Cs15Ts1-
Ipoteza teoremei implica |B — ¢;;[,,—s| # 0, Vi = 1,2,... s, adica oricare din

sistemele algebrice de ecuatii liniare de mai sus au solutie unica. m
In cazul unei matrice oarecare are loc urmatorul rezultat de diagonalizare

Teorema 15.2.3 Daca A € M,;(C) are valorile proprii distincte doua cdte doud

A1y, Ag atunci exista o matrice nesingulara X € M, (C) astfel incat
Tiva Tio ... Tiy
X-1Ax — Tho B T2.,k |
TI;,k
unde T} ; este o matrice superior triunghiulara avand \; pe diagonala, j € {1,2,...,k}.

Demonstratie. Potrivit teoremei (15.1.1) exista o matrice unitara U € M,,(C)

astfel incat
Ty Tio ... Tip
T ... T
UTAU =T = 22 Tk (15.8)

Tk
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unde Tj ; este o matrice superior triunghiulara avand pe diagonala aceasi valoare
proprie A;.
Matricea X se construieste recursiv. Rescriem matricea 1" sub forma

B H
(o ¢)
si alegem la primul pas B = T} ; i X = U. Presupunem B € M,,_,(C),C € M,(C)
siH e Mn,&s((C). Matricea C' este superior triunghiulara iar elementele ei de pe

diagonala principala nu sunt valori proprii ale matricei B.
Exista o matrice P € M,,_, (C) astfel incat

I —P B H I @P B 0
<0 1)<0 C)(O I):(O C)' (15.9)
intr—adevér, deoarece
I —P B H I P\ (B BP-PC+H
0 I 0 C 0 I ) =\0 C ’

relatia (15.9) revine la ecuatia matriceala Sylvester BP — PC' + H = 0. Totodata

—1
I P I —PR . .
( 0 7 ) — ( 0 I ) . Relatia (15.9) devine

I P\ ', I P B 0
(o 7) xax(§7)-(0 &)

I P

deci X := ( 0 I

C. m

> U. In continuare se reia procedeul de mai sus pentru matricea

Observatie 15.2.1 Prima coloana a matricer U este un vector propriu core-
spunzator valorii proprit-din colful nord - vest-al matricei T'. Matricea X pastreaza
nealterata aceasta coloanda.

15.3 Descompunerea valorii singulare

Teorema 15.3.1 Daca X € M, ;(C),n > k atunci exista matricele ortogonale
Ue M,(C) si Ve Mg(C) astfel incat

UPXV = < % ) : (15.10)

unde ¥ = diag(oy,...,0k), 01 > 09> ...,> O.
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Demonstratie. Matricea XX € M, (C) este hermitiana si pozitiva. Potrivit
Teoremei de diagonalizare 15.2.1 existd matricea ortogonala V € M (C) astfel
incat

A ... O ;
vixixy = | o - | %y (15.11)
0 ... M\
unde A, ..., \; sunt valorile proprii nenegative ale matricei X X, aparand intr-o
ordine neprecizata.
Fie \; = 02, i € {1,...,k}. Presupunand c&
o1>09>...20,>0=0,41=...=0%, (r<k).
definim
a1 ... 0
lediag(al,...,ar):
0 oy
Astfel
A ... O
2 = 0 0 l{? -r ., 2 = = : . :
0 0 :
T k T 0o ... /\k

Partitionam matricea V' in [V} V3], cu r gi respectiv k — r coloane.
Egalitatea (15.11) se rescrie in

‘/IH

H~H -
vHX XV_[V2H

] XEX|V, V] = (15.12)

C(VEXEXVE VEXEXV,\ %20
S\ VEXEXVE VEXEXV, )T 0 0 )

Asadar VAXHXV, =05 VEXTXV, =32

Daca punem in evidenta coloanele matricei XV5 = [q1...qx_,], atunci din
egalitatea
qi’ lalld - al' s
VHAXEXV, = : @1+ qr—r] = : ' : =0
qkffr QIgI—qu ttt ||qk77'H%

deducem ¢; = ... = qx_, = 0, adica XV, = 0.
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Definim U; = XV;X ! € M,,,.(C). Deoarece
UfU, = 1vEXEXVS T =1,

matricea U; este ortogonala. Din definitia matricei U; gasim »; = UIH XV;. Fie

U o matrice ortogonala ale carei prime r coloane coincid cu Uy, U = [u; Uy
(justificati existenta matricei U !).
Atunci
vl Uvixv, UHXV.
H 1 - 1 1 1 2 o
v XV{UQH]XMVQ]{UQHXW UIXV, |
o1 .. 0
B 2D U W B :
= 0 0= : . . =
0 ... O

Teorema 15.3.2 Utilizand notatiile Teoremer 15.5.1 vectorii proprit matricelor
XXH si XHX sunt v; 81 respectiv u; cu valorile proprii 02,1 € {1,2,...,7}:

XXy, :afvi, XX, :a?ui.
Demonstratie. Punem in evidenta coloanele matricelor U si V:
U=[u...u V=lvr...0g).

Din 15.10 rezulta

N 1 0 gy [ 21 0 H
XV—U(O 0)7 UX—(O O)V.

de unde, pentru i € {1,...,r}
Xv; =ou;  si Xy = ov;.
Combinand aceste egalitati rezulta
XEXp; = 0; Xy, = a?v,-,

si
XXHu, = 0;XHv; = c?u;. m

7



15.4. RAZA SPECTRALA A UNEI MATRICE 323

15.4 Raza spectrala a unei matrice

Studiem proprietati legate de raza spectrala a unei matrice A € M, (R).
Pentru orice norma de matrice are loc

Teorema 15.4.1 Are loc inegalitatea p(A) < ||A||, care poate fi si stricta.

Demonstratie. Fie (A, z) o pereche proprie a matricei A. Din relatiile
Al ]| = [[Az] = | Az]| < [|A]] [|]
rezulta || < ||A]|, de unde p(A) < [|A]|.
Matricea nenula 8 (1) ) are singura valoare proprie A = 0, deci p(A) =0 <
[A]l. =
Teorema 15.4.2 Dacd A € M,,(C) atunci ||Ally = \/p(ATA).

Demonstratie. Matricea A7 A este hermitiana si pozitiva. Daca (A, z) este o
pereche proprie matricei A7 A, atunci gasim

|Az||3 =< Az, Az >=< A" Az, 2 >=< Az, x >= |23

si in consecinta A > 0.

Notam prin )y raza spectrald a matricei A7 A. Potrivit Teoremei 15.2.1 ex-
istd o matrice unitara Q € M, (C) astfel incat Q7 AT AQ = D este o matrice
diagonals, avand pe diagonald valorile proprii ale matricei A7 A. Daca

)\1 0 U1
D= ., zeC", QHr=y=
0 An Yn

atunci au loc egalitatile

|Az||2 =< Az, Az >=< 2, A" Az >=< QQ"z, A" Ax >=

=< Q"z,Q"A" Az >=< y,Q"ATAQy >=<y, Dy >= > _N\ly;|*.

j=1

Potrivit definitiei lui Ao, din egalitatea de mai sus rezulta

143 < Ao D lil* = ollyllz = MollQyll3 = oI5,

Jj=1
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sauA||Ax||2 < VAollz]2-

In consecinta
[A]l2 < Vo (15.13)

Daca z este un vector propriu corespunzator valorii proprii \g, A7 Az, =
Moo, atunci

HA.’L‘()Hg =< AQTQ,A.Z’O >= .’ll’o,AHA.I’O >=< Xy, )\0[[’0 >= )\0“1’0”%
sau || Azoll2 = v/ Aollwoll2. Apoi v Agl|zollz = [|Azoll2 < [|Al|2]|zo]|2, de unde
V%o < Al (15.14)

Din (15.13) si (15.14) rezulta egalitatea ceruta. m
In cazul unei matrice simetrice, din teorema anterioara deducem

Teorema 15.4.3 Daca A € M,,(R) este o matrice simetrica atunci ||Alls =
p(A).
Demonstratie. Intr-adevir, au loc relatiile

[ Alls = /p(ATA) = \/p(A%) = \/[o(A)F = p(A). =

In vederea determindrii conditiei in care, pentru o matrice A € M,(C), are
loc limy,_,o, A¥ = 0 stabilim

Teorema 15.4.4 Pentru orice matrice A € M, (C) si orice £ > 0 existd o norma
| - [|ae astfel incat ||Al|a: < p(A) +e.

Demonstratie. Potrivit Teoremei 15.1.1 exista o matrice unitarda U € M,,(C)
astfel incat

tig tipg oo tip
vhav—r—| U B2 byl
00 ...t
unde
i 0 ... 0 0 tis ... tin
S A N L
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Deoarece matricele A si T' sunt similare, ele au aceleasi valori propri. In consecinta

p(A) = p(T) = p(A).

10 ... 0
On ... 0 ) )
Fie0<n<l1lsiD,= . . Din egalitatea
00 ... gt
0 n t172 772 t173 . 77”71 th
0 0 n t273 o ,'7n—2 t27n
D,'SD, = : : :
0 0 0 ce Mtpin
0. 0 0 e 0

gasim

n n
1D, SD, e = max_ 3" it <0 3 Jtusl = nlSll
- Jj=i+1 Jj=i+1

In continuare
ID, ' TDy || = || D, 'ADyy + D, ' SDy ||l = |A + D' SDy [l <

< A+ 1D, " SDylloe < p(A) + 1llS -

Presupunem ca 7 satisface in plus conditia (|||« <€.
Pentru orice matrice B € M,(C) definim ||B|[a. = || D, 'U" BUD,||cc.
Atunci

1Allae = 1D U AUD, [loo =ID; T Dyl < p(A)+11llS]lc < p(A) + . m

Teorema 15.4.5 Pentru orice norma matriceald || - ||, orice matrice A € M, (C)
st orice € > 0 exista un numar T > 0 astfel incat

PE(A) < [|A*] < T[p(A) + €],

Demonstratie. Deoarece in spatii liniare finit dimensionale, oricare doua norme
sunt echivalente, exista 7 > 0 astfel incat

1Bl <7lBllas, VB e My (C),
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unde || - || este o norma de matrice iar || - || 4. este norma introdusa de Teorema
15.4.4.
In concluzie

pr(A) = p(A") < [|A%]| < 7| A"

ae STIAlL < 7lp(A) +e]". =
Din teorema anterioara rezulta imediat
Teorema 15.4.6 Fie A € M,(C). Are loc echivalenta

lim A" =0 & p(A) < 1.

k—ro0
Teorema 15.4.7 Oricare ar fi norma matriceala || - || are loc relatia
p(A) = lim || A¥|*. (15.15)
k—ro0

Demonstratie. Din p*(A) = p(AF) < ||A¥|| zezultd p(A) < ||A¥||*. Fie ¢ > 0 i

matricea B = ﬁA. Daca Bx = Az atunci (p(A) + €) este valoare proprie a
matricei A. Ast%ef

si deci limy_,o B* = 0.
Exista kg € N astfel incat, pentru k& > k,

IBlL.<1 & (|4 < (p(A) +o)".
Din inegalititile p(A) < ||A¥||* < p(A) + &, k > ko, rezultd limp_oo HA’“H% =
p(A) =

15.5 Metoda puterii

O matrice A € M, (C) este cu valoare proprie dominanta daca valorile proprii
— eventual renotate — satisfac inegalitatile

Ml > el = o> .

In cazul unei matrice cu valoare proprie dominanta, metoda puterii determina
valoarea proprie dominanta impreuna cu un vector propriu corespunzator.
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Fie uy € C*. Metoda puterii consta in construirea sirurilor (ug)ren $i (A})ren
definite prin formulele

Ukt+1 = akAuk, (1516)

unde (0y)ken este un gir numeric fixat apriori, si respectiv

<A >
M= S0k Tk 2 (15.17)
3.
Teorema 15.5.1 Au loc formulele
Up = Op_10k_3...00A U, (15.18)
< AkJrlU() AkUO >

Y= ’ : 15.19
1 [AulB 1)

Demonstratie. Formula (15.18) se demonstreaza prin inductie matematica, iar
(15.19) rezulta din (15.17) si (15.18)

)\k - < Op_10k—2 ... O'QAk+1U0, Ok 10k_2 ... UoAkuO > - < Ak—HUO, Aku(] >
1=

— |
loh-10%—2 . . .00 A U3 | AFuol13

o 1 S _ Akug
Uzual, se alege o), = w1 care caz uy, = TAFugl

Rezultatele de convergenta ale metodei puterii sunt

Teorema 15.5.2 Fie A € M,(C) o matrice nedefectiva si cu valoare proprie
dominanta avand valorile proprii |A\i| > |Xo| > ...-> |\,| cu vectorii proprii
corespunzatori Ty, Ty, . . ., Ty, ceformeaza o baza in C". Daca ug = Y .| ¢;x;, cu
c1 # 0, atunci sirul (A\¥)gen construit prin formula (15.17) converge cdtre \y.

15.6 Algoritmul QR

Algoritmul QR reduce o matrice la forma normala Schur. Cele doua ma-
trice fiind similare, elementele de pe diagonala formei normale Schur sunt valorile
proprii ale matricei.

Fie A € M, (C). Ideea algoritmului este: daca A € C si ¢ € C”" sunt o valoare
proprie, respectiv un vector propriu la stanga ale matricei A, ||gls = 1, ¢7A =
A", atunci existd o matrice unitard @, avand ¢ pe ultima coloani, Q = (Q., q),
pentru care

[ QF ([ QFAQ. Q.Aq\ [ QFAQ. Q.Aq
QHAQ_( q" >A<Q*’Q)_ ( ¢"AQ. q¢"Aq ) _< 0 A )
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In felul acesta s-a zerorizat ultima coloans pana la elementul diagonal, pozitie pe
care este valoarea proprie .

Problema legata de aceasta schema este aceea ca nu se cunoaste q.

Totodata se doreste ca, in forma normala Schur, valorile proprii sa apara in
ordine descrescatoare a modulului. Astfel pe pozitia (n,n) se va afla o valoare
proprie de modul minim, sau de modul maxim pentru matricea A~! (in cazul
inversabilitatii acesteia).!

Pentru determinarea lui ¢ se va efectua o iteratie cu metoda puterii aplicata
matricei (A — kI,,)”!, aproximatia initiald fiind (ug :=)e,. Astfel

I el (A —kI,)™?

© = A=k . (15.20)

k este un parametru ales astfel incat matricea A — kI, sa fie inversabila.
Matricea unitara @), ‘avand ¢ pe ultima coloana, se determina din factorizarea
QR a matricei A — kI, = QR. Pentru a justifica acest fapt, deducem egalitatile

i Ti2 .40 Tin
ez;R & 67,1; 0 2.2 y 7"2',71 _ Tnmez;’
0 0 ... Tan
Q" = R(A—kI,)",
q = Q€n~
Atunci, utilizand aceste relatii, avem
" =l Q" = el R(A —KkI,) V=1, el (A —kI,) (15.21)

k2

Deorece ||q||2 = ||¢""||2 =1, din egalitatea anteriora deducem ca ry , =

1
llef, (A—kIn) = 2.
Substituind in (15.21) se regaseste (15.20), adica @ este matricea dorita.
Produsul Q% AQ rezulti din
RQ=Q"(A—kI,)Q=Q"AQ — kI, = Q"AQ=RQ +kI,.

Includem aceste calcule intr-un sir de aproximatii A, = Qf A;jQjcu Ay = A.
Algoritmul pentru calculul lui A;; este:

P1 Se alege k; astfel incat matricea A; — k;I,, sa fie inversabila;

IPentru o matrice inversabild, valorile proprii ale inversei sunt inversele valorilor proprii ale
matricei.
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P2 Se calculeaza factorizarea QR: A; — k;I,, = Q;R;;
P3 A = R;Q; + kjI,.

Pentru stabilirea unui rezultat de convergenta omitem pentru moment indicele
j de iteratie. Sa presupunem

B h X B h
A = A= A, =A=( 2 "),
j (yfﬂ) . (ffu)

si
B—kl,_ h
A, — kI, =A—kI, = = 15.22
= (P ) (15.22)
_( Prf S r\
() (5 ))-om
- S r P f
Aj+1_kj]7L:A_k]7L:RQ:(O p><eH 7'(). (1523)

Deoarece () este o matrice patrata ortogonala, din egalitatile
L£13 + 1 = lle" |5 + [7|* = 1

deducem || fll> = [lef|2 si || < 1.
In ipoteza
ISt s ST <0 (15.24)

din expresia blocului sud-vest a produsului QR (15.22) g = ef1.S rezulta
lell2 = llg" ST 12 < llg™ 2157l < o llg™ |12

sau
lellz < ollgll2- (15.25)

Egaland expresiile situate in colturile sud-est ale egalitatii Q (A — kI,,) = R,
ce rezulta din (15.22), gasim

P 7 — k) = p,
de unde

ol < 1 lall2llz + |7 — kI < ollgllzlillz + [ — &l. (15.26)
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Egaldm expresiile situate in coltul sud-vest a egalitatii (15.23) si gasim g =
pefl . din care rezults

all2 = 19"1l2 = lpllle™ll2 < (@llgll2ll2]l + 11 = k]allgll2 =

= o*llgl2Inll + ollgllzln — kI,

dupa ce am utilizat pe rand (15.26) si (15.25).
Revenind la indici de iteratie, inegalitatea anterioara se scrie

lgi1llz < o5llg;l211As 11 + ojllg;llzlres — k1. (15.27)
Intarind ipoteza (15:24) are loc urmatorul rezultat de convergenta
Teorema 15.6.1 Daca
ki=ni = 1S5 2<o0 ylla<n, VjeEN,

Jjo € N astfel incdt o*nl|g;ll2 < 1

atunct lim;_, g; = 0.

Demonstratie. In ipotezele teoremei, inegalitatea (15.27) devine
lgiillz < *nllg; 3. (15.28)
Prin inductie matematica aratam
lgiorrllz < (®nlginll2) llgy ll2, 'k € N"
Pentru £ = 1, din (15.28) avem
gi0+1ll2 < o*nllgsollz = (o*nllgsall2) 1950 I
Daca | gjo+r-1llz < (@ nllgsoll2)* g ll2 < 1lgsoll2 atunci

gio+kll2 < o*nllgionills < o*nllgioll2llgion-1ll2 < (o*nllgsoll2)" 1950 l2-

Din inegalitatea demonstrata urmeaza imediat lim; ,cg; =0. =
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Radacinile unui polinom ca
valorile proprii ale unei matrice

Putem determina radacinile polinomului P(z) = 2"Fa " 4. a1z +an,
calculand valorile proprii ale matricei

—a; —a2 —as —Ap—1 —0p
1 0 0 0 0
0 1 0 - 0 0
A= . ) . (15.29)
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0

Polinomul caracteristic atasat matricei A este

Ata a as ... Ap—1 ap
-1 A0 ... O 0
0 -1 A 0 0
) = AL, — A] =
0 0 O A 0
0 0 0 -1 A
Succesiv, iInmultim coloanele 1,2;...,n—1 cu A si 1l adunam la coloana alaturata
din dreapta. In final obtinem
fA) =
Atar A 4ar+as A 4a Z4asr+az ... AT 4 A" 24 4a, or+an_1 PN
—1 0 0 e 0 0
0 -1 0 0 0

0 0 0
0 -1 0

o o

0
0

Dezvoltand acest determinant dupa ultima coloana gasim f(\) = P()).
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Probleme si teme de seminar

P 15.1 Sa se arate ca polinomul caracteristic al unei matrice triunghiulare si-
metrice

aq bl 0 e 0 0 0

bl a9 bg Ce 0 0 0

0 bg as ... 0 0 0
T =

0 0 0 C bn_g Ap—1 bn—l

0 0 0 ... byper an b,

este f(A) = fu(N) unde (fr(N))o<k<n este definit prin formula de recurentd

1 pentru k=0
fr(A) =< A—ay pentru k=1
A —a) fem1(N) =02 fe—a(\) pentru ke€{2,...,n}

Utilizand acest rezultat sa se dezvolte o metoda pentru calculul polinomului
caracteristic al unei matrice simetrice.

Indicatie. Se aduce matricea simetrica la forma Hessenberg.



Capitolul 16

Descompunerea valorii singulare

(DVS)

16.1 Descompunerea valorii singulare

Teorema 16.1.1 Daca X € M, ,(C),n > k atunci exista matricele unitare U €
M, (C) si V € M(C) astfel incat

URXV = ( % > : (16.1)

unde ¥ = diag(oy,...,0k), 01 209> ...,> Op.

Numerele o; se numesc valori propri ale matricei X iar coloanele matricelor U
si V' se numesc vectori singulari la stanga si respectiv la dreapta ale matricei X.
Prezentam doua demonstratii ale acestui rezultat.

Demonstratia 1. Notam prin r indicele pentru care
012092 ...20.>0=0,41=...=0y.

Distingem doua cazuri.
Cazul X =0. Inacest caz U =1,, V=1, X =0, r=0.
Cazul X # 0. Sfera unitate in C* fiind compacta, exista v; € CF astfel incat
[ X2 = sup [[Xv2 = [[Xvi]l.

[[vll2=1

Fie u; = ”))((—”'12 € C". Exista matricele unitare U; € M, (C) si Vi € M;(C) avand
pe prima co{oané vectorii u; §i respectiv vy :

U, = [Ul [71] Vi= [Ul ‘71]

333
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Definim
H ~ Hxuo o XV,
O _pExy, = | Y| x —( G av AT 16.2
UEXVi= g | X = g, oy, (16:2)
Atunci def
ul Xoy = ull | X ||pur = | X = o1,

01HXU1 = HX||2(71HU1 = 0.

Notand ulf X Vi =wh g Ul x Vi = B expresia matricei £V devine

H
(1): o1 w
> (O Bl>'

inmulgirea matricei“ X la stanga si la dreapta cu cate a matrice unitara
pastreaza norma euclidiana (Propozitia 12.1.7)

Iz = [ X [l2:= 0.

Apoi

o o? + ww
IIZ(”< w ) II%:H< " )= (et r e )+ [Buol = (o + [lwll3)*

Pe de alta parte

o of + w'w
1m0 (2 V<1 n () = otot + i

Prin urmare (0% + ||w||3)? < o3(0? + ||w||3) sau o? + ||w||3 < o, adicd ||w|s =

0 < w = 0. Astfel B
(1): g1 0
> ( v )

Sa presupunem ca s-au efectuat 7 — 1 pasi:
. (-1
2(3_1):Uﬁl...UlHXVI...Vj_lz<21 0 )

unde ¥, = diag(oy,...,0,.1), lar op > ... > 0;_1 > 0.
Reluam procedura de mai sus.
Dacd Bj_; = 0 atunci r = j — 1.
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Daci B;_;, # 0 atunci existd matricele unitare U; € M,,_;,1(C), V; € My_;11(C)
astfel Incat
~ ~ O'A 0
(3 3)

unde 0 = HBJ'—1||2 >0 §1 Bj € Mn—j,k—j(c)' Definim
_ (L1 0 (L D
UJ_< 0 Uj>€M”(C) Vj_< 0 Vj)eMk(C)

si

, ()
so-ag- (34 3)
J

cu 29) = diag(oy,...,0;).
Réamane de aratat ca o; < 0j_1 :

0j—1 0

o= 1B-ale =1 7" ) )l 2Bl =

Procedeul descris mai sus continua cat timp B; # 0, iar r va fi ultimul indice
pentru care B; # 0. Astfel, U =U, ... Uy, V, =V;...V,, ¥ = 0¥ = EY) si
Y=U"XV. =

Demonstratia 2. Matricea XX € M, (C) este hermitiana si pozitiva. Potrivit
Teoremei de diagonalizare 15.2. I exista matricea unitara V' € M (C) astfel incat

A ... O Do
VAXIXYV=| ¢ - | €y (16.3)
0 ... X\
unde A, ..., \; sunt valorile proprii nenegative ale matricei X X, aparand intr-o
ordine neprecizata.
Fie \; = 02, i € {1,...,k}. Presupunand c&
o1>209>...20.>0=041=...=0%, (r<k).
definim
a1 ... 0

21 = diag(al, N ,CTT) =
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Astfel

7 0
— 2 _ 1 —
Y= (0 0 k—r 2]—(0 0)—

r k—r

Ao 0
0 ... X

Partitionam matricea V in [V} V5], cu r si respectiv k — r coloane.
Egalitatea (16.3) se rescrie in

} XHX[V; Vsl = (16.4)
[ VEXTXV, VEXTXV

52
- ( VEXHXV, VXXV, ) - ( 0 0 )
Asadar VAXHXV, =0 VAXEXV, =32

Daca punem in evidenta coloanele matricei XV, = [q1...qx_,], atunci din
egalitatea
a' laull3 - @i qe-r
VIAXIXVa =1 ¢ | (o) = S : —0
Qk—r q/?_r(h . HQkfrH%
deducem ¢; = ... = qp_'= 0, adica X V5 = 0.

Definim U; = XV;X7! € M,,,.(C). Deoarece
Uiy, = 1vEXEXVis— =1,

matricea U; este unitara. Din definitia matricei U; gasim »; = UlH XVi.FieU o
matrice unitara ale carei prime 7 coloane coincid cu Uy, U = [uy Us] (justificati
existenta matricei U !).

Atunci

Ul UHXV, UHXV,

H o _ _
. XV_{Uf]XWlm_{UfX% UixV, | =

Jgr ... 0
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16.2 Metoda celor mai mici patrate prin DVS

Fie X € M, ;(C) si y € C". Ne propunem si determinaim A € C*, de norma
euclidiand minima care minimizeaza functionala (14.13)

®(A) = [ly — XA[l2-

Utilizand Teorema 16.1.1, exista matricele unitare U € M, (C) i V € My(C)

astfel incat
1 0
H e 1
U XV—E—( 0 O)’

unde ¥, = diag(oy,...,0,), 0; £0, i € {1,...,r}. Astfel X = USV i
ly = XXl = U0y = XVIA|l, = [UTy = SVHA|,.
Notand VX = p = (51)7 Ully = 2 = <Zl
2

Ck=", 2z € C" " expresia functionalei obiectiv devine

z
O(A) = UMy — SVIA3 = | ( 5 ) -3 ( ” ) I3 =
2 M2

z Y
(2 )= (50 ) = e - Sl + i
2

Aceasts expresie este minima pentru z; — Xy = 0 sau ju; = X7 2.
Norma euclidiana a lui A

) cu pr,z1 € C" gl pp €
Z2

1 — 1
1Ml = 1Vl = llellz = Clpll3 + llp2ll)2 = S 205 + [lea]l3)

este minima pentru o = 0.

Asgadar

B B Stz ) 1o 21\ 1o o
)\—VM—V( 0 )—V( 0 0 - =V 0 0 U™y.

Punand in evidenta coloanele metricelor U = [ug ... u,| $i V = [v1 ... vg], expresia
solutiei de norma minima a elementului de aproximare construit prin metoda celor

mai mici patrate devine
T

H
)\: E J Uj.
- 0
Jj=1
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Capitolul 17

Spatii Krylov

17.1 Definitia spatiului Krylov
Fie A € M,(R) si z € R".

Definitie 17.1.1 Se numeste spativ Krylov de ordin k atasat matricei A si vec-
torulut x subspatiul liniar

Ki(A, x) = span{xz, Az, ..., A" 12},

17.2 Descompunerea Arnoldi

Utilizand metoda Gram-Schmidt construim o baza ortonormata spatiului Krylov

Kk(A, $) )
Fie u; = Hzfllz' In continuare, definim
h271U2 = AU1 - hl’lul (171)
h3,2u3 = Auy — hl,zul - h2,2U2
thrl,jujJrl = AUj - thUl - }LQJ‘UQ — ... th‘Uj
hppiptinsr = Aup — hyguy — hogug — .o — hjpuy — o0 — hy gy,

Din conditia de ortogonalitate u} u;1; = 0 deducem
h@j ZUITAUJ VJ € {1,2,,]}

339
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iar din conditia de normalitate ||u;41||2 = 1 gasim
J
Mg = [1Aus =Y b i)
i=1
Relatiile (17.1) se scriu

Au1 = hl,lul + h271U2 (172)
Aug = hyuy + hopus + hsous

Aup = hyjguy + hogus + .o+ by pug + R Ukt

Ansamblul relatiilor (17.2) se pot scrie sub forma

hii hig ... hig—1 hig
hoq hog ... hogp—1 hog
A[u1 U ... Uk] = [Ul Uy ... uk] 0 h3,2 cee h3,k—1 h3,k —+ (173)
0 0 R hk,k—l hk,k
+hrr1x[0; -, 0, ugy]
k—1
sau
hii hia ... hig—1  hig
hoq hao ... hogp—1 hog
0 h372 . h37k_1 h37k
Alug ug .. ug] = [ug s ... upy1] : r . : : (17.4)
0 0 . hl@k—l hk,k
0 0o ... 0 N1 e
Introducand matricele
hig hio ... hig—1 hig
hop hoo ... hop—1 hog

Uk = [uy ... ug H, = 0 hzz .. hap-1 hap | ¢ M;(R)
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hit hig ... hig—1 hig
hai hop ... hop—1  haoy
0 hsa ... hap—1 hay
U1 = (U1 . .. U Upy1] Hyp1p = : o : '
0 0 o hk,k—l hk,k
0 0 ... 0 Tl
relatiile (17.3) si (17.4) se scriu respectiv
T
AUk = Uka -+ hk+17kuk+1e§f) (175)
si respectiv
AUk - Uk+1H}€+17k. (176)

k o . - 1 LEL
6](6 ) reprezinti vectorul din baza canonici a spatiului liniar R”.

Relatiile (17.5) i (17.6) se numesc descompuneri Arnoldi a spatiului Krylov
Matricele Uy, si Uyq sunt ortogonale. Inmultind (17.5) si (17.6) la stanga cu
Ul si respectiv UL, obtinem

UL AU, = Hy, (17.7)

respectiv
Ul AUy = Hyyq . (17.8)

Observatie 17.2.1 Matricea Hy este o matrice Hessenberg.
Cazul matricelor simetrice. Daca A € M,(R) este o matrice simetrica

atunci, din (17.7) rezulta ca Hy este o matrice simetrica si din faptul ca este o
matrice Hessenberg urmeaza ca‘este tridiagonala

aq 51 0 [N 0
Bi oy o
0 Q:
H =T, — ‘ B 3
-1 51%1
0 51#1 (673

Din egalitatea Ul AU, = T}, se deduc egalititile

o = ul Au,
T .
ﬁi = U A'LLH,l, 7,:1,2,...,k,
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iar din AUy = UpTy, + hiy1pupsre) rezulta

ﬂluz = Au; —oquy
Pausz = Auy — auy — 51U1
@Uiﬂ = Au; — au; — ﬁifluifl
5k—1uk = Aup_1 — ap_qUp_1 — Bk—2uk—2
hk+1,kui+1 = Aup — oapuy — Br—1Up—1-
De aici f3; = ||AUL — OGU; — @—1%‘—1”2

Sunt astfel justificate relatiile din algoritmul lui Lanczos pentru construirea
bazei ortogonale a spatiului Krylov Ky (A, u)

Algorithm 1 Lanczos.
1: procedure
2 ug < 0
3 Bo <+ lully
4: Uy < io
5: fori=1:k%kdo
6
7
8
9

oy — uZ-TAuZ-
24— Au; — au; — Bisiui

Bi < |z
: Wit < ﬁi
10: end for

11: end procedure

17.3 Rezolvarea sistemelor algebrice de ecuatii
liniare
Fie A € M, (R),b € R" si sistemul algebric de ecuatii liniare
Ax =b. (17.9)

Vom determina o aproximatie z; € R™ a solutiei sistemului (17.9) in spatiul
Krylov Kj(b). Metoda este eficienta in cazul in care dimensiunea n este mare.
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In cazul matricei A nesingulare, solutia sistemului (17.9) apartine spatiului
Krylov K,,(b), unde m este gradul polinomului minimal asociat matricei A. Intr-
adevar, daca

o(r) =co+caxr+...+cpz™

este polinomul minimal asociat matricei A, adica polinomul de grad minim pentru
care
o(A)=col + A+ ...+, A" =0

atunci

1
A—l _ _c_<01[+ CQA + ...+ CmAm_l)
0

si In consecinta

1
xr = A_lb = ——(Clb + CQAb + ..+ CmAm_lb) S Km(b)

Co

Observatie 17.3.1 In cazul unei matrice A singulare, in ipoteza compatibilitatii
sistemului (17.9), solutia acesteia poate sa nu aparting nici unwi spativ Krylov.

Fie A € M,(R) o matrice nilpotenta de ordin m : AF =0, Yk > m, dar
A™=1 2£ (. In acest caz A este o matrice singulara deoarece |A™| = |A|™ = 0.
Fie b € RY, b # 0 astfel incat sistemul (17.9) si fie compatibil si si pre-
supunem prin absurd cd x € K,,(b). Atunci x = cob + c1Ab + ... cpp_1 A™71D
si
Ax = cgAb+c1 A%+ ...+ ¢ 0 A" h =1

sau
(] — C()A — 01A2 — ... Cm_QAm_l)b = 0. (1710)

Matricea D = I — cgA — 1A% — .. — ¢;_2 A™ ! este nesingulara deoarece singura
valoare proprie este 1. Intr-adevar, fie (), z) o pereche proprie a matricei D,

Dz = \z. (17.11)

Exista un cel mai mic indice i € {0,1,...,m — 1} astfel incat Az £ 08 Az =
0,Vj > 4. Inmultind (17.11) la stanga cu A* obtinem

(1—-N)A2 =0,

de unde A = 1.
Atunci, din (17.10) urmeaza ca b = 0, in contradictie cu alegerea lui b.
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17.3.1 Varianta Ritz-Galerkin
Aproximatia z; € Ki(b) se determina din conditia de ortogonalitate

Daca (u;)1<i<k+1 este un sistem de vectori ortonormati pentru care are loc de-
scompunerile Arnoldi (17.5) i (17.6) atunci conditia de ortogonalitate se poate
scrie

Ul'(b— Azy) =0, (17.13)
unde Uy, = [uqus . .. ug). Tinand seama de faptul ca u; = ﬁ din (17.13) urmeaza
ca

U Azy, = UTb = ||b]|2UF uy = [|b])2el”. (17.14)

Indicele superior precizeaza dimensiunea vectorului.
Deoarece x, se reprezinta sub forma x, = Ui&, cu relatia (17.14) devine

UL AULE, = ||blfe!”,

gi In virtutea lui (17.5)

Hip&e = |[b]]2- (17.15)

Astfel rezolvarea sistemului (17.9), de dimensiune n s-a redus la rezolvarea unui
sistem algebric de ecuatii liniare de dimensiune k.

17.3.2 Varianta reziduului minimal

Aproximatia z; se determina ca solutia problemei de optimizare

b— A = 1 b— A 17.16
|| fL“k:H2 ménKlkféb) H 1’H2 ( )
Din u; = bel\z deducem
b= |bllaur = [[bll2Uprel™, T e R

Un element z € Kj(b) se reprezinta prin o = Uy, cu y € R* gi utilizand (17.6)
deducem
Ar = AUry = Upy 1 Hyq1 1y

Astfel functionala cost devine

b= Azlls = || [B]loUksrel"™ = Upr Hiprpplls =
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k k
= U1 ([10]1265 = Hpraylla = [1(10]12657 = Hysr iyl

Utilizand tehnica dezvoltata pentru determinarea elementului de aproximare Prm
metoda celor mai mici patrate, determinam y;, € R*™ ce minimizeaza ||(||b]|2e
Hip1.19]|2-

Daca factorizarea QR a matricei Hyyqp este Hyy1p = QR atunci y;, va fi
solutia sistemului Ry = [|b]|QT e ™.

Acesta metoda de rezolvare a unui sistem algebric de ecuatii liniare este den-
umita GMRES (Generalized Minimum RESidual).

17.4 Calculul valorilor si vectorilor propri

Fie A € M,(R). Vom gasi o aproximatie a unei perechi propri (A, z) deter-
minand o pereche proprie (\, z) a matricei Hy, ce apare in descompunerea Arnoldi
(17.5)

H k= Az

si definind =z = Uy 2.
Atunci din (17.5) rezulta

T
AUpz = UpyHyz + hk+1,kuk+1€;(f) Z,

de unde
Ax = Mz + hk+1,kuk+1zk.

Eroarea aproximarii (A, z) este data de [|[Az — Az|la = |her1k| |25]-

17.5 Calculul elementului de cea mai buna
aproximatie prin elementele unui spatiu Krylov

Ne propunem sa determinam elementul de cea mai buna aproximatie a unui
element z € R” prin elementele subspatiului K (A, z). Presupunem ca s-a con-
struit descompunerea Arnoldi (17.5). Daca y = Uyc este elementul de cea mai
buna aproximatie a lui = prin elementele multimii K (A, z) atunci din conditia

y—z¢e Ky(A2)" < u]T(y—z):O, Vie{l,... .k} & Ully—2)=0

deducem U[ (Ugc — 2) = 0, de unde ¢ = Ul z si in consecinta y = U Ul 2
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Partea 111

REZOLVAREA ECUATIILOR
NELINTARE
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Capitolul 18

Rezolvarea ecuatiilor neliniare

18.1 Preliminarii de analiza functionala

Inversarea operatorilor liniari

Presupunem cunoscuta urmatoarea teorema (Neumann)

Teorema 18.1.1 Daca X este un spativ Banach si A € (X, X)*, un operator
lintar gi continu astfel incat | Al < 1 atunci

1. Operatorul I — A este inversabil;

2. (I — A =372, Ak convergenta seriei fiind ceea a spatiului Banach
(X, X))~

O consecinta utila este

Teorema 18.1.2 Fie X un spaliu Banach si operatorul L € (X, X)*. Au loc
afirmatiile

1. Operatorul L este inversabil daca st numar daca exista un operator in-
versabil K € (X, X)* astfel incat ||[I — KL|| < 1.

2. Daca L este inversabil atunci au loc relatiile:

L' = Y (I-KL)} (18.1)
k=0
K|
Lt | . 18.2

349
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Demonstratie. Necesitatea rezulta din alegerea K = L™, Pentru A =1 — KL
din Teorema 18.1.1 rezulta inversabilitatea operatorului [I — (I — KL)] = KL si
(KL)™' =32 (I = KL)*. In consecint
(KL)'K =(KL) (K )" = (K'KL) ' = L' =Y (I-KLK. =
k=0

Diferentiabilitatea unui operator definit intr-un spatiu nor-
mat

Fie X, Y spatii normate, domeniul D C X si operatorul 7': D — Y. Ream-
intim
Definitie 18.1.1 Operatorul T' este diferentiabil Fréchet in x € D daca exista

un operator liniar si continu L € (X,Y)* astfel incat

TG+ h) = Tw) = L) _
h—0 1Al

0. (18.3)

Teorema 18.1.3 Daca operatorul T' este diferentiabil Fréchet in x atunci oper-
atorul L este unic.

Operatorul L din Definitia 18.1.1 se noteaza L = T"'(x) = dT'(x) si se numeste
diferentiala Fréchet a lui 7" in z.
Relatia (18.3) se poate rescrie sub forma

T(x+h)=T(x)+T'(x)(h) + ||hl|w(z, h), (18.4)

unde functia w(x, h) € Y are proprietatea limy, o w(z, h) = 0.
Asemeni functiilor reale

Teorema 18.1.4 Daca operatorul T este diferentiabil Fréchet in x atunci T este
continu in x.

Presupunand operatorul 7" diferentiabil in fiecare punct = al domeniului D, se
introduce operatorul 7" — (X, Y)* definit prin « — T"(x). Daca acest operator
este diferentiabil Fréchet in x atunci diferentiala ei este diferentiala Fréchet de
ordinul 2 a lui 7" in z. Notam acest operator prin 7”(z) € (X, (X, Y)*)*. Recursiv,
se defineste diferentiabilitatea Fréchet de ordin superior. 7" (z) este un element
al multimii

T (x) € (X, (X,..., (X, Y ))..)" .
N———— —_——

k paranteze k paranteze
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Definitie 18.1.2 Operatorul T' este diferentiabil Gateaur in x € D dupa directia

h € X daca - " -
i (x +th) —T(x)

t—0

=T'(z,h).

Definitie 18.1.3 Operatorul T este diferentiabil Gateauxr in x € D daca este
diferentiabil Gateaux in x € D dupa orice directie h € X.

Definitie 18.1.4 Operatorul T' este G-derivabil in x € D daca
e cste diferentiabil Gateaux in x;

o operatorul VT (z) : X — Y, definit prin VT (x)(h) = T'(x, h) este un oper-
ator liniar si continu.

Legatura dintre cele doua tipuri de diferentiabilitate este data in urmatoarele
teoreme.

Teorema 18.1.5 Daca operatorul T este diferentiabil Fréchet in x atunci T este
G-derivabil in x i T'(x) = VT'(z).

Demonstratie. Scriind th, h € X, t € R* in loc de h, din (18.4) rezulta
T(x+th) =T(x) + T (x)(th) + |[th||w(x, th),
de unde
T(x+th)—T(x)
t
Pentru ¢t — 0 se obtine V7T'(z)(k) = T'(z)(h),Vh € X, de unde concluziile teore-

mei. m
Reciproc, G derivabilitatea implica diferentiabilitatea Fréchet in conditiile

=T'(x)(h) + E—Iw(m,th).

Teorema 18.1.6 Daca T : D C X — Y este un operator G derivabil intr-

o vecinatate a lut x € D gi operatorul x AN VT (z) este continu in topolo-
gia (X, (X, Y)*)* atunci operatorul T este diferentiabil Fréchet in x si T'(x) =
VT(x).

Demonstratie. Fieh € X siu=T(z+h)—T(z)—VT(z)(h). Potrivit Teoremei
Hahn - Banach exista o functionala liniara i continua y* € Y* astfel incat ||y*|| =
Lsiy*(u) = [Jull-
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Definim functia F': [0,1] — R prin F(t) = y*(T'(x +th)). F(t) este derivabila
inte(0,1)si F'(t) = y* (VT (z +th)(h)). Intr-adevar,

Ft+\) - F(1)

F(t) = lim A -
i (L@ EENN) = T@) G 1 )y (m),

A—0 A

Potrivit teoremei de medie a lui Lagrange, exista 6 € (0, 1) astfel incat
F(1)— F(0) = F'(9) & v (T(x+h)—T(z)) =y (VT (x+ 0h)(h)).

In sfarsit, utilizand aceasta egalitate si proprietatile normei operatorilor liniari
deducem

[T (x +h) = T(x) = VT ()W) = [Jull = y"(u) =
=y (T(x+h) = T(x) = VT (2)(h)) = y"(VT(x + 0h) = VT (2))(h)) <
<y (VI'(z + 0h) = VT (x))(h)| < |y [ (VT (x + 0h) = VT (z))(h))|| <
< |IVT(z + 0h) = VI(z)| [l
Rezulta inegalitatea

[T (z +h) = T(x) = VT (z)(h)]
7]

< ||VT(x+60h) —VT(z)|| =0

pentru h — 0. m
In acest cadru general, o dezvoltare tayloriana are proprietatea:

Teorema 18.1.7 Dacal’ : D C X — Y este un operator de n € N ori
diferentiabil Fréachet in-D atunci pentru orice x,y € D are loc inegalitatea

—_

| =

n—

IT(y) = T(x) -

1 n n
T (@) (y —a)... (y—2) | < —illy — || sup 1T ()1,

—~ zE[:c,y]
k ori

i

1
unde [x,y] ={z=te+ (1 —t)y:0<t <1}

Vom prezenta doua demonstratii ale acestei teoreme, deosebit de importanta.

Demonstratia 1. In prealabil stabilim Teorema Bourbaki:

Teorema 18.1.8 Fie X un spactiu normat real. Daca
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1. f:]a,b] = X este o functie continud, derivabila in (a,b) :

Ve (ab) 3 lim flat hf)b — /@) = f'(2);

h—0

2. g:la,b] = R este o functie continua, derivabild in (a,b);
3N (@ <g(x), Ve (ab)
atunci || f(b) — f(a)|| < g(b) — g(a).

Demonstratie. Fie € > 0. Introducem multimea

U={z¢elab]:[|f(z) = f(a)l >g(x) = gla) £ e(x —a) + } (18.5)

Dorim s& aratam ca U = ().
Presupunem prin absurd ca ¥/ # ). Atunci

(i) U este o multime deschisi, deoarece U = ¢ '(R,), unde ¢(z) = | f(z) —
fla)l = lg(x) — g(a) + e(z—a) +€].

(ii) Exista ¢ =infU.
(iii) ¢ > a. Daca ¢ = a, din (18.5) rezulta relatia contradictorie 0 > & > 0.

(iv) ¢ ¢ U. Daca ¢ € U atunci exista o vecinatate a lui ¢, (¢ —n,c+mn2) C U,
ceea ce contrazice faptul ca ¢ = inf U.

(v) ¢ <b. Daca ¢ = b atunci U = {b} si U n-ar mai fi multime deschisa.

(vi) Exista n > 0 astfel incat pentru c <z < c+1n

| A2 L9 | < (121G - o <5 ase
i
Hw —d )| < g (18.7)
Pentru x € (¢,c+ 1), din (18.6) si (18.7) rezulta
[P 2 <o < ot < 222D 2
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1f(x) = F(e)l < g(x) = g(c) +e(z —¢). (18.8)
Deoarece ¢ & U,
1f(c) = fla)ll < g(c) —g(a) +e(c —a) +e. (18.9)
Din (18.8) si (18.9), pentru x € (¢, ¢ + 1) rezulta

1 () = F(@)l < N[ (x) = FOll + 1f(e) = fla)ll < g(z) — g(a) +e(z —a) +e.

Astfel (¢,c+n)NU =0 si in consecinta ¢ nu poate fi inf U.
Prin urmate U = .
Pentru orice x € [a, b] are loc inegalitatea

1f(z) = fla)|| < g(x) —g(a) +e(z —a) +¢.
Daca ¢ N\, 0 atunci ||f(z) — f(a)]| < g(x) — g(a). =

Teorema 18.1.9 Daci v : [0,1] — X este o funclie de n ori derivabild astfel
incat |0 (1) < M, V¥t € (0,1) atunci

Demonstratie. Introducem functiile f : [0, 1] — X,

1_t/ (1_t)2 "
T V'(t) + v

f@t) = v(t) —v(0) +

(1—0"

g: [07 1] — R, g(t) =-M n!

Atunci f'(t) = %v”(t) si in consecinta ||f'(t)|| < ¢'(t). Teorema Bourbaki

implica inegalitatea enuntata. m
Reluam demonstratia Teoremei 18.1.7. Fie z,y € D, h =y — x gi v(t) =
T(x + th), t € [0,1]. Atunci v®(t) = T®(z + th)(h)...(h). Pentru M =
~——

k—OT1
SUD, e [z.4] |7 (2)] ||h||*, inegalitatea dorits rezulta din Teorema 18.1.9. m
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Demonstratia 2. Fie x,y € D. Notand

7

Vv
k ori

n—1
1
u=T(y) = T(x) =) TP (y—2) . (y—2)
k=1
potrivit Teoremei Hahn - Banach exista o functionala liniara gi continua y* € Y*
astfel incat ||y*|| = 1 si y*(u) = ||ul].
Definim F': [0,1] — R prin F(t) = y*(T'(x + t(y — x))). Atunci
FO@) =y (T (x+t(y—2)) (y—x)...(y—x), ke{l,...,n}. (18.10)

S

vV
k ori

(18.10) se demonstreaza prin inductie matematica.
Exista 6 € (0,1) astfel incat

F(1) = F(0) = 3 = F®(0) = % )(9)
yT) =T = 3 5 T0@ =) - =) =
_ %y*(T(")(;U—i—@(y —a)(y—a)...(y—x)).

Vv
n ori

Utilizand egalitatea anterioara gi proprietatile normei operatorilor liniari obtinem

IT(0) ~ T(@) = 3 £T0(@) (y ~2) ... (g — )| = ] =

J

— () =y (1)~ T() = 3 G TV () ). (y—a)) =
k=1 """ e

_ %m(w(x +Oy—x) (y—x).. (y—2)) <

J

TV
n ori

<y (T e+ 0 — ) = 2) =) )| <

-

n ori

< I T+ 6 = 2) (y =)y = ) )] <

vV
n ori

1 n n 1 n n
< EHT( z+0(y )| ly —a|" < —illy —=|" sup IT™ ). -

z€[z,Y]
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18.2 Metoda liniarizarii (Newton — Kantorovici)

Fie X un spatiu Banach §i T': X — X un operator diferentiabil Fréchet. Ne
propunem sa rezolvam ecuatia
T(z) = 0. (18.11)

Sa presupunem ca ecuatia (18.11) are o solutie z*. Daca = € X este o aproximatie
a lui x* atunci din diferentiabilitatea operatorului 7" rezulta

0=T(z")=T(x)+T'(x)(z" —x) + ||z* — z||w(z, 2" — z). (18.12)
Liniarizand, adica neglijand ultimul termen, (18.12) se scrie
0~ T(z)+T'(z)(&" — x).
Vom nota cu y solutia ecuatiei
0 = T(x) + T'(@)(y — ),
si cu ideea ca y este o aproximatie mai buna decat x, construim sirul de aproximatii
0 = T(2%) + T (") (z" — ), (18.13)
sau, in cazul inversabilitatii operatorului 7"(z")
" = aF — [T (2R T (). (18.14)

Metoda de rezolvare a ecuatjiei (18.11) corespunzauare formulei (18.14) este cunos-
cuta gi sub numele de metoda Newton - Kantorovici.

Teorema urmatoare fixeaza conditii suficiente pentru existenta unei solutii
izolate x* a ecuatiei (18.11), dand regiunea in care solutia este unica gi eroarea

aproximatiei z*.

Teorema 18.2.1 Fie X un spatiu Banach, T : X — X un operator diferentiabil
Fréchet si 2° € X. Presupunem cd exista numerele pozitive By, K,ny astfel tncat
au loc conditiile

o J[T"(2")]~ i |[T"(2°)] 7| < Bo;
o 2! =2 — [T"(2"] 1T (2°) si ||zt — 2°|| < no;

o J7"(x) Vx € E(xo,r) si [T (x)|| < K, ro <.
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Daca hy = ngK By < % atunci sirul (x%)pen construit prin formula de recurentd
(18.14) converge catre o solutie x* a ecuatiei (18.11).
Aceastd solutie este unicd in bila B(x°,1y), unde ry = 1=Y1=2" Vhl(;z}‘ono.

Eroarea aprozimatiei x* este datd de inegalitatea

2% — 2*|| < =—(2h0)*" "o (18.15)

Qk—l

Demonstratie. 1. Aratam la inceput ca pentru orice & € N exista ¥, definit
prin formula de recurenta (18.14). Aceasta problema se ridica deoarece trebuie
inversat operatorul 7"(z*). Justificarea o facem doar pentru k = 1, rationamentul
facandu-se in continuare analog, pe baza inductiei matematice.

Existenta inversei se bazeaza pe Teorema 18.1.2. Cu notatiile acestei teoreme,
alegem

L=T(") K="
si trebuie verificatd conditia |1 = K L|| < 1. In cazul de fata
17 = [T (@) T (@I = [T ()T (2°) = T'(2)]| <
< [T @) () = T ()]
Aplicand Teorema 18.1.7, inegalitatea anterioara devine

1
T — [T (z)]) T (2 || € BoK||z' — 2°|| < noK By = hg < ;<L (18.16)

Prin urmare, operatorul 7”(z!) este inversabil si potrivit Teoremei 18.1.2, au loc
relatiile

[T = ) (I~ )T (@) (@), (18.17)

IO < 1—||1![[T7:(’(:c‘))])]‘|1|T’(x1)||Slfgoho “a 819

2. Ardtdm cd in 2! au loc conditii asemanatoare celor presupuse a avea loc in

2V,

Deoarece 22 = x' — [T"(2")] 71T (21),

2 — ot = [T T = = S = [TEO) T @) T )] T,

k=0
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Prin urmare
—zl < ZIII 27 (@) |[F [T (@) T ()]

Folosind (18.16) obtinem

P < SR TE] = T ETE 0819)
k=0
Fie operatorul Fy : X — X definit prin Fy(z) = 2 — [T"(2°)]7'T(x). Atunci
FO( 0) = 7!
Fo() = 1= [T'(2)]"'T"(=) Fy(z") =0
Fy(z) = =[T"(2")] 711" (x) 1F5 (@) < BoK

Din egalitatea Fy(z') = o' — [T"(2°)] 71T (') se deduce
T = 2 — Fofa?) = () — Fa) — EJa)( - %),
Aplicand din nou Teorema 18.1.7 se obtine

1T (@) TN] = [F(z") — F(2") = Fi(a) (=" = 2?)]| <

1 1 1
<3 sup [E@) ot — 2% < 5773[(30 = 5oho-
z€B(z9,r)
Revenind in (18.19) avem
1 _ noho  def
2l < '@ T € ==—— = m. 18.20
ot =) < Tl T < 5™ S (18.20)
. def ) -
Fie hy = m K B;. Din (18.18), (18.20) se obtine
h? 1
hi=—2 <. 18.21
Y21 —ho)?2 T2 (18:21)
Fie r def 1, 1 2’“17 Pe baza formulelor de recurenta pentru 7, si hy se obtine

egalitatea 71 = ro — o, ce implica B(x',r) € Bz ). Intr-adevir, daci z €
B(z!',r) atunci

lz = 2 < flz — 2 + 2" = 2°| < 71+ o = 70

3. In felul acesta, existenta sirului (z*)zcy este doveditd, mai mult pentru
orice k € N au loc afirmatiile
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3T (M) s [T )] < By = 5

1-hg_1’

o phtl — ok _ [T’(xk)]_lT(xk) i ||:pk+1 o ka <= Ne—1he—1 .

T 2(1—hgo)?
hﬁﬂ 1
® I =mK By = 557577 < 5
1—y/1—2hy, .= (ke

o )= T“nk_l si B(xk,rp) C Bz, rp_y).

4. Au loc inegalitatile
h, < 2hi (18.22)
M < Me—1hg—1 (18.23)
e < 2mg (18.24)

1

a caror demonstratie revine la reducerea la ipoteza teoremei hy < 5.

Aplicata succesiv, inegalitatea (18.22) implica

he < 202 < 2(2R2_,)2 =2 2R2, < . (18.25)

- 1 k
< QU2 A28 ok 2 op 2R
< ~(2ho)
Din (18.23) deducem succesiv
e < Me—1he—1 < melahgohp1 < ..o < mohohy ... by
si utilizand (18.25), se gaseste

1 1 1 - 1 _ 1 B
e < Uo§(2ho)§(2ho)2 . 5(2h0)2k - §(2h0)1+2+...+2’9 "o = ﬁ(Qho)Qk "no.

Din 2%*? € B(2**? ryy,) C B(z*, ) rezulta

|2k — 2% < < %(zho)%—lm, Vk € N, (18.26)
adica (7%)gen este un sir fundamental, deci convergent.
5. Fie z* = limy_, 2%, Trecand la limitd in formula de recurenta (18.14)
scrisd sub forma T"(z%) (2" — 2%) = —T(2*) se obtine T'(z*) = 0.
Pentru p — oo din (18.26) rezulta evaluarea erorii (18.15).
6. Pentru a demonstra unicitatea solutiei ecuatiei (18.11) in bila B(2°, ry)
presupunem prin absurd ci exista in plus y* € B(z°,7) astfel incat T(y*) = 0.
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Fie operatori F}, : X — X definiti prin Fy(z) = z — [T"(2*)] 1T (z). Atunci

Fk(l'k) — :Ek+1

Filw) =TI —[T"( )T () Fy(2%) =0
Fy/(x) = [ ()] 71T () IF5 ()] < Beks.

Prin inductie matematica aratam ca
€ Bly*,r) < |y —aF|| < (18.27)
Etapa de verificare, k = 0.
y € Bz ry) & |y —2"<re < 2°€ By, ).
Etapa de demonstratie. Presupunand ca
ehe Bly',re) &yt -2t <
deducem succesiv
ly* — 2" = [ Fuly") — Fi(a®) — Fi(a®)(y" — 2")|| <

1 . 1
<3 S IFL I ly* = 21> < 5 BK7ri = riga,
y*]

[\]

adica %! € B(y*, rpy1).
Pentru k — oo, din (18.27) rezulta z* = y*. =

18.3 Metoda liniarizarii modificata

In locul formulei de recurentd (18.14) se consideri formula

¥ = 2

= @ [T TMT(EY) ke N (18.28)

Astfel se elimina necesitatea inversarii, in cadrul iteratiilor iteratii & > 0, a oper-
atorului T"(x*). Acest fapt are ca efect micgorarea vitezei de convergenta.
Metoda corespunzatoare formulei (18.28) este numita metoda liniarizarii (New-
ton - Kantorovici) modificata.
Se observa ca x! = #'. Convergenta procedeului este datd de teorema
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Teorema 18.3.1 Fie X un spatiu Banach, T : X — X un operator diferentiabil
Fréchet si 2° € X. Presupunem cd exista numerele pozitive By, K,ny astfel incat
au loc conditiile

o T gi [T ()]l < Bo;
o vt =a —[T"(2")]7'T(2°) gi [la* — 2 < mo;
o IT"(z) Vo € B(a®,r) si |T"(2)|| < K, 1o <1

Daca hg = oK By < % atunci sirul (T%)pen construit prin formula de recurentd
(18.28) converge catre solufia x* a ecuatiei (18.11).
Eroarea aprozimatiei ¥ este datd de inegalitatea

|27 — 2*|| < 2noho(1 — /1 — 2hg)" L. (18.29)

Demonstratie. Folosim din nou de operatorul Fy : X — X definit prin Fy(z) =
x — [T'(2°)]7'T(z) si cu proprietatile

Fo(zF) = 7+ Vk e N

Fo(z*) = z*

Fo(x) = I — [T"(«")]"'T"(x) Fy(z%) =0

Fyl () = =[1"(2")] 7' T"(x) 15 ()] < BoK.

Daca M = B(2°,r0) N B(z*, ||z~ 2*||) atunci F(M)C M.
Intr-adevar, daca x € M atunci

[ ]
1Fo(z) — 2% < [[Fo(z) — 2| + fla* — 2" =

= [[Fo(z) — Fo(a") = Fi(a®) (2 — )} + |2 — 2" <

1 1
< Slle =2 sup (IEF(2)] +no < 5rGBoK + 10 = 70,

2 z€[20,z]

adicad Fy(r) € B(z° ro).

1Fo(w) = 27| = [[Fo(w) = Fo(a)l| < [l — 2| sup [[F5(2)]l-

z€|z,x*]

Dearece z = 6z + (1 — 6)z*, 6 € [0,1], utilizand evaluarea

1F5 ()| = [1F5(2) = Fo(a®)l < ]z = 2|l sup [ FY'(y)]| <

Y€z’ ,2]
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< ByK||0x 4 (1 — 0)z* — 2°|| = BoK||0(x — 2°) + (1 — §)(z* — 2°)| <
< BoK (0lx — 2| + (1 = 0)[|2" — 2°||) <
< BoK max{||x — 2°|, ||z* — 2°||} < BoKro,
inegalitatea anterioara devine
[Fo(x) — 27| < BoKrollx — 27| = (1 = /1 = 2ho)[|lz — 2™|| <
< (1= /1= 2ho)llz" — 7],
adica Fy(z) € B(a*, ||zt — 2¥])).

Retinem inegalitatea

|Fo(x) — 2*|| < (1 — /1= 2ho)||x — 2*||,  Va € M. (18.30)

Aplicand succesiv (18.30), rezulta

125 — 2| = [|Fo (@) = Fo(a™)|| < (18.31)
< (1—1=2hy) " =2 < ... < (1 — /1 =2ho)" 7" — 2™
Din (18.15), deducem ||z! — z*|| = ||z' — z*|| < 2hono, cu care (18.31) devine

(18.29). Din aceastd inegalitate rezultd convergenta sirului (7%)gen citre z*. =

18.4 Rezolvarea numerica a sistemelor
algebrice de ecuatii neliniare

Fie D un domeniu convex din R" i 11,...,7, : D — R n functii avand
derivate partiale de ordinul intai gi doi continue. Consideram sistemul algebic de
n ecuatii neliniare cu necunoscutele zq, ..., x, :

T1<l’1, C ,[En) =0

. (18.32)
Tn(l’l, c. ,Z’n) =0
si dorim sa determinam o solutie a sistemului, adica un element x* = (z7,...,2}) €
D astfel incat Tj(z*) = Ti(zf,...,2) =0, i =1,...,n. In cazul n = 1 se

foloseste termenul de ecuatie in locul celui de sistem.
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Definind operatorul 7': D — R™ prin
Ty(x)

sistemul (18.32) se rescrie sub forma (18.11).
Pentru rezolvarea sistemului (18.32) se aplica metoda liniarizarii (Newton —
Kantorovici) sau metoda liniarizarii modificata, tratate anterior.

Exemplul 18.4.1 Sa se verifice conditiile Teoremei 15.2.1 in cazul sistemului
algebric de ecuatii neliniare

1024 a:% — 21923 — 0.1 =0
10x9= x% + 3r123 + 0.2 =0
1023 + 22 + 221209 — 0.3 =0

9 0
sia’=1 20 | =10
fv?

Operatorul T este definit prin 7' = (T}, 15, T3), unde

Tl(ZL’) = Tl(l’l,l'Q,J}g) = 10.T1 + l’% - 21’21’3 —0.1
TQ(ZE) = TQ(Il, Ta, ZL’3) = 10%2 - l’% + 35171.133 + 0.2
Tg(ZE) = T3(ZL’1,ZL’2,I‘3) = 10I3 + I’% + 2.171{132 —0.3

lar
/ %(@ g—;;(a:) %(m) 271 + 10 —2x3 —2x9
T (z) = g—%f(:v) g—%;(x) g—%;(x) = 3x3 —2x9 + 10 3y
o) die) i) 2, - 2 2wy+10
In cele ce urmeazi se va utiliza norma || - ||

Atunci [T"(2°)]7" = (107)~! = 0.11, deci

_ def
[T ()] = l0.11]| = 0.1 =" By.

Formulele de recurenta (18.14) corespunzatoare metodei liniarizarii sunt

k+1 k

= !
+

Ty =\ zy | —
k+1 k
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20k +10  —22% —2zk O\ ' [ 1028 4 (aF)? — 20kak — 0.1
— 328 =22k 410  3af 1025 — (25)% + 3akak 4 0.2
225 22} 225 + 10 1025 + (25)? + 22525 — 0.3
i 0.01
Pentru k = 0, gasim 2! = | z} | = [ —0.02 |, astfel incat ||z — 20| =
7! 0.03
0.3,

Diferentiala de ordinul doi 7”(z) € (R?, (R?, R?)*)* se poate reprezenta prin

/!
T"(z) =
92T 92T 92T 32T 32T 92T 9T 92T 32T
01%1 ($) amzi);l ({L’) 02738;71 (I) 8118;2 (m) 61%1 (ZE) 8130;2 (x) 8I18;33 (I) 3128;3 (33) Bzgl (ﬁ?)
92T 92T 52T 82T: 92T: 92T 92T 52T 82T:
= axf (x) awzail(x) axaail (z) awlaig () axgz (z) Bl‘gaig (z) azlaig (z) 6w26i3 (x) 83:%2 (@) | =
92T 92T 9T 92T 92T 8T 9>T: 52T: 9°T:
am§3 () axgafll (z) 62033?’:1 (z) (91‘13.:;2 (z) amgg (z) ax_gaig (z) 3:018.31'3 (z) 81‘26:363 (z) 31§3 (z)
20 0/0 0 —=2/0 =2 0
= 0030 -2 =213 0 0 ,
02 0|2 0 =-2|0 0 2
interpretat in sensul
" I
T"(z)(h) =
2 52 2 52 52 52 2 2 2
Fa? ()1 + gozahy (Wha + prighy (@ha poighs (@ + Gt @) + posats (Whs poats (@h + prsgks (ke + St (@)hs
2 {«2 2 a2 a2 {«2 2 2 2
%Tf&um + gyt (@)hs + go-ge ()hs Harpis (2)h1 + 0@122 (2)ho + pozpis (@)hs 5o g2 (@)1 + pog2—(2)ha + ZTT;(x)h:s
2 2 2 2, 2 2 2 2 2
88:%3 (@)h1 + gogi= (2)hz + go=gi=(@)hs o= (@)h1 + 56123 (D)hs + o5 (2)hs gorpiz (@)h1 + gosgi=(@)ha + i,:éf" ()hs
Atunci
2hy —2hs —2hy
1/ . 1" . _
|T"(z)|| = sup |[T"(x)(R)|| = sup || | 3hs —2hy 3hy || =
IAll<1 [[All<1 2hy  2hy 2hs

d:ef e

lAlI<1

Prin urmare hg = noK By = 0.024 < %
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18.5 Rezolvarea ecuatiilor algebrice

Fie T : R — R o functie derivabila.

Metoda tangentei. In cazul n = 1, metoda liniarizarii aplicata rezolvarii
ecuatiei algebrice T'(x) = 0 conduce la formarea sirului

T k
gt = gh T((i k)) ke N. (18.33)

Relatiile (18.33) au urmatoarea interpretare geometrica care justificd numele
metodei: %! reprezintd intersectia tangentei in z* la graficul functiei T'(z) cu
axa Ox.

In cazul ecuatiei polinomiale

T(2) =apz" +a12"  + ...+ ap12+a, =0

metoda tangentei considerata in corpul numerelor complexe C' permite deter-
minarea atat a radacinilor reale cat gi a celor complexe.

Metoda functiei inverse. Presupunem ca functia T satisface urmatoarele
ipoteze:

e Functia T este inversabila in intervalul I=(a,b) si F =T~ :
e Ecuatia T'(z) = 0 are o solutie z* in intervalul /;
e Functiile 7" si F' au derivate continue pana la ordinul m + 1.

Din aceste ipoteze rezulta ca solutia z* este unica si

Deoarece functia F' nu este cunoscuta, o vom aproxima cu o functie ¢

F(y) = o(y) + R(y).

Atunci z* = ¢(0).
Asupra functiei ¢ se impun cerintele ca sa aproximeze cat mai bine functia F
si sd poata fi usor calculabila. Astfel vom avea

e Metoda functiei inverse cu polinomul lui Taylor (sau metoda lui Cebigev)
in care ¢ este un polinom Taylor atagat functiei F. Acest caz generalizeaza
metoda tangentei.
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e Metoda functiei inverse cu polinomul lui Lagrange in care ¢ este un polinom
de interpolare Lagrange.

Metoda functiei inverse cu polinomul lui Taylor. In dezvoltarea tayloriana
a functiei F' in jurul punctului y

- Fm+1)
F(y) = R U
alegand y = 0 gi yo = T'(x) cu = € I, obtinem
m () ‘ (m+1)
o = F(O) =2+ 3 (- T gy ¢y I S

= (m+ 1)!

v oo : i PO T . o . . ..
Rezulta cd expresiaz+y_,"  (—1)" ( EETE) i (1) furnizeazi o aproximatie a solutiei
x*. Pe baza acestei observatii construnn sirul. de aproximatii succesive

l=u —l—Z —k))Tl( ") keN, 2°cl

Derivand succesiv identitatea F'(T'(x)) = = obtinem

F/(T(2))T"(x) = 1

F'(T(x))[T"(x)]* + F'(T(x))T"(z) = 0

FO(T(2))[T"(x) + 3F"(T(x))T"(2)T" () + F'(z)T® =0,
de unde

F'(T(x)) = % F'(T(x)) = —%

3[1"(x))> T (x) ot

(@) (@)
Pentru m = 1 gasim 2¥! = 2% — IT"(CZ

metoda tangentei, iar pentru m = 2 gasim
ek TEh) T TEH?
T"(z*) 207 (=M)P

FO(T(x)) =

adica se regaseste girul construit prin

X

In continuare ne propunem si studiem convergenta sirului (2%)en, construit
prin metoda functiei inverse. Vom stabili in prealabil cateva rezultate preliminare.

Fie (X, ||-||) un spatiu normat. Un operator ¢ : X — X se numeste contractie
daca exista o constanta a € (0, 1) astfel incat ||p(z) —@(y)|| < allz—y|, Va,y€
X. Daca ¢(x) = x atunci x se numeste element fix al operatorului ¢.
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Teorema 18.5.1 (de punct fix a lui Banach) Daca X este un spativ Banach
(spativ normat gi complet) si p : X — X este o contractie atunci p are un singur
punct fix.

Demonstratie. Fie 2° € X si consideram sirul (z"),cn definit prin formula de
recurenta " = p(z"),n € N. Utilizand proprietatea de contractie a operatoru-
lui ¢ obtinem

l2" = 2" = lle(z") — p(@" )] < afla” — 2" 7| =

=allp@"") —p(@" )| < a?fa" T =" <L < a2t =27

Sirul (z™)pen este fundamental. Intr-adevir

n+p—1 n+p—1
Iz =2 < D flaF =k < Y at|flat =20 < et =27l
—a
k=n k=n

Din proprietatea de completitudine rezulta ca sirul (z"),cn este convergent. Fie

x* = lim,_,o 2". Trecand la limita in formula de recurenta (¢ fiind contractie

este continua) obtinem x* = p(2*), adica z* este punct fix al operatorului ¢.
Daca z7 si 23 sunt puncte fixe ale operatorului ¢ atunci din relatiile

27 = 23]l = llp(a1) = e(a3)|| < allzy — 3]
deducem
(1= a)flzy — a3fl < 0.
Cum 1 —a > 0, in mod necesar ||z — z3|| = 0, adica 27 = 25. m

Teorema 18.5.2 Fie X este un spatiu Banach, B(zg, 1) ={r € X : ||lz — | <
r} sip: B(xo,r) = X o contractie de parametru a. Daca ||p(zo) —xo|| < (1—a)r
atunci varphi are un singur punct fiz.

Demonstratie. Aratam la inceput ca p(B(xo,7)) C B(xo,7). Intr-adevar, daci
x € B(zg,r) atunci au loc relatiile

(@) = ol| < [le(x) = @(wo) |l + llp(0) — 2ol <
<allz — x|+ (1L —a)r <ar+ (1 —a)r=r.

Reluand justificarea teoremei de punct fix a lui Banach rezulta concluzia teoremei.
]
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Teorema 18.5.3 Fie I un interval deschis si ¢ : I — R o functie cu derivata
continud in I. Daca |¢'(zo)| <1, o € I atunci exista r > 0 astfel incat ¢ este
contractie in multimea [xo — 7,20 + 7).

Demonstratie. Fie 0 < e < 1 — |¢/(z9)|. Din continuitatea lui ¢’ in x rezulta
ca exista 0 > 0 astfel Incat

|z — 20| <8 = | () — ¢ (x0)] <€
Atunci, pentru orice z € (zg — 0,29 +0) U [
[P/ (2)] < |¢'(x) — ¢/ (zo)| + [¢(0)] < €+ [¢ (z0)] = a < 1.

Existar € (0, ) astfel incat [xo—r, xo+r| C I. Pentruorice z,y € [xo—r, xo+7]
utilizand teorema de medie a lui Lagrange, obtinem

o(x) —p(xo)| = [@'(O)l|c —yl <alz —y[. =

Teorema 18.5.4 In ipotezele teoremei anterioare, dacd o(z*) = 0 gi |¢'(z*)| < 1
atunci exista r > 0 astfel incat sirul (2*)ren definit prin formula de recurentd
it = o(2%), k€ N, converge citre x*, oricare ar fi 2° € [z* —r,x* + 7).

Demonstratie. Din teorema 18.5.3 rezulta existenta lui r astfel incat ¢ este
contractie in multimea [z* — 7, 2* + r|. Fie a constanta de contractie. Deoarece

p(z%) =" =0 <(1—a)r,

tinand seama de teoremele 18.5.1 si 18.5.2 rezulta ca sirul (2*),cn converge citre
x*, unicul punct fix al lui . m

Proprietatea de convergenta a sirului (z*),en, construit prin metoda functiei
inverse cu polinomul lui Taylor este formulata in teorema

Teorema 18.5.5 Dacd aprozimatia initiald 2° este “suficient de apropiatd” de
x*, solutia ecuatiei T(x) = 0 din intervalul I, atunci sirul (z*)ren, construit prin

*

metoda functiei tnverse cu polinomul lui Taylor converge catre x*.

Demonstratie. Definim functia ¢,, : I — R prin
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Derivata acestei functii este

FO(T(2)) T ()T (2)+

ZF<Z'+1>(T(:{;))TZ'(gc)T’(ac)] =1— F(T(x)T'(z)+

)T @7 (@) + Y S P (@) T )T ()]

i=2 =1

@,

Prin schimbarea de indice in a doua suma, expresia derivatei devine

o) = 3 TV 5O () )T @)+

= 0=
+3° CV2 26 i 19 () o)
G-

L™ pomst (7 1)) 7 () ).

Au loc egalitatile o, (z*) = 2* si ¢'(z*) = 0. Potrivit teoremei 18.5.4, daci z°

este "suficient de aproape” de z*, atunci sirul (z%)en’ converge citre x*. [

Metoda functiei inverse cu polinomul lui Lagrange.! Fie m € N,
T1,%2, ..., Tmy1 puncte distincte ale intervalului I §iy; = T'(z;), i € {1,2,...,m+
1}.

In egalitatea

m—+1
F(m—i—l)(g)
F(y) = L(Pw; 1, Yms s )W) + | | (v — vi) ——7
" 11—11 (m+1)!

alegand y = 0, obtinem

m—+1
F(m+1)(5)
2= F(0) = L(Pm; g1, - Ymr; F)(O) + [ [ (—v) ——5
pale (m+ 1)

IPentru aceast paragraf este necesar cunoasterea polinomului de interpolare Lagrange.
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Expresia L(Py;y1, - ., Yms1; F)(0) furnizeaza o aproximatie a solutiei z* pe care
o notam x,,.o. In continuare se reia procedeul cu o, x3,..., %, 1o. In general,
daca s-au determinat xp, rgiq, ..., Tmixr atunci

Thamt1 = LB Yoo Yk, - Y F)(0) (5 = T'(4)).
Daca uy(y) = Hfi;n(y — y;) atunci
k+m

Thtm+1 = —uk(O) Z

— yiuy (i)

L

(18.34)

Din egalitatea ug11(y) = ug (y)% deducem formulele de recurenta

Yk+m—+1 u%(yz)yl_%k_& ie{k+1,....,k+m}
up41(0) = up(0),  wq(y) = { (oo J e

yk Yke+m41 Yk

Utilizand formula baricentrica a polinomului’ de interpolare Lagrange, formula
(18.34) se scrie

Ek}-‘rm T;
" =k oy (ys)
k+m+1 — Zk—‘rm 1
i=k  yiu) (vq)

Pentru m = 1 gasim

TrYk+1 — Th+1Yk
Yk+1 — Yk

Th+2 =

cunoscuta sub numele de metoda coardei, deoarece xy o reprezinta intersectia
dreptei ce unegte punctele de coordonate (g, yx), (Trr1,Yrr1) cu axa Ox.

Metoda functiei inverse cu polinomul lui Lagrange nu face apel la derivatele
functiei 7.

18.6 Rezolvarea ecuatiilor polinomiale

Fie polinomul P € C[X], P(z) = 2" + a;2" ' + ... + an,_12 + a,. Deoarece
polinomul P are n radacini reale sau complexe, specificul rezolvarii unei ecuatii
polinomiale

P(z) =0 (18.35)

consta in cerinta determinarii tuturor radacinilor sale.
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Metodele prezentate in continuare permit determinarea simultana (paralela)
a celor n radacini.
Ti(2)
Fie Q € C" o multime deschisa, T': Q — C", T'(z) = : un operator
To(2)
de m (> 2) ori diferentiabil, avand diferentiala de ordin m continua in 2 §i sirul
(2¥))gen construit prin formula de recurenta

(k)
<1
Py A FIONEPOE B o Y =1, (18.36)
A9
Vie{l,2,....n}, keN
In C" se va utiliza norma | z|| = max{|z|, |z2|, .. .y|za|}-
aq
Notam prin o = : vectorul format de radacinile polinomului P.
an
Teorema 18.6.1 Daca
1. T(a) = a,
2. T (a)=T"a)=...=T" V(a)=0

atunci existd v > 0 astfel incat pentru orice 20 € C*, ||z — o < r, sirul
construit prin formula de recurentd 2%V = T(z®Y), k € N, (158.36) converge
catre c.

Demonstratie. Fie ry > 0 astfel incat Vj = {z € C" : ||z — | < ro} C Qi
Co = max.ey, [T ()]
Exista 0 < r < rg astfel incat

Chr™ Oy m-1
U N (U) r<1

m)!

Notam V = {z € C" : ||z — af|| < r}. Daca z € V atunci Teorema 18.1.7 si
ipotezele prezente implica

-1

3

1 .
f'T(J)(a) (z—a)...z—a)]| <
]' v~ -~

! j ori

I7(2) = all = T(2) = T(e) =

J
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Co?“m
m!

1
< — |z —all™ sup [T™(Q)] < <,
m:

CEla,z]

adica T'(z) € V.
In particular, pentru z = 2*) din relatiile anterioare deducem

Co m
124 = all = | T(z®) = afl < ][0 —af™. (18.37)
Utilizand repetat inegalitatea (18.37) gasim

C Co  C
Hz(k) o O‘H < _OHZ(k—l) _ a||m < _0(_0HZ(k—2) _ O‘Hm)m =
m! m! m!

CO 1+m|| . (k—2) m?
= ()R — ™ < <

Co

S0 — o <

k

CO mk k S ((CO T
m!

—)m—lr) —0, k—>o00. =m

Din inegalitatea (18:37) deducem totodata faptul ca ordinul de convergenta
al girului (2),ey este cel putin m (Anexa F).

In cele ce urmeazi vom presupune ca radacinile polinomului P sunt simple.

Intotdeauna putem elimina radacinile multiple considerand in locul lui P,

polinomul ——F—— ale carei radacini coincid cu cele ale lui P si sunt simple.
cmmdc(p,p)

In acest caz exista o vecinatate a lui a astfel incat pentru orice z, cuprins in
acea vecinatate, are componentele distincte doua cate doua.
Vom utiliza notatiile

21

n
z=| : s Qi(z) =[]z — ).
Z i=t
" JFi
Astfel z va reprezenta un numar complex in timp ce z reprezinta un vector avand
ca gi componente numere complexe.
Daca zq,..., 2, sunt numere complexe, notam

=
&

I
s

| (z — %)

wz) = 2L q[e-2)

Zz— Z; "
i

<

Sl
.=
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Metoda Durand-Kerner. Scriem egalitatea P(2) = (z — a1)...(2 — ay)
sub forma

P P

Z—q; = sau ;= z — (18.38)
HJI(_ ) HJl(_ )
JF JF
A
Daci 2% = : este o aproximatie a lui « atunci, inlocuind in membrul
(k)
Zn

drept din (18.38) componentele lui o cu componentele corespunzatoare ale lui
2 formula (18.38) sugereaza formulele de recurenta

k k
Wiy wm PEM) w  PEY)
z Z: )

T TP =Wy T Qi)
JF

ie{l,2,...,n}, keN.

In acest caz, expresia functiei T;(z) este

P(z)
Qi(z)

Evident T;(a) = ;. Calculam derivatele partiale ale functiei 7;(z).

Ti(z) = zi —

8zi n Qz(Z) Q?(Z) 6’,21»
Deoarece P'(c;) = [[/=1(0; — o) = Qi(«), rezulta 87(,;( @) — .
#Z Z
Pentru i # j !
oTi(z)  P(z) 0Qi(2)
8zj a Q?(Z) 8zj :
deci ag (J o) — .

In consecinti 7" (o) = 0, deci ordinul de convergent al sirului (2*))en este
2.

2P
Daca a; din membrul drept al lui (18.38) se inlocuiegte cu zj(-k) — % atunci
j z
se obtine metoda Durand-Kerner imbunatatita, avand ordinul de convergenta 3,
Pz
AR = ) () ie{l,2,...,n}, keN.

! n & k) . PEPYY
I (4 -7 + g
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Metoda Ehrlich. Fie zq, ..., 2z, numere compleze distincte doua cate doua.
Pentru calcului radacinii «; utilizam metoda tangentei in cazul ecuatiei
P(z)
u;i(2)

In prealabil calculam

(P(Z))':P’(Z) P(z)ui(z) _ P'(2) P(Z)i 1

J#
Pentru z = z;, presupunand P’(z;) = u;(z;) — adevarata, daca z; = oy, Vi — vom

avea

P(2)\' Plz)~ 1 Plz) ¢~ 1
(UA(Z)) o=y 2 1 = u;(2) Z - 1= Q:(z) Z o
i i\~i) T~ J i = J
jAi j#i
Metoda tangentei conduce la formulele de recurenta
P(zgk)) k
S _ L RER) L P(z")

Qi) = P(") Y ot
j#1 —Z

% % (k) %
zj JF1 7,

z(k> Zﬂ L (k) (k)

A

i€{l,...,n}, k€ N. Bineinteles z¥) = :
e
Ordinul de convergenta al metodei Ehrlich este 2.

Metoda Nourein. Din nou fie zq,..., 2, numere compleze distincte doua
cate doua. P(z)—wu(z) este un polinom de grad n — 1, deci coincide cu polinomul
de interpolare L(P,,_1;21,..., 2, P —u)(2) = L(Pp_1; 21, .., zn; P)(2)

P(z) —u(z) = L(Pp_1;21, ..., 20; P Zp %) Z_g))

u'(25)

Pentru z = «; obtinem

. P P(z)
Sl e v e Y e T
j#i
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si explicitand «; — z; gasim

o = 25 — . Zn P(z) . (1839)
25 (i—z)u'(z))

Reluand rationamentul facut la metoda Durand-Kerner obtinem formulele de
recurenta

P
LD ) Qi) ied{l,....,n}, ke N

(2 7 . )

n P()
T s g,

Ordinul de convergenta al metodei Nourein este 3.
(k) _ P(")

Daca «; din membrul drept al lui (18.39) se inlocuieste cu z;" — g,y atunci
se obtine metoda Nourein imbunatatita, avand ordinul de convergenta 4,
P(z")
EQ) 4
AR ) W) . ie{l,....n}, keN
P(z;)

1_'_2] 1

(k)
k) P(z;77) k
- 5 IR ®)

Metoda Wang-Zheng. Formulele de recurenta ale acestei metode sunt

1
L) )

i
P peh) e | (s . Y oty
P(Zl(k)) QP/(ZZ(k)) (k) i= 1 (’C) ij ] L ( (k) ij )2

I

jFL %

ie{l,...,n}, ke N.

Ordinul de convergenta al metodei Wang-Zheng este 4.

Determinarea aproximatiilor initiale

Aga cum s-a vazut, convergenta metodei de rezolvare a unei ecuatii polinomi-
ale depinde de alegerea adecvata a aproximatiilor initiale ale radacinilor.

In acest sens sunt utile urmatoarele rezultate privind localizarea radacinilor
unui polinom.

Teorema 18.6.2 Radacinile polinomului P(z)=apz"+a12" '+ ... +a, 12+
a, € C[X] se afla in discul B(0,R) cu R =1+ ﬁ, unde b = max{|ai|,...,|a,|}.
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Demonstratie. Pentru |z| > 1 au loc majorarile

2]

a1z aperz A an| B 2|+ 4 2T < b\2| -1

si inegalitatile
_ " b
|P(2)| > |aol|z|™ = |a12" " + ... 4+ an_12 + an| > |2| <|a0| — |Z’——1) :

Daca

b b
lag] = ——>0 & |z|>14+— =R,
2] =1 |ao]

atunci |P(2)| > 0, adica polinomul P nu are radicini in afara discului B(0, R),
de unde concluzia teoremei. =

Teorema 18.6.3 Fie Q C C un patrat cu-centrul in a $i semidiagonala r si
polinomul P(z) = by(z —a)* +b(z —a)" ' +2..+b,_1(2 —a) + b, € C[X]. Dacd

|P(a)| > |bo|r™ + [by|r" .. 4 |bp1|r
atunci polinomul P nu are nici o radacina in patratul Q).
Demonstratie. Daca z € @) atunci |z — a| < r. Deoarece
|P(2) — P(a)] =]bo(z —a)" +bi(z —a)" "  +...+ b, 1(z —a)| <
< |bolr™ + [ba|r™ ™t + o A b |7
din inegalitatea
[P(2)] = |P(a) — (P(a) = P(2))] 2{P(a)| = [P(z) — P(a)| =

> |P(a)|— (|bo|r™ + [b1|r™ ™t 4 ... 4 |bp1|r) > 0,

deducem ca polinomul P nu are radacini in patratul ). =

Probleme si teme de seminar

P 18.1 Metoda Halley. Fie f o functie de cel putin doua ori deriwabila intr-un
interval I unde exista un singur zero, x*. Pornind de la dezvoltarea
f" (@)

0=f(z*) = flzg) + f'(xp) (" — xp) + T(a:* —xp)? .
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notam prin Tyiy1 numarul pentru care

//(ka)

2

0= f(zr) + f(wp) (Tp1 — 21) + (Tpe1 — ).

Atunct x = T — ,,f(x'“) . Inlocuind — x din membrul drept
FH B P+ ) ()1 —a) wH . P

cu —% - sugerat de metoda tangentei - se obtine formula de recurentd pentru
metada Halley

f(zx) (1 3 f(wk)f"(fk:)>_1‘

TR f' () 2f'(x1)?

Sa se demonstreze ca daca aproximatia initiala este aleasa intr-o vecindtate
convenabild a lui x*, atunci sirul (zy)ren converge catre z*.

" -1
R. Pentru p(z) = 2 — ]{(Z))A(x), A(z) = (1 — %) se verifica proprietatile

(
(%) =a* i (") =0

P 18.2 Trei puncte din plan Pi(z;,y;), i = 1,2,3, astfel incit 1 < x5 < x3, se
afla pe graficul unei functii de forma y = aln (bx + c).
Ce conditii satisfac numerele yy, Yy, ys ¢
Cunoscand coordonatele punctelor P; sa se determine parametrii functiei a, b, c.
Sa se studieze existenta si unicitatea solutiei.
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Capitolul 19

Elemente din teoria optimizarii

Fie X un spatiu normat, domeniul D C X s F : D — R o functionala
diferentiabila Fréchet, marginita inferior. Problema de optimizare (PO) consta
in determinarea

1. f*=inf,cp f(x);
2. z, € D (daca exista) astfel incat f(z,) = inf,cp f(x).

Daca a € R, atunci notam prin M, multimea M, = {x € D : f(z) < a}.

In cazul X = R” existd mai multe metode eficiente de rezolvare a problemei
de mai sus.

In continuare vom presupune ca D este un domeniu convex.

Drept aplicatii, exista posibilitatea rezolvarii unei.ecuatii liniare sau neliniare
prin intermediul unei probleme de optimizare adecvatate.

19.1 Functionale diferentiabile

R In cazul functionalelor, diferentiabilitatea Fréchet coincide cu G-derivabilitatea.
Intr-adevar, pentru x, x +h € D functionala f este G- derivabila in x daca exista
operatorul liniar V f(x) € (X, X)* astfel incat

[z +th) — f(x)

lim ; =V f(z)(h).
Pentru h € X, notam hg = ”hT” sit=|h| si gasim

i L4 = £(@) = VI @) _ [ f @ the) - f(a)

h0 A 3 / ~ Vf(@)(ho)| =0.

381
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Pentru x,x + h € D fixati introducem functia ¢ : [0,1] — R definita prin
©(t) = f(z +th). Au loc proprietatile:

Teorema 19.1.1 1. Daca functionala f : D — R este diferentiabila Fréchet

atuncy

<p’(z€) = f’(x +th)(h); (19.1)
flx+h)— fo f'(x + th)(h)dt; (19.2)

2. Daca functionala f : D — R este de doua ori diferentiabila Fréchet atunci

@"(t) = f”(fr +th)(h)(h); (19.3)
flx+h) = f(@) + f@)(h) + [3 (1 =) f"(z + th)(R)(h)dt. (19.4)

Demonstratie. Au locegalitatile

(1) = lim pt+s) —p(t) _ . fl@t(t+s)h) = flw+th) _

s—0 S s—0 S

= Vf(z+th)(h) = f'(x +th)(h),

deoarece diferentiabilitatea Fréchet implica G-derivabilitatea.
Cealalta relatie reprezinta transcrierea egalitatii

Pct. 2 al teoremei se arata asemanator. (19.4) reprezinta transcrierea egalitatii
1
P1) =2 +¢ O+ [ 1=t (B =
0
Exemplul 19.1.1 Fie X wun spatiu prehilbertian real cu produsul scalar notat

prin < -,->. Daca A € (X, X)*,b € X atunci functionala

1
f(m):§<A(x),x>—<b,a:>, f: X=X,

este diferentiabila Fréchet si f'(x) = A(x) — b.
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Teorema 19.1.2 Daca functionala f : D — R este diferentiabila Fréchet cu
deriwata lipschitziana, adica exista L > 0 astfel incat

1/ (@) = f'Wll < Llz—yl,  Ve,yeD,

atunci pentru orice x,x + h € D are loc inegalitatea
! L 2
fla+h) < flz) + f(2)(h) + [|Al

Demonstratie. Utilizand (19.2) au loc relatiile
S+ )= 5@ = [ e+ mm - F@ue+ [ rama s
0 0

< f'()(h)+

/0 x+ th) - f’(w)](h)dt‘ < f(o)(h)+ / ' (atth)— /()] (Wdt <
< Fle)(h) + / 17/ (a+ ) — F/@)] Al dt < F)(R) + 2.

19.2 Functionale convexe

Fie D un domeniu convex a unui spatiu normat X.
Functionala F': D — R este convexa este

e conveza daca
flax+ (1 —a)y) <af(x)+ (1 —a)f(y), Va,y € D; Va € (0,1).
e strict conveza daca
flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y), Ve,y € D, x #y; Ya € (0,1).
e tare conveza daca exista m > 0 astfel incat
ma(l —a)llz —ylI* + flaz + (1 — a)y) < af(x) + (1 — a) f(y),
Vr,y € D;Va € (0,1).

In cazul unei functionale diferentiabila Fréchet tare convexitatea se poate
caracteriza prin
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Teorema 19.2.1 Fie f : D C X — R o functionala diferentiabila Fréchet.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente

(i) [ este tare convexd;

(i) Pentru orice x,xo € D are loc inegalitatea

f(@) = f(x0) > f'(wo)(w — o) + mllz — wol%; (19.5)
1tt) Pentru orice x,xo € D are loc inegalitatea
(#1) g

[f'(@) = f'(wo))(x — z0) = 2m|x — o] (19.6)

Daca f este de doua ori diferentiabil Fréchet atunci afirmatiile anterioare sunt
echivalente cu

(iv) Pentru orice x € D si orice h € X are loc inegalitatea

(@) (R)(h) Z2m||*. (19.7)

Demonstratie.
(i)=-(ii) Din inegalitatea
[tz + (1 —t)zo) + mt(1 — t)||x — xo||* < tf(x) + (1 —t) f(z0)
scazand f(zo) sl impatind la t € (¢, 1] se obtine

flte + (1 = t)zo) = f(wo)
t

+m(l = t)|lz = zol* < f(=) — fl@o)-
Pentru ¢ — 0 rezulta
F(@o) (@ — o) +mllz — zo||* < f(2) — f(=o).
(i))=(i) Au loc inegalitatile
fl@) = flte+ (1 =t)y) = (L= 0)f (tw + (1= t)y)(z — y) + m(L = t)*[lz — y|*

fly) = fltz+ (1 =t)y) = (1 =) f (tr + (1 = t)y)(y — =) + mt*||z — y]|*

inmul’gind prima inegalitate cu ¢, pe a doua cu 1 — ¢ gi adunand gasim

tf(z) + (1= t)f(y) — fte + (1= t)y) > mt(1 = t)||lz — y||*.
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(ii)=-(iii) Adunéand inegalitatile

f(x) = fzo) > f'(wo)(x — m0) + mllz — aolf?
flxo) = f(x) > f'(a)(wo — ) +mlz — zo|?
rezulta
0> [f'(x) = f'(zo)l(zo — ) + 2m||z — 20|

[f'(z) = f'(20))(= — o) = 2mllz — ao|*.

(iii)=(ii) Folosind (19.1) deducem succesiv

f(@) - flzo) = / f'(@o + 1z — 20))( — zo)dt =

= [t o= = Folle —an)ic s [Pl - ot >
> 2ol [ "+ (o) — 20) = mlld — ol + £ (w0) & — ).
(iii)= (iv) Impértind cu ¢? inegalitatea
[F'(x +th) — F/(@)(th) > 20t |
obtinem

Pt 8= ) » o

Pentru ¢ — 0 rezulta

f"(@+th)(h)(h) > 2m| h|*.
(iv)=-(iii) Utilizand (19.4) avem
£(2) = f(w0) 4 (20) (o —20)+ / (L) " (zo+H(x—20) ) —0) (x —z0)lt >

> f(xo) + f'(zo)(z — x0) +mllw — zol*. w

Pentru functionale convexe formularea teoremei anterioare este
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Teorema 19.2.2 Fie f : D C X — R o functionala diferentiabila Fréchet.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente

(i) [ este converd;

(i) Pentru orice x,xy € D are loc inegalitatea
f(@) = f(x0) > f'(z0)(x — 20); (19.8)
(tit) Pentru orice x,xy € D are loc inegalitatea

[f'(x) = f'(z0)](z — w0) > 0; (19.9)

Daca f este de doua ori diferentiabil Fréchet atunci afirmatiile anterioare sunt
echivalente cu

(tv) Pentru orice x € D si orice h € X are loc inegalitatea

f"(z)(h)(h) > 0. (19.10)

19.3 Proprietati ale problemei de optimizare

Marginirea inferioara a functionalei problemei de optimizare (PO) este garan-
tata de

Teorema 19.3.1 Daca

1. functioanla f : D — R este diferentiabila Fréchet cu derivata lipschtziand,

AL > 0, astfel incat || f'(x) — f'(y)]] < Lz — vy, Va,y € D;

2. exista a € R astfel incat multimea M, este marginita;
atunci [ este marginita inferior.

Demonstratie. Marginirea multimii M, inseamna existenta unui numar r» > 0
cu proprietatea ca ||z| < 7, pentru orice z € M,.

Fie z, 20 € M, si h = v —xy. Atunci ||| < ||z||+ ||zo|| < 7. Procedand analog
calculului din demonstratia Teoremei 19.1.2, avem

|f(z) = f(xo)| = | f(zo+ h) — f(20)| =
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O caracterizare a solutiei (PO) este furnizata de urmatoarea teorema

Teorema 19.3.2 O conditie necesara ca x, sa fie solutie pentru (PO) este
f(z)(z —z,) > 0. (19.11)
Daca functionala f este converd atunci conditia este $i suficienta.

Demonstratie. Pentru z € D si t > 0 suficient de mic x, + t(z — z,) € D ¢i In
consecinta

flae Uz =) = f(z.),

sau

flo il = 2) = o) o5y
Pentru t — 0 rezulta f'(z.)(z — ) > 0.
Reciproc, daca f este o functionala convexa atunci, din (19.8) avem

f@) = flz) = flz)(e —2.)>20. =

Referitor la unicitatea solutiei, pentru functionale strict convexe (PO) a cel
mult o solutie.

In cazul functionalelor tare convexe are loc urmatorul rezultat privind evalu-
area erorii

Teorema 19.3.3 Daca x, este punctul de minim al functionalei tare convexe f
atunci are loc inegalitatea

2
|z — z.]]* < E[f(x) — f(z)]. (19.12)
Demonstratie. Proprietatea de minim a lui z, implica f(z,) < f(5a+32.),Vz €
D, iar din tare convexitate deducem
I

—mllz — .

Fle.) < fGr+ 520 < 5 f@) + 5 F) — 3

2
de unde se obtine (19.12). =
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19.4 Metode de descrestere

Rezolvarea PO printr-o metoda de descregtere consta in construirea sirului
Tyl = T + by (19.13)

unde (z,)nen reprezinta aproximatii ale solutiei PO, h,, € X este directia de
descrestere si 1, € R este un coeficient.
Un criteriu de alegere a directiei de descrestere este

Teorema 19.4.1 Fie f : X — R o functie diferentiabila Fréchet. Daca f'(z)(h) <
0 atunci exista jg > 0 astfel incat

Ha+ph) < f(z) Y e (0, p).
Demonstratie. Limita

fl@+ ph) — f(x)

li = f'(z)(h
limy p f'(@)(h)
implica
VO<e<—f'(z)(h) Fpo >0 astfel incat
f@+ph) — fx /
D =IO ) <e Ve (010
de unde

[+ ph) = f(z) < p(f(x){h) +€) <0. =

Definitie 19.4.1 Un element h € X, ||h|| = 1 este o directie de cea mai mare
descrestere a functionaler f in x daca

f'(x)(h) = inf f'(x)(y) (19.14)

lyll=1

Teorema 19.4.2 Daca h este o direclie de cea mai mare descrestere a functionalei

fin x atunci f'(z)(h) = = f'(2)]|
Demonstratie. Utilizand definitia normei unui operator liniar, gasim

f'@)(h) = inf f(z)(y) == sup —f'(z)(y) == = f(@) ==/ (). =

lyll=1 llyll=1
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Observatie 19.4.1 Fie X = R" st f : R® — R o functie diferentiabila. Daca

notam V f(x) = (ag—?>l<'< - gradientul functiei f in x - atunci

— Of(z)
! h) =<V h >= h; h=(h; i<n R™.
P =< Vi@).n>= 3 (hcicn €
In acest caz h = —% este o directie de cea mai mare descrestere a lui f in

X.

Metoda de descrestere cu alegerea la fiecare pas a antigradientul ca directie
de descretere poarta numele de metoda gradientului.

19.5 Metoda gradientului

Fie X un spatiu normat real. Pentru minimizarea functionalei diferentiabile
Fréchet f : X — R se considera sirul definit prin formula de recurenta

Tp41 = Tp + ,Unhny

cu
hy = —f' ()

si iy, solutia problemei de optimizare unidimensionala
F(@nn) = f(an + pnhn) = 000 f (25 + phn).
Rezultatele urmatoare prezinta proprietati de convergenta legate de sirul (x,,)pen-
Teorema 19.5.1 Daca

1. derivata Fréchet f'(x) este lipschitziana, adica

AL >0 astfel incat || f'(x) — f'(y)|| < Lljlz —y||, Vr,y € X;

2. mulfimea My, este marginitda

atunci im,, o f'(z,) = 0.
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Demonstratie. Teoreme 19.3.1 implica marginirea inferioara a sitului (f(z,,))nen
iar din determinarea parametrului de descrestere pu,, rezulta ca acest gir este de-
screscator. In consecinta exista lim,, o f(x,).
Fie p > 0. Potrivit Teoremei 19.1.2 avem
: Ly®

f(@ni1) < f@n + phn) < f2n) + pf'(20)(ha) + o
Deoarece h,, este o directie de cea mai mare descrestere a functionalei f in x,,
din inegalitatea anterioara deducem

(19.15)

/@)l = —F () () < LI = na) 21

0

Fie e > 0 ¢i pu > 0 astfel incat % < 5. Deoarece lim,, o fan)=F@nt1) _ () exists

o
ng € N astfel incat M < 5 pentru orice n > ng.
Din (19.15) rezulta ||f'(x,)|| < & pentru orice n > ng, adica lim, o f'(z,) =

0. m

Teorema 19.5.2 Dacd in plus, functionala f este converd atunci existd o > 0
astfel incat

flan) = [ < allf'(zn)], Vn €N,

unde f* = infyen,,  f(z).

Demonstratie. Din mdrginirea multimii M) rezulta ca si multimea M) —
M (s, este marginita, adica exista o > 0 astfel incat

Moy = Myng) © B(0, ).

Daca y € My, atunci y — x, € Mgy — My, € B(0,a) si din egalitatea
y =z, + (y — x,) deducem incluziunea

Mi(py) C @, + B(0, ). (19.16)
Fie h € X, cu ||| < a. Deoarece x,,+h € x,+ B(0, ), relatia (19.16) implica

inf f(z,+h)< inf f(z)=["

Ih]<a €M (4)

si
T = f(xn> > ||}.1L|I|1<faf<xn + h) - f(xn> (19'17)
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Potrivit Teoremei 19.2.2, convexitatea functionalei f implica inegalitatea
Utilizand (19.17) deducem

f*=f(xn) > inf f(x,+h)— f(z,) > inf f'(z,)(h).

—hl<a —hl<a
Deoarece
inf f'(z,)(h) =a inf f(2,)(h) = —a sup —f'(z,)(h) = —a|[f'(z.)|
IAll<a Rl<1 l|hl<1

inegalitatea de mai sus devine f* — f(z,) > —al|f(xz,)||. =
Din Teoremele 19.3.3 si 19.5.2 rezulta

Teorema 19.5.3 Daca in plus, functionala f este tare convexa si x, este solutia
problemer de optimizare atunci lim,, .o x,, = x,.



392 CAPITOLUL 19. ELEMENTE DIN TEORIA OPTIMIZARII




Capitolul 20

Rezolvarea ecuatiilor prin
optimizare

20.1 Rezolvarea unui sistem algebric liniar
prin metoda celor mai mici patrate

Un sistem algebric de ecuatii liniare
Ax =b (20.1)

cu A € My, ,(R),b € R™ gi m > n, este in general incompatibil.

Se numeste solutie in sensul metodei celor mai mici patrate, elementul z € R”
care minimizeaza functia f(z) = ||Az — b||s.

Aspecte teoretice legate de solutia in sensul metodei celor mai mici patrate
au fost prezentate in sectiunea 13.8

Determinarea solutiei in sensul metodei celor mai mici patrate.

Deducem o metoda numerica pentru minimizarea functionalei

1
iR =R, f(z) = 5llAz — b =

=3 ([Az]lz — 2 < Az, b > +[b]3).

1
2
utilizand metoda gradientului.

Deoarece f'(z) = AT(Ax —b), directia de descregtere va fi

hy = — AT (A —b). (20.2)
Minimul functiei ¢(p) = f(zx + phi) = (| Azp — b])3 + 20 < Azy — b, Ahy, >
+u?||Ahyg||3) se obtine pentru py, := p = — \\H:ff;lll%é'

393
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Rezulta formula de recurenta

el
I

Tpt+1 = T — (203)

iar hy este dat de (20.2).

20.2 Rezolvarea unui sistem algebric neliniar
prin metoda celor mai mici patrate

Fiind date functiile diferentiabile 7; : R* — R, ¢ € {1,2,...,m}, pentru
rezolvarea sistemului algebric de ecuatii neliniare

T1<.I'1, . ,mn) =0
T(x)=0 < { : (20.4)
Tm(.flil,. .. ,xn) =0

se minimizeaza functionala f : R” — R definita prin

m

fla) =) Tia) =T (20.5)

i=1

Daca f(x) = 0 atunci = este un punct de minim al functionalei f si solutie a
sistemului (20.4).

Pentru minimizarea functionalei f utilizam metode gradientului. Gradientul
lui f este

of(x) OT1 (x) 0T ()

Ox1 Ox1 o Ox1 Tl (J])
f(z) = : =2 o : = 2(T"(2))"T(x).
yor ) Nz i )

Coeficientul de descrestere u se obtine din minimizarea functiei

m m 9
p(u) = fla—pf'(x) = Y THa—pf' (@) =D [Tix) — w(T (@) f'=) +...],
i=1 i=1
a carei prima aproximatie este polinomul de gradul al doilea

m

b(u) = Y [Tile) = p(T@)" f ()] =

=1
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= T (@)I5 - 2p Z Ti(a)(Ti ()" f' () + p* Z (@) f'(@)]"

Drept coeficient de descregtere se alege punctul de minim al functiei ¢(u).
Deoarece (T} (x))" f'(x) = 2(T}(x))" (T’ (x))"T(x) sunt componentele vectoru-
lui
(Ty(x))"
2 : (T"(2))"T(x) = 21" (2)(T"(x))" T (x)
(T ()"

expresia functiei () devine
Y(p) = [T (@)II2 — 4p(T (2))" T (@)(T"(2))" T () + 4| T (2)(T" () T() || =

=T ()13 = 4ul|T'(2)) T(@)lI3 + 4| T" (2)(T" ()" T () 3.
Asadar

= argmin — H(T/@))TT(:C)H%
= argmin () 2T (x)(T"(x))*T (x)]|3”

Aproximarea unei solutii a sistemului (20.4) se gaseste cu sirul (z%)),en definit
prin formula de recurenta
O IEONE
(k+1) _ (k) _ (7" (™))" T (z™)][3 T (2 ONTT () 20.6
T T W@ ¢ (209

20.3 Rezolvarea unei ecuatii liniare prin metode
de optimizare

Fie X un spatiu Hilbert real; D(A) un subspatiu liniar al lui X, un operator
liniar A € (D(A), X)# si b € X. Problema studiati in aceasta sectiune este
rezolvarea ecuatiei

A(z) = b (20.7)

Definitie 20.3.1 Operatorul liniar A € (D(A), X)# este
o simetric daca < A(x),y >=<z,A(y) >, Va,y € D(A);
e pozitiv dacd < A(z),z >>0, Vz € D(A);

e strict pozitiv daca < A(z),z >> 0, Vx € D(A)\{0};
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e tare pozitiv dacd Im > 0 astfel incat < A(z),z >> m||z||?, Vz € D(A).

Daca operatorul A este strict pozitiv atunci ecuatia (20.7) are cel mult o
solutie.
Atagam ecuatiei (20.7) functionala J : D(A) — X definita prin

J(z) =< A(z),z) —2 < b,z > (20.8)

Au loc urmatoarele proprietati simple ale functionalei J.
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Anexa A

Notiuni de teoria erorilor

In cursul rezolvarii unei probleme numerice apar erori. Potrivit sursei, se pot
distinge trei tipuri de erori:

1. Erori inerente, care provin din simplificarea modelului fizic in procesul
de modelare matematica, din masuratorile initiale, din calculele anterioare
problemei, etc.

2. FErori de metoda. In general metoda de calcul numeric construieste un sir
de aproximatii convergent catre solutia problemei de calcul numeric, iar din
punct de vedere practic se calculeaza un element al girului de aproximatii.

3. Erori de rotunjire in datele de intrare, in calcule si in datele de iegire ca
urmare a utilizarii unui sistem de calcul ce foloseste un mod specific de
reprezentare a numerelor.

A.1 Eroare absoluta si eroare relativa
Fie x o aproximatie a valorii exacte a € R.

Definitia 1 Ax = a —x este eroarea aprozimatiei x;
|Az| = |a — x| este eroarea absolutd a aproximatiei x;

A o . .
or = % este eroarea relativa a aproximatiei x , (a # 0).

Notiunile introduse se extind pentru elemente ale unui spatiu liniar normat
prin
||Az]|

lal]

|Az]] = [la — x|, 0z =

399
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A.2 Reprezentarea numerelor in virgula mobila

Fie t,r,b € N*, b > 1 si notam:
by = b — 1 (cea mai mare cifra in baza b);

g =by...b; (cel mai mare numar in baza b avand r cifre).
——

r cifre
In cele ce urmeaza toate numerele naturale sunt scrise in baza b.
Orice numar a € R, se scrie succesiv

4 = ach® + ae_1 b+ ...+ arb+ ag + %Jr % f...= (A.1)
) t %)
- (Z ackbk) be = (Z ackbk> be + ( Z ackbt_k> bet,
k=0 k=0 k=t+1

Notand f = ZZ:O Qb " 51 G = Y i ae_xb'7F relatia (A.1) devine

a=fb+gbh (A.2)

Exemplul A.2.1 Fiet =4,s=2,b=10 si a = 1492.631435.
Atunci a = 1.492631435 10° = 1.4926 10° + 0.31435 1071

Consideram multimea
Virp={reR:z=sfb}U{0}
unde:

e f este un numar avand t cifre dupa punctul zecimal i cu partea intreaga
formata dintr-o singura cifra nenula. f = fo.f-1...f4, fo # 0. f se
numeste mantisa si in acelasi timp vom spune ca f este o forma normalizata.

e ¢ este un numar intreg de cel mult r cifre.
e s corespunde semnului, s = 1 sau s = —1.

Astfel reprezentarea unui numar real a in virgula mobila este caracterizata de
tripletul (s, e, f). Reprezentarea lui 0 = 0b~7 este (+1, —q,0).
Cel mai mic si cel mai mare numar pozitiv ale multimii V;, s, sunt
m = 1.0 b77 &i respectiv M = by.by ... by bY.
——

¢ cifre
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Astfel V; ., este o submultime de numere rationale a multimii

[~ M, —m] U {0} U [m, M].

Reprezentarea unui numar real a € R* in virgula mobila se obtine aproximand
a printr-un element al multimii V; ;.

Pornind de la reprezentarea (A.2) pentru |a| = f oo+ g b, cu f forma
normalizata si e avand cel mult r cifre, exista mai multe procedee de construire
a unei aproximatii a lui a prin elementele multimii V; .

1. Aproximarea prin trunchiere: z = f b¢.

Y lpe—t
daca g < 5b

2. Aproximarea prin rotunjire: r = ]i
P P ) { f+bet daca g > %be_t

Aproximatia lui a in V;,; va fi fi{a) = sgn(a)z.

A.3 Aritmetica numerelor reale reprezentate in
virgula mobila

Definim operatiile aritmetice in V, 4 :
Adunarea / Scaderea. Pentru a aduna/scadea numerele fl(ay), fl(az) se efectueaza
urmatoarele operatii:

1. Se aduc numerele fl(a;) si fl(az) la exponentul cel mai mare, pastran-du-se
numarul de zecimale (t) ale mantiselor;

2. Se aduna/scad mantisele;

3. Se renormeaza rezultatul: daca mantisa este diferita de 0 atunci se modifica
exponentul astfel incat mantisa sa fie o forma, normalizata; daca mantisa
este 0, atunci exponentului i se atribuie valoarea —q.

Rezultatul astfel obtinut il notam fi(a;) & fl(as).

Exemplul A.3.1 Fiet =4, r =2, b= 10 s a; = 99.01325, ay = 0.98724. Sa
se calculeze fl(ar) & fi(as).

Atunci fl(a;) = 9.9013 10', fi(ag) = 9.8724 107! i

9.9013 10 + 0.0987 10" = 10.0000 10* — 1.0000 - 10* = fi(a;) @ fl(ay).
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Observatie A.3.1 In general adunarea nu este asociativa, dupa cum rezulta din
exemplul (t=4, r=2, b=10).

Exemplul A.3.2 Fie a; = 0.0123, as = 5678, a3 = —5678.
Tinand seama de egalitatile:

fl(a;) = 1.2300 1072, fi(as) = 5.6780 10°, fi(a3) = —5.6780 10°
obtinem

(Ai(ay) @ fl(az)) @ fl(as) = (0.0000 10° + 5.6780 10%) @ fl(as) =

= 5.6780 10% — 5.6780 10> = 0.0000 10°> — 0.0000 10~%°

si
fl(a;) @ (fi(az) @ fl(as)) = fi(a;) @ (5.6780 10° — 5.6780 10°) =

= 1.2300 1072 + 0.0000 107 = 1.2300 10~2 + 0.0000 10~2 = 1.2300 102.

Inmultirea/impdartirea. Produsul /catul dintre fl(a;), fl(as) se obtine efectuand
operatiile:

1. Se inmultesc/impart mantisele si se aduna/scad exponentii;
2. Se renormeaza rezultatul in sensul precizat la adunare/scadere.

Rezultatul se noteaza cu fl(a;) ® fl(az).

Exemplul A.3.3 Fiet =4, s=1r, b=10si a; = 40.1345, ay = 0.06346. Sa
se calculeze fi(ay) ® fi(as).

Atunci fl(a;) = 4.0134 10" si fi(ay) = 6.3460 102, Rezulta:

4.0134 10" - 6.3460 102 = 25.4690364 10~! — 2.5469 10° = fi(a;) ® fi(ay).

Observatie A.3.2 In general, inmulfirea nu este asociativa.
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A.4 Protocolul IEEE 754

Protocolul IEEE (Institute for Electrical and Electronics Engineers) 754 fix-
eaza detaliile de implementare a reprezentarii numerelor reale in virgula mobila.

Baza de numerotatie este b = 2.

Fie x = s f 2° € V,, o reprezentarea in virgula mobila a unui numar a. In
memoria calculatorului se va retine tripletul (o, €, ¢) unde:

e o corespunde semnului:

0 pentru numere pozitive
1 pentru numere negative

e ¢ corespunde mantisei f. Cifra unitatilor fiind diferita de 0 este neaparat
1. Aceasta cifra nu este inregistrata. Daca f = fo.f_1... f_y, atunci ¢ este
sirul de cifre binare ¢ = (f_1,..., f_4).

e Presupunem ca € € {€min; -, Cmax}s Cmin, €max € Z, cu cel mult r cifre
binare. La exponentul e se aduna o constanta E astfel incat pentru orice e €
{€min, - - - » €max}, € € Z, suma e+ F sa fie un numar natural avand cel mult
r cifre binare. In felul acesta semnul exponentului nu mai trebuie precizat
explicit. € este sirul cifrelor binare ale sumei e + FE, € = (€,_1,...,€1,€p).

Protocolul IEEE 754 permite si reprezentarea unor numere pentru care in
relatia (A.2) corespunzatoare, are loc inegalitatea e <.epiy. In acest caz € = 0 iar
f este o forma nenormalizata, f = 0.f_; ... f_;,. Cel mai mic numar reprezentabil
va fi 27F~t ciruia ii corespunde ¢ = (0,0,...,0,1).

N—————
¢ elemente
Ultima cifra a mantisei ¢ se obtine prin rotunjire.
Numarului 0 1i corespund € =0 si ¢ = 0.

Daca e = (1,1,...,1,1) si ¢ = 0 atunci reprezentarea corespunde pentru soo.
—_——
r elemente
Daca e = (1,1,...,1,1) si ¢ # 0 atunci semnificatia reprezentarii este NaN
—_——
r elemente

(Not a Number).

Parametri utilizati pentru reprezentarea in simpla si dubla precizie.

1Prin 0 s-a notat sirul cu toate elementele egale cu 0.
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Reprezentarea pe
4 octeti (simpld precizie) | 8 octeti (dubld precizie)
et “126 21022
. 127 1023
E 127 1023
T 8 11
t 23 52

Exemplu. Fie a = 0.1. Reprezentarea in baza 2 a lui a este

a = 0.000(1100), = 1.(1001), 2~*.

1. Reprezentarea in simpla precizie. e 4+ F = 123 = 11110115. Se obtine

reprezentarea
3 2 1
10987654 | 32109876 | 54321098 | 76543210
o€ [0)

| 00111101 [ 11001100 | 11001100 | 11001101 |
Octetii reprezentarii contin valorile: 61,204,204,205.

2. Reprezentarea in dubla precizie. e + F = 1019 = 11111110115. Se obtine

reprezentarea
6 5 4
32109876 | 54321098 | 76543210 | 89765432
o€ [0)
| 00111111 [ 10111001 | 10011001 | 10011001 |
3 2 1
10987654 | 32109876 | 54321098 | 76543210

| 10011001 | 10011001 | 10011001 | 10011010 |
Octetii reprezentarii contin valorile: 63,185,153,153,153,153,153,154.

Mediul de programare Java utilizeaza standardul IEEE 754 pentru reprezentarea
numerelor reale — tipurile predefinite float, double — in virgula mobila.

A.5 Controlul erorii

Exemplificam aparitia si controlul erorii de metoda in problema calculului
numéarului /e astfel incat eroarea absoluts sa fie cel mult € = 1073,
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Din egalitatea

T 5(32 " 60~m A :En—i—l
f=1l+—+—+...+—+ —— 0<f<1
Celtgtatetut oo )

pentru x = % obtinem
[
11 1 1 1 1 ez 1
=1l4+—---+=-=4+...+ = = : :
Vel gt m ot Ty e
Potrivit relatiei de mai sus, aproximatia lui /e va fi
" 1 1 . 1 1 P 1 1
T = — -t ==+ .+ ==
12 20 22 n! 27
9
termenul (;Tél), . # exprima eroarea metodei de caleul. Pentru a putea efectua

calculele trebuie sa determinam parametrul n, pe care il alegem drept cel mai
mic numar natural pentru care

N[

e 1 -
. e.
(m+1)! 2ntl —

Deoarece 0 € (0,1), avem e < e2 < e < 3siin consecintd inegalititile:

[SIES

e 1 - 3
(n+ 1) 2ntl = 2ntl. (n 4+ 1)!
au loc pentru n > 4. Pentru n =4 gasim

1+1 1+1 1+1 1+1 1 1265
2 20 22 31 23 4lw24 768
In general, suntem interesati in scrierea rezultatului sub forma de fractie zec-

imala. In cazul nostru rezultatul % apare ca o fractie periodica mixta, dar din

considerente practice rezultatul se va rotunji la un numar de zecimale. In felul
acesta apare inca o eroare de trunchiere.

<1073

Fie numerele pozitive 1, e9 astfel incat 1 + €5 = . Vom impune conditia ca
eroarea metodei sa fie mai mica decat €, iar rotunjirea se va face la un numar de
zecimale astfel Incat eroarea de trunchiere sa fie mai mica decat e,.

Reamintim regulile de rotunjire ale unui numar
o0
a=a, 10"+ ap - 107"+ ... => a, - 107"
k=0

scris 1n baza 10 la m cifre:
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e daca prima cifra omisa este mai mica decat 5, atunci ultima cifra pastrata
se lasa nemodificata;

e daca prima cifra omisa este mai mare decat 5, atunci ultima cifra pastrata
se mareste cu o unitate;

e daca prima cifra omisa este 5 gi daca dupa 5 urmeaza cifre diferite de
0, atunci ultima cifra pastrata se mareste cu o unitate, iar daca dupa 5
urmeaza numai zerouri, atunci ultima cifra pastrata se mareste sau nu cu
o unitate dupa cum este para sau impara.

Eroarea absoluta care se face in urma rotunjirii la m cifre este

|Az| < = - 10"

DN | —

Reluam problema initiala, luand 1 = g5 = % -1073. Inegalitatea

3

o
- @ ~Z.103
it )~ 2

are loc pentru orice n > 5. Pentru n = 5 obtinem

1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1
T = =, — —_ . — —_— — —_ . — — . —,
12 20 22 31 23 41 24 51 25

Determinam numarul cifrelor la care efectuam rotunjirea drept cel mai mic
numar natural m pentru care

1 1
Ayl=lz—y| <= 1077 < - 107°
Ayl =z -yl < 3 5
Rezulta m = 4 si In consecinta y = 1.6487.

O conexiune intre o aproximatie x a unui numar, rotunjirea lui x la m zecimale
si aproximatiile prin lipsa si adaus ale numarului este data de

Daca x este o aproximatie a numarului subunitar a astfel incat |Azx| < % :
107, atunci rotungirea lui x la m zecimale coincide sau cu aproximarea prin

lipsa, sau cu aproximarea prin adaus a lut a la m zecimale.

T v v o 0o a_p . . . . v . .
Intr-adevar, dacd a = » ,,~ | 75, atunci aproximarea prin lipsa si prin adaus

a lui a la m zecimale sunt:
— m a_p . . . 1
Om = Zk:l 1ok 3l respectiv 7,,, = o, Tom -
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Fie y rotunjirea lui x la m zecimale. Din inegalitatea |Ay| = |y —z| < % -107™
deducem |a —y| < |a —z|+ |z —y| < 107™.
Rezulta inegalitatile

om— 107" <a—-100"<y<a+100"<7,+100" =0, +2-107™.
Multiplicand cu 10™, gasim
10" -0, —1 <10 -y < 10™ - 7y, + 2.
Deoarece 10™ - 7,,, 10™ -y € N, urmeaza ca
10 -y =10" - g,,

sau
10"y =10" -0, + 1,

adicay = o, sauy =0, + 107" = 7,,.

Probleme si teme de seminar

P A.1 Sa se elaboreze un program Java care sa se verifice reprezentarea nu-
merelor reale in virgula mobila.

import java.io.x;
public class Reprez{
public static void main(String args[]){
byte b[]=new byte[10];
int x;
try{
ByteArrayOutputStream bos=new ByteArrayOutputStream();
DataOutputStream dos=new DatalutputStream(bos);
double a=0.1;
System.out.println("a="+a);
dos.writeDouble(a);
b=bos.toByteArray() ;
dos.close();
bos.close();
for(int i=0;i<b.length;i++){
if (b[1]1<0)
x=256+b[i];
else
x=b[i];
System.out.println(x);
}
}
catch(I0Exception e){
System.out.println(e.getMessage());
}
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P A.2 Integrala I, = fol %dx satisface relatia de recurenta I,,+51,_1 = %, Iy =
In g. Sa se arate ca utilizand formula de recurenta, intr-un program de calculator

cu I, reprezentat in virgula mobila, se va obtine I,, < 0. Problema apare datorita
erorilor de rotunjire.



Anexa B

Implementarea metodelor
iterative

Metodele numerice iterativerconduc la construirea unui sir de aproximatii
succesive (2%)ren ale unei solutii cautate. Programarea metodei iterative necesita
o regula de opirire.

Este utilizata frecvent urmatoarea regula de oprire:

Daca distanta intre doud aprozimatii succesive ¥ = X si "1 =Y este mai
mica decat un numar pozitiv EPS, sau daca numarul de iteratii executate NI este
egal cu numarul maxim admis de iteratii NMI atuner programul se opreste; iar
in caz contrar se trece la o noua iteratie.

In cazul opririi calculelor, se pozitioneaza un indicator de raspuns IND pe 0,
daca distanta dintre aproximatiile succesive X si'Y este mai mica decat EPS, iar
in caz contrar pe 1.

Regula de oprire are schema logica:

NU spre o

_noua
lteratle

STOP 409
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Schema logica a unui algoritm relativ la o metoda iterativa este:

TAR

regatirea primdi
iteratii = X

NI=0

NT=NTT1

Dalculul iteratief
urmatoare Y

| Pregatirea
teratlel urmatoare
X<Y




Anexa C

Identitati trigonometrice

Au loc identitatile:

1. Y sin(ak (k— DA) = 2% $in (a

s h
Sin 3

in th
fey cos (a+ (k —1)h) = = cos (a
2

1 n o sin(n-‘,—%)a

5T 2 pqcoska = Zeint
n—1 } . . a .

1+237, 7 coska + cosna = cot § sinna.

H na 2
n+237"1(n—k)coska = (sz> :

Sin 3

n—1 . __ sinnt
poo SIN(E+KT) =00 0 <t < 7.

SR A A

sin(n+3)a  sin(n—3)a

: a : a
QSm2 QSm2

a
cot 5 sin na =

si se aplica identitatea de la pct. 3.

5. Consideram descompunerea in factori a polinomului 2" — €™ :
n—1
, 2nt + 2km 2nt + 2km
n __ gi2nt __ _ — 74 S
2" —e H(z cos - isin . ).
k=0
Pentru z := 1 rezulta
n—1
km km km
—2isinnt(cos nt+isinnt) = —2isin (t + —)(cos (t + — ,sin (2 4+ — .
i sin nt(cos nt+isinnt) ,H)( zln(+n)( ( n)—i—@ln(—I—n)))

Din egalitatea modulelor rezulta identitatea ceruta.

411
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Anexa D

Determinarea parametrilor unor
metode numerice

Pentru a putea folosi o metoda numerica, parametrii care intervin trebuie
determinate exact. In acest scopse pot utiliza produse program de calcul simbolic.
Aplicatiile care urmeaza se bazeaza pe Derive.

1. Numerele lui Cotes sunt

(~1)"

nil(n —1i)!

Chi = /an(q—l)...(q—i—l—l)(Q—i—1)...(q—n)dq.

Programarea in Derive este

#1: cotes(n,i):=(-1)"i/(n i!(n-1)!) int(product(if (j#i,q-j,1),
j,0,n),9,0,n)

Tabloul numerelor lui Cotes se obtine prin simplificarea expresiei
#2: vector(vector(cotes(n,i),i,0,n),n,1,4)

Rezulta:

Sl 177l 2 1771 3 3 1177 16 2 16 7
#3: 5.2 556 50555 550 15 55 5 0l
2. Calculul nodurilor si coeficientilor formulei de integrare numerica
de tip Gauss p(z) = 1. Polinoamele ortogonale cu ponderea p(z) = 1, in

413
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intervalul [a, b] sunt polinoamele lui Legendre

n!

#1: p(n,x):=n!/(2n)! dif ((x-a) "n(x-b) "n,x,n)

Pentru formula de integrare numerica Gauss cu n noduri, acestea sunt
radacinile polinomului Legendre P,(x).

#2 #2: nod(n) :=solve([p(n,x)=0],x)
Nodurile formulelor de integrare numerica pentru n € {1,2,3,,4} sunt
#3: vector(nod(n),n,1,4)

Comanda Simplify produce

#: [z =) [z = Bl 4 axb - Sl anh)

o= g0 = A 4 ot g = S — )

o= /L0 3 g — b+ ot g =i ([0 B g p),
v =i =l b e = e [ - o - ]

Coeficientii formulei de integrare numerica Gauss se pot obtine in Derive
folosind formula
(n')4(b o a)2n+1 (n')4(b _ a)2n+1

A e ) r PP @R - ) - w) [T (i = 2)”

#5: C(n,i):=(n!)"4(b-a)~(2n+1)/(((2n)!)"2
(rhs(nod(n)sub i)-a) (b-rhs(nod(n) sub i))
product (
if(j=1i,1, (rhs(nod(n) sub i)-rhs(nod(n) sub j))~2),
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j,1,n))

Formam vectorul coeficientilor

#6: coef(n):=vector(C(n,i),i,1,n)

si simplificam expresia

#7: vector(coef(n),n,1,3)
—a b—al [4(b=a) 5-(b—a) 5-(b—a
#8: Hb_a]?[bT’bTH (9 )’ (18 )’ (18 )H
Pentru n > 4, fixam valorile lui a = —1 si b = 1 &i deoarece calculele se

efectueaza numeric, utilizam programul

#1: a:=-1
#2: b:=1
#3: p(n,x):=n!/(2n)! dif((x-a) n(x-b) n,x,n)
#4: nod(n) :=nsolutions(p(n,x),x)
#5: C(n,i):=(n!)"4(b-a)~(2n+1)/(((2n)!)>2
(nod(n) sub i-a)(b-nod(n) sub i)
product (
if(j=1i,1, (nod(n) sub i-nod(n) sub j)~2),
j,1,n))
#6: coef(n):=vector(C(n,i),i,1,n)

Cu comanda Simplify/Approximate expresiile nod(4) si coef (4) produc
nodurile

[0.8611363115, -0.8611363115, 0.3399810435, -0.3399810435]
si respectiv coeficientii formulei de integrare numerica

[0.3478548451, 0.3437548451, 0.6521451548, 0.6521451548]
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3.

Calculul coeficientilor schemei de calcul Adams sunt

@-z(—l)f‘z(j.)ai PR

=7

unde
g =p+q
a; =+ j’qz(z+1)...(z+z’—1)dz i=1,2,...,7.

1!

Calculul acestor coeficienti se programeaza in Derive prin

#1 a(i,p,q) :=1f(i=0,p+q,1/i!int (product(z+j,j,0,i-1),z,-q,p))
#2 B(r,j,p,q :=(-1)"j sum(comb(k,j)a(k,p,q) ,k,j,r)

Coeficientii schemei de calcul Adams - Bashforth (p = 1,q = 0) se obtin
din

#3 vector(vector(f (r,j,1,0),j,0,r),r,1,5)

g4 [[3,—1] (2, 4 5) (3 50 87 3710l 1387 109 _ 637 51y
20 a2l 119y T3y 12l 194y T o40 240 T8 17200 T 360 0 30 0 T 3607 72000

4277 2641 4991 3649 959 _ 95

[_________

14407 480 7 720 720 7 4807 288

Coeficientii schemei de calcul Adams - Moulton (p = 0,¢ = 1) se obtin din

#5 vector(vector(f (r,j,0,1),j,0,r),r,1,5)
#6 Hl l] [i 2 _L] [i 19 35 L] [@ 323 11 53 _ﬁ]

2> 200 112> 3> ~ 121 245 245 724> 2415 17207 360 ~ 307 360 7200
[T R i 1S ES b A W)

2887 14407 ~ 240’ 7207 1440’ 160



Anexa E

Imbunatatirea convergentei

E.1 Ordinul de convergenta al unui sir
Definitie E.1.1 Fie (z,)nen un sir convergent intr-un spativ normat, lim, . x, =
Z. Daca exista un numar r > 0 astfel incat

| Zn41— 2| _

lim =c, 0<e< oo,

nooo [z, — 2.

atunci girul (x,)nen are ordinul de convergenta r.

In functie de r se utilizeaza terminologia:

convergenta liniara r=1
convergenta superliniara 1 <r <2
convergenta patratica r=2

Observatie E.1.1 Daca exista M > 0 astfel incat
[ @041 = 2 < M[zn — 2.]°, V= ng
atunci ordinul de convergenta este cel putin s.
Fie r ordinul de convergenta al girului (x,),en. Daca r < s atunci

lnis —wll _ lows — 21
ln— 2l Nww =2l Taw— 2.

— 00, N — 00,

ceea ce contrazice conditia din observatie.

Yn —Tx

Tn—Tx

Definitie E.1.2 Daca lim,, o x, = 2, i lim,
converge mai rapid decat sirul ().

= 0 atunci girul (y,)n

417
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E.2 Imbunatatirea convergentei unui sir
Teorema E.2.1 Daca
e lim, ., a,=a

o lim, ,, ™=k k#1

an—a

(ant1—an)*

— e ran converge mai repede catre a decat girul (ay)y.

atunci sirul x, = a,

Demonstatie. Notam e, = a,, — a. Ipotezele teoremei se scriu lim,,_,o, 7, = 0 si

limy,_,o < = k. Au loc egalitatile

2

Gii— (en+1_en) 2
Tp — A 0 e o—2epiiten €nt+26n — €11
ap — a €n en(en+2 - 26n+1 + en)
€nt+2 _€en L
€n+1 En+t1

€n (eTH'Q _ €n )
€n+4+1 \Een+t1 €n+1
In consecinta
1
Tn —Q kE —1

= = 0. [
an—a +(k—2+73)

E.3 Transformarea lui Euler
Fie seria alternanta S(z) = Y ;- (—1)*a,z* cdruia 1i asociem seria

~ 1
S(x):a:—{—l

(ap + Z(—l)kﬁak_lxk),
k=1

unde Aay_1 = ap — aj_1.
Introducem sumele partiale

Sp(z) = (—1DFapa®

Sp(z) = - (ao+ Y _(—1)*Aaj_1z")
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Au loc egalitatile

S, () agp + Z(— ay — ap_1)x") =
k=1
1 n n
= O (=DFaga® = (—1)*ar_s2*)
z+1 =0 k=1
n n—1
1 k+1 k+1 (_l)nanxn
— =5,_ -
oy 1(% Fapa®) Z apx™™) 1(z) + 1

Daca seria S(x) este convergenta atunci din egalitatea de mai sus rezulta ca si
seria S(z) este convergenta, avand aceasi suma

S(z) = S(z) = +1 ao—l—z VD ag_12"). (E.1)
Aplicand repetat egalitatea (E.1) se obtin succesiv egalitatile

ao—i-z V¥ Aap_12") = % _ % Z(—l)kAakxk =

r+1 :c—i—lkzo

S(x) =

ap €T k
= (Aag + VN2 ay
t+1  (z+1)? 0 ; e127) =
aop rDay 200 i A2
= A
z+1 (z+ 12 x+1 1; axrt
aop xAag x? 9 s kA3 k
= — A —1)FA =
PR R PR E <x+1>3( “°+,gf( Fe)
@ .
x+1

k

Definitie E.3.1 Transformata Euler a seriei S(z) =Y 1 (1) a,a* este seria

S(z) = x41—1 (—1)* Ak ag

k=0

T
z+1

).

In particular, pentru z = 1 se obtine
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Probleme si teme de seminar

P E.1 Utilizand transformata Euler sa se arate egalitatile

m2=3" 0 = X i
—~ k+1 £~ (k +1)2k+

L N G § L BN 5

Z‘Z%H B iz(zkﬂ)u

i}
o

k=0



Anexa F

Determinarea ordinelor de
convergenta ale metodelor de
rezolvare paralela a ecuatiilor
polinomiale utilizand instrumente
de calcul simbolic

Este suficient sa sa consideram polinomul P(z) = (2 —a)(z—b)(z—c) si prima
componenta 77(z) a unei metode de calcul paralel a radacinilor unui polinom
2D = (2 (R),

Pentru a verifica conditiile Teoremei 18.6.1, datorita proprietatilor de simetrie
este suficient sa calculam

0T1(z) 0T1(z)
0z1 Ozo
9%Ty(z) O%Ti(z) O%Ti(z) O%Ti(z)
8212 021022 8z§ 020023
83T1 (Z) 83T1 (Z) 83T1 (Z) 83T1 (Z) 83T1 (Z)
(9/:':1)’ 82%82’2 0z1 82% Ozg’ 82% Oz3
0Ty (z) O0*Ti(z) O0*Ti(z) 0*Ti(z) 0*Ti(z) 0*Ti(z) O*Ti(=2)
8z‘11 (‘3,2‘1s 0zo 8z%02§ 021 ng’ 823 Bzg Oz3 Bzg ('9z§

Se vor calcula succesiv elementele liniilor de mai sus pana la aparitia primului

element nenul.

Programul de calcul simbolic utilizat este Mathematica.
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e Metoda Durand-Kerner

P(21)

(21 — 29)(21 — 23)

Ti(z1, 29, 23) = 21 —

Programul Mathematica este

In[1]:=
T1[z1,z2,23]:=
zl-(z1-a)*(z1l-b)*(z1-c)/((z1-z2) *(z1-23))

In[2]:=
D[T1[z1,z2,23],z1]1/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Out[2]:= O

In[3]:=
D[T1[z1,z2,23],2z2]/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Out[3]:= 0

In[4]:=

Simplify[D[T1[z1,22,23],z1,22]/.{z1->a,2z2->b,z3->c}]

1
Out [4] :=——

Metoda Erlich
P(Zl)
(51— 22 £ 29) = P(a1) (525 + )

Programul Mathematica corespunzator-este

T1(z1, 29, 23) = 21 —

In[1]:=
T1[z1,z2,z3]:=
zl-(z1-a)*(z1-b) *(z1-c)/((z1-z2) *(z1-2z3) -
(z1-a)*(z1-b)*(zl-c)*
(1/(z1-2z2)+1/(z1-23)))

In[2]:=
D[T1[z1,z2,z3],z1]/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Qut[2]:= 0

In[3]:=
D[T1[z1,z2,2z3],2z2]1/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Out[3]:= 0

In[4]:=

Simplify[D[T1([z1,2z2,2z3],{z1,2}]/.{z1->a,2z2->b,z3->c}]
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Out[4]:=%%§%%§%§

Metoda Nourein

P(z
T1(21, 22, 23) = 21— PEZ:)) ) =
(21 = 22)(21 = 25) {1 MiCE e carn i (zrn)(a—n)(n—zgﬂ
. P(z)
=2 —
(z1—23)P(22) (z1—22)P(z3)
(Zl - ZQ)(Zl o 23) + (z2—21)(22—23) (z3—21)(23—22)

Programul Mathematica este

In[1]:=
T1[z1,z2,23]:=
z1-(z1-a)*(z1-b)*(z1-c)/ ((z1-z2) *(z1-z3)+
(z2-a)*(z2-b) *(z2-c) *(z1-23) / ((z2-z1) * (z2-23) ) +
(z3-a)*(z3-b) *(z3-c)*(z1-22) / ((z3-z1) *(23-2z2)))

In[2] :=
D[T1[z1,z2,z3],z1]/.{z1->a,z2->b,z3->c}

OQut[2]:= O

In[3]:=
DI[T1[z1,z2,23],2z2]1/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Out[3]:= 0

In[4]:=

Simplify[D[T1([z1,22,23],{z1,2}]/.{z1~>a,2z2->b,z3->c}]
OQut[4]:= 0
In[5] :=
Simplify[D[T1([z1,22,23],2z1,22]/.{z1->a,2z2->b,z3->c}]
Out([5]:= 0
In[6]:=
Simplify[D[T1([z1,22,23],{z2,2}]/.{z1->a,22->b,z3->c}]
OQut[6]:= 0
In[7]:=
Simplify[D[T1[z1,22,23],22,23]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]
OQut[7]:= 0
In(7]:=
Simplify[D[T1[z1,22,23],{z1,2},2z2]/.{z1->a,22->b,z3->c}]

Out [4] . =—ﬁ
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e Metoda Wang-Zheng
Ty (21, 22, 23) = 21—
2P(21)Pl(21)
2P2(z1) = P(2)P"(21) = 2P%(21) (2 v+ )

&rwﬂ2+fm—mﬂm—%) (21—23)?

Programul Mathematica este

In[1]:=
P[x_] :=x"3-(at+b+c) *x*x+ (a*b+b*c+c*a) *x—a*xb*c
D1P[x_] : =3*x*x-2% (a+b+c) *x+axb+b*c+c*a
D2P [x_] :=6*xx=2% (a+b+c)
In[2]:=
T1[z1,z2,2z3]xu=
z1-2*%P[z1]*D1P[z1]/(2%#D1P[z1]1*D1P[z1]-P[z1]*D2P[z1] -

2xP[z1]*P[z1] *
(1/(z1-22)"2+1/((z1-22) *(z1-23) )+1/(z1-23) "2))
In[3]:=
D[T1[z1,z2,z3],z1]/.{z1->a,z2->b,z3->c}
Out[3]:= 0O
In[4]:=
D[T1[z1,z2,23],2z2]/.{z1->a,z2->b,z3->c}
Qut[4]:= 0
In[5]:=
Simplify[D[T1[z1,22,23],{z1,2}/.{z1->a,22->b,z3->c}]
Out[5]:= 0O
In[6]:=
Simplify[D[T1([z1,22,2z3],z1,22]/.{z1->a,2z2->b,z3->c}]
Out[6]:= 0O
In[7]:=
Simplify[D[T1([z1,22,23],{z2,2}]/.{z1->a,2z2->b,z3->c}]
OQut[7]:= 0
In[8]:=
Simplify[D[T1([z1,22,23],22,23]/.{z1->a,2z2->b,z3->c}]
Qut[8]:= 0
In[9]:=
Simplify[D[T1[z1,2z2,23],{z1,3}]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]
OQut[9]:= O

In[10]:
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Simplify[D[T1[z1,22,23],{z1,2},2z2]/.{z1->a,22->b,z3->c}]
Out[10]:= O
In[11]:=
Simplify[D[T1([z1,22,23],2z1,{z2,2}]/.{z1->a,22->b,z3->c}]
Out[11]:= 0
In[12] :=
Simplify[D[T1[z1,2z2,23],{z2,3}]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]
Out[12]:= 0
In[13]:=
Simplify[D[T1[z1,22,23],{z2,2},2z3]/.{z1->a,22->b,z3->c}]
Out[13]:= 0
In[14] :=
Simplify[D[T1[z1,22,23],{z1,3},z2]/.{z1->a,2z2->b,z3->c}]

0ut[14]:=%%§%§é£%?



426 ANEXA F. DETERMINAREA ORDINELOR DE CONVERGENTA




Anexa G

Deducerea schemelor de calcul
de tip Runge — Kutta
cu ajutorul calculului simbolic

Deducerea tabelelor Butcher care definesc schemele de calcul de tip Runge —
Kutta, in cazul ordinelor de consistyenta mai mare decat 2 este foarte laborioasa.

Aceasta problema se poate rezolva eficient utilizand produse informatice de
calcul simbolic (Mathematica sau Maple).

Fie problema Cauchy

w(t) = f(t,z(t) tel0,T]=1 (G.1)
2(0) = a° (G.2)

unde f : [ x R? — R? gi presupunem ca problema (G.1) — (G.2) are o solutie
unica x(t) definita in I.

Fie m,n € N* h = % In I'se considera nodurile' t; = ih,¥i € {0,1,...,n}
gi se noteaza prin u, = {u; 0 < i < n o solutie discreta (adica u; aproximeaza

Schema de calcul de tip Runge — Kutta cu m trepte este

Bt F (bt [) =0, 0<i<n—1
Uy = $0

unde F,(h, t,z; f) = > piki(h), cu
ki(h) = f(t+ah,x+hY bigki(h))  1<i<m.
=1

427
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Parametrii necunoscuti (p;);, (a;):, (bij)i; se determina astfel Incat sa se maxi-
mizeze ordinul de consistenta r: daca z(t) este solutia problemei Cauchy (G.1) —
(G.2) atunci

x(t+h) —x(t)

- — Ep(hot,x(t); f) = O, h),  (t,0) £ 0. (G.4)

Conditia (G.4) se reformuleaza prin: h = 0 este un zero de multiplicitate r + 1
pentru functia g, (h) = x(t + h) — x(t) — hF,,(h,t,z(t); f), sau

¢)(0)=0 o0<i<r (G.5)

Aceste conditii conduc la un sistem algebric de ecuatii neliniare.
Solutia obtinuta se prezinta sub forma tabelei Butcher

aq b171 Ce bl,m

asg b271 Ce bg7m

(7% bm,l <o bm,m
Pir - Pm

Daca a; = 0 si b; ; = 0 pentru j > ¢ atunci schema de calcul de tip Runge —
Kutta este explicita.

In cele ce urmeazi deducem schema de calcul explicita de tip Runge Kutta in
4 trepte cat si pe cea implicita in doua trepte, utilizand Mathematica.

G.1 Schema de calcul explicita de tip Runge —
Kutta in 4 trepte

Se utilizeaza derivarea globala Dt, substitutia /. si substitutia repetata //.
La inceput deducem expresia derivatelor lui z(t)

In[1]:= el:=f[t,x[t]]
In[2]:= e2:=Dtlel,t]/.x’[t]—>f[t,x[t]]
e2
Out[31= f[t,x[t]] SOVt x[t] + Ot x[t]
In[4]:= e3:=Simplify([Dt[e2,t]/. x’ [t]1->f[t,x[t]]

e3
Out[5]= f[t, a[t]*fO2t, x[t] + fFOV[E, alt] fEO[E, 2[t]+

Flt, 2] (FOV 2t + 2f BTt 2 ft]]) + fEOL ]
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In[6]:= e4:=Simplify[Dt[e3,t]/. x’ [t]->f[t,x[t]]
ed
Out[71= f[t, z[t]]P FO[t, x[t]]+

FO, 2O, ] + 300 2l 7OV, )+

Flt, 2] (4f OV ] F O, 2ft)] + 3F 021t 2[t]]) +
FOVL 2] fEOE 2ft])+

Flt, 2] (FOVE 2t + 5OV, 2t f VL 2] +
(SO, ) f 0L 2lt]] + FEVLE 2 ft]) + OO, 2]

In continuare fixdm datele schemei ce calcul explicita de tip Runge — Kutta

In[8]:=

ki[h_]:=f[t,x[t]]

k2[h_] :=f [t+a[2] *h,x [t]+h*b[2, 1] *k1[h]]

k3[h_]:=f [t+a[3]*h,x [t]+h*b[3,1]*k1[h]+h*b[3,2]*k2[h]]

k4[h_]:=f[t+a[4]*h,x[t]l+h*b[4,1]*k1[h]+
h*b[4,2]*k2[h]+h*b[4,3]*k3[h]]

qlh_]:=x[t+h]-x[t]-h*(p[1]*k1 [h]+p[2] *k2[h]+
p[31*k3[h]+p[4]*k4[h])

si calculam expresiile ¢*)(0),s = 1,2, 3, 4.

In[13]:
In[14]:

ex1:=Simplify[Dt [q[h],h]/.Dt[t,h]->0]
ex2:=Simplify[exl//.{h->0, x’[t]->el}]
ex?2

Out [151= —f[t, z[t]|(—1 + p[1]-+ p[2] + p[3] + p[4])

De unde gasim ecuatia

pr+pr+pst+pi=1 (G.6)
In[16]:= qil[h_] :=ex1l
In[17]:= ex3:=Simplify[Dt[ql[h],h]/.Dt[t,h]->0]
In[18] := ex4:=Simplify[ex3//.{h->0,x’ [t]->el,x’’ [t]->e2}]

ex4
Out [201= —f[t, z[t]](—1 + 20[2, 1]p[2] + 2b[3, 1]p[3] + 2b[3, 2]p[3]+

2b[4, 1]p[4] + 2[4, 2]p[4] + 20[4, 3]p[4]) F V[t x[t]]
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(=1 + 2a[2]p[2] + 2a[3]p[3] + 2a[4]p[4]) F O [t, x[¢]]

Ecuatiile gasite sunt

1
bo1p2 + (b3 + b3 2)ps + (bag + bao + bas)ps = B (G.7)
1
aspz + agps + a4ps = 5 (G.8)
In[21] := q2[h_]:=ex3
In[22] := ex5:=Simplify[Dt[q2[h],h]/.Dt[t,h]->0]
In[23] := ex6:=Simplify[ex5//.{h->0,x’ [t]->el,x’’ [t]->e2,

D[x[t],{t,3}]=e3}]
ex6
Out[24]1= —f[t, z[t])?

(—1 4+ 3b[2, 1]*p[2] + 3(b[3, 1] + b[3, 2])*p[3] & 3(b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3])?p[4])
FOPNt, t]] — (=1 + 6a[3]b[4, 3]p[4] + 6a[2] (b[3, 2]p[3] + b[4, 21p[4]))

FODLE, 2] fEOT, [t]] - flt, x[t])

(=14 6(b[3, 1] + b[3, 2])b[4, 3]p[4] + 6b[2, 1](b[3, 2]p[3] +

SOV x[t])? +2(—1 4 3a[2)b[2, 1]p[2] + 3a[3](b[3, 1] +
3a[4](b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3])p[4]) f V[t (]

(=1 + 3a[2]*p[2] + 3a[3]?p[3] + 3a[4]*p[4]) f &0 [t, x[¢)]

Se obtin ecuatiile

b[4, 2]p[4]))
0[3, 2])p[3]+
)

5371]92 + (b31 + b3,2)°ps 4 (bay + bao + bas)’ps = % (G.9)
b3 93 + (a2ba o + asbas)ps = é (G.10)
bo,1b3.2p3 + (ba,1ba2 + (b3 1 + b32)bas)ps = é (G.11)
asbo1p2 + az(bs 1 + bs2)ps + aq(bag + bao + bys)ps = % (G.12)
aspy + asps + aipy = % (G.13)
In[25]:= g3[h_]:=ex5
In[26] := ex7:=Simplify[Dt[q3[h],h]/.Dt[t,h]->0]
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In[27] := ex8:=Simplify[ex3//.{h->0,x’ [t]->el,x’’ [t]->e2,
D[x[t],{t,3}]=e3,D[x[t],{t,4}]=e4}]
ex8
Out[28]= —f[t, z[t]]?

(—1 4 4b[2, 1)*p[2] + 4(b[3, 1] + b[3, 2])p[3] + 4(b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3])p[4])

FOV[E,2[t]) — (1+ 24a[20[3, 2Jb[4, 3]) fOV [, 2 [t])* F OO [t, 28] -
3(—1 + 8a[2]a[3]b[3, 2]p[3] + Ba[4](a[2]b[4, 2] + a[3]b[4, 3])p[4])
FEOL, 2t fEV]E 2ft] + [

(—4(—1+4 3b[2,1]b[3, 2](b[2, 1] + 2(b[3, 1] + b[3,2]))p[3] + 3(b[2, 1]*b[4, 2]+
20[2, 1]b[4, 2] (b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3]) + (b[3,1] + b[3,2])b[4, 3

(b[3, 1] + b[3, 2] + 2(b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3])))p[4]) f *V[t, x[¢]
FOP[t,w[t] = 3(—1 + 4a[2]b[2, 11> + 4a[3](b[3,1] + b[3, 2])*p[3]+
4a[4)(D[4,1] + b[4, 2] + b[4, 3])*p[4]) 12 [t, 2[t]]) -

(=1 + 12a[3]*[4, 3]p[4] + 12a[2]*(b[3, 2p(3] + b[4, 2p[4]))
FODLE, 2t FEOL, 2[t]] + [t 2t (1 — 24b[2, 1]b[3, 210[4, 3]p[4]) f OV [t, x[t]]*~
3(—1 4 8(a[2]b[3, 2](b[3, 1] + b[3, 2])p[3]+
(0[4, 1] + b[4, 2] + b4, 3]) (a[2]b[4, 2] + a[3]b[4, 3])p[4]))

DLt [t F O, 2[t] = (=5 + 24((al2] + a[3])b[2, 1]0[3, 2]p[3]+
(( 2] + al4])b[2, 1]6[4, 2] + (a[3] + a[4])(b[3, 1] + b[3, 2])b[4, 3])p[4]))
FODLE )V alt] = 3(=1 + 4al2]b[2, 1]p[2] +4a[ J*(0[3,1] + b[3, 2])

}
p[3] + 4ald] (b4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3)p[4]f @V [t, «[t]])
(=1 +4a[2°p[2] + 4a[3]p[3] + 4al4]’p[4]) fOO[t, «[t]]

Ultimele ecuatii sunt

1
b3 102 + (31 + b32)°ps + (bay 4 bao + bas)’pa = 1 (G.14)
1
1
b3 2b4 3ps = Y (G.15)
1
asa3bs ops + as(agby o + asbyz)ps = 3 (G.16)

b21b32(bo1 + 2(b3 1 + 03,2))ps + (b§,1b4,2 + 2b5,1b42(bs1 + b + ba3) +
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1
(b31 4 b32)bas(bsy + b3+ 2(bsg +bao+bag)))ps = 3 (G.17)
a2bg,1p2 + a3(b3,1 + b3,2)p3 + (Z4(b4’1 + b4’2 + b4,3)2p4 = Z_l (Glg)
2 2 2 1
asbs ops + (a3bao + azbys)ps = 1 (G.19)
1
52 153 2by 3P4 = 24 (G~20)
1
asbz (b3 1 + b3 2)ps + (bag + bao + bas)(azbss + asbys)ps = 3 (G.21)
5
(a2 4 a3)ba1b32ps + ((ag + as)bobao + (as + as)(bs1 + b3 2)bas)ps = B
(G.22)
1
agbz,lm + a§(63,1 + b3 2)ps + ai(b4,1 + by + bas)ps = 1 (G.23)
1
a5p> + a3ps + aips = (G.24)

Din (G.15) si (G.20) rezulta ca ay = boy; din (G.10) si (G.11) rezulta ca
asz = bg 1+ bg 9; din (G ) i ( ) rezulta ca ay = b4,1 + b4,2 + b473.

Se observa ca intre ecuatiile (G.6)-(G.24) au loc echivalentele (G.7) = (G.8);
(G.13) = (G.12) = (G.9); (G.24) = (G.23) = (G.18) = (G.14); (G.16) = (G.21);
(G.15) = (G.22); (G.22) = (G.16) + (G.19); (C.17) = 2 (G.16) + (G.19).

Sistemul redus devine

In[29]:= eql:=p[1]+p[2]+p[3]+p[4]==
eq2:=b[2,1]*p[2]+(b[3,1]+b[3,2])*p[3]+
(b[4,1]1+b[4,2]1+b[4,3])*p[4]1==1/3
eq3:=b[2,1] " 2xp[2]+(b[3,1]1+b[3,2]) ~2*p[3]+
(b[4,1]1+b[4,2]+b[4,3]) " 2xp[4]==1/3
eq4:=b[2,1]"3*p[2]+(b[3,1]1+b[3,2]) "3*p[3]+
(b[4,1]1+b[4,2]+b[4,3]) "3*p[4]==1/4
eq5:=b[2,1]1*b[3,2]*p[3]+
(b[2,1]1*b[4,2]1+(b[3,11+b[3,2]1)*b[4,3])*p[4]1==1/6
eq6:=b[2,11*(b[3,1]1+b[3,2]1)b[3,21*p[3]1+(b[4,1]1+b[4,2]+b[4,3])
(b[2,1]1%b[4,2]+(b[3,1]1+b[3,2])*b[4,3])*p[4]==1/8
eq7:=b[2,1]"2xb[3,2]*p[3]+
(b[2,1]72%b[4,2]+(b[3,1]1+b[3,2]) "2%b[4,3]) *p[4]==1/12
eq8:=b[2,1]1*b[3,2]*b[4,3]*p[4]==1/24

Daca
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In[30]:= b[2,1]:=1/2
b[3,2]:=1/2
atunci
In[31]:= Solvel[{eql,eq2,eq3,eq4,eq5,eq6,eq7,eq8%},

{p[1],p[2],p[3],p[4],b[3,1],b[4,1],b[4,2],b[4,3]}]
Out [311= {{p[1] — 0,p[2] — 3,p[3] = §,0[3,1] = —5,b[4,1] = —3,

b[4,2] — ;,b[4,3} 1, pd] — é}, (1] = =, pl2] — ;
bB,H%(LbM,H»(LbM,ﬂ%(LbM,ﬂ»]ﬂpM]>é}}

Ultima solutie corespunde schemei de calcul clasice de tip Runge — Kutta in 4
trepte.

G.2 Schema de calcul implicita de tip Runge —
Kutta in 2 trepte
Intr-o foaie nous de calcul calculdm din nou derivatele pentru i(t) = f(t, z(t)).
Datele schemei de calcul implicita de tip Runge — Kutta in 2 trepte sunt

In[6]:=
ri[h_]:=f[t+a[1]*h,x[t]+h*b[1,1]*kl[h]+h*b[1,2]*k2[h]]
r2[h_] :=f [t+a[2]*h,x[t]+h*b[2,1]*k1 [h]+h*b[2,2] *k2[h]]
qlh_]:=x[t+h]-x[t]-h*(p[1]*r1[h]+p[2]*r2[h]

si calculam expresiile ¢*(0),s =1,2, 3.

In[7]:= ex1:=Simplify[Dt[q[h],h]/.Dt[t,h]->0]
In[8] := ex2:=Simplify[ex1//.{h->0, x’[t]->el}]
ex2

Out[9]= —f[t, z[t]](—1 + p[1] + p[2])

In[10]:= r11:=Simplify[Dt[r1[h],h]//.{Dt[t,h]->0,h->0,
k1[0]->r1[0],k2[0]->r2[0]}]

In[11]:= r21:=Simplify[Dt[r2[h],h]//.{Dt[t,h]->0,h->0,
k1[0]->r1[0],k2[0]->r2[0]}]

In[12]:= q1[h_]:=exl

In[13]:= ex3:=Simplify[Dt[ql[h],h]/.Dt[t,h]->0]

In[14] := ex4:=Simplify[ex3//.{h->0,x’ [t]->el,x’’ [t]->e2,
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k1[0]->r1[0],k2[0]1->r2[0]}]
ex4d

Out [161= — f[t, x[t])(~1 + 20[1, 1]p[1] + 2b[1, 2]p[1] + 2b[2, 1]p[2] + 26[2, 2Jp[2))
FODE 2] + (1 = 2a[1]p[1] — 2a[2]p[2]) fEO1t, 2[t]]

In[16]:= gq2[h_]:=ex3
In[17] := ex5:=Simplify[Dt[q2[h],h]/.Dt[t,h]->0]
In[18] := ex6:=Simplify[ex5//.{h->0,x’ [t]->el,x’’ [t]->e2,

D[x[t],{t,3}]->e3,k1[0]->r1[0],k2[0]->r2[0],k1’ [0]->r11,k2’ [0]->r21}]
ex6
Out [19]= —f[t, z[t]]

(=1 +3(b[1, 1] + b[1, 2])*p[1] + 3(b[2, 1] + b[2, 2))°p[2]) FO2[t, x[t]) -
(=1 + 6a[1](b[1, 1]p[1] + b[2, 1]p[2]) + 6a[2](b[L, 2]p[1] + b[2, 2]p(2]))
FOVL 2] f OO ] - flt, <[]

1

((=1+6(b[1, 1 + b[1, 1]6[1, 2] + b[1, 2](b[2, 1] + b[2, 2]))p[1]+
6((b[1, 1] + b[1,2)b[2, 1] + b[2, 1]b[2, 2] + b[2, 2]*)p[2]) f OV [t 96[75]]
2(—1+ 3a[1)(b[1, 1) + b[1, 2))p[1] + 3a[2)(b[2, 1] + b[2, 2))p[2)) FOV[t, «[t]])+
(1= 3a[1]%p[1] — 3a[2)p[2]) f >V [t, 2[t]
Rezulta sistemul algebric neliniar
aip1 + agpr = % (G.26)
(01,1 + b12)p1 + (ba1t ba2)p2 = % (G.27)
aipy + ajps = % (G.28)
ai(big + bi2)p1 + ag(bay + boo)pe = % (G.29)
(bry + b12)’pr + (boy + ba2)’pa = % (G.30)
(a1b11 + asby 2)p1 + (arbeg + azba2)pr = é (G.31)

(b11(b11 + b12) + b12(bog + ba2))p1 + (b2,1(b1,1 + b12) + baa(boy + ba2))pe =
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Daca a1 = b1 1 + big,a2 = ba1 + bao,p1 = p2 = % atunci se deduce solutia
uzuala

In[20]:= eql:=b[1,1]+b[1,2]+b[2,1]+b[2,2]==

eq2:=(b[1,1]+b[1,2])"2+(b[2,1]1+b[2,2])"2==2/3

eq3:=(b[1,11+b[2,1]1) (b[1,1]1+b[1,2])+
(b[1,2]1+b[2,2])*(b[2,1]1+b[2,2])==1/3

b[1,1]:=p3

In[24]:= Solve[{eql,eq2,eq3},{b[1,2],b[2,1],b[2,2]}]

Out [24]=

({b[1,2] é(g V3 68),b[2,1] 2(3 VB —68).b[2,2] - A1,

([1,2] — é(3 V3 - 68).b2,1] & é(3 V3 68),5[2,2] = )}
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Anexa H

Reprezentarea multimii de
A-stabilitate

Cazul schemei de calcul de tip Runge — Kutta

Multimii de A-stabilitate a unei scheme de calcul de tip Runge-Kutta explicita
este data de solutia inecuatie |R(z)| < 1, unde R(z) este functia de stabilitate.

Pentru a obtine frontiera ei se rezolva ecuatia R(z) = €', in necunoscuta z,
pentru o multime discreta de valori ¢ € [0, 2k7|, k € N.

Programul MathCAD (in cazul schemei de calcul Euler imbunatatita) este

2

R(z) == 142+ %
p(u,v,t) = Re(R(u+i-v))— cos(t)
q(u,v,t) = Im(R(u+1i-v))—sin(t)
n = 30 h = 2T7T k=2

1:=0.k-n—1 s;:=1-h

r(u,v,t,1) := (t — s;)*

Given
plu,v,t) = 0
q(u,v,t) = 0

r(u,v,t,i) = 0
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T
y; | = Find(u,v,1t)

T;

Sirul (x;,y;); reprezinta coordonatele unor puncte de pe frontiera domeniului de
A-stabilitate. Utilizarea acestui program in cazul altor scheme de calcul de tip
Runge — Kutta presupune modificarea expresia functiei de stabilitate R(z) si
eventual a parametrilor n, k.

Cazul schemei de calcul de tip Adams
Pentru o schema decalcul de tip Adams scrisa sub forma

ApUrp + Ap Uk p-1 +- .- + GoUEL—

_h[bpf(tk-‘rpa uk—i—p) + bp—lf(tk-i-p—b uk-&-p—l) +...+ bUf(tka uk)] =0.

ecuatia caracteristica corespunzatoare problemei de test este
p(x) = zo(x) =0
unde

p(x) = aya +a, 127+ 4+ aw +ag
o(z)= byr? +b, 127+ .+ byx + by
Frontiera multimii de A-stabilitate este data de

_ ple)
O—(eit)

t €0, 27]

Programul MathCAD (in cazul schemei de calcul Adams-Bashforth, r=2) este

1
p(z) i=2° —2* a(z):zﬁ-(23~22—16-z+5)
2
n := 50 h::—w 1:=0.2%xn—1 si:=1-h
n

womre () e

Sirul (x;,y;); reprezinta coordonatele unor puncte de pe frontiera domeniului de
A-stabilitate. Utilizarea acestui program in cazul altor scheme de calcul de tip
Adams presupune modificarea polinoamelor p, o si eventual a parametrului n.
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