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7.3 Aproximare ı̂n spaţii prehilbertiene . . . . . . . . . . . . . . . . . 185



CUPRINS 5

8 Transformarea Fourier discretă 189
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8.3.2 Calculul coeficienţilor Laurent . . . . . . . . . . . . . . . . 195
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12 Elemente de analiză matriceală 253
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17.3.1 Varianta Ritz-Galerkin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344
17.3.2 Varianta reziduului minimal . . . . . . . . . . . . . . . . . 344

17.4 Calculul valorilor şi vectorilor propri . . . . . . . . . . . . . . . . 345
17.5 Calculul elementului de cea mai bună aproximaţie . . . . . . . . . 345
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19.1 Funcţionale diferenţiabile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381
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Partea I

INTERPOLARE ŞI APLICAŢII

9





Capitolul 1

Diferenţe finite

1.1 Diferenţe finite

Diferenţele finite stau la baza multor metode de calcul numeric privind in-
tegrarea şi derivarea numerică, integrarea ecuaţiilor diferenţiale ordinare şi cu
derivate parţiale. Funcţiile care intervin ı̂n acest capitol sunt funcţii reale de o
variabilă reală. Printr-o diferenţă finită de ı̂nţelege un operator de forma

Γhf(x) = Af(x+ ah)−Bf(x+ bh) (1.1)

unde A,B, a, b sunt constante reale. Se observă caracterul liniar al operatorului

Γh(λf + µg) = λΓhf + µΓhg.

Diferenţele finite de ordin superior se introduc recursiv

Γ0
hf = f

Γnhf = Γh(Γ
n−1
h f), n > 1.

Diferenţele finite uzuale sunt:

• diferenţa finită progresivă

4hf(x) = f(x+ h)− f(x);

• diferenţa finită regresivă

∇hf(x) = f(x)− f(x− h);

11



12 CAPITOLUL 1. DIFERENŢE FINITE

• diferenţa finită centrată

δhf(x) = f(x+
h

2
)− f(x− h

2
).

În cele ce urmează vom studia doar diferenţele finite uzuale.
Formulele explicite de calcul ale unei diferenţe finite de ordin superior sunt

Teorema 1.1.1 Au loc egalităţile:

(i) 4n
hf(x) =

∑n
k=0

(
n
k

)
(−1)n−kf(x+ kh);

(ii) ∇n
hf(x) =

∑n
k=0

(
n
k

)
(−1)kf(x− kh);

(iii) f(x+ nh) =
∑n

k=0

(
n
k

)
4k
hf(x);

(iv) f(x− nh) =
∑n

k=0

(
n
k

)
(−1)k∇k

hf(x).

(1.2)

Demonstraţie. 4n
hf(x) se exprimă ca o combinaţie liniară a valorilor lui f ı̂n

x, x+ h, . . . , x+ nh, adică are loc o formulă de forma

4n
hf(x) =

n∑
k=0

Akf(x+ kh).

Pentru determinarea coeficienţilor (Ak)0≤k≤n, alegem f(x) = ex şi atunci

ex(eh − 1)n =
n∑
k=0

Ake
x+kh.

Dezvoltând binomul din membrul stâng găsim

n∑
k=0

(
n
k

)
(−1)n−kex+kh =

n∑
k=0

Ake
x+kh.

Identificând coeficienţii lui ex+kh găsim Ak =

(
n
k

)
(−1)n−k, adică relaţia (i).

În mod asemănător se pot justifica şi celelelte relaţii.
Stabilim o serie de proprietăţi ale diferenţei finită progresivă. Rezultate ase-

mănătoare se pot deduce şi pentru celelalte diferenţe finite.
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Teorema 1.1.2 (Teorema de medie) Dacă funcţia f este derivabilă de ordin
n atunci există c ∈ (x, x+ nh) astfel ı̂ncât

4n
hf(x) = hnf (n)(c). (1.3)

Demonstraţie. Prin induţie matematică după n, pentru n = 1, utilizând teo-
rema de medie a lui Lagrange avem succesiv

4hf(x) = f(x+ h)− f(x) = hf ′(c) x < c < x+ h.

Presupunem relaţia (1.3) adevărată pentru diferenţele de ordin n−1. Dacă g(x) =
4n−1
n f(x)
hn−1 atunci

4n
hf(x)

hn
=
4h(4n−1

h f(x))

hn
=

4n−1
h f(x+h)

hn−1 − 4
n−1
h f(x)

hn−1

h
=

=
g(x+ h)− g(x)

h
= g′(c̃) =

d

dx
[
4n−1
h f(x)

hn−1
]|x=c̃

unde x < c̃ < x + h. Deoarece operatorul de derivare comută cu operatorul de
diferenţă finită, rezultă că

4n
hf(x)

hn
=

d

dx
[
4n−1
h f(x)

hn−1
]|x=c̃ =

4n−1
h f ′(x)

hn−1
|x=c̃.

Utilizând ipoteza inducţiei,

4n
hf(x)

hn
=
4n−1
h f ′(x)

hn−1
|x=c̃ = (f ′)(n−1)(c) = f (n)(c),

unde x < c̃ < c < c̃+ (n− 1)h < x+ nh.

Observaţie 1.1.1

Presupunând că funcţia f are derivata de ordinul n continuă, pentru h→ 0, din
(1.3) rezultă

lim
h→0

4n
hf(x)

hn
= f (n)(x). (1.4)

Diferenţa finită progresivă de ordin superior pentru produsul a două funcţii
generalizează formula lui Leibniz
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Teorema 1.1.3 (Formula lui Leibniz) Are loc formula:

4n
hf(x)g(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)
4k
hf(x)4n−k

h g(x+ kh) (1.5)

Demonstraţia teoremei se face prin inducţie matematică după n.

Observaţie 1.1.2

Să presupunem că funcţiile f, g au derivata de ordinul n continuă. Împărţind
(1.5) la hn şi utilizând Observaţia 1.1.1, pentru h→ 0, obţinem

(f(x)g(x))(n) =
n∑
k=0

(
n
k

)
f (k)(x)g(n−k)(x). (1.6)

1.2 Ecuaţia cu diferenţe liniară şi cu coeficienţi

constanţi

Considerăm ecuaţia cu diferenţe (h = 1)

αp4pu(n) + αp−14p−1u(n) + . . .+ α14u(n) + α0u(n) = fn+p ∀n ∈ N.

unde necunoscută este funcţia u : N→ R, iar coeficienţii α0, . . . , αp sunt constante
reale. Explicitând diferenţele finite progresive ı̂n funcţie de valorile funcţiei (1.2)
obţinem

apun+p + ap−1un+p−1 + . . .+ a1un+1 + a0un = fn+p n ∈ N, (1.7)

unde un = u(n).
Presupunem că a0 · ap 6= 0.

În cele ce urmează, numim (1.7) ecuaţie cu diferenţe liniară şi cu coeficienţi
constanţi, de ordin p şi se cere soluţia care verifică ı̂n plus condiţiile iniţiale

u0 = v0

u1 = v1

. . .
up−1 = vp−1

(1.8)

Teorema 1.2.1 Există cel mult o soluţie a ecuaţiei cu diferenţe (1.7) care verifică
condiţiile (1.8).
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În prealabil studiem ecuaţia cu diferenţe omogenă, liniară şi cu coeficienţi
constanţi

apun+p + ap−1un+p−1 + . . .+ a1un+1 + a0un = 0 n ∈ N, (1.9)

Teorema 1.2.2 Mulţimea soluţiilor ecuaţiei cu diferenţe omogenă, liniară şi cu
coeficienţi constanţi formează un spaţiu liniar.

1.2.1 Sistem fundamental de soluţii

Teoria ecuaţiei cu diferenţe omogenă, liniară şi cu coeficienţi constanţi este
asemănătoare cu cea a ecuaţiei diferenţiale liniară, omogenă şi cu coeficienţi
constanţi.

Definiţie 1.2.1 Şirurile (u1
n)n∈N, . . . , (u

p
n)n∈N sunt liniar independente dacă rela-

ţiile
λ1u

1
n + . . .+ λpu

p
n = 0, ∀n ∈ N

implică λ1 = . . . = λp = 0.

Teorema 1.2.3 Şirurile (u1
n)n∈N, . . . , (u

p
n)n∈N, soluţii ale ecuaţiei (1.9) sunt liniar

independene dacă şi numai dacă au loc relaţiile

4n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1
n . . . upn

u1
n+1 . . . upn+1

. . . . . . . . .
u1
n+p−1 . . . upn+p−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0, ∀n ∈ N. (1.10)

Demonstraţie. Presupunem prin absurd că există n ∈ N astfel ı̂ncât 4n = 0.
Atunci sistemul algebric de ecuaţii liniare şi omogene

λ1u
1
n + . . . + λpu

p
n = 0

λ1u
1
n+1 + . . . + λpu

p
n+1 = 0

. . . . . . . . . . . .
λ1u

1
n+p−1 + . . . + λpu

p
n+p−1 = 0

(1.11)

ı̂n necunoscutele λ1, . . . , λp, admite o soluţie nebanală notată la fel.

Înmulţind ecuaţiile sistemului, respectiv cu−a0
ap
, . . . ,−ap−1

ap
şi sumând egalităţile

astfel obţinute, rezultă

λ1(− 1

ap

p−1∑
i=0

aiu
1
n+i) + . . . λp(−

1

ap

p−1∑
i=0

aiu
p
n+i) = 0.
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Deoarece potrivit ipotezei, şirurile (ujk)k∈N, j = 1, . . . , p sunt soluţii ale ecuaţiei
cu diferenţe (1.9), ultima egalitate devine

λ1u
1
n+p + . . .+ λpu

p
n+p = 0.

Observăm că această egalitate completează relaţiile sistemului (1.11). Reluând
ı̂nmulţirea ultimelor p egalităţi, respectiv prin −a0

ap
, . . . ,−ap−1

ap
şi adunarea lor

deducem
λ1u

1
m + . . .+ λpu

p
m = 0 ∀m ≥ n.

Procedând asemănător, ı̂nmulţim ecuaţiile sistemului (1.11), respectiv cu
−a1
a0
, . . . ,−ap

a0
şi sumând egalităţile astfel obţinute, găsim

λ1(− 1

a0

p∑
i=1

aiu
1
n+i−1) + . . . λp(−

1

a0

p∑
i=1

aiu
p
n+i−1) = 0,

sau
λ1u

1
n−1 + . . .+ λpu

p
n−1 = 0.

Repetând, deducem

λ1u
1
m + . . .+ λpu

p
m = 0 ∀m ≤ n.

În felul acesta contrazicem liniar independenţa şirurilor.
Reciproc, presupunem prin absurd că şirurile (ujk)k∈N, j = 1, . . . , p nu sunt

liniar independente, existând constantele λ1, . . . , λp, nu toate nule astfel ı̂ncât

λ1u
1
n + . . .+ λpu

p
n = 0, ∀n ∈ N.

Pentru orice n ∈ N, sistemul (1.11) are o soluţie nebanală, deci 4n = 0, ceea ce
nu se poate.

Definiţie 1.2.2 p şiruri soluţii ale ecuaţiei (1.9) şi liniar independente formează
un sistem fundamental de soluţii.

Importanţa unui sistem fundamental este reliefată ı̂n

Teorema 1.2.4 Dacă (ujk)k∈N, j = 1, . . . , p formează un sistem fundamental de
soluţii pentru ecuaţia cu diferenţe (1.9) atunci pentru orice altă soluţie (uk)k∈N a
ei, există constantele c1, . . . , cp astfel ı̂ncât

un = c1u
1
n + . . .+ cpu

p
n, ∀n ∈ N.
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Demonstraţie. Considerăm sistemul algebric de ecuaţii liniare ı̂n necunoscutele
c1, . . . , cp

c1u
1
0 + . . .+ cpu

p
0 = u0

c1u
1
1 + . . .+ cpu

p
1 = u1

. . . . . . . . . . . .
c1u

1
p−1 + . . .+ cpu

p
p−1 = up−1

(1.12)

Determinantul sistemului fiind diferit de 0, sistemul (1.12) admite o soluţie unică
notată tot c1, . . . , cp.

Înmulţind ecuaţiile sistemului (1.12) respectiv cu−a0
ap
,−a1

ap
, . . . ,−ap−1

ap
şi sumând

egalităţile astfel obţinute deducem

c1(− 1

ap

p−1∑
k=0

aku
1
k) + . . .+ cp(−

1

ap

p−1∑
k=0

aku
p
k) = − 1

ap

p−1∑
k=0

akuk,

sau
c1u

1
p + . . .+ cpu

p
p = up. (1.13)

Repetând raţionamentul, din aproape ı̂n aproape obţinem

un = c1u
1
n + . . .+ cpu

p
n, ∀n ∈ N.

1.2.2 Determinarea unui sistem fundamental de soluţii

Căutăm soluţii ale ecuaţiei cu diferenţe omogene (1.9) sub forma unei progresii
geometrice uk = xk, k ∈ N. Rezultă că x trebuie să fie rădăcina polinomului
caracteristic

f(x) = apx
p + ap−1x

p−1 + . . .+ a1x+ a0.

Notăm prin x1, . . . , xp rădăcinile acestui polinom.
Cazul rădăcinilor distincte două câte două.

Teorema 1.2.5 Dacă x1, . . . , xp sunt rădăcini distincte două câte două ale poli-
nomului caracteristic atunci şirurile (xn1 )n∈N, . . . , (x

n
p )n∈N formează un sistem fun-

damental de soluţii pentru ecuaţia cu diferenţe omogemă (1.9).

Demonstraţie. Verificăm condiţia de liniar independenţă, dată ı̂n Teorema
1.2.3, a celor p şiruri.

4n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
xn1 . . . xnp
xn+1

1 . . . xn+1
p

. . . . . . . . .

xn+p−1
1 . . . xn+p−1

p

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
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= (x1 · . . . · xp)nV (x1, . . . , xp) = (x1 · . . . · xp)n
∏

1≤j<i≤p

(xi − xj) 6= 0.

Cazul rădăcinilor multiple. Stabilim un rezultat ajutător

Teorema 1.2.6 Dacă f(x) este polinomul caracteristic şi ϕ : N → R este o
funcţie oarecare atunci

apx
n+pϕ(n+ p) + ap−1x

n+p−1ϕ(n+ p− 1) + . . .+ a0x
nϕ(n) =

= xn[f(x)ϕ(n) +
1

1!
xf ′(x)4ϕ(n) + . . .

1

p!
xpf (p)4pϕ(n)].

Demonstraţie. Utilizând relaţia (iii) de la (1.2) au loc egalităţile

ϕ(n) = ϕ(n)

ϕ(n+ 1) =

(
1
0

)
ϕ(n) +

(
1
1

)
4ϕ(n)

ϕ(n+ 2) =

(
2
0

)
ϕ(n) +

(
2
1

)
4ϕ(n) +

(
2
2

)
42ϕ(n)

...

ϕ(n+ p) =

(
p
0

)
ϕ(n) +

(
p
1

)
4ϕ(n) +

(
p
2

)
42ϕ(n) + . . .

. . .+

(
p
p

)
4pϕ(n)

pe care le ı̂nmulţim respectiv cu a0x
n, a1x

n+1, a2x
n+2, . . . , apx

n+p şi le ı̂nsumăm,
obţinând

p∑
k=0

akx
n+kϕ(n+ k) = xn

p∑
k=0

bk(x)4kϕ(n),

unde

bk(x) =

p∑
j=k

(
j
k

)
ajx

j =
xk

k!

p∑
j=k

j(j − 1) · . . . · (j − k + 1)xj−k =
xk

k!
f (k)(x).

În consecinţă, dacă x este o rădăcină a polinomului caracteristic, având ordinul
de multiplicitate r atunci şirul (xnϕ(n))n∈N, cu ϕ(n) polinom de grad cel mult
r − 1, este soluţie a ecuaţiei cu diferenţe (1.9).

Mai mult,
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Teorema 1.2.7 Dacă x1, x2, . . . , xk sunt rădăcinile polinomului caracteristic, având
respectiv ordinele de multiplicitate r1, r2, . . . , rk, (r1 + r2 + . . . + rk = p), atunci
şirurile

(xn1 )n∈N (nxn1 )n∈N . . . (nr1−1xn1 )n∈N
(xn2 )n∈N (nxn2 )n∈N . . . (nr2−1xn2 )n∈N
. . . . . . . . . . . .
(xnk)n∈N (nxnk)n∈N . . . (nrk−1xnk)n∈N

formează un sistem fundamental de soluţii pentru ecuaţia cu diferenţe omogenă
(1.9).

Demonstraţie. Presupunem prin absurd că şirurile

(xni )n∈N, (nx
n
i )n∈N, . . . , (n

ri−1xni )n∈N, 1 ≤ i ≤ k

sunt liniar dependente. Atunci există constantele Ci,0, Ci,1, . . . , Ci,ri−1, 1 ≤ i ≤ k
nu toate nule, astfel ı̂ncât

k∑
i=1

(Ci,0x
n
i + Ci,1nx

n
i + . . .+ Ci,ri−1n

ri−1xni ) = 0, ∀n ∈ N,

sau
k∑
i=1

xni Pi(n) = 0, ∀n ∈ N, (1.14)

unde Pi(n) = Ci,0 + Ci,1n+ . . .+ Ci,ri−1n
ri−1.

Potrivit presupunerii făcute, polinoamele Pi(n), i = 1, . . . , k nu sunt toate
identic nule. Putem presupune că toate polinoamele care apar ı̂n relaţia (1.14)
sunt neidentic nule.

Împărţind (1.14) prin xn1 rezută

P1(n) +
(x2

x1

)n
P2(n) + . . .+

(xk
x1

)n
Pk(n) = 0, ∀n ∈ N. (1.15)

Aplicând relaţiei (1.15) diferenţa1 4n deducem(x2

x1

)n
P2,1(n) + . . .+

(xk
x1

)n
Pk,1(n) = 0, ∀n ∈ N,

unde polinoamele Pi,1 i = 2, . . . , k au gradele respectiv egale cu ale polinoamelor
Pi i = 2, . . . , k.

1 Pentru a 6= 1 şi ϕ polinom are loc 4anϕ(n) = an(aϕ(n+ 1)−ϕ(n)) unde aϕ(n+ 1)−ϕ(n)
este un polinom de acelaşi grad cu ϕ.
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Repetând raţionamentul de mai sus de k − 1 ori deducem egalitatea( xk
xk−1

)n
Pk,k−1(n) = 0 ∀n ∈ N.

Pe de-o parte rezultă că polinomul Pk,k−1 este identic nul, iar pe de altă parte
este neidentic nul. Contradicţia apărută justifică afirmaţia teoremei.

Exemplul 1.2.1 Şirul lui Fibonacci este definit prin ecuaţia cu diferenţe

un+2 − un+1 − un = 0, ∀n ∈ N. (1.16)

Polinomul caracteristic este f(x) = x2 − x − 1 şi are rădăcinile 1±
√

5
2
. Formula

termenului general al şirului definit de (1.16) este

un = C1(
1 +
√

5

2
)n + C2(

1−
√

5

2
)n.

Dacă impunem condiţiile iniţiale u0 = u1 = 1 atunci coeficienţii C1, C2 rezultă
din sistemul

u0 = C1 + C2 = 1

u1 = C1
1 +
√

5

2
+ C2

1−
√

5

2
= 1.

Rezolvând sistemul de mai sus, se obţine C1 = 1+
√

5
2
√

5
, C2 = 1−

√
5

2
√

5
. Prin urmare

un =
1√
5

[
(
1 +
√

5

2
)n+1 − (

1−
√

5

2
)n+1

]
. (1.17)

1.2.3 Soluţia ecuaţiei cu diferenţe neomogenă

Suntem ı̂n măsură să soluţionăm problema determinată de ecuaţia cu diferenţe
neomogenă, liniară şi cu coeficoenţi constanţi (1.7) cu condiţiile iniţiale (1.8).

Teorema 1.2.8 Dacă (ukn)n∈N, k = 0, 1, . . . , p−1 formează un sistem fundamen-
tal de soluţii pentru ecuaţia cu diferenţe omogenă care satisfac condiţiile iniţiale
ukn = δk,n, k, n ∈ {0, 1, . . . , p− 1} atunci soluţia problemei (1.7)-(1.8) este

un =

p−1∑
i=0

viu
i
n +

1

ap

n−p∑
k=0

fk+pu
p−1
n−k−1, ∀n ∈ N. (1.18)

Se presupune că

fk = 0 pentru k < p;
ukn = 0 pentru n < 0, k = 0, 1, . . . , p− 1.

(1.19)
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Demonstraţie. Şirul (zn)n∈N definit prin zn =
∑p−1

i=0 viu
i
n este o soluţie a ecuaţiei

cu diferenţe omogenă care verifică condiţiile iniţiale (1.8).
Verificăm că şirul (wn)n∈N definit prin wn = 1

ap

∑n−p
k=0 fk+pu

p−1
n−k−1 este o soluţie

a ecuaţiei cu diferenţe neomogenă (1.7) care satisface condiţiile iniţiale omogene
wn = 0, pentru n = 0, 1, . . . , p− 1.

Dacă n ∈ {0, 1, . . . , p−1} atunci pentru k = −1,−2, . . . , n−p au loc egalitatea
fk+p = 0 şi ı̂n consecinţă

wn =
1

ap
fpu

p−1
n−1 = 0,

datorită condiţiilor iniţiale verificate de şirul (up−1
n )n∈Z.

Utilizând (1.19), au loc egalităţile

wn =
1

ap

n−p∑
k=0

fk+pu
p−1
n−k−1 =

1

ap

∞∑
k=−∞

fk+pu
p−1
n−k−1.

Atunci
p∑
j=0

ajwn+j =
1

ap

p∑
j=0

aj

∞∑
k=−∞

fk+pu
p−1
n+j−k−1 =

=
1

ap

p∑
j=0

aj

n∑
k=0

fk+pu
p−1
n+j−k−1 =

1

ap

n∑
k=0

fk+p

p∑
j=0

aju
p−1
n+j−k−1.

Pentru k = 0, 1, . . . , n − 1, deoarece şirul (up−1
n )n∈Z este soluţie a ecuaţiei cu

diferenţe omogenă (1.9), au loc egalităţile

p∑
j=0

aju
p−1
n+j−k−1 = 0

iar pentru k = n, din condiţiile iniţiale verificate de acelaşi şir, are loc

p∑
j=0

aju
p−1
j−1 = ap.

În consecinţă
∑p

j=0 ajwn+j = 1
ap
fn+pap = fn+p.

1.3 Transformarea z

Fie S mulţimea şirurilor de numere complexe x = (xn)n∈Z. Dacă xn = 0, ∀n <
0 atunci şirul x se numeşte cu suport pozitiv. Mulţimea acestor şiruri se notează
cu S+.
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Exemplul 1.3.1 u = (un)n∈Z, cu un =

{
0 n < 0
1 n ≥ 0

.

Exemplul 1.3.2 δk = (δk,n)n∈Z, cu δk,n =

{
0 n 6= k
1 n = k

.

Definiţie 1.3.1 Fie x, y ∈ S+ astfel ı̂ncât, pentru orice n ∈ Z, seria
∑

k∈Z xn−kyk
este convergentă. Şirul z = (zn)n∈Z definit prin

zn =
∑
k∈Z

xn−kyk

se numeşte produsul de convoluţie al şirurilor x şi y şi se notează cu z = x ∗ y.

Evident x ∗ y = y ∗ x.

Exemplul 1.3.3 Dacă x = (xn)n∈Z, atunci şirul z = x ∗ δk, z = (zn)n∈Z este

zn =
∑
s∈Z

xn−sδk,s = xn−k ∀n ∈ Z.

Definiţie 1.3.2 Fie x = (xn)n∈Z şi funcţia X(z) =
∑

n∈Z
xn
zn
, definită ı̂n dome-

niul de convergenţă al seriei Laurent. Operatorul ce ataşează şirului x funcţia
X(z) se numeşte transformata z a şirului x

L(x) = X.

Exemplul 1.3.4 Transformata z a şirului u este

L(u)(z) =
∞∑
n=0

1

zn
=

z

z − 1
,

definită ı̂n coroana {z ∈ C : |z| > 1}.

Exemplul 1.3.5 L(δk)(z) = 1
zk
.

Exemplul 1.3.6 Dacă x = (xn)n∈Z şi y = (yn)n∈Z cu yn = xn−k, ∀n ∈ Z atunci

L(y)(z) =
∑
n∈Z

yn
zn

=
∑
n∈Z

xn−k
zn

= z−kL(x)(z).

Transformarea z se bucură de următoarele proprietăţi:
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Teorema 1.3.1 Operatorul L este liniar.

Teorema 1.3.2 Dacă x ∈ S atunci L(x ∗ δk)(z) = 1
zk
L(x)(z).

Demonstraţie. Şirul x ∗ δk este (xn−k)n∈Z. În consecinţă

L(x ∗ δk)(z) =
∑
n∈Z

xn−k
zn

=
1

zk

∑
n∈Z

xn−k
zn−k

=
1

zk
L(x)(z).

Teorema 1.3.3 Are loc egalitatea

L(x ∗ y) = L(x)L(y) ∀x, y ∈ S.

Demonstraţie. Dacă u = x ∗ y = (
∑

k∈Z xn−kyk)n∈Z atunci

L(u)(z) =
∑
n∈Z

∑
k∈Z xn−kyk

zn
=
∑
k∈Z

yk
zk

∑
n∈Z

xn−k
zn−k

= L(y)(z)L(x)(z).

Teorema 1.3.4 Dacă x = (xn)n∈Z şi X(z) =
∑

n∈Z
xn
zn

este convergentă ı̂n
coroana {z ∈ C : r < |z| < R} atunci are loc egalitatea

xn =
1

2πi

∫
|z|=ρ

zn−1X(z)dz, (1.20)

unde discul delimitat de cercul |z| = ρ conţine toate singularităţile funcţiei X(z).

Demonstraţie. Calculăm integrala din (1.20)∫
|z|=ρ

zn−1X(z)dz =
∑
k∈Z

xk

∫
|z|=ρ

zn−1−kdz = 2πixn.

O aplicaţie a transformării z este rezolvarea ecuaţiilor cu diferenţe liniare şi cu
coeficienţi constanţi. Considerăm ecuaţia cu diferenţe (1.7) şi extindem mulţimea
indicilor la Z, definind

un = 0, ∀n < 0

şi
fn+p = apun+p + ap−1un+p−1 + . . .+ a1un+1 + a0un, ∀n < 0.
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Atunci ecuţia cu diferenţe (1.7) se poate scrie

apun + ap−1un−1 + . . .+ a1un−p+1 + a0un−p = fn, ∀n ∈ Z,

sau

ap(u ∗ δ0)n + ap−1(u ∗ δ1)n + . . .+ a1(u ∗ δp−1)n + a0(u ∗ δp)n = fn. (1.21)

Notăm u = (un)n∈Z, U(z) = L(u)(z), f = (fn)n∈Z şi F (z) = L(f)(z). În
urma aplicării transformării z asupra ecuaţiei (1.21) şi utilizând Teorema 1.3.2
obţinem ecuaţia

U(z)(ap +
ap−1

z
+ . . .+

a1

zp−1
+
a0

zp
) = F (z).

Explicitând funcţia necunoscută, găsim

U(z) =
zpF (z)

apzp + ap−1zp−1 + . . .+ a1z + a0

.

Potrivit formulei (1.20), termenii şirului u se calculează cu

un =
1

2πi

∫
|z|=ρ

zn+p−1F (z)

apzp + ap−1zp−1 + . . .+ a1z + a0

dz.

Exemplul 1.3.7 Şirul lui Fibonacci, se poate scrie

un − un−1 − un−2 = 0, ∀n ≥ 2.

Extinzând mulţimea indicilor la Z, obţinem

un − un−1 − un−2 =


0 n ∈ Z\{0, 1}
u1 − u0 n = 1
u0 n = 0

Ecuaţia transformatei z a şirului u = (un)n∈Z este

U(z)(1− 1

z
− 1

z2
) = u0 +

u1 − u0

z
,

de unde

U(z) =
u0z

2 + (u1 − u0)z

z2 − z − 1
.
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Dacă ρ > 1+
√

5
2

atunci

un =
1

2πi

∫
|z|=ρ

[u0z
2 + (u1 − u0)z]zn−1

z2 − z − 1
.

Calculând integrala prin reziduuri obţinem

un =
1√
5

[
u0(

1 +
√

5

2
)n+1 + (u1 − u0)(

1 +
√

5

2
)n

]
−

− 1√
5

[
u0(

1−
√

5

2
)n+1 + (u1 − u0)(

1−
√

5

2
)n

]
=

=
(
√

5− 1)u0 + 2u1

2
√

5
(
1 +
√

5

2
)n +

(
√

5 + 1)u0 − 2u1

2
√

5
(
1−
√

5

2
)n.

Dacă u0 = u1 = 1 atunci se regăseşte (1.17).

Probleme şi teme de seminar

P 1.1 Să se calculeze

1. 4n
h

1
x

2. 4n
h

1
x2−1

3. 4n
h sin(ax+ b)

4. 4n
h cos(ax+ b)

5. 4n
hxe

x

P 1.2 Să se arate că dacă 4F (x) = f(x) atunci
∑n

k=1 f(k) = F (n+ 1)− F (1).

P 1.3 Să se calculeze
∑n

k=1
1

k(k+1)...(k+p)
.

P 1.4 Să se demonstreze formula de ı̂nsumare prin părţi

n∑
k=1

u(k)4v(k) = u(n+ 1)v(n+ 1)− u(1)v(1)−
n∑
k=1

v(k + 1)4u(k).

P 1.5 Să se calculeze
∑n

k=1 k2k.



26 CAPITOLUL 1. DIFERENŢE FINITE

Indicaţii.

1. u(k) = k,4v(k) = 2k ⇒ 4u(k) = 1, v(k) = 2k şi se aplică rezultatul
problemei anterioare.

2. Se derivează identitatea
∑n

k=1 2kx = 2(n+1)x−2x

2x−1
şi se particularizează x = 1.

3. Notând cu S suma căutată, au loc egaliăţile

S = 2 + 2 · 22 + . . . + n · 2n
2n+1 − 2 = 2 + 22 + . . . + 2n

Înmulţind prima egalitate cu 2 şi adunând rezultă ecuaţia ı̂n S

2S + 2n+1 − 2 = S + n2n+1.

4. Au loc egalităţile

S =

2 + 22 + 23 + . . . + 2n−1 + 2n +
+ 22 + 23 + . . . + 2n−1 + 2n +

+ 23 + . . . + 2n−1 + 2n +
.. .

+ 2n−1 + 2n +
+ 2n =

= 2(2n− 1) + 22(2n−1− 1) + 23(2n−2− 1) + . . .+ 2n−1(22− 1) + 2n(2− 1) =

= n2n+1 − (2 + 22 + . . .+ 2n) = . . . .

P 1.6 Să se arate că

(
0
0

)
0 0 . . . 0(

1
0

) (
1
1

)
0 . . . 0(

2
0

) (
2
1

) (
2
2

)
. . . 0

...
...

...
. . .

...(
n
0

) (
n
1

) (
n
2

)
. . .

(
n
n

)



−1

=

=



(
0
0

)
0 0 . . . 0

−
(

1
0

) (
1
1

)
0 . . . 0(

2
0

)
−
(

2
1

) (
2
2

)
. . . 0

...
...

...
. . .

...

(−1)n
(

n
0

)
(−1)n−1

(
n
1

)
(−1)n−2

(
n
2

)
. . .

(
n
n

)


.
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Indicaţie. Se scriu matriceal relaţiile

xs = ((x− 1) + 1)s =
s∑
i=0

(
s
i

)
(x− 1)i, s = 0, 1, . . . , n,

şi

(x− 1)s =
s∑
i=0

(−1)s−i
(
s
i

)
xi, s = 0, 1, . . . , n.

P 1.7 Să se rezolve şi să se discute ı̂n funcţie de parametrul p ecuaţia cu diferenţe
un+2 − 2pun+1 + un = 0.

P 1.8 Să se rezolve ecuaţia cu diferenţe un+2 − un+1 − 6un = 2n+2.

P 1.9 Să se rezolve sistemul
2x1 −x2 = 1

−xi−1 +2xi −xi+1 = i 2 ≤ i ≤ n− 1
−xn−1 +2xn = n

Indicaţie. 1. Sistemul are soluţie unică. Determinantul sistemului este

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 . . . 0 0 0
−1 2 −1 0 . . . 0 0 0
0 −1 2 −1 . . . 0 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 . . . −1 2 −1
0 0 0 0 . . . 0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
care dezvoltat după prima linie conduce la formula de recurenţă ∆n = 2∆n−1 −
∆n−2. Soluţia ecuaţiei cu diferenţe este ∆n = C1 +C2n. Deoarece ∆2 = 3, ∆3 = 4
se obţine ∆n = n+ 1.

2. Se rezolvă ecuaţia cu diferenţe xk+1 − 2xk + xk−1 = −k, k ∈ N. Deter-
minăm sistemul fundamental al ecuaţiei cu diferenţe omogene corespunzătoare:
(u0

k)k∈N, (u
1
k)k∈N care satisface condiţiile iniţiale

u0
0 = 1 u0

1 = 0
u1

0 = 0 u1
1 = 1

Se obţine
u0
k = 1− k u1

k = k.

Utilizând formula (1.18) rezultă uk = v0(1− k) + v1k − k3−k
6
.

3. Impunând condiţiile x0 = 0 şi xn+1 = 0 găsim v0 = 0, v1 = n2+2n
6

. În final
avem xk = k

6
((n+ 1)2 − k2).
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P 1.10 Să se rezolve sistemul
a−1 −2a0 +a1 = 0
ai−1 +4ai +ai+1 = 6yi
an−1 −2an +an+1 = 0

i ∈ {0, 1 . . . , n},

unde (yi)0≤i≤n sunt numere date.

Indicaţie. 1. Din primele două ecuaţii{
a−1 −2a0 +a1 = 0
a−1 +4a0 +a1 = 6y0

rezultă a0 = y0. Asemănător, din ultimele două ecuaţii rezulta an = yn.
Astfel sistemul se rescrie sub forma

a0 = y0

ai+2 +4ai+1 +ai = 6yi+1 0 ≤ i ≤ n− 2
an = yn

2. Soluţia ecuaţiei cu diferenţe ai+2 + 4ai+1 + ai = fi+2 = 6yi+1 este

ai = a0u
0
i + a1u

1
i +

i−2∑
k=0

fk+2u
1
i−k−1, i ≥ 2. (1.22)

(u0
i )i∈N, (u

1
i )i∈N sunt soluţii ale ecuaţei cu diferenţe omogene care verifică condiţiile

iniţiale
u0

0 = 1 u1
0 = 0

u0
1 = 0 u1

1 = 1

Prin calcul direct rezultă

u0
i =

(−1)k−1

2
√

3

(
(2 +

√
3)k−1 − (2−

√
3)k−1

)
u1
i = −u0

i+1

Valoarea pentru a1 din (1.22) se obţine din ecuaţia

an = yn = a0u
0
i + a1u

1
i +

n−2∑
k=0

fk+2u
1
n−k−1.

Se obţin

a1 =
y0u

0
n − yn − 6

∑n−2
k=0 yk+1u

0
n−k

u0
n+1

,

ai = y0u
0
i − a1u

0
n+1 − 6

i−2∑
k=0

yi+1u
0
i−k, i = 2, . . . , n− 1.
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P 1.11 Puterea factorială a lui x de ordin n cu pasul h este definită prin

x[n,h] = x(x− h) . . . (x− (n− 1)h), x[0,h] = 1.

Pentru h = 1 se utilizează notaţia x[n] = x(x− 1 . . . (x− n+ 1).
Să se arate că 4nx

[n,h] = n4hx
[n−1,h].

P 1.12 Dacă P ∈ Pn atunci are luc egalitatea

P (x) =
n∑
k=0

4k
hP (0)

hkk!
x[k,h].

Indicaţie. 1 = x[0,h], x[1,h], . . . , x[n,h] sunt polinoame de grad respectiv
0, 1, . . . , n. În consecinţă are loc reprezentarea P (x) =

∑n
k=0 ckx

[k,h]. Calculăm

4j
hP (x) =

n∑
k=j

ck4j
hx

[k,h] =
n∑
k=j

ckA
j
k4

j
hx

[k−j,h].

Pentru x = 0 se obţine 4j
hP (0) = cjj!h

j.

P 1.13 Numerele lui Stirling de speţa ı̂ntâi S̄in şi de speţa a doua ¯̄S
i

n sunt intro-
duse prin

x[n] =
n∑
i=1

S̄inx
i, xn =

n∑
i=1

¯̄S
i

nx
[i].

Să se demonstreze formulele de recurenţă

S̄in+1 = S̄i−1
n − nS̄in, S̄0

n = δn,0,

¯̄S
i

n = i ¯̄S
i

n−1 + ¯̄S
i−1

n−1,
¯̄S

0

n = δn,0.

Indicaţie. 1. S̄in = 1
i!

(
x[n]
)(i) |x=0. Derivând de i ori egalitatea x[n+1] =

x[n](x− n) se obţine(
(x[n+1]

)(i)
=
(
x[n]
)(i)

(x− n) + i
(
x[n]
)(i−1)

.

Pentru x = 0 rezultă
(
(x[n+1]

)(i) |x=0 = i
(
x[n]
)(i−1) |x=0 − n

(
x[n]
)(i) |x=0 şi se

ı̂mparte la i!.

2. ¯̄S
i

n = 1
i!
4ixn|x=0. Calculăm 4i pentru produsul xn = xn−1x

4ixn = i4i−1xn−1 +4ixn−1(x+ i).

Pentru x = 0 rezultă 4ixn|x=0 = i4i−1xn−1|x=0 + i4ixn−1|x=0 şi se ı̂mparte la i!.
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P 1.14 Să se arate că∫ n

0

q(q−1) . . . (q−i+1)(q−i−1) . . . (q−n)dq = (−1)n−i
i∑

j=0

n−i∑
k=0

S̄ji S̄
k
n−i

j!k!nj+k+1

(j + k + 1)!
.

Indicaţie.∫ n

0

q(q− 1) . . . (q− i+ 1)(q− i− 1) . . . (q−n)dq = (−1)n−i
∫ n

0

q[i](n− q)[n−i]dq =

= (−1)n−i
i∑

j=0

n−i∑
k=0

S̄ji S̄
k
n−i

∫ n

0

qj(n− q)kdq.

P 1.15 Să se arate că
S̄0

0

S̄0
1 S̄1

1
...

. . .

S̄0
n S̄1

n . . . S̄nn


−1

=


¯̄S

0

0

¯̄S
0

1
¯̄S

1

1
...

. . .
¯̄S

0

n
¯̄S

1

n . . . ¯̄S
n

n

 .



Capitolul 2

Elemente din teoria interpolării

Fie X o mulţime şi funcţia f : X → R cunoscută numai prin valorile ei ı̂ntr-un
număr finit de puncte x1, x2, . . . , xn din mulţimea X: yi = f(xi), i ∈ {1, 2, . . . , n}.

O mulţime F de funcţii reale definite ı̂n X este interpolatoare de ordin n
dacă pentru orice sistem de n puncte distincte x1, x2, . . . , xn din X şi oricare ar
fi numerele reale y1, y2, . . . , yn există ı̂n F o singură funcţie care ı̂n punctele xi ia
respectiv valorile yi, pentru orice i ∈ {1, 2, . . . , n}.

În acest cadru problema de interpolare are următorul enunţ: Dându-se mulţimea
interpolatoare F de ordinul n ı̂n X şi perechile (xi, yi) ∈ X ×R, i ∈ {1, 2, . . . , n},
cu proprietatea că i 6= j ⇒ xi 6= xj, să se determine aceea funcţie ϕ ∈ F care ı̂n
punctele xi ia respectiv valorile yi: yi = ϕ(xi), i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Funcţia de interpolare ϕ şi f au aceleaşi valori ı̂n punctele {x1, x2, . . . , xn}.
Se consideră că ϕ este o aproximare a funcţiei f. Din punct de vedere teoretic se
ridică următoarele probleme:

• Precizarea unor mulţimi interpolatoare (problema existenţei funcţiei de in-
terpolare);

• Determinarea funcţiei de interpolare;

• Evaluarea diferenţei dintre o funcţie şi funcţia de interpolare corespunzătoare.

2.1 Sisteme Ceb̂ışev

Considerăm funcţiile reale

f1, f2, . . . , fn (2.1)

definite ı̂n intervalul compact [a, b].

31
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Sistemul de funcţii (2.1) este liniar independent dacă egalitatea

n∑
i=1

λifi(x) = 0, ∀x ∈ [a, b]

are loc numai pentru λ1 = . . . = λn = 0.

Teorema 2.1.1 Sistemul de funcţii (2.1) este liniar independent dacă există un
sistem de puncte a ≤ x1 < x2 < . . . xn ≤ b astfel ı̂ncât determinantul

V

(
f1, f2, . . . , fn
x1, x2, . . . , xn

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x1) f2(x1) . . . fn(x1)
f1(x2) f2(x2) . . . fn(x2)
. . . . . . . . . . . .
f1(xn) f2(xn) . . . fn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Demonstraţie. Presupunem prin absurd, că sistemul de funcţii (2.1) este liniar
independent şi că pentru orice sistem de puncte a ≤ x1 < x2 < . . . xn ≤ b are loc

egalitatea V

(
f1, f2, . . . , fn
x1, x2, . . . , xn

)
= 0.

Atunci max{rang(fi(xj))1≤i,j≤n : a ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ b} = m ≤ n − 1.
Există punctele a ≤ x0

1 < x0
2 < . . . < x0

n ≤ b astfel ı̂ncât rang(fi(x
0
j))1≤i,j≤n = m

şi λ1, λ2, . . . , λn o soluţie nebanală a sistemului algebric de ecuaţii liniare

λ1f1(x0
1) + λ2f2(x0

1) + . . . + λnfn(x0
1) = 0

λ1f1(x0
2) + λ2f2(x0

2) + . . . + λnfn(x0
2) = 0

. . . . . . . . .
λ1f1(x0

n) + λ2f2(x0
n) + . . . + λnfn(x0

n) = 0

Deoarece rangul matricei (fi(x
0
j))1≤i,j≤n este m, ı̂ntre vectorii

vi = (f1(x0
i ), f2(x0

i ), . . . , fn(x0
i )), i = 1, 2, . . . , n

există m vectori liniari independenţi. Putem presupune că aceştia sunt printre
v1, . . . , vn−1.

Atunci pentru orice x ∈ [a, b] are loc egalitatea
∑n

i=1 λifi(x) = 0. Într-adevăr
matricea 

f1(x0
1) f2(x0

1) . . . fn(x0
1)

. . . . . . . . . . . .
f1(x0

n−1) f2(x0
n−1) . . . fn(x0

n−1)
f1(x) f2(x) . . . fn(x)


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are rangul cel mult egal cu m. Dacă v = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) atunci există
constantele µ1, µ2, . . . , µn−1 astfel ı̂ncât v =

∑n−1
i=1 µivi sau pe componente

fj(x) =
n−1∑
i=1

µifj(x
0
i ), j = 1, 2, . . . , n.

Înmulţind relaţiile de mai sus, respectiv cu λ1, . . . , λm şi sumând obţinem

n∑
j=1

λjf(xj) =
n∑
j=1

λj

n−1∑
i=1

µifj(x
0
i ) =

n−1∑
i=1

µi

n∑
j=1

λjf(x0
i ) = 0.

În acest fel se contrazice independenţa familiei de funcţii (2.1).
Reciproc, să presupunem că există sistemul de puncte a ≤ x1 < x2 < . . . xn ≤

b astfel ı̂ncât V

(
f1, f2, . . . , fn
x1, x2, . . . , xn

)
6= 0.

Dacă familia de funcţii (2.1) nu ar fi liniar independentă atunci ar exista
constantele λ1, . . . , λn, nu toate nule astfel ı̂ncât

∑n
i=1 λifi(x) = 0, ∀x ∈ [a, b].

În particular, sistemul omogen

λ1f1(x1) + λ2f2(x1) + . . . + λnfn(x1) = 0
λ1f1(x2) + λ2f2(x2) + . . . + λnfn(x2) = 0
. . . . . . . . .
λ1f1(xn) + λ2f2(xn) + . . . + λnfn(xn) = 0

ı̂n necunoscutele λ1, . . . , λn admite o soluţie nebanală, cea ce contrazice ipoteza

făcută asupra determinantului V

(
f1, f2, . . . , fn
x1, x2, . . . , xn

)
.

Definiţie 2.1.1 Sistemul de funcţii (2.1) este un sistem Ceb̂ışev dacă pentru
orice sistem de puncte a ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ b determinantul

V

(
f1, f2, . . . , fn
x1, x2, . . . , xn

)
este diferit de zero.

Observaţie 2.1.1 Orice sistem Ceb̂ışev este alcătuit din funcţii liniar indepen-
dente.

Observaţie 2.1.2 În orice interval [a, b] funcţiile 1, x, x2, . . . , xn formează un
sistem Ceb̂ışev.
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Fie F = span{f1, f2, . . . , fn} spaţiul liniar generat de funcţiile (2.1).

Teorema 2.1.2 (Condiţia lui Haar) Sistemul (2.1) formează un sistem Ceb̂ışev
dacă şi numai dacă orice funcţie din F \{0} se anulează cel mult ı̂n n−1 puncte
din [a, b].

Demonstraţie. Să presupunem că familia de funcţii (2.1) formează un sistem
Ceb̂ışev şi că există o funcţie f ∈ F \ {0} care se anulează cel puţin ı̂n n puncte
a ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ b adică

f(xj) =
n∑
i=1

cifi(xj) = 0, j ∈ {1, 2, . . . , n}. (2.2)

În acest caz relaţiile (2.2) privite ca un sistem algebric de ecuaţii liniare şi omogene

ı̂n necunoscutele c1, . . . , cn admit o soluţie nebanală, deci V

(
f1, f2, . . . , fn
x1, x2, . . . , xn

)
=

0, ceea ce contrazice definiţia unui sistem Ceb̂ışev.
Reciproc, presupunem că orice funcţie din F \ {0} se anulează cel mult ı̂n

n− 1 puncte din [a, b] şi prin absurd, că există sistemul de puncte a ≤ x1 < x2 <

. . . < xn ≤ b astfel ı̂ncât V

(
f1, f2, . . . , fn
x1, x2, . . . , xn

)
= 0. Atunci sistemul algebric

de ecuaţii liniare

λ1f1(x1) + λ2f2(x1) + . . . + λnfn(x1) = 0
λ1f1(x2) + λ2f2(x2) + . . . + λnfn(x2) = 0
. . . . . . . . .
λ1f1(xn) + λ2f2(xn) + . . . + λnfn(xn) = 0

ı̂n necunoscutele λ1, . . . , λn admite o soluţie nebanală. Cu această soluţie nebanală
definim f =

∑n
i=1 λifi. f aparţine mulţimii F \ {0} şi se anulează ı̂n punctele

x1, . . . , xn. Acest fapt contrazice ipoteza făcută, deci familia de funcţii (2.1)
formează un sistem Ceb̂ışev.

Teorema 2.1.3 Dacă familia de funcţii (2.1) formează un sistem Ceb̂ışev ı̂n
[a, b] atunci F formează o familie interpolatoare de ordin n ı̂n [a, b].

Demonstraţie. Fie a ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ b şi numerele reale y1, y2, . . . , yn.
Considerăm sistemul algebric de ecuaţii liniare

c1f1(x1) + c2f2(x1) + . . . + cnfn(x1) = y1

c1f1(x2) + c2f2(x2) + . . . + cnfn(x2) = y2

. . . . . . . . .
c1f1(xn) + c2f2(xn) + . . . + cnfn(xn) = yn

(2.3)
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ı̂n necunoscutele c1, c2, . . . , cn. Determinantul sistemului V

(
f1, f2, . . . , fn
x1, x2, . . . , xn

)
este diferit de 0, deci (2.3) admite o soluţie unică c1, c2, . . . , cn. Funcţia f =∑n

i=1 cifi satisface condiţiile de interpolare f(xi) = yi, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Observaţie 2.1.3 Condiţia ca o familie de funcţii (2.1) să formeze un sistem
Ceb̂ışev este echivalentă cu condiţia lui Haar sau cu proprietatea de a fi interpo-
latoare de ordin n pentru spaţiul liniar F .

Pentru funcţia f ∈ F care satisface condiţiile de interpolare

f(xi) = yi i ∈ {1, 2, . . . , n} (2.4)

folosim notaţia L(F ;x1, . . . , xn; y1, . . . , yn).Dacă y1, . . . , yn sunt valorile unei funcţii
ϕ, respectiv ı̂n punctele x1, . . . , xn, atunci notaţia folose L(F ;x1, . . . , xn;ϕ).

Teorema 2.1.4 Dacă familia de funcţii (2.1) formează un sistem Ceb̂ışev ı̂n
[a, b] atunci soluţia problemei de interpolare (2.4) este

L(F ;x1, . . . , xn; y1, . . . , yn)(x) =
1

V

(
f1, f2, . . . , fn
x1, x2, . . . , xn

) · (2.5)

·
n∑
i=1

yi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x1) f2(x1) . . . fn(x1)
. . . . . . . . . . . .

f1(xi−1) f2(xi−1) . . . fn(xi−1)
f1(x) f2(x) . . . fn(x)
f1(xi+1) f2(xi+1) . . . fn(xi+1)
. . . . . . . . . . . .

f1(xn) f2(xn) . . . fn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sau

L(F ;x1, . . . , xn; y1, . . . , yn)(x) =
1

V

(
f1, f2, . . . , fn
x1, x2, . . . , xn

) · (2.6)

n∑
i=1

fi(x)

∣∣∣∣∣∣
f1(x1) . . . fi−1(x1) y1 fi+1(x1) . . . fn(x1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f1(xn) . . . fi−1(xn) yn fi+1(xn) . . . fn(xn)

∣∣∣∣∣∣ .
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Demonstraţie. Potrivit teoremei (2.1.3) problema de interpolare (2.4) are o
soluţie L(x) = L(F ;x1, . . . , xn; y1, . . . , yn)(x) care verifică egalitatea∣∣∣∣∣∣∣∣

L(x) f1(x) f2(x) . . . fn(x)
y1 f1(x1) f2(x1) . . . fn(x1)
. . . . . . . . . . . . . . .
yn f1(xn) f2(xn) . . . fn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.7)

Într-adevăr, determinantul dezvoltat după prima linie este o funcţie din F . Acestă
funcţie se anulează ı̂n x1, . . . , xn şi atunci, potrivit teoremei (2.1.2), determinantul
este nul pentru orice x ∈ [a, b].

Descompunem (2.7) ı̂ntr-o sumă de doi determinanţi∣∣∣∣∣∣∣∣
L(x) f1(x) f2(x) . . . fn(x)

0 f1(x1) f2(x1) . . . fn(x1)
. . . . . . . . . . . . . . .
0 f1(xn) f2(xn) . . . fn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣+ (2.8)

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 f1(x) f2(x) . . . fn(x)
y1 f1(x1) f2(x1) . . . fn(x1)
. . . . . . . . . . . . . . .
yn f1(xn) f2(xn) . . . fn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Dezvoltând al doilea determinant din (2.8) după prima coloană obţinem

L(x)V

(
f1, f2, . . . , fn
x1, x2, . . . , xn

)
+

+
n∑
i=1

(−1)iyi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x) f2(x) . . . fn(x)
f1(x1) f2(x1) . . . fn(x1)
. . . . . . . . . . . .

f1(xi−1) f2(xi−1) . . . fn(xi−1)
f1(xi+1) f2(xi+1) . . . fn(xi+1)
. . . . . . . . . . . .

f1(xn) f2(xn) . . . fn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

de unde se obţine imediat (2.5).
Relaţia (2.6) se obţine analog, dezvoltând al doilea determinant din (2.8) după

prima linie.

Teorema 2.1.5 Dacă V

(
f1, f2, . . . fn
x1, x2, . . . xn

)
6= 0 şi y1, y2, . . . , yn ∈ R atunci

există o singură funcţie L ∈ F astfel ı̂ncât L(xi) = yi,∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.
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Demonstraţie. Reprezentarea L =
∑n

i=1 cifi şi condiţiile de interpolare conduc
la sistemul algebric de ecuaţii liniare

n∑
i=1

cifi(xj) = yj,  ∈ {1, 2, . . . , n}, (2.9)

a cărui determinant V

(
f1, f2, . . . fn
x1, x2, . . . xn

)
este diferit de zero.

Teorema 2.1.6 Dacă V

(
f1, f2, . . . fn
x1, x2, . . . xn

)
6= 0, y1, y2, . . . , yn ∈ R iar L ∈ F

este funcţia de interpolare pentru care L(xi) = yi, i ∈ {1, 2, . . . , n} atunci∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L(x) f1(x) . . . fn(x)
y1 f1(x1) . . . fn(x1)
...

. . .
...

yn f1(xn) . . . fn(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.10)

Demonstraţie. Din (2.9) se obţine

ci =

∣∣∣∣∣∣∣
f1(x1) . . . fi−1(x1) y1 fi+1(x1) . . . fn(x1)

...
...

...
f1(xn) . . . fi−1(xn) yn fi+1(xn) . . . fn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣
V

(
f1, f2, . . . fn
x1, x2, . . . xn

)
care dezvoltat după coloana i conduce la

ci =
1

V

(
f1, f2, . . . fn
x1, x2, . . . xn

) n∑
j=1

(−1)i+jyjV

(
f1, . . . fi−1, fi+1, . . . fn
x1, . . . xj−1, xj+1, . . . xn

)
.

Prin urmare

L(x) =
1

V

(
f1, f2, . . . fn
x1, x2, . . . xn

)×
×

n∑
i=1

fi(x)
n∑
j=1

(−1)i+jyjV

(
f1, . . . fi−1, fi+1, . . . fn
x1, . . . xj−1, xj+1, . . . xn

)
=
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=
1

V

(
f1, f2, . . . fn
x1, x2, . . . xn

) n∑
j=1

yj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x1) . . . fn(x1)
...

...
f1(xj−1) . . . fn(xj−1)
f1(x) . . . fn(x)
f1(xj+1) . . . fn(xj+1)

...
...

f1(xn) . . . fn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
egalitate echivalentă cu (2.10).

2.2 Interpolare Lagrange

Particularizăm rezultatele secţiunii anterioare pentru sistemul Ceb̂ışev alcătuit
din funcţiile 1, x, x2, . . . , xn. În acest caz F coincide cu mulţimea polinoamelor
de grad cel mult n, Pn. Mulţimea Pn este interpolatoare de ordinul n + 1 pe
orice mulţime de puncte care conţine cel puţin n+ 1 puncte distincte. Problema
de interpolare corespunzătoare se numeşte problema de interpolare Lagrange, iar
soluţia ei polinomul de interpolare Lagrange.

Teorema 2.2.1 Expresia polinomului de interpolare Lagrange este

L(Pn;x1, . . . , xn; y1, . . . , yn)(x) = (2.11)

=
n+1∑
i=1

yi
(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn+1)

(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn+1)

Demonstraţie. Determinantul V

(
1, x, . . . , xn

x1, x2, . . . , xn

)
revine la determinan-

tul lui Vandermonde

V (x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 . . . xn1
1 x2 . . . xn2
. . . . . . . . . . . .
1 xn+1 . . . xnn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤j<i≤n+1

(xi − xj).
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Utilizând (2.5) găsim∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 . . . xn1
. . . . . . . . . . . .
1 xi−1 . . . xni−1

1 x . . . xn

1 xi+1 . . . xni+1

. . . . . . . . . . . .
1 xn+1 . . . xnn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
V

(
1, x, . . . , xn

x1, x2, . . . , xn

) =
V (x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn+1

V (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn+1

=

=
(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn+1)

(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn+1)
i = 1, 2, . . . , n+ 1.

Polinoamele li(x) = (x−x1)...(x−xi−1)(x−xi+1)...(x−xn+1)
(xi−x1)...(xi−xi−1)(xi−xi+1)...(xi−xn+1)

, i ∈ {1, 2, . . . , n + 1} se

numesc polinoamele fundamentale Lagrange şi verifică relaţiile li(xj) = δi,j, ∀i, j ∈
{1, 2, . . . , n+ 1}.

2.3 Interpolarea Lagrange-Hermite

Date fiind nodurile de interpolare x1 < x2 < . . . < xn+1, numerele naturale
r1, r2, . . . , rn+1 şi numerele reale

f (k)(xi), k ∈ {0, 1, . . . , ri}, i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1},

ne propunem să determinăm un polinom H(x) care să satisfacă condiţiile:

H(k)(xi) = f (k)(xi),
∀k ∈ {0, 1, . . . , ri},
∀i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}. (2.12)

Vom arăta că ı̂n mulţimea polinoamelor de grad cel mult m, Pm, cu

m+ 1 =
n+1∑
i=1

(ri + 1) (2.13)

există un singur polinom ce satisface condiţiile de interpolare (2.12), ı̂i vom de-
termina forma şi vom evalua restul f(x) − H(x), ı̂n ipoteza ı̂n care datele de
interpolare corespund funcţiei f.
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Teorema 2.3.1 Dacă X şi Y sunt spaţii m−dimensionale iar A ∈ (X, Y )# este
un operator liniar şi injectiv atunci A este bijectiv.

Demonstraţia 1. Fie e1, e2, . . . , em o bază ı̂n X. Atunci Ae1, Ae2, . . . , Aem
este o bază ı̂n Y . Într-adevăr, dacă

∑m
i=1 λiAei = 0, atunci datorită liniarităţii

A(
∑m

i=1 λiei) = 0 şi a injectivităţii
∑m

i=1 λiei = 0, deci λ1 = λ2 = . . . = λm = 0.
Dacă y ∈ Y, atunci există constantele c1, c2, . . . , cm astfel ı̂ncât

y =
m∑
i=1

ciAei = A(
m∑
i=1

ciei),

adică surjectivitatea operatorului A.

Demonstraţia 2. Putem identifica A printr-o matrice din Mn(R). Deoarece
operatorul A este injectiv Ker(A) = {0}. Din 12.1.27 rezultă că dim(Im(A)) = n
adică operatorul A este surjectiv.

Teorema 2.3.2 Problema de interpolare Lagrange - Hermite are soluţie unică
ı̂n mulţimea polinoamelor de grad cel mult m, Pm, (2.13).

Demonstraţie. Definim operatorul A : Pm → Rm+1 prin

A(p) = (p(x1), p′(x1), . . . , p(r1)(x1), . . . , p(xn+1), p′(xn+1), . . . , p(rn+1)(xn+1)).

(2.14)

A este liniar şi injectiv. Într-adevăr, dacă A(p) = 0, cu p ∈ Pm atunci polinomul
u(x) =

∏n+1
i=1 (x− xi)ri+1 divide polinomul p. Deoarece

grad(u) =
n+1∑
i=1

(ri + 1) = m+ 1 > grad(p),

rezultă că p = 0.
Din (2.3.1), rezultă că operatorul A este bijectiv, deci există un singur polinom

H ∈ Pm astfel ı̂ncât

A(H) = (f (0)(x1), f (1)(x1), . . . , f (r1)(x1), . . .

. . . , f (0)(xn+1), f (1)(xn+1), . . . , f (rn+1)(xn+1))
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sau

H(k)(xi) = f (k)(xi), ∀k ∈ {0, 1, . . . , ri}, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}.

Introducem notaţiile:

u(x) =
n+1∏
i=1

(x− xi)ri+1 (2.15)

ui(x) =
u(x)

(x− xi)ri+1
(2.16)

Teorema 2.3.3 Expresia polinomului de interpolare Lagrange – Hermite, soluţia
problemei de interpolare Lagrange – Hermite este

H(x) =
n+1∑
i=1

ri∑
j=0

f (j)(xi)hi,j(x), (2.17)

unde

hi,j(x) = ui(x)
(x− xi)j

j!

ri−j∑
k=0

(
1

ui(x)

)(k)

x=xi

(x− xi)k

k!
.

Demonstraţie. Fie (ei,j)1≤i≤n+1, 0≤j≤ri baza canonică ı̂n Rm+1. Pentru fiecare
i ∈ {1, 2, . . . , n + 1}, j ∈ {0, 1, . . . , ri} există polinomul hi,j ∈ Pm astfel ı̂ncât
A(hi,j) = ei,j, unde A este operatorul definit ı̂n (2.14). Atunci

A(H) = (f (0)(x1), f (1)(x1), . . . , f (r1)(x1), . . .

. . . , f (0)(xn+1), f (1)(xn+1), . . . , f (rn+1)(xn+1)) =

n+1∑
i=1

ri∑
j=0

f (j)(xi)ei,j =
n+1∑
i=1

ri∑
j=0

f (j)(xi)A(hi,j) =

= A(
n+1∑
i=1

ri∑
j=0

f (j)(xi)hi,j).

Injectivitatea operatorului A implică (2.17).
Din definiţia polinomului hi,j, rezultă că hi,j se divide prin ui(x)(x−xi)j. Prin

urmare
hi,j(x) = ui(x)(x− xi)jgi,j(x), (2.18)
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unde gi,j este un polinom a cărui grad este

gradgi,j = gradhi,j − gradui − j = m− ((m+ 1)− (ri + 1))− j = ri − j.

Polinomul gi,j se poate scrie

gi,j(x) =

ri−j∑
k=0

g
(k)
i,j (xi)

(x− xi)k

k!
.

Din (2.18) găsim

(x− xi)jgi,j(x) = hi,j(x)
1

ui(x)

şi derivând de j + k, potrivit formulei lui Leibniz, obţinem

j+k∑
s=0

(
j + k
s

)
((x− xi)j)(s)g

(j+k−s)
i,j (x) =

j+k∑
s=0

(
j + k
s

)
h

(j+k−s)
i,j (x)

(
1

ui(x)

)(s)

.

Pentru x = xi singurul termen diferit de 0 ı̂n membrul stâng se obţine pentru
s = j iar ı̂n membrul drept, datorită definiţiei lui hi,j, singurul termen diferit de
0 se obţine pentru s = k. Rezultă

j!g
(k)
i,j (xi) = h

(j)
i,j

(
1

ui(x)

)(k)

x=xi

de unde

g
(k)
i,j (xi) =

1

j!

(
1

ui(x)

)(k)

x=xi

, k ∈ {0, 1, . . . , ri − j}.

Teorema 2.3.4 Dacă f este o funcţie de m+ 1 ori derivabilă ı̂n intervalul I =
(min{x, x1, . . . , xn+1},max{x, x1, . . . , xn+1}) atunci există ξ ∈ I astfel ı̂ncât

f(x)−H(x) = u(x)
f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
. (2.19)

Demonstraţie. Funcţia F : R→ R definită prin

F (z) =

∣∣∣∣ u(z) f(z)−H(z)
u(x) f(x)−H(x)

∣∣∣∣
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admite zerourile x, x1, . . . , xn+1 cu ordinele de multiplicitate, respectiv 1, r1 +
1, . . . , rn+1 + 1. Spunem că F se anulează ı̂n 1 +

∑n+1
i=1 (ri + 1) = m + 2 puncte.

Din teorema lui Rolle rezultă că există ξ ∈ I astfel ı̂ncât F (m+1)(ξ) = 0. Dar

F (m+1)(ξ) = (m+ 1)!(f(x)−H(x))− f (m+1)(ξ)u(x) = 0,

de unde se deduce (2.19).
Cazuri particulare importante.

1. Polinomul Taylor. Fie n = 0 şi notăm x1 = a, r1 = r. În acest caz
polinomul de interpolare H(x) satisface condiţiile

H(j)(a) = f (j)(a) j ∈ {0, 1, . . . , r}

şi are expresia

H(x) =
r∑
j=0

f (j)(a)
(x− a)j

j!
,

ceea ce corespunde polinomului lui Taylor ataşat funcţiei f ı̂n punctul a, de
grad r.

2. Polinomul lui Lagrange. Dacă ri = 0, i = 1, 2, . . . , n + 1 atunci regăsim
polinomul de interpolare Lagrange

H(x) =
n+1∑
i=1

f(xi)
ui(x)

ui(xi)
=

=
n+1∑
i=1

f(xi)
(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn+1)

(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn+1)
=

= L(Pn, x1, . . . , xn+1, f)(x).

3. Polinomul lui Fejér. Fie ri = 1, i = 1, 2, . . . , n+ 1. Introducând notaţiile

w(x) =
∏n+1

i=1 (x− xi)
w(x) = w(x)

x−xi i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}
li(x) = wi(x)

wi(xi)
= w(x)

(x−xi)w′(xi) i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}

găsim u(x) = w2(x) şi ui(x) = w2
i (x), i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}. Atunci

hi,0(x) = w2
i (x)

(
1

w2
i (xi)

+ (x− xi)(
1

w2
i (x)

)′x=xi

)
=
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= w2
i (x)

(
1

w2
i (xi)

− (x− xi)
2w′i(xi)

w3
i (xi)

)
=

=
w2
i (x)

w2
i (xi)

(
1− (x− xi)

w′′(xi)

w′(xi)

)
= l2i (x)

(
1− (x− xi)

w′′(xi)

w′(xi)

)
,

şi

hi,1(x) = w2
i (x)(x− xi)

1

w2
i (xi)

= l2i (x)(x− xi).

Expresia polinomului de interpolare devine

H(x) =
n+1∑
i=1

f(xi)hi,0(x) +
n+1∑
i=1

f ′(xi)hi,1(x) = (2.20)

=
n+1∑
i=1

f(xi)l
2
i (x)

(
1− (x− xi)

w′′(xi)

w′(xi)

)
+

n+1∑
i=1

f ′(xi)l
2
i (x)(x− xi).

Acest polinom este cunoscut sub numele de polinomul lui Fejér.

2.4 Polinomul de interpolarea Lagrange şi

diferenţa divizată

Scopul acestei secţiuni este reliefarea unor formule legate de polinomul de
interpolare Lagrange. Utilizăm notaţiile

u(x) =
n+1∏
i=1

(x− xi)ri+1

ui(x) =
u(x)

(x− xi)ri+1

li(x) =
(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn+1)

(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn+1)
=

=
ui(x)

ui(xi)
=

u(x)

(x− xi)u′(xi)
.

Din (2.2.1) avem

L(Pn;x1, . . . , xn + 1; f)(x) =
n+1∑
i=1

f(xi)
ui(x)

ui(xi)
= (2.21)
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= u(x)
n+1∑
i=1

f(xi)
1

(x− xi)u′(xi)
=

n+1∑
i=1

f(xi)li(x).

Din teorema (2.3.4) deducem

Teorema 2.4.1 Dacă f este o funcţie de n + 1 ori derivabilă ı̂n intervalul I =
(min{x, x1, . . . , xn+1},max{x, x1, . . . , xn+1}) atunci există ξ ∈ I astfel ı̂ncât

f(x) = L(Pn;x1, . . . , xn + 1; f)(x) + u(x)
fn+1(ξ)

(n+ 1)!
. (2.22)

În particular, pentru f = 1 rezultă

1 = L(Pn;x1, . . . , xn+1)(x) = u(x)
n+1∑
i=1

1

(x− xi)u′(xi)
. (2.23)

Împărţind (2.21) la (2.23) deducem formula baricentrică a polinomului de inter-
polare Lagrange

L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x) =

∑n+1
i=1

f(x1)
(x−xi)u′(xi)∑n+1

i=1
1

(x−xi)u′(xi)

. (2.24)

O metoda utilă de calcul se bazează pe formula de recurenţă a polinoamelor
de interpolare Lagrange

Teorema 2.4.2 Are loc formula

L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x) = (2.25)

(x− xn+1)L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)(x)− (x− x1)L(Pn−1;x2, . . . , xn+1; f)(x)

x1 − xn+1

Demonstraţie. Funcţia din membrul drept al egalităţii (2.25) verifică condiţiile
de interpolare ce definesc polinonul L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x).

Definiţie 2.4.1 Numim diferenţă divizată de ordin n a funcţiei f ı̂n nodurile
x1, . . . , xn+1 coeficientul lui xn a polinomului de interpolare Lagrange
L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x) şi-l notăm [x1, . . . , xn+1; f ].
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Teorema 2.4.3 Are loc egalitatea

L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x) = (2.26)

= L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)(x) + (x− x1) . . . (x− xn)[x1, . . . , xn+1; f ].

Demonstraţie. Funcţia L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x) − L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)(x) −
(x− x1) . . . (x− xn)[x1, . . . , xn+1; f ] reprezintă un polinom de grad cel mult n− 1
care se anulează ı̂n n puncte distincte x1, . . . , xn; deci este polinomul identic nul.

Un rezultat asemănător celui din (2.4.1) este

Teorema 2.4.4 Are loc formula

f(x) = L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x) + u(x)[x, x1, . . . , xn+1; f ] (2.27)

Demonstraţie. Polinomul de interpolare Lagrange al funcţiei f ı̂n nodurile
x, x1, . . . , xn+1 verifică egalitatea (2.26)

L(Pn+1;x, x1, . . . , xn+1; f)(z) =

= L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(z) + (z − x1) . . . (z − xn+1)[x, x1, . . . , xn+1; f ].

Pentru z = x obţinem (2.27).
În funcţie de diferenţe divizate, polinomul de interpolare Lagrange se scrie

Teorema 2.4.5 (Forma lui Newton a polinomului de interpolare) Are loc for-
mula

L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x) = (2.28)

= f(x1) +
n∑
i=1

(x− x1) . . . (x− xi)[x1, . . . , xi+1; f ]

Demonstraţie. Potrivit (2.4.3) au loc succesiv egalităţile

L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x) = L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)(x)

+(x− x1) . . . (x− xn)[x1, . . . , xn+1; f ]

L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)(x) = L(Pn−2;x1, . . . , xn−1; f)(x)

+(x− x1) . . . (x− xn−1)[x1, . . . , xn; f ]

. . . . . .

L(P1;x1, x;f)(x) = L(P0;x1; f)(x) + (x− x1)[x1, x2; f ]
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care ı̂nsumate dau (2.28).
Punând ı̂n evidenţă coeficientul lui xn ı̂n (2.21), găsim următoarele formule

de calcul pentru diferenţa divizată

[x1, . . . , xn+1; f ] = (2.29)

=
n+1∑
i=1

fi(x)

(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn+1)
=

n+1∑
i=1

fi(x)

ui(xi)
=

n+1∑
i=1

f(xi)

u′(xi)
.

Stabilim proprietăţi ale diferenţei divizate.

Teorema 2.4.6 Diferenţele divizate ale unei funcţii verifică formula de recurenţă

[x1, . . . , xn+1; f ] =
[x1, . . . , xn; f ]− [x2, . . . , xn+1; f ]

x1 − xn+1

, (2.30)

[x1; f ] = f(x1). (2.31)

Demonstraţie. Potrivit (2.4.3) au loc dezvoltările

L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x) =

= L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)(x) + (x− x1) . . . (x− xn)[x1, . . . , xn+1; f ] =

= L(Pn−2;x2, . . . , xn; f)(x) + (x− x2) . . . (x− xn)[x1, . . . , xn; f ]+

+(x− x1) . . . (x− xn)[x1, . . . , xn+1; f ]

şi

L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x) =

= L(Pn−1;x2, . . . , xn+1; f)(x) + (x− x2) . . . (x− xn+1)[x1, . . . , xn+1; f ] =

= L(Pn−2;x2, . . . , xn; f)(x) + (x− x2) . . . (x− xn)[x2, . . . , xn+1; f ]+

+(x− x2) . . . (x− xn+1)[x1, . . . , xn+1; f ].

Egalând cele două dezvoltări, după reducere şi simplificare obţinem

[x1, . . . , xn; f ] + (x− x1)[x1, . . . , xn+1; f ] =

= [x2, . . . , xn+1; f ] + (x− xn+1)[x1, . . . , xn+1; f ]

de unde rezultă (2.30).
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Teorema 2.4.7 (Formula de medie) Dacă funcţia f admite derivate până la
ordinul n ı̂n intervalul I = (min{x1, . . . , xn+1},max{x1, . . . , xn+1}) atunci există
ξ ∈ I astfel ı̂ncât

[x1, . . . , xn+1; f ] =
f (n)

n!
(2.32)

Demonstraţie. Fie x ∈ I. Ţinând seama de (2.4.4) are loc egalitatea

f(x)− L(Pn−1, x1, . . . , xn; f)(x) = (x− x1) . . . (x− xn)[x, x1, . . . , xn; f ] (2.33)

şi potrivit lui (2.4.1) există ξ ∈ I astfel ı̂ncât

f(x)− L(Pn−1, x1, . . . , xn; f)(x) = (x− x1) . . . (x− xn)
f (n)(ξ)

n!
. (2.34)

Egalând (2.33) şi (2.34), pentru x = xn+1 obţinem (2.32).

Observaţie 2.4.1 Dacă f ∈ Cn(I) şi x ∈ I atunci

limx1→x,...,xn→x[x1, . . . , xn+1; f ] =
f (n)(x)

n!
.

Această observaţie justifică definiţia

Definiţie 2.4.2

[x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n+1 ori

; f ] =
f (n)(x)

n!
(2.35)

Această definiţie permite definirea diferenţei divizare pe noduri multiple. În
prealabil stabilim

Teorema 2.4.8 Fie nodurile

x1
1, x2

1, . . . xr1+1
1

x1
2, x2

2, . . . xr2+1
2

. . . . . . . . . . . .

x1
n+1, x2

n+1, . . . x
rn+1+1
n+1
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şi notaţiile

vi(x) =

ri+1∏
j=1

(x− xji ),

u(x) =
n+1∏
i=1

vi(x),

ui(x) =
u(x)

vi(x)
.

Are loc formula

[x1
1, . . . , x

r1+1
1 , x1

2, . . . , x
r2+1
2 , . . . , x1

n+1, . . . , x
rn+1+1
n+1 ; f ] = (2.36)

=
n+1∑
i=1

[x1
i , . . . , x

ri+1
i ;

f

ui
]

Demonstraţie. Deoarece u′(xji ) = ui(x
j
i )v
′
i(x

j
i ), formula (2.29) ne dă

[x1
1, . . . , x

r1+1
1 , x1

2, . . . , x
r2+1
2 , . . . , x1

n+1, . . . , x
rn+1+1
n+1 ; f ] =

=
n+1∑
i=1

ri+1∑
j=1

f(xji )

u′(xji )
=

n+1∑
i=1

ri+1∑
j=1

f(xji )

ui(x
j
i )

v′i(x
j
i )

=
n+1∑
i=1

[x1
i , . . . , x

ri+1
i ;

f

ui
].

Combinând (2.35) cu (2.36) definim

Definiţie 2.4.3

[x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
r1+1 ori

, . . . , xn+1, . . . , xn+1︸ ︷︷ ︸
rn+1+1 ori

; f ] = (2.37)

n+1∑
i=1

1

ri!

(
f(t)

(t− x1)r1+1 . . . (t− xi−1)ri−1+1(t− xi+1)ri+1+1 . . . (t− xn+1)rn+1+1

)(ri)

t=xi

.

Teorema 2.4.9 (Formula lui Leibniz) Are loc formula

[x1, . . . , xn+1, f · g] =
n+1∑
i=1

[x1, . . . , xi; f ] · [xi, . . . , xn+1; g] (2.38)
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Demonstraţie. Prin inducţie după n, pentru n = 0

[x1, f · g] = f(x1)g(x1) = [x1, f ] · [x1, g].

Presupunem egalitatea (2.43) adevărată ı̂n cazul diferenţelor finite de ordin n şi
o demonstrăm ı̂n cazul difernţelor finite de ordin n+ 1. Fie n+ 2 puncte distincte
x1, x2, . . . , xn+2. Trebuie să arătăm că

[x1, . . . , xn+2, f · g] =
n+2∑
i=1

[x1, . . . , xi; f ] · [xi, . . . , xn+2; g].

Aplicând formula de recurenţă (2.31) şi ipoteza inducţiei deducem

[x1, . . . , xn+2; f · g] =
[x1, . . . , xn+1; f · g]− [x2, . . . , xn+2; f · g]

x1 − xn+2

=

=
1

x1 − xn+2

(
n+1∑
k=1

[x1, . . . , xk; f ] · [xk, . . . , xn+1; g]−

−
n+2∑
k=2

[x2, . . . , xk; f ] · [xk, . . . , xn+2; g]).

În membrul drept adunăm şi scădem expresia

n+2∑
k=2

[x1, . . . , xk−1; f ] · [xk, . . . , xn+2; g].

Atunci egalitatea anterioară devine

[x1, . . . , xn+2; f · g] =
1

x1 − xn+2

(
n+1∑
k=1

[x1, . . . , xk; f ] · [xk, . . . , xn+1; g]−

−
n+2∑
k=2

[x1, . . . , xk−1; f ] · [xk, . . . , xn+2; g]+

+
n+2∑
k=2

([x1, . . . , xk−1; f ]− [x2, . . . , xk; f ])[xk, . . . , xn+2; g]).
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În prima sumă vom scrie i ı̂n loc de k, ı̂n a doua sumă efectuăm schimbarea de
indice k − 1 = i, iar ı̂n ultima sumă scriem de asemenea i ı̂n locul lui k, după ce
aplicăm formula de recurenţă (2.31). Astfel vom obţine

[x1, . . . , xn+2; f · g] =
1

x1 − xn+2

(
n+1∑
i=1

[x1, . . . , xi; f ] · [xi, . . . , xn+1; g]−

−
n+1∑
i=1

[x1, . . . , xi; f ] · [xi+1, . . . , xn+2; g]+

+
n+2∑
i=2

(x1 − xi)[x1, . . . , xi; f ] · [xi, . . . , xn+2; g]) =

=
1

x1 − xn+2

(
n+1∑
i=1

[x1, . . . , xi; f ]([xi, . . . , xn+1; g]− [xi+1, . . . , xn+2; g])+

+
n+2∑
i=2

(x1 − xi)[x1, . . . , xi; f ] · [xi, . . . , xn+2; g]) =

=
1

x1 − xn+2

(
n+1∑
i=1

(xi − xn+2)[x1, . . . , xi; f ] · [xi, . . . , xn+2; g]+

+
n+2∑
i=2

(x1 − xi)[x1, . . . , xi; f ] · [xi, . . . , xn+2; g]).

Grupând termenii corespunzători,

[x1, . . . , xn+2; f · g] =
1

x1 − xn+2

((x1 − xn+2)[x1; f ] · [x1, . . . , xn+2; g]+

+
n+1∑
i=2

(x1 − xn+2)[x1, . . . , xi; f ] · [xi, . . . , xn+2; g]+

+(x1 − xn+2)[x1, . . . , xn+2; f ] · [xn+2; g]) =

=
n+2∑
i=1

[x1, . . . , xi; f ] · [xi, . . . , xn+2; g].

Legătura dintre diferenţa finită progresivă / regresivă şi diferenţa divizată a
unei funcţii este



52 CAPITOLUL 2. ELEMENTE DIN TEORIA INTERPOLĂRII

Teorema 2.4.10 Au loc egalităţile

[a, a+ h, . . . , a+ nh; f ] =
4n
hf(a)

hnn!
(2.39)

[a, a− h, . . . , a− nh; f ] =
∇n
hf(a)

hnn!
(2.40)

Demonstraţie. Pentru xi = a + (i − 1)h, i = 1, . . . , n + 1, formula (2.29)
devine

[a, a+ h, . . . , a+ nh; f ] =
n+1∑
i=1

f(a+ (i− 1)h)

(−1)n−i+1(n− i+ 1)!(i− 1)!hn
.

Prin schimbarea de indice j = i− 1 obţinem

[a, a+ h, . . . , a+ nh; f ] =
n∑
j=0

f(a+ jh)

(−1)n−j(n− j)!j!hn
=

=
1

n!hn

n∑
j=0

(
n
j

)
(−1)jf(a+ jh) =

4n
hf(a)

hnn!
.

Analog se demonstrează şi cealaltă egalitate.

Observaţie 2.4.2

Dacă ı̂n (2.38) se aleg nodurile echidistante a, a + h, . . . , a + nh atunci cu (2.39)
se regăseşte (1.5).

În cazul nodurilor echidistante, polinomul de interpolare Lagrange are expresia

Teorema 2.4.11 Au loc formulele

L(Pn; a, a+ h, . . . , a+ nh; f) = (2.41)

=
n∑
i=0

f(a+ih)
(−1)n−i

hni!(n− i)!
(x−a) . . . (x−a−(i−1)h)(x−a−(i+1)h) . . . (a−a−nh)

L(Pn; a, a+ h, . . . , a+ nh; f) = (2.42)

= f(a) +
n∑
i=1

4i
hf(a)

hii!
(x− a)(x− a− h) . . . (x− a− (i− 1)h)

L(Pn; a, a− h, . . . , a− nh; f) = (2.43)

= f(a) +
n∑
i=1

∇i
hf(a)

hii!
(x− a)(x− a+ h) . . . (x− a+ (i− 1)h)
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Teorema 2.4.12 Are loc formula de derivare

dm

dxm
[x1, . . . , xn, x; f ] = m![x1, . . . , xn, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

m+1 ori

; f ]. (2.44)

Demonstraţie. Prin inducţie matematică după m. Pentru m = 1 cu ajutorul
formulei de recurenţă a diferenţelor divizate găsim

d

dx
[x1, . . . , xn, x; f ] = lim

h→0

[x1, . . . , xn, x+ h; f ]− [x1, . . . , xn, x; f ]

h
=

= lim
h→0

[x1, . . . , xn, x+ h, x; f ] = [x1, . . . , xn, x, x; f ].

În ipoteza ı̂n care formula (2.44) este adevărată pentru derivatele de ordin m− 1
vom avea

dm

dxm
[x1, . . . , xn, x; f ] =

= (m− 1)! lim
h→0

[x1, . . . , xn,

m ori︷ ︸︸ ︷
x+ h, . . . , x+ h; f ]− [x1, . . . , xn,

m ori︷ ︸︸ ︷
x, . . . , x; f ]

h
.

Adunăm şi scădem termeni convenabili la numarătorul fracţiei, după care aplicăm
formula de recurenţa a diferenţelor divizate

dm

dxm
[x1, . . . , xn, x; f ] =

= (m−1)! lim
h→0

(
[x1, . . . , xn,

m ori︷ ︸︸ ︷
x+ h, . . . , x+ h; f ]− [x1, . . . , xn,

m−1 ori︷ ︸︸ ︷
x+ h, . . . , x+ h, x; f ]

h
+

+
[x1, . . . , xn,

m−1 ori︷ ︸︸ ︷
x+ h, . . . , x+ h, x; f ]− [x1, . . . , xn,

m−2 ori︷ ︸︸ ︷
x, . . . , x, x, x; f ]

h
+ . . .

. . .+
[x1, . . . , xn, x+ h,

m−1 ori︷ ︸︸ ︷
x, . . . , x; f ]− [x1, . . . , xn,

m ori︷ ︸︸ ︷
x, . . . , x; f ]

h
) =

= (m− 1)! lim
h→0

([x1, . . . , xn,

m ori︷ ︸︸ ︷
x+ h, . . . , x+ h, x; f ]+



54 CAPITOLUL 2. ELEMENTE DIN TEORIA INTERPOLĂRII

+[x1, . . . , xn,

m−1 ori︷ ︸︸ ︷
x+ h, . . . , x+ h, x, x; f ] + . . .+ [x1, . . . , xn, x+ h,

m ori︷ ︸︸ ︷
x, . . . , x; f ]) =

= m![x1, . . . , xn, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
m+1 ori

; f ].

2.5 Algoritm pentru calculul diferenţei divizate

a unui polinom

Fie polinomul P (x) =
∑n

i=0 aix
i şi numerele distincte două câte două x0, x1, . . . , xm

m < n. În cele ce urmează se va dezvolta un algoritm ce aminteşte de schema lui
Horner, pentru calculul diferenţei divizate [x0, x1, . . . , xm;P ].

Teorema 2.5.1 Dacă P ∈ Pn şi m < n atunci funcţia ϕ(x) = [x0, x1, . . . , xm−1, x;P ]
este polinom de grad cel mult n−m, ϕ ∈ Pn−m.

Demonstraţie. Datorită condiţiilor de interpolare are loc egalitatea P (x) =
L(Pm;x0, x1, . . . , xm−1, x;P )(x). Aplicând 2.21, rezultă egalităţile

P (x) = L(Pm;x0, x1, . . . , xm−1, x;P )(x) = L(Pm−1;x0, x1, . . . , xm−1;P )(x)+

+(x− x0) . . . (x− xm−1)[x0, x1, . . . , xm−1, x;P ],

de unde

ϕ(x) =
P (x)− L(Pm−1;x0, x1, . . . , xm−1;P )(x)

(x− x0) . . . (x− xm−1)
.

Polinomul P (x)−L(Pm−1;x0, x1, . . . , xm−1;P )(x) ∈ Pn se anulează ı̂n x0, . . . , xm−1

deci P (x)−L(Pm−1;x0, x1, . . . , xm−1;P )(x) se divide prin (x− x0) . . . (x− xm−1)
şi astfel ϕ ∈ Pn−m.

Tinând seama de teorema anterioară, se introduc notaţiile

[x0, x1, . . . , xk−1, x;P ] =
n−k∑
i=0

Ak−1,ix
i, k ∈ {1, 2, . . . ,m}. (2.45)

Din formula de recurenţă

[x0, x1, . . . , xk, x;P ] =
[x0, x1, . . . , xk−1, x;P ]− [x0, x1, . . . , xk;P ]

x− xk
rezultă

[x0, x1, . . . , xk−1, x;P ] = [x0, x1, . . . , xk;P ] + (x− xk)[x0, x1, . . . , xk, x;P ].
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Introducând reprezentările (2.45), egalitatea de mai sus se scrie

n−k∑
i=0

Ak−1,ix
i = [x0, x1, . . . , xk;P ] + (x− xk)

n−k−1∑
i=0

Ak,ix
i

sau
n−k∑
i=0

Ak−1,ix
i = [x0, x1, . . . , xk;P ] +

n−k∑
i=1

Ak,i−1x
i − xk

n−k−1∑
i=0

Ak,ix
i.

Identificând coeficienţii, se obţin relaţiile:

Ak−1,n−k = Ak,n−k−1

Ak−1,i = Ak,i−1 − xkAk,i i = 1, . . . , n− k − 1
Ak−1,0 = [x0, x1, . . . , xk;P ]− xkAk,0

sau

Ak,n−k−1 = Ak−1,n−k
Ak,i−1 = Ak−1,i + xkAk,i i = 1, . . . , n− k − 1
[x0, x1, . . . , xk;P ] = Ak−1,0 + xkAk,0

(2.46)

În tabelul

Ak−1,n−k−1 Ak−1,n−k−2 . . . Ak−1,i . . . Ak−1,1 Ak−1,0

xk Ak,n−k Ak,n−k−1 . . . Ak,i−1 . . . Ak,0 [x0, x1, . . . , xk;P ]

linia a doua se calculează potrivit formulelor (2.46), ı̂n maniera schemei lui
Horner.

Pentru k = 0, din

[x;P ] = [x0;P ] + (x− x0)[x0, x;P ]

sau
n∑
i=0

aix
i =

n∑
i=0

aix
i
0 + (x− x0)

n−1∑
i=0

A0,ix
i.

La fel ca mai sus, rezultă relaţiile

A0,n−1 = an
A0,i−1 = ai + x0A0,i i = 1, . . . , n− 1
[x0;P ] = a0 + x0A0,0

care corespund schemei lui Horner.
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Astfel, algoritmul constă ı̂n completarea succesivă, conform regulei schemei
lui Horner, a liniilor ı̂n tabelul

an an−1 . . . a2 a1 a0

x0 A0,n−1 A0,n−2 . . . A0,1 A0,0 [x0;P ]
x1 A1,n−2 A1,n−3 . . . A1,0 [x0, x1;P ]
...
xm Am,n−m−1 Am,n−m−2 Am,0 [x0, . . . , xm;P ]

Probleme şi teme de seminar

P 2.1 Fie L(x) = L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x). Să se arate că∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L(x) 1 x . . . xn

f(x1) 1 x1 . . . xn1
...

...
...

. . .
...

f(xn+1) 1 xn+1 . . . xnn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Dezvoltând determinantul după prima coloană să se deducă reprezentarea (2.2.1)
şi dezvoltând după prima linie să se arate că

L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x) =
1

V (x1, . . . , xn+1)
·

·
n+1∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 . . . xi−1

1 f(x1) xi+1
1 . . . xn1

...
. . .

...
1 xn+1 . . . xi−1

n+1 f(xn+1) xi+1
n+1 . . . xnn+1

∣∣∣∣∣∣∣ .
P 2.2 Să se demonstreze formula

[x1, x2, . . . , xn+1; f ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 . . . xn−1

1 f(x1)
1 x2 . . . xn−1

2 f(x2)
. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn+1 . . . xn−1

n+1 f(xn+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
V (x1, x2, . . . , xn+1)

.

P 2.3 Să se arate că

1. [x1, x2, . . . , xn+1;xm] =

{
0 dacă m ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
1 dacă m = n.
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2. [x1, x2, . . . , xn+1; 1
x
] = (−1)n

x1x2...xn+1

3. [x1, x2, . . . , xn+1; 1
x2

] = (−1)n

x1x2...xn+1

∑n+1
i=1

1
xi

P 2.4 Să se calculeze determinanţii:

1. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 . . . xn−1

1
1
x21

1 x2 . . . xn−1
2

1
x22

. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn+1 . . . xn−1

n+1
1

x2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x2
1 x3

1 . . . xn+1
1

1 x2
2 x3

2 . . . xn+1
2

. . . . . . . . . . . . . . .
1 x2

n+1 x3
n+1 . . . xn+1

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3. ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 . . . xn−1
1 xn+1

1

1 x2 . . . xn−1
2 xn+1

2

. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn+1 . . . xn−1

n+1 xn+1
n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
P 2.5 Să se arate că dacă f ∈ Pn şi x 6= xi, i ∈ {1, . . . , n+ 1} atunci

[x1, x2, . . . , xn+1;
f(x)

z − x
] =

f(z)

(z − x1) . . . (z − xn+1)

P 2.6 Fie I ⊆ R,F = {f |f : I → R} şi x0 < x1 < . . . < xn elemente din I.
Dacă T : F →Mn+1(R) este operatorul liniar definit prin

T (f) =


[x0; f ] [x0, x1; f ] [x0, x1, x2; f ] . . . [x0, x1, . . . , xn; f ]

0 [x1; f ] [x1, x2; f ] . . . [x1, . . . , xn; f ]
...

. . .
...

0 0 0 . . . [xn; f ]


atunci identitatea lui Leibniz implică T (fg) = T (f)T (g).

P 2.7 Cu notaţiile problemei anterioare, fie ξ ∈ I şi funcţia

δξ(x) =

{
1 dacă x = ξ
0 dacă x 6= ξ

.

Să se arate că
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1. f(x)δξ(x) = f(ξ)δξ(x);

2. [x0, x1, . . . , xn; δxn ] = f(xn)
(xn−x0)(xn−x1)...(xn−xn−1)

;

3. T (f) U = diag(f(x0), f(x1), . . . , f(xn)) U cu

U =


[x0; δx0 ] [x0, x1; δx1 ] [x0, x1, x2; δx2 ] . . . [x0, x1, . . . , xn; δxn ]

0 [x1; δx1 ] [x1, x2; δx2 ] . . . [x1, . . . , xn; δxn ]
...

. . .
...

0 0 0 . . . [xn; δxn ]

 .

Coloanele matricei U reprezintă vectorii propri matricei T (f) corespunzând
valorilor propri f(x0), f(x1), . . . , f(xn).

P 2.8 Fie x, x1, x2, . . . , xn puncte distincte două câte două de pe axa reală şi
u(x) =

∏n
i=1(x− xi). Să se deducă relaţiile

1.
∑n

k=1
f(xk)

(x−xk)u′(xk)
= −[x, x1, . . . , xn; f ] + f(x)

u(x)
;

2.
∑n

k=1

xn−xnk
(x−xk)u′(xk)

= 1;

3. Dacă ϕ(x) = 1 + x
1!

+ x(x+1)
2!

+ . . .+ x(x+1)...(x+n−1)
n!

atunci

n∑
k=1

1− (−k)n

(1 + k)ϕ′(−k)
= n!.

P 2.9 Dacă P ∈ Pn(X), (n ≥ 2), are toate rădăcinile simple x1, x2, . . . , xn atunci

n∑
i=1

1

P ′(xi)
= 0.

R. Dacă Q(x) =
∏n−1

i=1 (x− xi) şi P (x) = Q(x)(x− xn) atunci

1 = L(Pn−1, x1, . . . , xn−1, 1)(x) = Q(x)
n−1∑
i=1

1

(x− xi)Q′(xi)
.

de unde, pentru x = xn rezultă

1

Q(xn)
=

n−1∑
i=1

1

(xn − xi)Q′(xi)
.
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Apoi, P ′(xi) = Q′(xi)(xi−xn), i ∈ {1, . . . , n−1} şi P ′(xn) = Q(xn). Prin urmare

n∑
i=1

1

P ′(xi)
=

n−1∑
i=1

1

(xi − xn)Q′(xi)
+

1

Q(xn)
= − 1

Q(xn)
+

1

Q(xn)
= 0.

P 2.10 Fie x1, x2, . . . , xn+1 rădăcinile polinomului Ceb̂ışeb Tn+1. Să se arate că

L(Pn;x1, . . . , xn+1; f)(x) =
2

n+ 1

n∑
j=0

αj(
n+1∑
k=1

f(xk)Tj(xk))Tj(x),

unde αj =

{
1
2

dacă j = 0
1 dacă j ≥ 1

.

R. Este suficient de arătat că

lk(x) =
2

n+ 1

n∑
j=0

αjTj(xk)Tj(x), k ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}.

În acest sens dacă ϕk(x) = 2
n+1

∑n
j=0 αjTj(xk)Tj(x) trebuie arătat că ϕk(xs) =

δk,s,∀s ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}, cu xs = cos (2s−1)π
2(n+1)

.

Notând ts = (2s−1)π
2(n+1)

, pentru k 6= s au loc egalităţile

ϕk(xs) =
2

n+ 1

[
1

2
+

n∑
j=1

cos jtk cos jts

]
=

=
1

n+ 1

[
1 +

n∑
j=1

cos j(tk + ts) +
n∑
j=1

cos j(tk − ts)

]
=

=
1

2(n+ 1)

[
sin (n+ 1

2
)(tk + ts)

sin tk+ts
2

+
sin (n+ 1

2
)(tk − ts)

sin tk−ts
2

]
=

=
1

4(n+ 1) sin tk+ts
2

sin tk−ts
2

[cos(ntk + (n+ 1)ts)− cos((n+ 1)tk + nts)+

+ cos(ntk − (n+ 1)ts)− cos((n+ 1)tk − nts)] .

Doarece cos((n+ 1)tp ± a) = ∓(−1)p sin a rezultă

ϕk(xs) =
1

4(n+ 1) sin tk+ts
2

sin tk−ts
2

[
−(−1)s sinntk + (−1)k sinnts+
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+ (−1)s sinntk − (−1)k sinnts
]

= 0.

Apoi

ϕk(xk) =
2

n+ 1

[
1

2
+

n∑
j=1

T 2
j (xk)

]
=

1

n+ 1

[
n+ 1 +

n∑
j=1

cos 2jtk

]
=

= 1 +
sinntk cos (n+ 1)tk

sin tk
= 1.

P 2.11 Să se determine polinomul de interpolare Lagrange – Hermite care sat-
isface condiţiile de interpolare

H(j)(a) = f (j)(a) j ∈ {0, 1, . . . ,m}
H(j)(b) = f (j)(b) j ∈ {0, 1, . . . , n}

R.

H(x) =

(
x− b
a− b

)n+1 m∑
j=0

(x− a)j

j!

[
m−j∑
k=0

(
x− a
b− a

)k (
m+ k
k

)]
f (j)(a)+

+

(
x− a
b− a

)m+1 n∑
j=0

(x− b)j

j!

[
n−j∑
k=0

(
x− b
a− b

)k (
n+ k
k

)]
f (j)(b).

P 2.12 Utilizând notaţiile §2.3, dacă r = max{r1, . . . , rn+1} şi f este o funcţie
de r ori derivabilă, atunci expresia polinomului de interpolare Lagrange – Hermite
se poate scrie

H(x) =
n+1∑
i=1

ui(x)

ri∑
s=0

(x− xi)s

s!

[
f(t)

ui(t)

](s)

t=xi

.

P 2.13 Fie I ⊆ R un interval compact, punctele x0 < x1 < . . . < xn din I şi
funcţionala DI ∈ [C(I)]∗ definită prin DI(f) = [x0, . . . , xn; f ]. Să se arate că

1. ‖DI‖ =
∑n

i=0
1

|u′(xi)|

unde u(x) =
∏n

i=0(x− xi).

2. Dacă xj = cos (n−j)π
n

, j ∈ {0, 1, . . . , n}, adică xj sunt punctele de extrem
ale polinomului Ceb̂ışeb Tn(x) din intervalul [−1, 1], atunci ‖DI‖ = 2n−1,
unde I = [−1, 1].
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3. Daca I = [−1, 1] şi −1 ≤ x0 < x1 < . . . < xn ≤ 1 atunci ‖DI‖ ≥ 2n−1.

R. 1. Inegalitatea |D(f)| ≤ ‖f‖∞
∑n

i=0
1

|u′(xi)| este imediată. Pentru

f(x) =


(−1)n dacă x ∈ (∞, x0)
1 dacă x ∈ (xn,∞)
(−1)n−j dacă x = xj
afină ı̂n rest

au loc releţiile

n∑
i=0

1

|u′(xi)|
= |

n∑
i=0

f(xi)

u′(xi)
| = |D(f)| ≤ ‖D‖‖f‖∞ ≤ ‖D‖ ≤

n∑
i=0

1

|u′(xi)|
.

2.

2n−1 =
T

(n)
n (ξ)

n!
= [x0, . . . , xn;Tn] =

n∑
i=0

Tn(xi)

u′(xi)
=

n∑
i=0

(−1)n−i

u′(xi)
=

n∑
i=0

1

|u′(xi)|
= ‖D‖.

3. În cazul unor noduri oarecare din intervalul [−1, 1] au loc inegalităţile

2n−1 = [x0, . . . , xn;Tn] =
n∑
i=0

Tn(xi)

u′(xi)
≤

n∑
i=0

1

|u′(xi)|
= ‖D‖.

P 2.14 1. Să se determine polinomul de interpolare Q care satisface condiţiile

Q(−1) = α, Q(1) = β, Q(0) = γ, Q′(0) = m.

2. Fie m ∈ R∗. Să se determine polinomul de grad minim S care satisface
condiţiile

S(−1) = 0, S(1) = 0, S ′(0) = m

astfel ı̂ncât volumul corpului obţinut prin rotaţia graficului lui S ı̂n jurul
axei Ox, x ∈ [−1, 1] să fie minim.

P 2.15 Fie X un spaţiu prehilbertian şi Y = span{x1, . . . , xn}, unde xi ∈ X, i =
1, . . . , n, sunt elemente ortonormate. Să se arate că elmentul de cea mai bună
aproximaţie a lui x ∈ Y prin elementele mulţimii Y, este y0 =

∑n
i=1 < x, xi > xi.
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R. Fie y =
∑n

i=1 cixi un element din Y. Atunci

‖y − x‖2
2 =

n∑
i=1

c2
i − 2

n∑
i=1

ci < xi, x > +‖x‖2
2 =

= ‖x‖2
2 −

n∑
i=1

< xi, x >
2 +

n∑
i=1

(ci− < xi, x >)2.

Pentru ci =< xi, x > expresia de mai sus este minimă.

P 2.16 1. Fie X = Cn+1[a, b] şi a ≤ x1 < x2 < . . . < xn+1 ≤ b. Să se arate
că

< f, g >1=
n+1∑
i=1

f(xi)g(xi) +

∫ b

a

f (n+1)(x)g(n+1)(x)dx

este un produs scalar ı̂n X.

2. Dacă li(x) = (x−x1)...(x−xi−1)(x−xi+1)...(x−xn+1)
(xi−x1)...(xi−xi−1)(xi−xi+1)...(xi−xn+1)

, i = 1, . . . , n + 1 şi Y =

span{l1, . . . , ln+1} = Pn ⊂ Cn+1[a, b], să se arate că elementul de cea mai
bună aproximare a unei funcţii f ∈ Cn+1[a, b] prin elementele mulţimii Y,
ı̂n sensul normei generate de produsul scalar < ·, · >1, este polinomul de
interpolare Lagrange L(Pn;x1, . . . , xn+1; f).

P 2.17 1. Fie X = Cn+1[a, b] şi x0 ∈ [a, b] Să se arate că

< f, g >2=
n∑
i=0

f (i)(x0)g(i)(x0)

i!2
+

∫ b

a

f (n+1)(x)g(n+1)(x)dx

este un produs scalar ı̂n X.

2. Dacă ei(x) = (x − x0)i, i = 0, . . . , n şi Y = span{e0, . . . , en} = Pn ⊂
Cn+1[a, b], să se arate că elementul de cea mai bună aproximare a unei
funcţii f ∈ Cn+1[a, b] prin elementele mulţimii Y, ı̂n sensul normei gener-
ate de produsul scalar < ·, · >2, este polinomul lui Taylor Tn(f, x0)(x) =∑n

i=0
f (i)(x0)

i!
(x− x0)i.

P 2.18 1. Dacă f : [0, 1]→ R atunci

f(x) = f(0)(1− x) + f(1)x+R1(x)f ′′(ξ), |R1(x)| ≤ 1

8
.
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2. Dacă f : [−1, 1]→ R atunci

f(x) =
1

2
f(−1)(x2 − x) + f(0)(1− x2) +

1

2
f(1)(x2 + x) +R2(x)f (3)(ξ)

|R2(x)| ≤ 1

9
√

3
.
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Capitolul 3

Convergenţa procedeelor de
interpolare prin polinoame

Dată fiind şirurile de noduri de interpolare

x
(1)
1

x
(2)
1 x

(2)
2

x
(3)
1 x

(3)
2 x

(3)
3

. . . . . . . . . . . .

x
(n)
1 x

(n)
2 x

(n)
3 . . . x

(n)
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(3.1)

o funcţie f şi şirul funcţiilor de interpolare Ln(x) a lui f ı̂n nodurile x
(n)
1 , x

(n)
2 ,

x
(n)
3 , . . . , x

(n)
n , se ridică ı̂ntrebarea dacă şirul Lk converge sau nu către f.

În cele ce urmează vom vedea că răspunsul poate fi atât afirmativ cât şi
negativ, ı̂n funcţie de interpolarea folosită.

3.1 Spaţii liniar ordonate

Definiţie 3.1.1 Se numeşte spaţiu liniar ordonat real o mulţime X cu proprietăţile

1. X este spaţiu liniar peste corpul numerelor reale;

2. X este un spaţiu ordonat (relaţia de ordine fiind notată ≤);

3. pentru orice x, y, z ∈ X şi orice a ∈ R, a > 0,

x ≤ y =⇒
{
x+ z ≤ y + z
ax ≤ ay

65
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Fie E o mulţime oarecare şi F (E) spaţiul liniar al funcţiilor definite ı̂n E cu
valori reale. Definind ı̂n F (E) relaţia de ordine

f ≤ g ⇐⇒ f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ E,

F (E) devine un spaţiu liniar ordonat real.

Definiţie 3.1.2 Fie X, Y spaţii liniar ordonate reale. Un operator liniar U ∈
(X, Y )# este pozitiv dacă

∀x ≥ 0 =⇒ U(x) ≥ 0.

Teorema 3.1.1 Dacă U : F (E)→ F (E) este un operator liniar şi pozitiv atunci

(i) f ≤ g =⇒ U(f) ≤ U(g);

(ii) |U(f)| ≤ U(|f |), ∀f ∈ F (E).

Mulţimea funcţiilor reale şi continue definite ı̂n intervalul mărginit şi ı̂nchis
[a, b], notat uzual prin C[a, b], este un spacţiu liniar ordonat real (E = [a, b]). To-
todată C[a, b] este un spaţiu normat, cu norma ‖f‖ = maxx∈[a,b] |f(x)|. Convergenţa
unui şir de funcţii, ı̂n sensul acestei norme, ı̂nseamnă convergenţa uniformă.

Teorema 3.1.2 (Korovkin) Fie (Un)n∈N, Un : C[a, b] → C[a, b] un şir de op-
eratori liniari şi pozitivi şi ei(x) = xi. Dacă

lim
n→∞

Un(ei) = ei, i ∈ {0, 1, 2},

atunci, pentru orice f ∈ C[a, b] are loc

lim
n→∞

Un(f) = f.

Demonstraţie. Fie f ∈ C[a, b]. Funcţia f este uniform continuă, adică

∀ε > 0 ∃δ > 0 astfel ı̂ncât ∀|t− x| < δ ⇒ |f(t)− f(x)| < ε

2
.

Dacă |t − x| ≥ δ atunci |f(t) − f(x)| ≤ ‖f‖ ≤ 2 (t−x)2

δ2
‖f‖. Prin urmare, pentru

orice t, x ∈ [a, b] are loc inegalitatea

|f(t)− f(x)| ≤ ε

2
+ 2

(t− x)2

δ2
‖f‖. (3.2)
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Notăm prin un(x), vn(x), wn(x) funcţiile definite prin

un(x) = Un(e0)(x)− 1, vn(x) = Un(e1)(x)− x, wn(x) = Un(e2)(x)− x2.

Din ipoteza teoremei rezultă că

lim
n→∞

un(x) = 0, lim
n→∞

vn(x) = 0, lim
n→∞

wn(x) = 0, (3.3)

uniform ı̂n [a, b].
Pentru operatorul Un, punem ı̂n evidenţă variabila funcţiei original şi variabila

funcţiei imagine pentru un operator Un, respectiv prin t şi x.
Datorită liniarităţii lui Un, au loc egalităţile

Un(f)(x)− f(x) = Un(f(t))(x)− f(x) =

= Un(f(t))(x)− f(x)(Un(e0(t))(x)− un(x)) = Un(f(t)− f(x))(x) + f(x)un(x).

Fie ε > 0 şi δ > 0, ce rezultă din uniform continuitatea funcţiei f. Din
egalitatea anterioară, datorită inegalităţii (3.2) şi pozitivităţii operatorului Un,
rezultă că

|Un(f)(x)− f(x)| ≤ (3.4)

≤ |Un(f(t)− f(x))(x)|+ ‖f‖ |un(x)| ≤ Un(|f(t)− f(x)|)(x) + ‖f |‖un(x)| ≤

≤ Un(
ε

2
+ 2

(t− x)2

δ2
‖f‖)(x) + ‖f‖ |un(x)|.

Dezvoltând membrul drept din (3.4), găsim că acesta este egal cu

ε

2
Un(e0(t))(x) +

2‖f‖
δ2

Un((t− x)2)(x) + ‖f‖ |un(x)| =

=
ε

2
(1 + un(x)) +

2‖f‖
δ2

Un((t− x)2)(x) + ‖f‖ |un(x)| =

=
ε

2
(1 + un(x)) +

2‖f‖
δ2

(wn(x)− 2xvn(x) + x2un(x)) + ‖f‖ |un(x)|.

Aşadar (3.4) devine

|Un(f)(x)− f(x)| ≤ ε

2
+ (

ε

2
+ ‖f‖)|un(x)|+ 2‖f‖

δ2
(wn(x)− 2xvn(x) + x2un(x)).

Intervalul [a, b] fiind compact şi (3.3) implică existenţa unui n0 ∈ N, astfel ı̂ncât
pentru orice n > n0 să fie adevărată inegalitatea

(
ε

2
+ ‖f‖)|un(x)|+ 2‖f‖

δ2
|wn(x)− 2xvn(x) + x2un(x)| < ε

2
.
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Astfel |Un(f)(x) − f(x)| < ε, ∀n > n0, ∀x ∈ [a, b], adică are loc convergenţa
şirului (Un(f))n∈N către f.

Analiza demonstraţiei de mai sus, permite enunţarea următoarei versiuni a
Teoremei 3.1.2

Teorema 3.1.3 Fie (Un)n∈N, Un : C[a, b]→ C[a, b] un şir de operatori liniari şi
pozitivi. Dacă

lim
n→∞

Un(1) = 1 şi lim
n→∞

Un((t− x)2)(x) = 0

atunci, pentru orice f ∈ C[a, b] are loc

lim
n→∞

Un(f) = f.

3.2 Interpolare şi aproximare

Pentru o funcţie continuă indicăm un şir de polinoame de interpolare a funcţiei
care ı̂n plus converge converge.

Teorema 3.2.1 (Fejér) Fie f ∈ C[−1, 1] şi x
(n)
k = cos (2k−1)π

2n
, k ∈ {1, 2, . . . , n}

rădăcinile polinomului lui Ceb̂ışev Tn(x) = cosn arccosx. Dacă F2n−1 este poli-
nomul de interpolare Lagrange-Hermite care satisface condiţiile de interpolare

F2n−1(x
(n)
k ) = f(x

(n)
k

F ′2n−1(x
(n)
k ) = 0

∀ k ∈ {1, 2, . . . , n},

atunci şirul (F2n−1)n∈N converge către f (uniform ı̂n [−1, 1]).

Demonstraţie. Utilizând expresia polinomului lui Fejér (2.20), cu notaţiile in-
troduse la deducerea lui, găsim

F2n−1(x) =
n∑
k=1

f(x
(n)
k

[
1− (x− x(n)

k )
w′′(x

(n)
k )

w′(x
(n)
k )

]
l2k(x), (3.5)

unde w(x) =
∏n

k=1(x− x(n)
k ) = 1

2n−1Tn(x).
Ţinând seama de expresia polinomului lui Ceb̂ışev, se deduc egalităţile

w′′(x
(n)
k )

w′(x
(n)
k )

=
x
(n)
k )

1−(x
(n)
k ))2

l2k(x) = T 2
n(x)
n2 ·

1−(x
(n)
k )2

(x−x(n)k )2
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Exprimarea (3.5) devine

F2n−1(x) =
T 2
n(x)

n2

n∑
k=1

f(x
(n)
k )

1− xx(n)
k

(x− x(n)
k )2

.

Definim şirul de operatori Fn : C[−1, 1] → C[−1, 1] prin Fn(f)(x) = F2n−1(x).
Fn este un operator liniar şi pozitiv.

În continuare verificăm condiţiile Teoremei 3.1.3.

1. Din formula restului polinomului de interpolare Lagrange – Hermite (2.19)
rezultă că

Fn(1)(x) = 1.

2. Au loc egalităţile

Fn((t− x)2)(x) =
T 2
n(x)

n2

n∑
k=1

(x
(n)
k − x)2 1− xx(n)

k

(x− x(n)
k )2

=

=
T 2
n(x)

n2
(n− x

n∑
k=1

x
(n)
k ) =

T 2
n(x)

n
→ 0, n→∞,

şi ı̂n consecinţă limn→∞Fn(f) = limn→∞ F2n−1 = f.

3.3 Divergenţa interpolării Lagrange

Deducerea rezultatului de divergenţă necesită cunoaşterea unei serii de prob-
leme din topologie (Spaţii topologice Baire) şi analiză funcţională (Principiul con-
densării singularităţilor) cât şi o estimare a normei operatorului Fourier. Aceste
probleme sunt prezentate ı̂n secţiunile următoare.

3.3.1 Staţiu topologic Baire

Fie X un spaţiu topologic.

Definiţie 3.3.1 O submulţime nevidă Y ⊂ X este rară dacă int(Y ) = ∅.

Definiţie 3.3.2 O submulţime nevidă este de categoria I dacă se poate reprezenta
ca o reuniune numărabilă de mulţimi rare. În caz contrar submulţimea este de
categoria II.
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Definiţie 3.3.3 O submulţime nevidă este reziduală dacă este complementara
unei mulţimi de categoria I.

Definiţie 3.3.4 O submulţime nevidă este superdensă dacă este densă ı̂n spaţiul
topologic, reziduală şi nenumărabilă.

Definiţie 3.3.5 Un spaţiu topologic se numeşte spaţiu topologic Baire dacă orice
submulţime nevidă şi deschisă este de categoria II.

Au loc următoarele rezultate:

Teorema 3.3.1 Fie X un spaţiu topologic, Y o submulţime nevidă ı̂n X şi Z =
X\Y. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) Y este deschisă şi densă ı̂n X;

(ii) Z este ı̂nchisă şi rară.

Demonstraţie. Y deschisă ⇔ Z ı̂nchisă.
Fie Y, o submulţime deschisă şi densă ı̂n X, Y = X. Presupunem prin absurd

că Z nu e rară, adică există x ∈ int(Z) = int(Z) ⊆ Z. Atunci Z este o vecinătate
a lui x. Din Y ∩ Z = ∅ rezultă că x /∈ Y , ceea ce contrazice ipoteza Y = X.

Invers, fie Z o submulţime ı̂nchisă şi rară. Dacă presupunem prin absurd că
Y nu este densă atunci există x ∈ X\Y ⊆ X\Y = Z. Submulţimea X\Y este
deschisă, deci ∅ 6= int(Z) ⊆ int(Z), ceea ce contrazice ipoteza int(Z) = ∅.

Teorema 3.3.2 Orice submulţime a unei mulţimei de categoria I este de catego-
ria I.

Demonstraţie. Fie Y o mulţime de categoria I, reprezentată prin

Y =
⋃
n∈N

Yn, Yn submulţime rară, ∀n ∈ N.

Dacă Z ⊂ Y atunci Z = Z ∩ Y =
⋃
n∈N(Z ∩ Yn), iar submulţimile Z ∩ Yn sunt

rare, ∀n ∈ N.
Un spaţiu topologic Baire este caracterizat de următoarea proprietate

Teorema 3.3.3 Un spaşiu topologic este spaţiu topologic Baire dacă şi numai
dacă o intersecţie numărabilă de mulţimi deschise şi dense rămâne densă.
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Demonstraţie. Fie X un spaţiu topologic Baire şi familia (Xn)n∈N de mulţimi
deschise şi dense ı̂n X. Presupunem prin absurd că mulţimea Z =

⋂
n∈NXn nu e

densă ı̂n X. Atunci mulţimea Y = X\Z este deschisă şi nevidă. Din relaţiile

Y = X\Z ⊆ X\Z = X ∩ C(Z) =
⋃
n∈N

(X ∩ C(Xn)) =
⋃

(X\Xn),

deducem utilizând Teoremele 3.3.1 şi 3.3.2 că Y este de categoria I, contrazicând
proprietatea de spaţiu topologic Baire a lui X.

Reciproc, presupunem prin absurd că X nu e spaţiu topologic Baire, adică
există o mulţime nevidă şi deschisă Y astfel ı̂ncât

Y =
⋃
n∈N

Yn Yn submulţime rară, ∀n ∈ N.

Submulţimile Xn = X\Y n = C(Y n) sunt deschise şi dense ı̂n X,

Xn = C(Y n) = C(int(Y n)) = X.

Potrivit ipotezei
⋂
n∈NXn = X.

Pe de altă parte,

∅ 6= Y =
⋃
n∈N

Yn ⊆
⋃
n∈N

Y n =
⋃
n∈N

C(Xn) = C(
⋂
n∈N

Xn),

ceea ce contrazice afirmaţia anterioară.
Recunoaşterea unui spaţiu topologic Baire este uşurată de

Teorema 3.3.4 Un spaţiu metric complet este un spaţiu topologic Baire.

Demonstraţie. Presupunem prin absurd că există o mulţime deschisă şi nevidă
Y de categoria I:

Y =
⋃
n∈N∗

Yn Yn submulţime rară, ∀n ∈ N∗.

Fie B0 = Y. Mulţimea deschisă B0\Y 1 este nevidă – altfel Y = B0 ⊆ Y 1, cea ce
ar contrazice raritatea lui Y1.
Prin urmare există x1 ∈ B0\Y 1 şi r′1 > 0 astfel ı̂ncât B(x1, r

′
1) ⊆ B0\Y 1.

1

1B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}, unde d(x, y) este distanţa dintre x şi y.
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Pentru r1 = min{1, 1
2
r′1} mulţimea B1 = B(x1, r1) satisface relaţiile

B1 ∩ Y 1 = ∅,
B1 ⊆ B0.

Inductiv, presupunem că s-au construit mulţimileBi = B(xi, ri), i = 1, 2, . . . , n−
1 astfel ı̂ncât

Bi ∩ Y i = ∅,
Bi ⊆ Bi−1.

Mulţimea deschisă Bn−1\Y n este nevidă – altfel Bn−1 ⊆ Y n, cea ce ar contrazice
raritatea lui Yn.
Există xn ∈ Bn−1\Y n şi r′n > 0 astfel ı̂ncât B(xn, r

′
n) ⊆ Bn−1\Y n.

Pentru rn = min{ 1
n
, 1

2
r′n} mulţimea Bn = B(xn, rn) satisface relaţiile

Bn ∩ Y n = ∅,
Bn ⊆ Bn−1.

Şirul (xn)n∈N∗ este fundamental, deci convergent. Fie x = limn→∞ xn.
Deoarece xn ∈ Bn ⊆ B1, ∀n ∈ N∗, rezultă că

x ∈ Bn ⊆ B1 ⊆ B0 = Y. (3.6)

Pe de altă parte, pentru orice n ≥ m, xn ∈ Bm, de unde

x ∈ Bm ⇔ x /∈ Y m, ∀m ∈ N∗.

Urmează x /∈ Y, ı̂n contradicţie cu (3.6).

3.3.2 Principiul condensării singularităţilor

Fie X, Y spaţii normate şi o submulţime de operatori liniari şi continui A ⊆
(X, Y )∗. Mulţimea singularităţilor ataşat submulţimii de operatori liniari şi poz-
itivi A este

SA = {x ∈ X : sup
A∈A
‖A(x)‖ =∞}.

Proprietăţi ale acestei mulţimi sunt precizate ı̂n

Teorema 3.3.5 (Principiul condensării singularităţilor) Dacă X este un
spactiu Banach, Y un spaţiu normat şi A o submulţime de operatori liniari şi
continui, astfel ı̂ncât supA∈A ‖A‖ = ∞, atunci mulţimea singularităţilor ataşată
familiei A este superdensă ı̂n X.
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Demonstraţie. Introducem mulţimile

Xn = {x ∈ X : ∃A ∈ A astfel ı̂ncât ‖A(x)‖ > n} n ∈ N.

Atunci avem

(i)

SA =
⋂
n∈N

Xn. (3.7)

(ii)

Xn =
⋃
A∈A

{x ∈ X : ‖A(x)‖ > n},

deci Xn este o submulţime deschisă.

(iii)
Xn = X.

Pentru justificarea acestei afirmaţii, presupunem prin absurd, că există n ∈
N şi x0 ∈ X\Xn. Deoarece mulţimea X\Xn este deschisă, există r > 0
astfel ı̂ncât B(x0, r) = {x ∈ X : ‖x− x0‖ ≤ r} ⊂ X\Xn. Din identitatea

A(x) =
‖x‖
r

[A(r
x

‖x‖
+ x0)− A(x0)]

se deduce

‖A(x)‖ ≤ 2n

r
‖x‖, ∀x ∈ X, ∀A ∈ A, (3.8)

deoarece r x
‖x‖ + x0, x0 ∈ B(x0, r) ⊂ X\Xn.

Inegalitatea (3.8) contrazice ipoteza supA∈A ‖A‖ =∞.
Spaţiul Banach X este un spaţiu topologic Baire şi din (3.7), potrivit Teo-
remei 3.3.3, mulţimea SA este densă ı̂n X.

(iv) Din Teorema 3.3.1 mulţimea X\Xn este ı̂nchisă şi rară. Relaţia (3.7) implică

SA =
⋂
n∈N

Xn = X\(X\
⋂
n∈N

Xn) = X\
⋃
n∈N

(X\Xn),

adică SA este o mulţime reziduală.

Dacă x ∈ SA şi λ > 0 atunci λx ∈ SA, deci SA este nenumărabilă.

O consecinţă importantă a Teoremei 3.3.5 este
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Teorema 3.3.6 (Principiul mărginirii uniforme) Dacă X este un spaţiu
Banach, Y un spaţiu normat, atunci orice submulţime de operatori liniari şi
continui, A ⊆ (X, Y )∗ mărginită punctual, ∀x ∈ X, supA∈A ‖A(x)‖ < ∞, este
uniform mărginită, supA∈A ‖A‖ <∞.

3.3.3 Norma operatorilor integrali

Evaluarea normei unui operator integral se bazează pe

Teorema 3.3.7 Fie I = [a, b] şi C(I) spaţiul Banach al funcţiilor continue def-
inite ı̂n I şi cu valori complexe. Dacă e ∈ C(I), atunci norma funcţionalei
x∗ ∈ [C(I)]∗, definită prin

x∗(x) =

∫
I

e(t)x(t)dt

este ‖x∗‖ =
∫
I
|e(t)|dt.

Demonstraţie. Norma unei funcţii x ∈ C(I) este ‖x‖ = maxt∈I |x(t)|. Din
inegalitatea |x∗(x)| ≤ ‖x‖

∫
I
|e(t)|dt rezultă ‖x∗‖ ≤

∫
I
|e(t)|dt.

Apoi, pentru n ∈ N, au loc relaţiile∫
I

|e(t)|dt =

∫
I

|e(t)|
1 + n|e(t)|

dt+

∫
I

n|e(t)|2

1 + n|e(t)|
dt ≤

≤
∫
I

1

n
dt+

∫
I

e(t)
ne(t)

1 + n|e(t)|
dt ≤ b− a

n
+ ‖x∗‖.

Pentru n→∞ se obţine inegalitatea
∫
I
|e(t)|dt ≤ ‖x∗‖.

Fie k : I × I → C o funcţie continuă şi operatorul liniar A : C(I) → C(I)
definit prin

A(x)(t) =

∫
I

k(t, s)x(s)ds.

Atunci

Teorema 3.3.8 Norma operatorului A este ‖A‖ = maxt∈I
∫
I
|k(t, s)|ds.

Demonstraţie. Din inegalităţile

|A(x)(t)| = |
∫
I

k(t, s)x(s)ds| ≤
∫
I

|k(t, s)| |x(s)|ds ≤
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≤ ‖x‖
∫
I

|k(t, s)|ds ≤ ‖x‖max
t∈I

∫
I

|k(t, s)|ds

rezultă

‖A(x)‖ ≤ ‖x‖max
t∈I

∫
I

|k(t, s)|ds

şi

‖A‖ ≤ max
t∈I

∫
I

|k(t, s)|ds.

Fie t0 ∈ I astfel ı̂ncât
∫
I
|k(t0, s)|dt = maxt∈I

∫
I
|k(t, s)|ds, şi funcţia e(t) =

k(t0, t).
Funcţionala e∗ ∈ [C(I)]∗, definită prin e∗(x) =

∫
I
e(s)x(s)ds =

∫
I
k(t0, s)ds

are norma ‖e∗‖ =
∫
I
|k(t0, s)|ds.

Din relaţiile

‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖A(x)‖ = sup
‖x‖≤1

max
t∈I
|A(x)(t)| ≥

≥ sup
‖x‖≤1

|A(x)(t0)| = sup
‖x‖≤1

|e∗(x)| = ‖e∗‖ =

∫
I

|k(t0, s)|ds,

rezută egalitatea enunţată.

3.3.4 Norma operatorului Fourier

Fie C2π spaţiul funcţiilor reale, continue şi periodice cu perioada 2π. Opera-
torul lui Fourier Sn : C2π → C2π este definit prin

Sn(x)(t) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt)

unde

ak =
1

π

∫ π

−π
x(t) cos ktdt, bk =

1

π

∫ π

−π
x(t) sin ktdt, k ∈ {0, 1, . . . , n}.

Prin calcul direct vom deduce

Teorema 3.3.9 Are loc egalitatea

Sn(x)(t) =
1

π

∫ π

−π
x(t)

sin (n+ 1
2
)(s− t)

2 sin s−t
2

ds.
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Demonstraţie. În baza identităţii 3 din Anexa C rezultă

Sn(x)(t) =
1

π

∫ π

−π
x(s)[

1

2
+

n∑
k=1

cos k(s− t)]ds =

=
1

π

∫ π

−π
x(t)

sin (n+ 1
2
)(s− t)

2 sin s−t
2

ds.

Teorema 3.3.10 Norma operatorului Sn este

‖Sn‖ =
1

π

∫ π

0

∣∣∣∣sin (n+ 1
2
)τ

sin τ
2

∣∣∣∣ dτ
Demonstraţie. Potrivit Teoremei 3.3.8, norma operatorului Sn este

‖Sn‖ = max
t∈I

1

π

∫ π

−π

∣∣∣∣sin (n+ 1
2
)(s− t)

2 sin s−t
2

∣∣∣∣ ds,
unde I = [−π, π]. Prin schimbarea de variabilă s − t = τ, integrala din expresia
normei devine∫ π

−π

∣∣∣∣sin (n+ 1
2
)(s− t)

2 sin s−t
2

∣∣∣∣ ds =

∫ π−t

−π−t

∣∣∣∣sin (n+ 1
2
)τ

2 sin τ
2

∣∣∣∣ dτ.
Datorită periodicităţii şi parităţii funcţiei de sub integrală, rezultă

‖Sn‖ = max
t∈I

1

π

∫ π

0

∣∣∣∣sin (n+ 1
2
)τ

sin τ
2

∣∣∣∣ dτ =
1

π

∫ π

0

∣∣∣∣sin (n+ 1
2
)τ

sin τ
2

∣∣∣∣ dτ.
Teorema 3.3.11 Are loc inegalitatea

‖Sn‖ ≥
4

π2
ln (n+ 1).

Demonstraţie. Prin schimbarea de variabilă τ = 2πt
2n+1

, din expresia normei
operatorului Sn, deducem

‖Sn‖ =
2

2n+ 1

∫ n+ 1
2

0

∣∣∣∣∣ sinπt

sin πt
2n+1

∣∣∣∣∣ dt = (3.9)



3.3. DIVERGENŢA INTERPOLĂRII LAGRANGE 77

=
2

2n+ 1

(
n−1∑
j=0

∫ j+1

j

∣∣∣∣∣ sin πt

sin πt
2n+1

∣∣∣∣∣ dt+

∫ n+ 1
2

n

∣∣∣∣∣ sinπt

sin πt
2n+1

∣∣∣∣∣ dt
)
≥

≥ 2

2n+ 1

n−1∑
j=0

∫ j+1

j

∣∣∣∣∣ sinπt

sin πt
2n+1

∣∣∣∣∣ dt.
Dacă t ∈ [j, j + 1] atunci πt

2n+1
∈ [0, π

2
] şi ı̂n consecinţă

sin
πj

2n+ 1
≤ sin

πt

2n+ 1
≤ sin

π(j + 1)

2n+ 1
≤ π(j + 1)

2n+ 1
,

de unde
| sin πt|
sin πt

2n+1

≥ | sin πt|
π(j+1)
2n+1

.

Deoarece
∫ j+1

j
| sin πt|dt = 2

π
, inegalitatea (3.9) ne dă

‖Sn‖ ≥
4

π2

n∑
j=1

1

j
.

Din teorema de medie Lagrange, rezultă inegaliteatea

1

j
> ln j + 1− ln j >

1

j + 1
,

care conduce la ‖Sn‖ ≥ 4
π2 ln (n+ 1).

3.3.5 Divergenţa polinoamelor de interpolare Lagrange

Notăm uk(x) = cos kx, vk(x) = sin kx, k ∈ N, prin C2π spaţiul liniar al
funcţiilor continue şi periodice, cu perioada 2π, Ep mulţimea funcţiilor pare din
C2π şi Wn = span{u0, u1, . . . , un}.

Teorema 3.3.12 Dacă P ∈ (Ep,Wn)∗ astfel ı̂ncât

1. P2 = P ,

2. P(Ep) = Wn, (adică P este operator surjectiv),

atunci ‖I − P‖ ≥ 2
π2 ln(n+ 1)− 1

2
.
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Demonstraţie. Notăm prin Ty : C2π → C2π operatorul definit prin

Ty(f)(x) = f(x+ y).

Următoarele proprietăţi ale lui Ty sunt imediate

1. TyT−y = T−yTy = I ⇔ T−1
y = T−y, unde prin I s-a notat opera-

torul identic.

2. ‖Ty‖ = 1.

Definim operatorul liniar

P̃(f)(t) =
1

2π

∫ π

−π
Ts(I − P)(T−s + Ts)(f)(t)ds.

Pentru orice t ∈ [−π, π] şi orice f ∈ C2π din inegalitatea

|P̃(f)(t)| ≤ 2‖I − P‖ ‖f‖

deducem că ‖P̃(f)‖ ≤ 2‖I − P‖ ‖f‖ şi deci

‖P̃‖ ≤ 2‖I − P‖. (3.10)

Vom arătăm că
P̃ = I − Sn, (3.11)

unde Sn este operatorul lui Fourier.
Întrucât orice funcţie din Ep se poate scrie ca o serie de forma

∑∞
i=0 aiui este

suficient să arătăm că

P̃(ui) = (I − Sn)(ui), ∀i ∈ N.

Deoarece

Sn(ui) =

{
ui pentru 0 ≤ i ≤ n
0 pentru i > n

rămâne de arătat că

P̃(ui) =

{
0 pentru 0 ≤ i ≤ n
ui pentru i > n.

Din surjectivitatea operatorului P rezultă că

∀p ∈ Wn ∃f ∈ Ep astfel ı̂ncât P(f) = p.
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Atunci
p = P(f) = P2(f) = P(p), ∀p ∈ Wn. (3.12)

Au loc egalităţile

(T−s + Ts)(ui)(t) = ui(t− s) + ui(t+ s) = 2ui(t)ui(s),

de unde
P(T−s + Ts)(ui)(t) = 2ui(s)P(ui)(t). (3.13)

Pentru 0 ≤ i ≤ n, ui ∈ Wn, din (3.12) şi (3.13) rezultă că

(I − P)(T−s + Ts)(ui)(t) = 0,

deci P̃(ui) = 0.
Dacă i > n atunci P(ui) se reprezintă sub forma P(ui) =

∑n
j=0 ajuj unde

aj ∈ R, ∀ 0 ≤ j ≤ n. Ţinând seama de (3.13) găsim

Ts(I−P)((T−s+Ts)(ui)(t) = Ts(I−P)(2ui(s)ui(t)) = 2ui(s)Ts(ui−
n∑
j=0

ajuj)(t) =

= 2ui(s)[ui(s)ui(t)− vi(s)vi(t)−
n∑
j=0

aj(uj(s)uj(t)− vj(s)vj(t))].

Prin urmare

P̃(ui)(t) =
1

2π

[
ui(t)

∫ π

−π
u2
i (s)ds− vi(t)

∫ π

−π
ui(s)vi(s)ds−

−
n∑
j=0

aj

(
uj(t)

∫ π

−π
ui(s)uj(s)ds− vj(t)

∫ π

−π
ui(s)vj(s)ds

)]
= ui(t).

În final, din (3.10) şi (3.11) rezultă

‖I − P‖ ≥ 1

2
‖P̃‖ =

1

2
‖I − Sn‖ ≥

1

2
| ‖Sn‖ − 1 | ≥ 2

π2
ln(n+ 1)− 1

2
.

Teorema 3.3.13 Dacă Q ∈ (C[a, b],Pn)∗ astfel ı̂ncât

1. Q2 = Q,

2. Q(C[a, b]) = Pn,

atunci ‖I −Q‖ ≥ 2
π2 ln(n+ 1)− 1

2
.
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Demonstraţie. Funcţia ψ(t) = a+b
2

+ b−a
2

cos t transformă bijectiv intervalul
[0, π] ı̂n [a, b].

Definim operatorul liniar A : C[a, b]→ Ep prin

A(f)(t) =

{
f(ψ(t)) dacă t ∈ [0, π],
f(ψ(−t)) dacă t ∈ [−π, 0).

Din egalitatea imediată ‖A(f)‖ = ‖f‖ rezultă ‖A‖ = 1. DacăA(f) = 0 atunci
‖A(f)‖ = ‖f‖ = 0 şi, ı̂n consecinţă f = 0. Astfel operatorul A este injectiv şi
deci inversabil.

Operatorul P = AQA−1 aparţine spaţiului (Ep,Wn)∗. Observăm că

P2 = AQA−1AQA−1 = AQ2A−1 = AQA−1 = P .

Deoarece Q = A−1PA, din relaţiile

‖I −Q‖ = ‖A−1(I − P)A‖ ≤ ‖A−1‖ ‖I − P‖ ‖A‖ = ‖I − P‖.

şi
‖I − P‖ = ‖A(I − P)A−1‖ ≤ ‖A‖ ‖I −Q‖ ‖A−1‖ = ‖I −Q‖.

rezultă ‖I −Q‖ = ‖I − P‖. Potrivit teoremei anterioare

‖I −Q‖ = ‖I − P‖ ≥ 2

π2
ln(n+ 1)− 1

2
.

Teorema 3.3.14 Fie x1, x2, . . . , xn+1 puncte distincte două câte două ale unui
interval [a, b]. Operatorul L(f) = L(Pn;x1, . . . , xn+1)(f) are următoarele pro-
prietăţi:

(i) L2 = L;

(ii) L(C[a, b]) = Pn;

(iii) ‖L‖ = maxx∈[a,b]

∑n+1
i=1 |li(x)|, adică L ∈ (C[a, b],Pn)∗. Prin li(x) s-au notat

polinoamele fundamentale ale lui Lagrange.

Demonstraţie. Afirmaţiile (i), (ii) rezultă din egalitatea

L(Pn;x1, . . . , xn+1; f) = f ∀f ∈ Pn.

(iii) Din inegalităţile

|L(f)(x)| ≤ ‖f‖
n+1∑
i=1

|li(x)| ≤ ‖f‖ max
x∈[a,b]

n+1∑
i=1

|li(x)|
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se deduce că L ∈ (C[a, b],Pn)∗ şi ‖L‖ ≤ maxx∈[a,b]

∑n+1
i=1 |li(x)|.

Fie x0 ∈ [a, b] astfel ı̂ncât
∑n+1

i=1 |li(x0)| = maxx∈[a,b]

∑n+1
i=1 |li(x)| şi funcţia

f0(x) =


1 dacă x ∈ {a, b}
sgnli(x0) dacă x = xi, i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}
afină ı̂n rest

.

Atunci f0 ∈ C[a, b] şi ‖f0‖ = 1. Deoarece

L(Pn;x1, . . . , xn+1; f0)(x) =
n+1∑
i=1

|li(x0)|

au loc relaţiile

max
x∈[a,b]

n+1∑
i=1

|li(x)| =
n+1∑
i=1

|li(x0)| = ‖L(f0)‖ ≤ ‖L‖ ≤ max
x∈[a,b]

n+1∑
i=1

|li(x)|,

de unde rezultă expresia normei operatorului L.

În finalul acestei secţiuni stabilim următorul rezultat de divergenţă:

Teorema 3.3.15 Fie o mulţime de şiruri de noduri de interpolare (3.1) dintr-
un interval [a, b]. Mulţimea funcţiilor continue f ∈ C[a, b] cu proprietatea că

şirul polinoamelor de interpolare Lagrange L(Pn−1, x
(1)
1 , . . . , x

(n)
n ; f) nu converge

(uniform) către f este superdensă ı̂n C[a, b].

Demonstraţie. Fie şirul de operatori (Ln)n∈N∗ , Ln ∈ (C[a, b],Pn)∗ definiţi prin

L(f)(x) = L(Pn−1;x
(n)
1 , . . . , x(n)

n ; f)(x) ∀n ∈ N∗.

Potrivit Teoremei 3.3.14 operatorul Ln satisface ipotezele Teoremei 3.3.13. În
consecinţă

‖I − Ln‖ ≥
2

π2
ln (n+ 1)− 1

2
, ∀n ∈ N∗,

de unde supn∈N∗ ‖I − Ln‖ =∞.
Familia de operatori liniari şi continui

A = {I − Ln : n ∈ N∗}

satisface condiţia principiului condensării singularităţilor (Teorema 3.3.5). Prin
urmare mulţimea singularităţilor SA este superdensă ı̂n C[a, b]. Astfel mulţimea
funcţiilor f ∈ C[a, b] pentru care supn∈N∗ ‖(I − Ln)(f)‖ = ∞, deci şi a acelor
funcţii pentru care Ln(f) nu converge uniform către f este superdensă ı̂n C[a, b].
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Probleme şi teme de seminar

P 3.1 Fie f : [0, 1] → R şi polinomul lui Bernstein de grad n ataşat funcţiei f,

Bn(f)(x) =
∑n

k=0

(
n
k

)
f( k

n
)xk(1− x)n−k. Să se arate că

1. Bn(1)(x) = 1;

2. Bn(t)(x) = x;

3. Bn(t2)(x) = x+(n−1)x2

n
.

P 3.2 Fie (uk)k∈N un şir de numere şi Bn(ui, ui+1, . . . , ui+n) polinomul

Bn(ui, ui+1, . . . , ui+n)(x) =
n∑
k=0

(
n
k

)
ui+kx

k(1− x)n−k.

Să se arate că

Bn(u0, u1, . . . , un)(x) = B1(Bn−1(u0, . . . , un−1)(x), Bn−1(u1, . . . , un)(x)))(x).

Indicaţie. Deoarece B1(ui, ui+1)(x) = (1− x)ui + xui+1 vom avea

B1(Bn−1(u0, . . . , un−1)(x), Bn−1(u1, . . . , un)(x)))(x) =

= (1− x)Bn−1(u0, . . . , un−1)(x) + xBn−1(u1, . . . , un)(x)))(x) =

=
n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
ukx

k(1− x)n−k +
n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
uk+1x

k+1(1− x)n−1+k = . . .

P 3.3 Să se demonstreze egalitatea

Bn(f)(x) =
n∑
k=0

(
n
k

)
4k

1
n
f(0)xk.

Indicaţie. Dezvoltând (1− x)n−k se obţine

Bn(f)(x) =
n∑
k=0

(
n
k

)
f(
k

n
)
n−k∑
j=0

(
n− k
j

)
(−1)jxj+k =

=
n∑
k=0

(
n
k

)
f(
k

n
)

n∑
i=k

(
n− k
i− k

)
(−1)i−kxi,
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cu i = k + j.
Schimbând ordinea sumărilor rezultă

Bn(f)(x) =
n∑
i=0

xi
i∑

k=0

(−1)i−k
(
n− k
i− k

)(
n
k

)
f(
k

n
).

Deoarece

(
n− k
i− k

)(
n
k

)
=

(
n
i

)(
i
k

)
şi folosind (1.2) vom avea

Bn(f)(x) =
n∑
i=0

(
n
i

)
xi

i∑
k=0

(
i
k

)
(−1)i−kf(

k

n
) =

n∑
i=0

(
n
i

)
xi4i

1
n
f(0).

P 3.4 Să se arate că limn→∞Bn(f)(x)
u
= f(x), ∀f ∈ C[0, 1], adică spaţiul liniar

al polinoamelor este dens ı̂n C[0, 1] (Weierstrass).
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Capitolul 4

Formule de derivare numerică

Prezentăm două moduri de aproximare a derivatei unei funcţii ı̂ntr-un punct:

• Aproximarea derivatei prin diferenţe, utilă ı̂n cazul ı̂n care funcţia este
cunoscută dar derivarea formală este mult prea laborioasă;

• Aproximarea derivatei prin derivata unei funcţii de interpolare, utilă ı̂n
cazul ı̂n care funcţia este cunoscută prin valorile ei ı̂ntr-o mulţime de puncte.

4.1 Aproximarea derivatei prin diferenţe

Următoarele formule de aproximare a derivatelor unei funcţii sunt uzuale:

f ′(x) ' 4hf(x)

h
=
f(x+ h)− f(x)

h
(4.1)

f ′(x) ' δ2hf(x)

2h
=
f(x+ h)− f(x− h)

2h
(4.2)

f ′′(x) ' δ2
hf(x)

h2
=
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
(4.3)

În ipoteza că f este derivabilă de un număr suficient de ori, pentru fiecare din
cazurile de mai sus, eroarea aproximării este evaluată ı̂n:

Teorema 4.1.1 Fie h > 0. Au loc relaţiile:

(i) 4hf(x)
h

= f ′(x) + h
2
f ′′(c1), x < c1 < x+ h;

(ii) δ2hf(x)
2h

= f ′(x) + h2

6
f (3)(c2), x− h < c2 < x+ h;

(iii)
δ2hf(x)

h2
= f ′(x) + h2

12
f (4)(c3), x− h < c3 < x+ h.

85
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Demonstraţie. Cele trei relaţii sunt consecinţe ale dezvoltărilor tayloriene
ataşate unei funcţii.

Prima egalitate rezultă din

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(c1) x < c1 < x+ h.

Utilizând dezvoltările

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + h2

2
f ′′(x) + h3

6
f (3)(c21) x < c21 < x+ h

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) + h2

2
f ′′(x)− h3

6
f (3)(c22) x− h < c22 < x

obţinem
f(x+ h)− f(x− h)

2h
= f ′(x) +

h2

6

f (3)(c21) + f (3)(c22)

2
.

Funcţia f (3) având proprietatea lui Darboux ı̂n (x−h, x+h), există c2 ∈ (min{x−
h, x + h},min{x− h, x + h}) ⊂ (x− h, c + h) astfel ı̂ncât f (3) = f (3)(c21)+f (3)(c22)

2
.

Prin urmare
δ2hf(x)

2h
= f ′(x) +

h2

6
f (3)(c2).

În mod asemănător, din dezvoltările

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + h2

2
f ′′(x) + h3

6
f (3)(x) + h4

24
(c31) x < c31 < x+ h

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) + h2

2
f ′′(x)− h3

6
f (3)(x) + h4

24
(c32) x− h < c32 < x

obţinem

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
= f ′′(x) +

h2

12

f (4)(c31) + f (4)(c32)

2
.

Repetând raţionamentul de mai sus, există c3 ∈ (x− h, x+ h) astfel ı̂ncât

δ2
hf(x)

h2
= f ′(x) +

h2

12
f (4)(c3).

4.1.1 Extrapolarea Richardson

Un număr S se aproximează prin ϕ(h), S ≈ ϕ(h), mai precis având loc o
egalitate de forma

S = ϕ(h) + a2h
2 + a4h

4 + a6h
6 + . . . (4.4)
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Dacă a2 6= 0 atunci a2h
2 reprezintă termenul dominant al erorii. Puterea lui

h din termenul dominant defineşte ordinul aproximării, 2 ı̂n cazul de faţă.
În (4.4), dacă se pune h

2
ı̂n loc de h, atunci rezultă

S = ϕ(
h

2
) +

1

4
a2h

2 +
1

16
a4h

4 +
1

64
a6h

6 + . . . (4.5)

În vederea eliminării termenului cu h2, ı̂nmulţim (4.4) cu −1
3

şi (4.5) 4
3

şi
adunându-le se obţine

S =
4

3
ϕ(
h

2
)− 1

3
ϕ(h)− 1

4
a4h

4 − 5

16
a6h

6 + . . .

adică o relaţie de forma

S = ψ(h) + b4h
4 + b6h

6 + . . . , (4.6)

având ordinul de aproximare 4.
Repetând procedeul, adică eliminând termenul cu h4 din (4.6) se ajunge la o

formulă de aproximaţie a lui S de ordin 6.
Următorul procedeu, denumit extrapolarea Richardson, realizează eliminarea

succesivă a termenilor de ordin h2, h4, . . . , h2M .
Introducem

D(n, 0) = ϕ(
h

2n
), n = 0, 1, . . . ,M.

Extrapolarea Richardson constă ı̂n completarea tabelului

D(0, 0)
D(1, 0) D(1, 1)
D(2, 0) D(2, 1) D(2, 2)

...
...

...
. . .

D(M, 0) D(M, 1) D(M, 2) . . . D(M,M)

utilizând formula de recurenţă

D(n, k) =
4k

4k − 1
D(n, k − 1)− 1

4k − 1
D(n− 1, k − 1),

n=k,k+1,...,M

k = 1, 2, . . . ,M .

Tabelul se construieşte completând succesiv coloanele acestuia.

Teorema 4.1.2 Au loc relaţiile

D(n, k) = S +
∞∑

j=k+1

Aj,k+1(
h

2n
)2j,

adică ordinul aproximării lui S prin D(n, k) este 2k + 2.
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Demonstraţie. Inducţie după k. Din (4.4) rezultă

S = ϕ(
h

2n
) +

∞∑
j=1

a2j(
h

2n
)2j

sau

D(n, 0) = S −
∞∑
j=1

a2j(
h

2n
)2j = S +

∞∑
j=1

Aj,1(
h

2n
)2j,

unde, s-au notat Aj,1 = −a2j, j ∈ N∗.
Presupunem că

D(n, k − 1) = S +
∞∑
j=k

Aj,k(
h

2n
)2j, n = k − 1, k, . . . ,M.

Potrivit formului de recurenţă

D(n, k) =
4k

4k − 1
D(n, k − 1)− 1

4k − 1
D(n− 1, k − 1) =

=
4k

4k − 1

[
S +

∞∑
j=k

Aj,k(
h

2n
)2j

]
− 1

4k − 1

[
S +

∞∑
j=k

Aj,k(
h

2n−1
)2j

]
=

= S +
∞∑
j=k

Aj,k
4k − 4j

4k − 1
(
h

2n
)2j = S +

∞∑
j=k+1

Aj,k
4k − 4j

4k − 1
(
h

2n
)2j.

Notând Aj,k+1 = Aj,k
4k−4j

4k−1
se obţine relaţia din enunţul teoremei.

Aplicaţie la formule de derivare numerică. În ipoteza relaţiilor

f(x+ h) =
∞∑
j=0

f (j)(x)

j!
hj

f(x− h) =
∞∑
j=0

(−1)j
f (j)(x)

j!
hj

rezultă
f(x+ h)− f(x− h)

2h
= f ′(x) +

∞∑
j=1

f (2j+1)(x)

(2j + 1)!
h2j
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sau

f ′(x) = ϕ(h)−
∞∑
j=1

f (2j+1)(x)

(2j + 1)!
h2j,

unde ϕ(h) = f(x+h)−f(x−h)
2h

.
Extrapolarea Richardson conduce la formule de derivare numerică cu ordine

de aproximare superioară. De exemplu, eliminând termenul cu h2 se obţine

4

3
ϕ(
h

2
)− 1

3
ϕ(h) =

1

6h

[
f(x− h)− 8f(x− h

2
) + 8f(x+

h

2
)− f(x+ h)

]
.

4.2 Aproximarea derivatei prin derivata

unei funcţii de interpolare

Derivata unei funcţii f, cunoscută prin valorile ei ı̂n punctele a, a+h, . . . , a+nh
se poate aproxima prin derivata polinomului de interpolare Lagrange

f ′(x) ' d

dx
L(Pn; a, a+ h, . . . , a+ nh; f)(x). (4.7)

Prin substituţia x = a + qh expresia polinomului de interpolare Lagrange
devine

L(Pn; a, a+ h, . . . , a+ nh; f)(x) = L(Pn; a, a+ h, . . . , a+ nh; f)(a+ qh) =

=
n∑
i=0

f(a+ ih)
(−1)n−i

i!(n− i)!

n∏
j=0

j 6=i

(q − j) = Q(q).

În urma derivării, aproximarea (4.7) devine

f ′(x) ' d

dx
L(Pn; a, a+ h, . . . , a+ nh; f)(x) = Q′(q)

dq

dx
=

=
1

h

n∑
i=0

f(a+ ih)
(−1)n−i

i!(n− i)!

n∑
k=0
k 6=i

n∏
j=0

j 6=i,k

(q − j).

În mod asemănător, derivata de ordinul doi a funcţiei f se poate aproxima
prin

f ′′(x) ' d2

dx2
L(Pn; a, a+ h, . . . , a+ nh; f)(x) = Q′′(q)(

dq

dx
)2 +Q′(q)

d2q

dx2
=
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=
1

h2

n∑
i=0

f(a+ ih)
(−1)n−i

i!(n− i)!

n∑
k=0
k 6=i

n∑
l=0
l 6=i,k

n∏
j=0

j 6=i,k,l

(q − j).

Dacă ı̂n locul polinomului de interpolare Lagrange se utilizează alte funcţii de
interpolare atunci se deduc alte formule de derivare numerică.

Probleme şi teme de seminar

P 4.1 Utilizând aproximarea unei funcţii cu polinomul de interpolare Lagrange
pe noduri echidistante să se deducă aproximaţiile:

f ′(a) ≈ 1

h

[
4hf(x)− 4

2
hf(a)

2
+
43
hf(a)

3
+ . . .+ (−1)n−14n

hf(a)

n

]
f ′(a) ≈ 1

h

[
∇hf(x) +

∇2
hf(a)

2
+
∇3
hf(a)

3
+ . . .+

∇n
hf(a)

n

]
Indicaţie.

f ′(a) = f ′(x)|x=a ≈
d

dx
L(Pn; a, a+ h, . . . , a+ nh; f)(x)|x=a =

=
d

dx
[
n∑
k=0

4k
hf(a)

k!hk
(x− a)(x− a− h) . . . (x− a− (k − 1)h)]|x=a =

=
n∑
k=1

4k
hf(a)

k!hk
d

dx
[(x− a)(x− a− h) . . . (x− a− (k − 1)h)]|x=a =

=
n∑
k=1

4k
hf(a)

k!hk
(−h)(−2h) . . . (−(k − 1)h) =

1

h

n∑
k=1

(−1)k−14k
hf(a)

k
.
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Formule de integrare numerică

Fie f : [a, b] → R o funcţie continuă. Pentru a calcula integrala funcţiei ı̂n
intervalul [a, b] se consideră formule de forma∫ b

a

f(x)dx =
n∑
i=0

Aif(xi) +R(f),

numite formule de integrare numerică sau formule de cvadratură. Punctele

x0, x1, . . . , xn

se numesc nodurile formulei de integrare numerică, iar

A0, A1, . . . , An

se numesc coeficienţii formulei de integrare numerică. Practic, evaluarea integralei
revine la calculul sumei din membrul drept In =

∑n
i=0 Aif(xi). Expresia R(f)

este restul formulei de integrare numerică. R(f) oferă informaţii privind clasa
funcţiilor pentru care formula de integrare numerică este eficientă, ı̂n sensul că
pentru funcţia dată şi ε > 0, pentru n suficient de mare, are loc inegalitatea

|R(f)| = |
∫ b

a

f(x)dx−
n∑
i=0

Aif(xi)| < ε. (5.1)

In aplicaţii, acurateţea aproximării se probează prin satistacerea unei inegalităţi
de forma |In′ − In| < ε, n′ > n.

O metodă de obţinere a unor formule de integrare numerică constă ı̂n aprox-
imarea funcţiei f cu o funcţie de interpolare. Astfel există o mare varietate de
formule de integrare numerică.

91
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5.1 Natura aproximării funcţionalei I(f ) =
∫ b
a f (x)dx

Notăm prin C[a, b] spaţiul Banach al funcţiilor reale şi continue definite ı̂n
intervalul compact [a, b], ı̂nzestrat cu norma ‖f‖ = max{|f(x)| : x ∈ [a, b]}.

Considerăm funcţionalele liniare

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx,

δx(f) = f(x),

σ(f) =
n∑
i=0

Aiδxi(f).

Astfel se pune problema aproximării ı̂n spaţiul dual C∗[a, b] a funcţionalei I
cu funcţionala σ.

Teorema 5.1.1 Au loc egalităţile

1. ‖I‖ = b− a (5.2)

2. ‖σ‖ =
n∑
i=0

|Ai| (5.3)

3. ‖I − σ‖ = b− a+
n∑
i=0

|Ai| (5.4)

Demonstraţie.
1. Din inegalităţle

|I(f)| = |
∫ b

a

f(x)dx| ≤
∫ b

a

|f(x)|dx ≤ (b− a)‖f‖

deducem că ‖I‖ ≤ b− a. Inegalitatea contrară rezultă folosind funcţia f1(x) = 1,

b− a = I(f1) ≤ |I(f1)| ≤ ‖I‖‖f1‖ = ‖I‖ ≤ b− a.

2. Au loc inegalităţile

|σ(f)| = |
n∑
i=0

Aif(xi)| ≤ ‖f‖
n∑
i=0

|Ai|,
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adică ‖σ‖ ≤
∑n

i=0 |Ai|. Dacă

f2(x) =


sign (Ai) x ∈ {x0, . . . , xn}, Ai 6= 0,
1 x ∈ {a, b}
afină ı̂n rest

atunci ‖f2‖ = 1 şi

n∑
i=0

|Ai| ≥ ‖σ‖ = sup
‖f‖≤1

|σ(f)| ≥ |σ(f2)| =
n∑
i=0

|Ai|.

3. ‖I − σ‖ ≤ ‖I‖ + ‖σ‖ ≤ b − a +
∑n

i=0 |Ai|. Fie m ∈ N∗ astfel ı̂ncât
2
m
< min0≤i≤n−1 xi+1 − xi şi funcţia

f3(x) =


−sign (Ai) x ∈ {x0, . . . , xn}
1 x ∈ {a, x0 ± 1

m
, . . . , xn ± 1

m
}

afină ı̂n rest

Din nou ‖f3‖ = 1 şi au loc inegalităţile

b−a+
n∑
i=0

|Ai| ≥ ‖I−σ‖ = sup
‖f‖≤1

|(I−σ)(f)| ≥ |(I−σ)(f3)| =
∫ b

a

f3(x)dx+
n∑
i=0

|Ai| =

=

∫ x0− 1
m

a

f3(x)dx+
n∑
i=0

∫ xi+
1
m

xi− 1
m

f3(x)dx+
n−1∑
i=0

∫ xi+1− 1
m

xi+
1
m

f3(x)dx+

∫ b

xn+ 1
m

f3(x)dx+
n∑
i=0

|Ai| =

= b−a− 2

m
(n+ 1) +

n∑
i=0

|Ai|+
n∑
i=0

∫ xi+
1
m

xi− 1
m

f3(x)dx ≥ b−a− 2

m
(n+ 1) +

n∑
i=0

|Ai|,

deoarece intergralele din ultima sumă sunt nenegative. Pentru m → ∞ rezultă
expresia normei funcţionalei I − σ.

Considerăm şirul de funcţionale

σk =

nk∑
i=0

Aki δxki (5.5)

care generează formulele de integrare numerică∫ b

a

f(x)dx =

nk∑
i=0

Aki f(xki ) +Rk(f)
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Teorema 5.1.2 Nu există un şir de funcţionale (5.5) astfel ı̂ncât

lim
k→∞
‖I − σk‖ = 0.

Demonstraţie. Din (5.4) rezultă ‖I−σk‖ ≥ b−a, de unde concluzia teoremei.

Condiţii care asigură convergenţa slabă sunt date ı̂n teorema

Teorema 5.1.3 Şirul de funcţionale (5.5) converge slab către I dacă şi numai
dacă

1.

∃M > 0,

nk∑
i=0

|Aki | ≤M, ∀k ∈ N;

2.

lim
k→∞

nk∑
i=0

Ai(x
k
i )
p =

∫ b

a

xpdx, ∀p ∈ N.

Demonstraţie. Cele două condiţii traduc condiţiile de convergenţă slabă,
adică

1. Marginirea şirului de funcţionale:

‖σk‖ =

nk∑
i=0

|Aki | ≤M, ∀k ∈ N;

2. Convergenţa şirului de funcţionale pe un subspaţiu dens ı̂n C[a, b]. În acest
caz, subspaţiul este P, spaţiul polinoamelor, convergenţa fiind probată pen-
tru xp, p ∈ N.

5.2 Formule de integrare numerică de tip

Newton - Côtes

Alegerea nodurilor echidistantă şi integrarea polinomului de interpolare La-
grange ı̂n locul funcţiei constituie specificul unei formule de integrare numerică
de tip Newton - Côtes.
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Fie n ∈ N∗ şi nodurile echidistante a, a+h, a+2h, . . . , a+nh = b, (h = b−a
n

).

În acest caz, funcţia f se aproximează prin polinomul de interpolare Lagrange
L(Pn; a, a+ h, . . . , a+ nh; f)(x). În consecinţă∫ b

a

f(x)dx '
∫ b

a

L(Pn; a, a+ h, . . . , a+ nh; f)(x)dx =

=
n∑
i=0

(−1)n−if(a+ ih)

i!(n− i)!hn
·

·
∫ b

a

(x− a)(x− a− h) . . . (x− a− (i− 1)h)(x− a− (i+ 1)h) . . . (x− a− nh)dx.

Prin schimbarea de variabilă x = a+ qh rezultă∫ b

a

L(Pn; a, a+ h, . . . , a+ nh; f)(x)dx =

=
n∑
i=0

(−1)n−if(a+ ih)

i!(n− i)!
h

∫ n

0

q(q − 1) . . . (q − i+ 1)(q − i− 1) . . . (q − n)dq =

= (b− a)
n∑
i=0

Cn,if(a+ ih)

unde coeficienţii

Cn,i =
(−1)n−i

i!(n− i)!n

∫ n

0

q(q − 1) . . . (q − i+ 1)(q − i− 1) . . . (q − n)dq

se numesc numerele lui Côtes.
Integralele care apar ı̂n expresia numerelor lui Côtes se calculează fără eroare

(Problema 1.14, orice pachet de calcul simbolic - Computer Algebra System -
calculează aceste integrale). Astfel, se obţin:

C1,0 = −
∫ 1

0

(q − 1)dq =
1

2
, C1,1 =

∫ 1

0

qdq =
1

2

şi

C2,0 =
1

4

∫ 2

0

(q − 1)(q − 2)dq =
1

6
, C2,1 = −1

2

∫ 2

0

q(q − 2)dq =
2

3
,

C2,2 =
1

4

∫ 2

0

q(q − 1)dq =
1

6
.
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Pentru n = 1 rezultă aproximarea∫ b

a

f(x)dx ' 1

2
(b− a)[f(a) + f(b)],

iar pentru n = 2 rezultă∫ b

a

f(x)dx ' 1

6
(b− a)[f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b)].

Restul sau eroarea formulei de integrare numerică se defineşte prin

R(f) =

∫ b

a

f(x)dx− (b− a)
n∑
i=0

Cn,if(a+ ih), (5.6)

formula de integrare numerică de tip Newton-Côtes devine∫ b

a

f(x)dx = (b− a)
n∑
i=0

Cn,if(a+ ih) +R(f) (5.7)

5.3 Evaluarea restului

Stabilim ı̂n prealabil o serie de proprietăţi simple.
O funcţie f : [c− l, c+ l]→ R este simetrică faţă de punctul (c, d) dacă

f(c− x) + f(c+ x)

2
= d, ∀ x ∈ [0, l].

Teorema 5.3.1 Dacă funcţia f : [c− l, c+ l]→ R este simetrică faţă de punctul
(c, d) atunci ∫ c+l

c−l
f(x)dx = 2ld. (5.8)

Demonstraţie. Integrala (5.8) se descompune ı̂n suma

I =

∫ c+l

c−l
f(x)dx =

∫ c

c−l
f(x)dx+

∫ c+l

c

f(x)dx.

În cele două integrale, efectuăm schimbările de variabilă x = c − t, respectiv
x = c+ t. Rezultă

I =

∫ l

0

[f(c− t) + f(c+ t)]dt = 2ld .
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Fie a, h ∈ R, h > 0, n ∈ N, ai = a+ ih, i ∈ {0, 1, . . . , n}. Notăm

u(x) =
∏n

i=0(x− ai), F (x) =
∫ x
a
u(t)dt,

Ii = [ai, ai+1], Fi =
∫ ai+1

ai
u(t)dt.

Teorema 5.3.2 Dacă n = 2m atunci au loc afirmaţiile

1.

u(x) ≥ 0, ∀ x ∈ Ii, i par,

u(x) ≤ 0, ∀ x ∈ Ii, i impar;

2. u(x) este simetrică faţă de punctul (am, 0);

3. F (a) = F (a+ nh) = 0;

4. F (x) > 0, ∀x ∈ (a, a+ nh).

Demonstraţie.

1. Fie x ∈ Ii. Pentru j ≤ i, x− aj ≥ 0; ı̂n timp ce, pentru j > i, x− aj < 0.
Numărul factorilor negativi este 2m− i.

2. Deoarece

u(am − t) = −t(t2 − h2)[t2 − (2h)2] . . . [t2 − (mh)2]

u(am + t) = t(t2 − h2)[t2 − (2h)2] . . . [t2 − (mh)2]

u(am − t) + u(am + t) = 0.

3. Deoarece u(x) este simetrică faţă de punctul (am, 0), potrivit Teoremei 5.3.1
avem

F (a+ nh) = F (a+ 2mh) =

∫ a+2mh

a

u(t)dt =

∫ am+mh

am−mh
u(t)dt = 0.

4. Numerele Fi sunt nenule, şi potrivit pct. 1 al teoremei sign Fi = (−1)i.

Stabilim formula de recurenţă

Fi =
ξ − a+ h

ξ − a+ 2mh
Fi−1, ξ ∈ [ai−1, ai] i = 1, . . . ,m− 1.
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Într-adevăr, prin schimbarea de variabilă t = s+ h expresia lui Fi devine

Fi =

∫ ai+1

ai

u(t)dt =

∫ ai

ai−1

(s− a+ h)(s− a) . . . (s− a− (2m− 1)h)ds =

=

∫ ai

ai−1

s− a+ h

s− a− 2mh
u(s)ds.

Funcţia u(s) nu schimbă semnul ı̂n intervalul Ii, deci potrivit primei teoreme
de medie a calculului integral, există ξ ∈ [ai−1, ai] astfel ı̂ncât

Fi =
ξ − a+ h

ξ − a− 2mh

∫ ai

ai−1

u(s)ds =
ξ − a+ h

ξ − a− 2mh
Fi−1.

Fie q = ξ−a
h
. Din ξ ∈ Ii−1 rezultă q ∈ [i − 1, i] ⊆ [0,m − 1] ⊂ [0,m − 1

2
].

Prin urmare ∣∣∣∣ ξ − a+ h

ξ − a− 2mh

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ q + 1

q − 2m

∣∣∣∣ =
q + 1

2m− q
< 1.

În consecinţă,

|Fi| =
∣∣∣∣ ξ − a+ h

ξ − a− 2mh

∣∣∣∣ |Fi−1| < |Fi−1|.

Astfel

|F0| > |F1| > . . . > |Fm−1|,

sau

F0 > −F1 > F2 > −F3 > . . . > (−1)m−1Fm−1.

Reţinem inegalitatea F2j + F2j+1 > 0.

Dacă x ∈ Ii, i ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} atunci

F (x) = F0 + F1 + . . .+ Fi−1 +

∫ x

ai

u(t)dt.

Pentru i = 2i′

F (x) = (F0 + F1) + . . .+ (F2i′−2 + F2i′−1) +

∫ x

a2i′

u(t)dt > 0,

deoarece parantezele cât şi ultimul termen sunt pozitive.



5.3. EVALUAREA RESTULUI 99

Pentru i = 2i′ + 1

F (x) = (F0 + F1) + . . .+ (F2i′−2 + F2i′−1) + F2i′ +

∫ x

a2i′+1

u(t)dt,

dar ∫ x

a2i′+1

u(t)dt ≥
∫ a2i′+2

a2i′+1

u(t)dt = F2i′+1.

Prin urmare

F (x) ≥ (F0 + F1) + . . .+ (F2i′−2 + F2i′−1) + (F2i′ + F2i′+1) > 0.

Astfel, pentru x ∈ (a, am], F (x) > 0. Fie acum x ∈ [am, a2m), x = am +
y, y ∈ [0,mh). Atunci

F (x) =

∫ x

a

u(t)dt =

∫ am−y

a0

u(t)dt+

∫ am+y

am−y
u(t)dt =

∫ am−y

a0

u(t)dt > 0,

datorită proprietăţii de simetrie a funcţiei u(x) faţă de punctul (am, 0), a
doua integrală este 0.

Evaluarea restului formulei de integrare numerică de tip Newton-Côtes este
dată de teorema

Teorema 5.3.3 1. Dacă n = 2m şi f ∈ Cn+2[a, b] atunci

R(f) =
f (n+2)(ξ)

(n+ 2)!

∫ b

a

xu(x)dx. (5.9)

2. Dacă n = 2m+ 1 şi f ∈ Cn+1[a, b] atunci

R(f) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

∫ b

a

u(x)dx. (5.10)

(ξ ∈ [a, b]).

Demonstraţie. Integrând ı̂n [a, b] identitatea

f(x) = L(Pn; a, a+ h, . . . , a+ nh; f)(x) + u(x)[x, a, a+ h, . . . , a+ nh; f ]

deducem

R(f) =

∫ b

a

u(x)[x, a, a+ h, . . . , a+ nh; f ]dx (5.11)
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1. Cazul n = 2m. Dacă F (x) =
∫ x
a
u(t)dt, integrând prin părţi (5.11) găsim

R(f) = F (x)[x, a, a+h, . . . , a+nh; f ]|ba−
∫ b

a

F (x)[x, x, a, a+h, . . . , a+nh; f ]dx =

−
∫ b

a

F (x)[x, x, a, a+ h, . . . , a+ nh; f ]dx.

Deoarece F (x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], se poate aplica prima teoremă de medie a
calculului integral, existând η ∈ [a, b], astfel ı̂ncât

R(f) = −[η, η, a, a+ h, . . . , a+ nh; f ]

∫ b

a

F (x)dx,

şi aplicând teorema de medie a diferenţelor divizate, există ξ ∈ [a, b] astfel
ı̂ncât

R(f) = −f
(n+2)(ξ)

(n+ 2)!

∫ b

a

F (x)dx.

Efectuând ı̂ncă o integrare prin părţi se obţine (5.9).

2. Cazul n = 2m+ 1. Descompunem integrala (5.11) ı̂n

R(f) =

∫ b

a

u(x)[x, a, a+h, . . . , a+nh; f ]dx =

∫ a2m+1

a0

u(x)[x, a0, a1, . . . , a2m+1; f ]dx =

=

∫ a2m

a0

u(x)[x, a0, a1, . . . , a2m+1; f ]dx+

∫ a2m+1

a2m

u(x)[x, a0, a1, . . . , a2m+1; f ]dx.

Notăm prin I1 şi respectiv I2 cele două integrale de mai sus. Fie v(x) =∏2m
i=0(x−ai). Atunci u(x) = v(x)(x−a2m+1). Utilizând formula de recurenţă

[x, a0, a1, . . . , a2m+1; f ] =
[x, a0, . . . , a2m; f ]− [a0, . . . , a2m+1; f ]

x− a2m+1

prima integrală devine

I1 =

∫ a2m

a0

v(x)[x, a0, . . . , a2m; f ]dx− [a0, . . . , a2m+1; f ]

∫ a2m

a0

v(x)dx.

Aplicând rezultatul stabilit ı̂n cazul anterior, există ξ1 ∈ [a0, a2m] astfel
ı̂ncât

I1 =
f (2m+2)(ξ1)

(2m+ 1)!

∫ a2m

a0

xv(x)dx.
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Folosind din nou faptul că
∫ a2m
a0

v(x)dx = 0, rezultă

I1 =
f (n+1)(ξ1)

(n+ 1)!

∫ a2m

a0

u(x)dx.

Reluând calculele, dacă ı̂n integrala anterioară se efectuează o integrare prin
părţi atunci se obţine∫ a2m

a0

u(x)dx =

∫ a2m

a0

xv(x)dx = −
∫ a2m

a0

F (x)dx < 0,

unde F (x) =
∫ x
a0
v(t)dt.

În intervalul [a2m, a2m+1] funcţia u(x) este nepozitivă. Aplicând succe-
siv prima teoremă de medie a calculului integral şi teorema de medie a
diferenţelor divizate există ξ2 ∈ [a0, a2m+1] astfel ı̂ncât

I2 =
f (n+1)(ξ2)

(n+ 1)!

∫ a2m+1

a2m

u(x)dx.

Prin urmare

R(f) =
f (n+1)(ξ1)

(n+ 1)!

∫ a2m

a0

u(x)dx+
f (n+1)(ξ2)

(n+ 1)!

∫ a2m+1

a2m

u(x)dx =

=
1

(n+ 1)!

(
λ1f

(n+1)(ξ1) + λ2f
(n+1)(ξ2)

)
,

unde prin λ1, λ2 s-au notat cele două integrale, numere nepozitive. Se ob-
servă că λ1 + λ2 =

∫ b
a
u(x)dx. Potrivit proprietăţii lui Darboux, există

ξ ∈ [ξ1, ξ2] ⊂ [a, b] astfel ı̂ncât

λ1f
(n+1)(ξ1) + λ2f

(n+1)(ξ2)

λ1 + λ2

= f (n+1)(ξ).

În consecinţă

R(f) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

∫ b

a

u(x)dx.
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5.4 Formula trapezului (n = 1)

Evalaurea restului. Potrivit formulei (5.10)

R(f) =
f ′′(ξ)

2!

∫ b

a

u(x)dx

unde u(x) = (x− a)(x− b). Integrala este − (b−a)3

6
. În consecinţă, are loc formula

trapezului ∫ b

a

f(x)dx =
1

2
(b− a)[f(a) + f(b)]− f ′′(ξ)(b− a)3

12
.

Denumirea formulei provine din faptul că integrala
∫ b
a
f(x)dx, adică aria delimi-

tată de graficul duncţiei f , axa Ox şi dreptele x = a şi x = b se aproximează prin
aria trapezului ABNM (Fig. 1).

Aplicarea practică a formulei trapezului. Fie m ∈ N∗. Împărţim
intervalul [a, b] ı̂n m părţi prin punctele ai = a+ ih, i = 0, 1, . . . ,m (h = b−a

m
) şi

utilizăm formula trapezului pentru calculul integralei funcţiei ı̂n fiecare interval
[ai, ai+1], i = 0, 1, . . . ,m− 1. Astfel∫ b

a

f(x)dx =
m−1∑
i=0

∫ ai+1

ai

f(x)dx =

=
m−1∑
i=0

{1

2
(ai+1 − ai))[f(ai+1) + f(ai)]−

f ′′(ξi)(ai+1 − ai)3

12
}.
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Separând expresiile, rezultă∫ b

a

f(x)dx =
b− a
2m

[f(a)+2
m−1∑
i=1

f(a+ih)+f(b)]− (b− a)3

12m2

f ′′(ξ0) + . . .+ f(ξm−1)

m

şi repetând raţionamentul din demonstraţia Teoremei 4.1.1 obţinem formula trape-
zelor. ∫ b

a

f(x)dx =
b− a
2m

[f(a) + 2
m−1∑
i=1

f(a+ ih) + f(b)]− (b− a)3f ′′(ξ)

12m2
.

Prin urmare integrala funcţiei f ı̂n intervalul [a, b] se aproximează prin

Im(f) =
b− a
2m

[f(a) + 2
m−1∑
i=1

f(a+ ih) + f(b)].

Aplicaţie. Să se calculeze π
4

cu o precizie ε = 0.01 utilizând formula trapezelor
pentru calculul integralei ∫ 1

0

dx

1 + x2
=
π

4
.

Nu se ţine seama de erorile de rotunjire.
Dacă f(x) = 1

1+x2
atunci trebuie determinat m ∈ N∗ astfel ı̂ncât

|π
4
− Im(

1

x2 + 1
)| = |π

4
− 1

2m
[f(0) + 2

m−1∑
i=1

f(ih) + f(1)]| < ε.

Ţinând seama de expresia restului ı̂n formula trapezelor, condiţia de mai sus se
realizează dacă

|f ′′(ξ)|
12m2

≤ sup{|f ′′(x)| : x ∈ [0, 1]}
12m2

< ε.

f ′′(x) = 2 3x2−1
(1+x2)3

reprezintă o funcţie crescătoare ı̂n intervalul [0, 1] (deoarece

f (3)(x) = 24x(1−x2)
(1+x2)4

≥ 0,∀x ∈ [0, 1]) şi ı̂n consecinţă

sup{|f ′′(x)| : x ∈ [0, 1]} = max{|f ′′(0)|, |f ′′(1)|} = 2.

Cel mai mic volum de calcul se obţine pentru cel mai mic m care satisface ine-
galitatea

sup{|f ′′(x)| : x ∈ [0, 1]}
12m2

=
1

6m2
< ε.

Rezultă m = 5, ı̂n care caz

π

4
' I5(

1

x2 + 1
) =

1

10
{f(0) + 2[f(0.2) + f(0.4) + f(0.6) + f(0.8)] + f(1)} ' 0.787.

Pentru π găsim aproximarea 3.148.
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5.5 Formula lui Simpson (n = 2)

Evalaurea restului. Potrivit formului (5.9)

R(f) =
f (4)(ξ)

4!

∫ b

a

xu(x)dx.

unde u(x) = (x− a)(x− a+b
2

)(x− b). Valoarea integralei este − (b−a)5

120
.

Rezultă formula de integrare numerica a lui Simpson:∫ b

a

f(x)dx =
1

6
(b− a)[f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b)]− (b− a)5

2880
f (4)(ξ).

Aplicarea practică a formulei lui Simpson. Fie m ∈ N∗. Împărţim
intervalul [a, b] ı̂n 2m părţi prin punctele ai = a + ih, i = 0, 1, . . . , 2m (h =
b−a
2m

) şi aplicăm formula lui Simpson pentru calculul integralei funcţiei ı̂n fiecare
interval [a2i, a2i+2], i = 0, 1, . . . ,m− 1.∫ b

a

f(x)dx =
m−1∑
i=0

∫ a2i+2

a2i

f(x)dx =

=
m−1∑
i=0

{1

6
(a2i+2 − a2i))[f(a2i) + 4f(a2i+1) + f(a2i+2)]− f (4)(ξi)(a2i+2 − a2i)

5

2880
}.

Regrupând termenii rezultă formula finală∫ b

a

f(x)dx =
b− a
6m

[f(a) + 2
m−1∑
i=1

f(a2i) + 4
m−1∑
i=0

f(a2i+1) + f(b)]− (b− a)5

2880m4
f (4)(ξ).

Rezultă că integrala funcţiei f ı̂n intervalul [a, b] se aproximează prin

Jm(f) =
b− a
6m

[f(a) + 2
m−1∑
i=1

f(a2i) + 4
m−1∑
i=0

f(a2i+1) + f(b)].

Legătură ı̂ntre formula trapezelor şi formula lui Simpson. Fie n ∈ N∗
şi notăm prin In şi Jn aproximaţiile obţinute aplicând respectiv formula trapezelor
şi formula lui Simpson

In = b−a
2n

[f(a) + 2
∑n−1

i=1 f(a+ i b−a
n

) + f(b)],

Jn = b−a
6n

[f(a) + 2
∑n−1

i=1 f(a+ 2i b−a
2n

) + 4
∑n−1

i=0 f(a+ (2i+ 1) b−a
2n

) + f(b)].
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Teorema 5.5.1 Are loc egalitatea

Jn =
4

3
I2n −

1

3
In.

Demonstraţie. Pentru simplificarea scrierii, notăm h = b−a
2n

şi fi = f(a+ih), i ∈
{0, 1, . . . , 2n}. Atunci

4

3
I2n(f)− 1

3
In(f) =

=
4

3
· b− a

2 · 2n
[f0 + 2

2n−1∑
i=1

fi + f2n]− 1

3
· b− a

2n
[f0 + 2

n−1∑
i=1

f2i + f2n] =

=
b− a
6n

[f0 + 2
n−1∑
i=1

f2i + 4
n−1∑
i=0

f2i+1 + f2n] = Jn(f).

5.6 Integrale de tip Cauchy

Fie f ∈ C[−1, 1] şi a ∈ [−1, 1]. Integrala∫ 1

−1

f(x)

x− a
dx

se numeşte integrală de tip Cauchy. Formula de integrare numerică se va obţine
ı̂nlocuind funcţia f printr-un polinom de interpolare ı̂n nodurile x0, x1, . . . , xn.

Cazul a /∈ {x0, x1, . . . , xn}. În acest caz funcţia f se ı̂nlocuieşte cu

L(Pn; a, x0, . . . , xn; f)(x) =
n∑
k=0

f(xk)
x− a
xk − a

lk(x) + f(a)
u(x)

u(a)
,

unde

lk(x) =
uk(x)

uk(xk)
, uk(x) =

u(x)

x− xk
, u(x) =

n∏
k=0

(x− xk).

Astfel
f(x)

x− a
≈

n∑
k=0

f(xk)

xk − a
lk(x) +

f(a)

u(a)

u(x)

x− a
,

de unde ∫ 1

−1

f(x)

x− a
dx ≈

n∑
k=0

f(xk)

xk − a

∫ 1

−1

lk(x)dx+
f(a)

u(a)

∫ 1

−1

u(x)

x− a
dx.
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Dacă q(x) este câtul ı̂mpărţirii polinomului u(x) prin x− a atunci

u(x)

x− a
= q(x) +

u(a)

x− a
⇒
∫ 1

−1

u(x)

x− a
dx =

∫ 1

−1

q(x)dx+ u(a) ln
1− a
1 + a

.

Observaţie 5.6.1

Integrala singulară este∫ 1

−1

dx

x− a
= lim

ε↘0

(∫ a−ε

−1

dx

x− a
+

∫ 1

a+ε

dx

x− a

)
= ln

1− a
1 + a

.

În final rezultă∫ 1

−1

f(x)

x− a
dx ≈

n∑
k=0

f(xk)

xk − a

∫ 1

−1

lk(x)dx+

∫ 1

−1

q(x)dx+ u(a) ln
1− a
1 + a

.

unde integralele din membrul drept sunt aplicate unor polinoame.
Dacă nodurile sunt echidistante xk = −1 + 2

n
k, k ∈ {0, 1, . . . , n} atunci∫ 1

−1
lk(x)dx = 2Cn,k.

Cazul a ∈ {x0, x1, . . . , xn}. Presupunem că a = xi. Funcţia f se ı̂nlocuieşte
cu polinomul de interpolare Lagrange-Hermite corespunzătoare condiţiilor de in-
terpolare

H(xj) = f(xj), j ∈ {0, 1, . . . , n},
H ′(xi) = f ′(xi).

Au loc relaţiile

H(x) =
n∑
k=0

f(xk)hk,0(x) + f ′(xi)hi,1(x),

iar

hk,0(x) =
x− a
xk − a

lk(x), k 6= i

hi,0(x) = li(x)(1− (x− a)l′i(a))

hi,1(x) = (x− a)li(x)

unde

lk(x) =
wk(x)

wk(xk)
, wk(x) =

w(x)

x− xk
, w(x) =

n∏
k=0

(x− xk).
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Astfel

H(x) =
n∑
k=0
k 6=i

f(xk)
x− a
xk − a

lk(x) + f(a)li(x)(1− (x− a)l′i(a)) + f ′(a)(x− a)li(x).

Astfel ∫ 1

−1

f(x)

x− a
dx ≈

n∑
k=0
k 6=i

f(xk)

xk − a

∫ 1

−1

lk(x)dx+

+f(a)

∫ 1

−1

(
1

x− a
− l′i(a)

)
li(x)dx+ f ′(a)

∫ 1

−1

li(x)dx.

Integralele din membrul drept se calculează fără nici o eroare de metodă.

5.7 Polinoame ortogonale

Fie I ⊆ R un interval şi ρ : I → (0,∞) o funcţie continuă. În mulţimea
polinoamelor P ⊂ R[X] introducel produsul scalar

< P,Q >=

∫
I

ρ(x)P (x)Q(x)dx.

Un polinom P ∈ Pn este monic dacă coeficientul lui xn este 1.
Polinomul Qn ∈ Pn este al n-lea polinom ortogonal ı̂n intervalul I, cu ponderea

ρ, dacă
< Qn, P >= 0, ∀P ∈ Pn−1.

Este folosită şi terminologia: Qn(x) este ortogonal ı̂n intervalul I, cu ponderea ρ,
pe mulţimea polinoamelor de grad cel mult n− 1, Pn−1.

Teorema 5.7.1 Există un unic polinom monic Pn de grad n ortogonal ı̂n inter-
valul I, cu ponderea ρ, pe mulţimea polinoamelor Pn−1.

Demonstraţie. Fie P0(x) = 1. Presupunem că s-au construit cele n polinoame
monice ortogonale ı̂n I cu ponderea ρ, P1(x), P2(x), . . . , Pn(x). Pn+1(x) se con-
struieşte utilizând algoritmul Gram-Schmidt, pornind de la funcţia p(x) = xn+1.
Atunci

Pn+1(x) = p(x)−
n∑
k=0

< p, Pk >

< Pk, Pk >
Pk(x)
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este polinom monic de grad n+ 1, ortogonal pe P0, P1, . . . , Pn. Intr-adevăr,

< Pn+1, Pj >=< p, Pj > −
n∑
k=0

< p, Pk >

< Pk, Pk >
< Pk, Pj >=< p, Pj > − < p, Pj >= 0,

unde j ∈ {0, 1, . . . , n}. Deci Pn+1 este ortogonal ı̂n intervalul I, cu ponderea ρ,
pe Pn.

Pentru a justifica unicitatea lui Pn+1, presupunem că mai există un polinom
monic P̃n+1 de grad n + 1 ortogonal ı̂n intervalul I, cu ponderea ρ pe mulţimea
polinoamelor Pn. Fie p = Pn+1 − P̃n+1 ∈ Pn. Pentru k ∈ {0, 1, . . . , n} au loc
egalităţile

< p, Pk >=< Pn+1, Pj > − < P̃n+1, Pj >= 0,

de unde Pn+1 = P̃n+1.
Fie δ2

n =< Pn, Pn > şi polinoamele ortogonale

Pn(x) = xn + γnx
n−1 + . . .

Qn(x) = anx
n + bnx

n−1 + . . . (5.12)

Atunci au loc egalităţile

Qn(x) = anPn(x), γn =
bn
an
, d2

n =< Qn, Qn >= a2
nδ

2
n. (5.13)

Teorema 5.7.2 Dacă P−1 = 0 şi P0, P1, . . . , Pn, . . . sunt polinoame monice or-
togonale ı̂n intervalul I, cu ponderea ρ, atunci are loc formula -celor trei termeni-

Pn+1(x) = (x− αn)Pn(x)− βnPn−1(x), (5.14)

cu

αn =
< Pn, xPn >

< Pn, Pn >
βn =

< Pn, Pn >

< Pn−1, Pn−1 >
=

δ2
n

δ2
n−1

. (5.15)

Demonstraţie. Fie n ∈ N şi polinomul

p(x) = Pn+1(x)− (x− αn)Pn(x) + βnPn−1(x),

unde αn şi βn sunt daţi de (5.15).
Deoarece Pn şi Pn+1 sunt polinoame monice, p ∈ Pn.
Pentru k ∈ {0, 1, . . . , n− 2} avem

< p, Pk >=< Pn+1, Pk > − < Pn, (x− αn)Pk > +βn < Pn−1, Pk >= 0.
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Există polinomiul q ∈ Pn−1 astfel ı̂ncât xPn−1 = Pn + q. Atunci

< p, Pn−1 >=< Pn+1, Pn−1 > − < Pn, (x− αn)Pn−1 > +βn < Pn−1, Pn−1 >=

= − < Pn, xPn−1 > +βn < Pn−1, Pn−1 >=

= − < Pn, Pn > − < Pn, q > +βn < Pn−1, Pn−1 >= 0,

şi
< p, Pn >=< Pn+1, Pn > − < (x− αn)Pn, Pn > +βn < Pn−1, Pn >=

= − < xPn, Pn > +αn < Pn, Pn >= 0.

Cum < p, Pk >= 0, ∀k ∈ {0, 1, . . . , n} şi p ∈ Pn rezultă p = 0.
În cazul unui şir oarecare de polinoame ortogonale (5.12), tinând seama de

(5.13), relaţia (5.14) a Teoremei 5.7.2 devine

xQn =
an
an+1

Qn+1 + αnQn +
an−1

an

d2
n

d2
n−1

Qn−1, ∀n ∈ N∗.

Utilizând reprezentările (5.12) ale polinoamelor Qn, din identificarea coeficienţilor
termenilor de grad n, ı̂n egalitatea anterioară, se obţine αn = bn

an
− bn+1

an+1
. Asftel

xQn =
an
an+1

Qn+1 + (
bn
an
− bn+1

an+1

)Qn +
an−1

an

d2
n

d2
n−1

Qn−1, ∀n ∈ N∗. (5.16)

Referitor la rădăcinile unui polinom ortogonal pe Pn−1 are loc rezultatul:

Teorema 5.7.3 Dacă polinomul u ∈ Pn este ortogonal, cu ponderea ρ(x), ı̂n I,
pe Pn−1 atunci rădăcinile lui u(x) sunt simple şi aparţin intervalului I.

Demonstraţie. Să presupunem că u(x) are m ≤ n rădăcini reale şi cu ordinul
de multiplicitate impar ı̂n I, notate x1, . . . , xm. Fie

q(x) =

{
1 dacă m = 0∏m

i=1(x− xi) dacă m > 0

Atunci u(x)q(x) nu schimbă semnul ı̂n I, astfel∫
I

ρ(x)u(x)q(x)dx 6= 0.

Dacă m < n atunci relaţia de mai sus este contradictorie; prin urmare m = n.
Determinarea rădăcinilor unui polinom ortogonal.
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Fie matricea

Tn =


α0

√
β1√

β1 α1

√
β2

. . .

αn−2

√
βn−1√

βn−1 αn−1


Notăm prin ϕn(x) polinomul caracteristic al matricei Tn, adică ϕn(x) = |xIn−Tn|.

Teorema 5.7.4 Utilizând notaţiile teoremei 5.7.3, pentru orice n ∈ N∗, Pn(x) =
ϕn(x).

Demonstraţie. Inducţie după n. Dacă P1(x) = x− a1 atunci condiţia de ortog-
onalitate < P1, P0 >= 0 implică

< P1, P0 >=< x, P0 > −a1 < 1, P0 >=< xP0, P0 > −a1 < P0, P0 >= 0,

de unde

a1 =
< xP0, P0 >

< P0, P0 >
= α0.

Presupunând că Pk(x) = ϕk(x), k ∈ {1, 2, . . . , n − 1} se dezvoltă determinantul
ϕn(x) după ultima coloană şi se obţine

ϕn(x) = (x− αn−1)ϕn−1(x)− βn−1ϕn−2(x) = (x− αn−1)Pn−1(x)− βn−1Pn−2(x).

Ţinând seama de teorema 5.7.3, rezultă că ϕn(x) = Pn(x).
În concluzie, rădăcinile polinomului Pn(x) sunt valorile propri ale matricei Tn.
Într-o altă abordare, avem nevoie de

Teorema 5.7.5 (Formula Darboux-Christoffel) Are loc relaţia

n∑
k=0

Qk(x)Qk(y)

d2
k

=
an
an+1

1

d2
n

Qn+1(x)Qn(y)−Qn(x)Qn+1(y)

x− y
. (5.17)

Demonstraţie. Potrivit formulei (5.16), pentru orice k ∈ {1, 2, . . . n} au loc
egalităţile

xQk(x) =
ak
ak+1

Qk+1(x) + (
bk
ak
− bk+1

ak+1

)Qk(x) +
ak−1

ak

d2
k

d2
k−1

Qk−1(x),

xQk(y) =
ak
ak+1

Qk+1(y) + (
bk
ak
− bk+1

ak+1

)Qk(y) +
ak−1

ak

d2
k

d2
k−1

Qk−1(y).
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Scăzând relaţiile de mai sus, ı̂nmulţite ı̂n prealabil cu Qk(y) şi respectiv Qk(x),
se obţine

(x− y)Qk(x)Qk(y) =
ak
ak+1

[Qk+1(x)Qk(y)−Qk(x)Qk+1(y)]+

+
ak−1

ak

d2
k

d2
k−1

[Qk−1(x)Qk(y)−Qk(x)Qk−1(y)]

sau

(x− y)
Qk(x)Qk(y)

d2
k

=
ak
ak+1

1

d2
k

[Qk+1(x)Qk(y)−Qk(x)Qk+1(y)]−

−ak−1

ak

1

d2
k−1

[Qk(x)Qk−1(y)−Qk−1(x)Qk(y)].

Adunând, rezultă

(x− y)
n∑
k=1

Qk(x)Qk(y)

d2
k

=
an
an+1

1

d2
n

[Qn+1(x)Qn(y)−Qn(x)Qn+1(y)]−

−a0

a1

1

d2
0

[Q1(x)Q0(y)−Q0(x)Q1(y)].

Dar

a0

a1

1

d2
0

[Q1(x)Q0(y)−Q0(x)Q1(y)] =
a0

a1

1

d2
0

[(a1x+ b1)a0 − a0((a1y + b1)] =

=
a2

0

d2
0

(x− y) = (x− y)
Q0(x)Q0(y)

d2
0

.

Trecând acest termen ı̂n membrul stâng, se obţine relaţia din enunţul teoremei.

Formula lui Darboux-Christoffel are următoarea consecinţă importantă:

Teorema 5.7.6 Rădăcinile polinoamului Qn separă rădăcinile polinomului Qn+1.

Demonstraţie. Din (5.17), pentru y → x şi utilizând regula lui l’Hospital se
obţine

n∑
k=0

Qk(x)2

d2
k

=
an
an+1

1

d2
n

[Q′n+1(x)Qn(x)−Q′n(x)Qn+1(x)]. (5.18)
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Fie x1 < x2 < . . . < xn+1 rădăcinile polinomului Qn+1. Pentru x = xi din (5.18)
rezultă

n∑
k=0

Qk(xi)
2

d2
k

=
an
an+1

1

d2
n

Q′n+1(xi)Qn(xi) > 0, ∀i ∈ {1, . . . , n+ 1},

adică semnul expresiei Q′n+1(xi)Qn(xi) nu depinde de i.
Deoarece rădăcinile polinomului Qn+1 sunt simple, Q′n+1(xi) şi Q′n+1(xi+1)

au semne contrare. Prin urmare Qn(xi) şi Qn(xi+1) au semne contrare. Astfel,
Qn are cel puţin o rădăcină ı̂n intervalul (xi, xi+1). Cum numărul intervalelor
(xi, xi+1), i ∈ {1, . . . , n} este n, fiecare asemenea interval conţine exact o rădăcină
a lui Qn.

Practic, cunoscând rădăcinile polinomului ortogonal Qn, rădăcinile lui Qn+1

se pot calcula utiliză metoda empirică a ı̂njumătăţirii.

5.8 Polinoame Legendre

Polinoamele lui Legendre sunt polinoame ortogonale cu ponderea ρ(x) = 1 ı̂n
intervalul I = [a, b], a, b ∈ R.

Teorema 5.8.1 Polinoamul

u(x) =
n!

(2n)!
[(x− a)n(x− b)n](n)

este ortogonal, cu ponderea ρ(x) = 1, ı̂n intervalul [a, b], pe Pn−1.

Demonstraţie. Fie u(x) ∈ Pn polinomul ortogonal, cu ponderea ρ(x) = 1, ı̂n
intervalul [a, b], pe Pn−1 şi L(x) soluţia problemei Cauchy

L(n)(x) = u(x),
L(a) = 0,
L′(a) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . .
L(n−1) = 0.

Observăm că L ∈ P2n. Dacă q ∈ Pn−1 atunci ı̂n urma a n− 1 integrări prin părţi
găsim

0 =

∫ b

a

q(x)u(x)dx =

∫ b

a

q(x)L(n)(x)dx =
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= qL(n−1)|ba − q′L(n−2)|ba + . . .+ (−1)n−1q(n−1)L|ba + (−1)n
∫ b

a

q(n)(x)L(x)dx =

= q(b)L(n−1)(b)− q′(b)L(n−2)(b) + . . .+ (−1)n−1q(n−1)(b)L(b).

În particular, pentru q = 1, x, x2, . . . , xn−1, din egalitatea de mai sus, obţinem
succesiv

L(n−1)(b) = L(n−2)(b) = . . . = L(b) = 0.

Astfel a şi b sunt rădăcini multiple, de ordin n pentru L(x) şi deoarece L este
polinom de grad cel mult 2n deducem L(x) = c(x− a)n(x− b)n şi ı̂n consecinţă
u(x) = c[(x− a)n(x− b)n](n).

Dacă c = n!
(2n)!

atunci coeficientul lui xn este 1.
Se notează

Ln(x) =
n!

(2n)!
[(x− a)n(x− b)n](n)

În cazul intervalului [−1, 1] au loc proprietăţile:
Funcţia generatoare a polinoamelor Legendre este

Ψ(x, z) =
1√

1− 2xz + z2
=
∞∑
n=0

Ln(x)zn. (5.19)

Formula de recurenţă. Derivând (5.19) după z se găseşte

x− z
1− 2xz + z2

1√
1− 2xz + z2

=
∞∑
n=0

(n+ 1)Ln+1(x)zn,

de unde

(x− z)
∞∑
n=0

Ln(x)zn = (1− 2xz + z2)
∞∑
n=0

(n+ 1)Ln+1(x)zn.

Din identificarea coeficienţilor lui zn rezultă formula de recurenţă

(n+ 1)Ln+1(x)− x(2n+ 1)Ln(x) + nLn−1(x) = 0, ∀n ∈ N∗. (5.20)

Derivând (5.19) după x se obţine

z

1− 2xz + z2

1√
1− 2xz + z2

=
∞∑
n=0

L′n(x)zn
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sau

z
∞∑
n=0

Ln(x)zn = (1− 2xz + z2)
∞∑
n=0

L′n(x)zn.

Identificând din nou coeficienţii lui zn rezultă

Ln−1(x) = L′n(x)− 2xL′n−1(x) + L′n−2(x). (5.21)

Ecuaţia diferenţială a polinoamelor Legendre. Din (5.19) şi (5.21) se deduc
relaţiile

Ln−1(x) =
1

n
[(2n+ 1)xLn(x)− (n+ 1)Ln+1(x)] (5.22)

Ln(x) = L′n+1(x)− 2xL′n(x) + L′n−1(x). (5.23)

Substituind (5.22) ı̂n (5.23) rezultă

L′n+1(x) = xL′n(x) + (n+ 1)Ln(x), (5.24)

care introdus ı̂n (5.23) dă

L′n−1(x) = xL′n(x)− nLn(x). (5.25)

Pentru n := n+ 1, relaţia (5.25) devine

L′n(x) = xL′n+1(x)− (n+ 1)Ln+1(x).

Derivând această relaţie şi substituind apoi L′n+1, L
′′
n+1 dat de (5.24) rezultă

ecuaţia diferenţială

d

dx

[
(1− x2)L′n(x)

]
+ n(n+ 1)Ln(x) = 0, ∀n ∈ N∗. (5.26)

Teorema 5.8.2 Au loc relaţiile de ortogonalitate∫ 1

−1

Ln(x)Lk(x)dx =
2

2n+ 1
δn,k

Demonstraţie. Fie n 6= k. Scăzând egalităţile

d
dx

[(1− x2)L′n(x)] + n(n+ 1)Ln(x) = 0,
d

dx
[(1− x2)L′k(x)] + k(k + 1)Lk(x) = 0
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ı̂nmulţite ı̂n prealabil cu Lk(x) şi respectiv Ln(x), se obţine

d

dx

[
(1− x2)(L′n(x)Lk(x)− L′k(x)Ln(x))

]
+ [n(n+ 1)− k(k + 1)]Ln(x)Lk(x) = 0.

Prin integrare rezultă

(1−x2)[L′n(x)Lk(x)−L′k(x)Ln(x)]
∣∣1
−1 +[n(n+1)−k(k+1)]

∫ 1

−1

Ln(x)Lk(x)dx = 0,

de unde
∫ 1

−1
Ln(x)Lk(x)dx = 0.

Integrând relaţiile

(n+ 1)Ln+1(x)− x(2n+ 1)Ln(x) + nLn−1(x) = 0

nLn(x)− x(2n− 1)Ln(x) + (n− 1)Ln−2(x) = 0

ı̂nmulţite ı̂n prealabil cu Ln−1(x) şi respectiv cu Ln(x) se obţin egalităţile

−(2n+ 1)
∫ 1

−1
xLn(x)Ln−1(x)dx+ n

∫ 1

−1
L2
n−1(x)dx = 0

n
∫ 1

−1
L2
n(x)dx− (2n− 1)

∫ 1

−1
Ln(x)Ln−1(x)dx = 0,

de unde ∫ 1

−1

L2
n(x)dx =

2n− 1

2n+ 1

∫ 1

−1

L2
n−1(x)dx.

Recursiv, rezultă ∫ 1

−1

L2
n(x)dx =

2

2n+ 1
.

5.9 Polinoame Hermite

Polinoamele lui Hermite sunt polinoame ortogonale cu ponderea ρ(x) = e−x
2

ı̂n I = R.
Funcţia generatoare a polinoamelor Hermite este

Ψ(x, z) = e2xz−z2 =
∞∑
n=0

Hn(x)
zn

n!
, (5.27)

adică Hn(x) = ∂nΨ
∂zn

(x, 0).

Scriind Ψ(x, z) = ex
2
e−(x−z)2 şi u = x − z, din ∂nΨ

∂zn
(x, z) = ex

2 dne−u
2

dun
(−1)n

rezultă

Hn(x) =
∂nΨ

∂zn
(x, 0) = ex

2

(−1)n
dne−x

2

dxn
.
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În particuler, H0(x) = 1, H1(x) = 2x.
Formula de recurenţă. Derivând (5.27) după z se găseşte

2e2xz−z2(x− z) =
∞∑
n=1

Hn(x)
zn−1

(n− 1)!
,

de unde

2(x− z)
∞∑
n=0

Hn(x)
zn

n!
=
∞∑
n=1

Hn(x)
zn−1

(n− 1)!
.

Ordonând după puterile lui z, avem

∞∑
n=0

zn

n!

(
Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x)

)
= 0,

adică au loc formulele de recurenţă

Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0, ∀n ∈ N∗. (5.28)

Ecuaţia diferenţială a polinoamelor Hermite. Derivând (5.27) după x se obţine

2ze2xz−z2 =
∞∑
n=0

H ′n(x)
zn

n!

sau

2z
∞∑
n=0

zn

n!
=
∞∑
n=0

H ′n(x)
zn

n!
.

În mod analog, ordonând după puterile lui z, se obţine

∞∑
n=0

zn

n!

(
H ′n(x)− 2nHn−1(x)

)
= 0.

Deci
H ′n(x) = 2nHn−1(x), ∀n ∈ N∗. (5.29)

Utilizând (5.29), rezultă că coeficientul lui xn ı̂n Hn(x) este 2n.
Substituind (5.29) ı̂n (5.28), acesta devine

Hn+1(x)− 2xHn(x) +H ′n(x) = 0,

care derivată dă

H ′n+1(x)− 2Hn(x)− 2xH ′n(x) +H ′′n(x) = 0,

sau
H ′′n(x)− 2xH ′n(x) + 2nHn(x) = 0, ∀n ∈ N∗. (5.30)
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Teorema 5.9.1 Au loc relaţiile de ortogonalitate∫ ∞
−∞

e−x
2

Hn(x)Hk(x)dx = 2nn!
√
πδn,k

Demonstraţie. Fie n 6= k. Scăzând egalităţile

H ′′n(x)− 2nH ′n(x) + 2nHn(x) = 0,

H ′′k (x)− 2kH ′k(x) + 2kHk(x) = 0

ı̂nmulţite ı̂n prealabil cu Hk(x) şi respectiv Hn(x), se obţine[
K ′′n(x)Hk(x)−H ′′k (x)Hn(x)

]
− 2x

[
K ′n(x)Hk(x)−H ′k(x)Hn(x)

]
+

+2(n− k)Hn(x)Hk(x) = 0

sau

d

dx

[
(K ′n(x)Hk(x)−H ′k(x)Hn(x))e−x

2
]

+ 2(n− k)e−x
2

Hn(x)Hk(x) = 0

Prin integrare rezultă ∫ ∞
−∞

e−x
2

Hn(x)Hk(x)dx = 0.

Integrând relaţiile

Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0

Hn(x)− 2xHn−1(x) + 2(n− 1)Hn−2(x) = 0

ı̂nmulţite ı̂n prealabil cu e−x
2
Hn−1(x) şi respectiv cu e−x

2
Hn(x) se obţin egalităţile

−2
∫∞
−∞ xe

−x2Hn(x)Hn−1(x)dx+ 2n
∫∞
−∞ e

−x2H2
n−1(x)dx = 0∫∞

−∞ e
−x2H2

n(x)dx− 2
∫∞
−∞ xe

−x2Hn(x)Hn−1(x)dx = 0,

de unde ∫ ∞
−∞

e−x
2

H2
n(x)dx = 2n

∫ ∞
−∞

e−x
2

H2
n−1(x)dx.

Recursiv, rezultă∫ ∞
−∞

e−x
2

H2
n(x)dx = 2nn!

∫ ∞
−∞

e−x
2

dx = 2nn!
√
π.
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5.10 Polinoamele lui Laguerre

Polinoamele lui Laguerre L<α>n (x), (α > −1), sunt polinoame ortogonale cu
ponderea ρ(x) = xαe−x ı̂n intervalul I = (0,∞).

Funcţia generatoare a polinoamelor Laguerre este

Ψ(x, z) =
1

(1− z)α+1
e−

xz
1−z =

∞∑
n=0

L<α>n (x)
zn

n!
. (5.31)

Dezvoltând funcţia exponenţială

e−
xz
1−z =

∞∑
k=0

(−1)k

k!
· xkzk

(1− z)k

şi utilizând dezvoltarea binomială

(1− z)−k−α−1 =
∞∑
j=0

(k + α + 1)(k + α + 2) . . . (k + α + j)

j!
zj, |z| < 1,

din (5.31) rezultă dezvoltarea

Ψ(x, z) =
∞∑
k=0

∞∑
j=0

(−1)k
(k + α + 1)(k + α + 2) . . . (k + α + j)

k!j!
xkzk+j.

Prin schimbarea de indice j + k = n, egalitatea anterioară devine

Ψ(x, z) =
∞∑
n=0

zn
n∑
k=0

(−1)k
(α + k + 1)(α + k + 2) . . . (α + n)

k!(n− k)!
xk.

Prin urmare

L<α>n (x) = n!
n∑
k=0

(−1)k
(α + k + 1)(α + k + 2) . . . (α + n)

k!(n− k)!
xk = (5.32)

= x−αex
dn

dxn
(xn+αe−x).

Formula de recurenţă. Derivând (5.31) după z rezultă

1

(1− z)α+1
e−

xz
1−z

[
α + 1

1− z
− x

(1− z)2

]
=
∞∑
n=1

L<α>n (x)
zn−1

(n− 1)!
=
∞∑
n=0

L<α>n+1 (x)
zn

n!
,
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sau
∞∑
n=0

L<α>n (x)
zn

n!
[(1 + α)(1− z)− x] = (1− 2z + z2)

∞∑
n=0

L<α>n+1 (x)
zn

n!
.

Din identificarea coeficienţilor puterilor lui zn se obţine formula de recurenţă

L<α>n+1 (x)− (2n+ 1 + α− x)L<α>n (x) + n(n+ α)L<α>n−1 (x) = 0. (5.33)

Ecuaţia diferenţială a polinoamelor lui Laguerre. Derivând (5.31) după x se
obţine

− z

1− z
1

(1− z)α+1
e−

xz
1−z =

∞∑
n=0

L<α>
′

n (x)
zn

n!

sau

− 1

1− z

∞∑
n=0

L<α>n (x)
zn

n!
=
∞∑
n=0

L<α>
′

n (x)
zn

n!

Egalând coeficienţii lui zn rezultă egalitatea

L<α>
′

n (x) + n L<α>n−1 (x)− n L<α> ′n−1 (x) = 0. (5.34)

Ecuaţia diferenţială a polinoamelor Laguerre se obţine eliminând L<α>n−1 şi L<α>n+1

ı̂ntre (5.33) şi (5.34).
În acest scop, explicităm L<α>n−1 din (5.33)

L<α>n−1 =
1

n(n+ α)

[
(2n+ 1 + α− x)L<α>n − L<α>n+1

]
,

care substituit ı̂n (5.34) conduce la

L<α>
′

n+1 − L<α>n+1 + (2n+ 2 + α− x)L<α>n − (n+ 1− x)L<α>
′

n = 0.

Prin derivare, rezultă

L<α> ”
n+1 −L<α> ′n+1 +(2n+3+α−x)L<α>

′

n −L<α>n − (n+1−x)L<α> ”
n = 0. (5.35)

Pentru n := n+ 1, din (5.34) se găseşte

L<α>
′

n+1 = (n+ 1) L<α>
′

n − (n+ 1) L<α>n ,

care substituit ı̂n (5.35) dă

xL<α> ”
n + (1 + α− x)L<α>

′

n + nL<α>n = 0,

adică L<α>n este o soluţie a ecuaţiei diferenţiale

xy” + (1 + α− x)y′ + ny = 0. (5.36)
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Teorema 5.10.1 Au loc relaţiile de ortogonalitate∫ ∞
0

xαe−xL<α>n (x)L<α>k dx = n!Γ(n+ α + 1)δn,k

Demonstraţie. Fie n 6= k. Scăzând egalităţile

xL<α> ”
n + (1 + α− x)L<α>

′
n + nL<α>n = 0,

xL<α> ”
k + (1 + α− x)L<α>

′

k + kL<α>k = 0,

ı̂nmulţite ı̂n prealabil cu xαe−xL<α>k şi respectiv xαe−xL<α>n , se obţine

xα+1e−x(L<α> ”
n L<α>k −L<α> ”

k L<α>n )+xαe−x(1+α−x)(L<α>
′

n L<α>k −L<α> ′k L<α>n )+

+xαe−x(n− k)L<α>n L<α>k = 0

sau

d

dx

[
xα+1e−x(L<α>

′

n L<α>k − L<α> ′k L<α>n )
]

+ 2(n− k)xαe−xL<α>n L<α>k = 0.

Prin integrare rezultă ∫ ∞
0

xαe−xL<α>n (x)L<α>k (x)dx = 0.

Integrând relaţiile

L<α>n+1 − (2n+ 1 + α− x)L<α>n + n(n+ α)L<α>n−1 = 0

L<α>n − (2n− 1 + α− x)L<α>n−1 + (n− 1)(n+ α− 1)L<α>n−2 = 0

ı̂nmulţite ı̂n prealabil cu xαe−xL<α>n−1 şi respectiv cu xαe−xL<α>n se obţin egalităţile∫∞
0
xα+1e−xL<α>n (x)L<α>n−1 (x)dx+ n(n+ α)

∫∞
0
xαe−x[L<α>n−1 (x)]2dx = 0

∫∞
0
xαe−x[L<α>n (x)]2dx+

∫∞
0
xα+1e−xL<α>n (x)L<α>n−1 (x)dx = 0,

de unde ∫ ∞
0

xαe−x[L<α>n (x)]2dx = n(n+ α)

∫ ∞
0

xαe−x[L<α>n−1 (x)]2dx.

Recursiv,rezultă∫ ∞
0

xαe−x[L<α>n (x)]2dx = n!(α + n)(α + n− 1) . . . (α + 1)

∫ ∞
0

xαe−xdx =

= n!(α + n)(α + n− 1) . . . (α + 1)Γ(α + 1) = n!Γ(α + n+ 1).
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5.11 Polinoame Ceb̂ışev

Polinoamele lui Ceb̂ışev sunt polinoame ortogonale cu ponderea ρ(x) = 1√
1−x2

ı̂n intervalul I = [−1, 1].
Polinomul lui Ceb̂ışev de gradul n, restricţionat la intervalul [−1, 1], este

definit prin
Tn(x) = cosn arccosx.

Teorema 5.11.1 Au loc afirmaţiile

(i) Polinoamele lui Ceb̂ışev satisfac formulele de recurenţă:

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x);

T0(x) = 1;

T1(x) = x.

(ii) Coeficientul lui xn a lui Tn(x) este 2n−1 şi coeficientul lui xn−1 este 0.

Teorema 5.11.2 Au loc relaţiile de ortogonalitate∫ 1

−1

Tn(x)Tk(x)√
1− x2

dx = 0, ∀n 6= k, n, k ∈ N,∫ 1

−1

T 2
n(x)√

1− x2
dx =

{
π
2

n ≥ 1
π n = 0

5.12 Formule de integrare numerică de tip Gauss

Fie −∞ ≤ a < b ≤ ∞. În cele ce urmează vom considera formule de integrare
numerică de forma ∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =
n∑
i=1

Aif(xi) +R(f), (5.37)

unde ρ : (a, b)→ R este o funcţie continuă, pozitivă numită pondere.
Formula de integrare numerică (5.37) are gradul de exactitate m dacă

R(1) = R(x) = R(x2) = . . . = R(xm) = 0 R(xm+1) 6= 0.

În consecinţă, pentru orice polinom f ∈ Pm∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =
n∑
i=1

Aif(xi).
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Teorema 5.12.1 Gradul de exactitate al formulei de integrare numerică (5.37)
este cel mult 2n− 1.

Demonstraţie. Utilizând formula de integrare numerică pentru funcţia polino-
mială f0(x) =

∏n
i=1(x− xi)2 ∈ P2n găsim

0 <

∫ b

a

ρ(x)f0(x)dx = R(f0).

Formulele de integrare numerică de tip Gauss sunt formulele de forma (5.37)
pentru care se atinge gradul maxim de exactitate.

Teorema 5.12.2 Dacă u ∈ Pn este polinomul ortogonal, cu ponderea ρ(x), ı̂n
[a, b], pe Pn−1 cu rădăcinile x1, . . . , xn, atunci formula de integrare numerică∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)dx+R(f)

are gradul de exactitate 2n− 1.

Demonstraţie. Dacă f ∈ Pn−1 atunci f = L(Pn−1;x1, . . . , xn; f), de unde∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)dx.

Fie f ∈ P2n−1. Dacă q, r sunt respectiv câtul şi restul ı̂mpărţirii lui f la u atunci
f = qu+ r şi q, r ∈ Pn−1. Au loc egalităţile

L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)(x) = L(Pn−1;x1, . . . , xn; qu+ r)(x) =

=
n∑
i=1

[q(xi)u(xi) + r(xi)]li(x) =
n∑
i=1

r(xi)li(x) = L(Pn−1;x1, . . . , xn; r)(x)

şi ı̂n consecinţă∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)(x) =

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1;x1, . . . , xn; r)(x) =

∫ b

a

ρ(x)r(x).

Deoarece u ortogonal, cu ponderea ρ(x), ı̂n [a, b], pe Pn−1, urmează că∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)[q(x)u(x) + r(x)]dx =
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=

∫ b

a

ρ(x)q(x)u(x)dx+

∫ b

a

ρ(x)r(x)dx =

=

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1;x1, . . . , xn; r)(x) =

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)(x).

Dacă ţinem seama de expresia polinomului de interpolare Lagrange atunci
formula de integrare numerică de tip Gauss devine∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =
n∑
i=1

f(xi)

∫ b

a

ρ(x)li(x)dx+R(f).

Astfel coeficienţii formulei de integrare numerică sunt

Ai =

∫ b

a

ρ(x)li(x)dx, i ∈ {1, 2, . . . , n}. (5.38)

Această expresie a coeficienţilor este utilă ı̂n cazurile ı̂n care integrala se calculează
analitic. Deoarece li = u(x)

(x−xi)u′(xi) ∈ Pn−1 ⇒ l2i ∈ P2n−2, pentru coeficientul Ai
găsim şi exprimarea

0 <

∫ b

a

ρ(x)li(x)2dx =
n∑
j=1

Ajl
2
i (xj) = Ai. (5.39)

Teorema 5.12.3 Dacă f ∈ C2n[a, b] atunci există ξ ∈ [a, b] astfel ı̂ncât

R(f) =

∫ b

a

ρ(x)f(x)dx−
∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)dx =

=
f (2n)(ξ)

(2n)!

∫ b

a

ρ(x)u2(x)dx.

Demonstraţie. Notăm prin H(x) polinomul de interpolare Lagrange-Hermite
care satisface condiţiile

H(xi) = f(xi) i ∈ {1, 2, . . . , n},
H ′(xi) = f ′(xi) i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Atunci, ţinând seama de restul polinomului de interpolare Lagrange-Hermite
(2.3.4) există ζ(x) ∈ [a, b] astfel ı̂ncât

f(x) = H(x) +
f (2n)(ζ(x))

(2n)!
u2(x).
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Înmulţind cu ρ(x) şi integrând găsim

R(f) =

∫ b

a

ρ(x)u2(x)
f (2n)(ζ(x))

(2n)!
dx. (5.40)

Într-adevăr, deoarece H(x) ∈ P2n−1, formula de integrare numerică a lui Gauss
implică∫ b

a

ρ(x)H(x)dx =
n∑
i=1

AiH(xi) =
n∑
i=1

Aif(xi) =

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1;x1, . . . , xn; f)(x)dx.

Funcţia x 7→ f (2n)(ζ(x)) = (2n)!f(x)−H(x)
u2(x)

fiind continuă, putem aplica inte-

gralei din membrul drept din (5.40) teorema de medie a calculului integral. Astfel,
există ξ ∈ [a, b], astfel ı̂ncât

R(f) =
f (2n)(ξ)

(2n)!

∫ b

a

ρ(x)u2(x)dx.

În general, nodurile formulelor de integrare numerică de tip Gauss – adică
rădăcinile unor polinoame ortogonale – se calculează numeric.

Coeficienţii unei formule de integrare numerică de tip Gauss se pot calcula
utilizând rezultatul teoremei:

Teorema 5.12.4 Dacă (Qn)n∈N este un şir de polinoame ortogonale cu ponderea
ρ ı̂n intervalul I, atunci coeficienţii formulei de integrare numerică de tip Gauss
sunt

Ai =
and

2
n−1

an−1Q′n(xi)Qn−1(xi)
i ∈ {1, 2, . . . , n},

unde Qk(x) = akx
k + . . . şi d2

k =
∫
I
ρ(x)Q2

k(x)dx.

Demonstraţie. În acest caz u(x) = 1
an
Qn(x). Din formula Darboux-Christoffel

n−1∑
k=0

Qk(x)Qk(y)

d2
k

=
an−1

an

1

d2
n−1

Qn(x)Qn−1(y)−Qn−1(x)Qn(y)

x− y

pentru y = xi i ∈ {1, 2, . . . , n} se obţine

n−1∑
k=0

Qk(x)Qk(xi)

d2
k

=
an−1

an

1

d2
n−1

Qn(x)Qn−1(xi)

x− xi
.
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Înmulţind egalitatea de mai sus cu ρ(x) şi integrând, rezultă

n−1∑
k=0

Qk(xi)

d2
k

∫
I

ρ(x)Qk(x)dx =
an−1

an

Qn−1(xi)

d2
n−1

∫
I

ρ(x)
Qn(x)

x− xi
dx. (5.41)

Datorită condiţiilor de ortogonalitate∫
I

ρ(x)Qk(x)dx = δk,0
d2

0

a0

, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Deoarece
Qn(x)

x− xi
= an

n∏
j=1

j 6=i

(x− xj) ∈ Pn−1,

integrala din membrul drept al lui (5.41) se calculează fără eroare prin aplicarea
formulei de integrare numerică de tip Gauss:∫

I

ρ(x)
Qn(x)

x− xi
dx =

n∑
j=1

Aj
Qn(x)

x− xi
|x=xj = AiQ

′
n(xi).

Formula (5.41) devine

Q0(xi)

d2
0

d2
0

a0

= 1 =
an−1

an

Qn−1(xi)

d2
n−1

AiQ
′
n(xi),

de unde

Ai =
and

2
n−1

an−1Q′n(xi)Qn−1(xi)
.

Cazul ρ(x) = 1.
În acest caz, polinoamele ortogonale sunt polinoamele lui Legendre.

Teorema 5.12.5 Pentru ρ(x) = 1 coeficienţii formulei de integrare numerică
Gauss sunt

Ai =
(n!)4

((2n)!)2

(b− a)2n+1

(xi − a)(b− xi)[u′(xi)]2
i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Demonstraţie. Integrăm prin părţi integrala din membrul stâng al formulei
(5.39)

Ai =

∫ b

a

l2i (x)dx =
1

[u′(xi)]2

∫ b

a

[
u(x)

x− xi
]2dx = (5.42)
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=
1

[u′(xi)]2
[
u2(a)

a− xi
− u2(b)

b− xi
+ 2

∫ b

a

u(x)

x− xi
u′(x)dx].

Funcţia u(x)
x−xiu

′(x) este polinom de grad cel mult 2n − 2 şi atunci formula de
integrare numerică Gauss calculează integrala ei fără eroare∫ b

a

u(x)

x− xi
u′(x)dx =

n∑
j=1

Aj
u(x)

x− xi
u′(x)|x=xj = Ai[u

′(xi)]
2.

Relaţia (5.42) devine

Ai =
1

[u′(xi)]2
{ u

2(a)

a− xi
− u2(b)

b− xi
+ 2Ai[u

′(xi)]
2},

de unde

Ai =
1

[u′(xi)]2
[
u2(b)

b− xi
− u2(a)

a− xi
].

Utilizând expresia polinomului u se deduce formula din enunţul teoremei.

5.13 Formula dreptunghiului (n = 1).

Pentru n = 1 din Teorema 5.8.1 obţinem

u(x) =
1

2
[(x− a)(x− b)]′ = x− a+ b

2
,

iar din (5.38)
A1 = b− a.

Formula de integrare numerică a lui Gauss devine∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(
a+ b

2
) +R(f),

şi este numită formula dreptunghiului.
Evaluarea restului. Integrând identitatea

f(x) = f(
a+ b

2
) + f ′(

a+ b

2
)(x− a+ b

2
) +

1

2
f ′′(η(x))(x− a+ b

2
)2

găsim ∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(
a+ b

2
) +

1

2

∫ b

a

f ′′(η(x))(x− a+ b

2
)2dx.
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Astfel expresia restului devine

R(f) =

∫ b

a

f(x)dx− (b− a)f(
a+ b

2
) =

1

2

∫ b

a

f ′′(η(x))(x− a+ b

2
)2dx =

= 1 1

2
f ′′(ξ)

∫ b

a

(x− a+ b

2
)2dx =

(b− a)3f ′′(ξ)

24
.

Formula dreptunghiului este∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(
a+ b

2
) +

(b− a)3f ′′(ξ)

24
.

Aplicarea practică a formulei dreptunghiului. Fie m ∈ N∗. Împărţim
intervalul [a, b] ı̂n m părţi prin punctele ai = a + ih, i = 0, 1, . . . ,m (h = b−a

m
)

şi utilizăm formula dreptunghiului pentru calculul integralei funcţiei ı̂n fiecare
interval [ai, ai+1], i = 0, 1, . . . ,m− 1. Astfel

∫ b

a

f(x)dx =
m−1∑
i=0

∫ ai+1

ai

f(x)dx =

=
m−1∑
i=0

[(ai+1 − ai))f(
ai+1 + ai

2
) +

f ′′(ξi)(ai+1 − ai)3

24
].

Repetând raţionamentul de la metoda trapezelor, deducem

∫ b

a

f(x)dx =
b− a
m

m−1∑
i=0

f(a+ (i+
1

2
)h) +

(b− a)3f ′′(ξ)

24m2
.

Astfel integrala se aproximează prin expresia

Km(f) =
b− a
m

m−1∑
i=0

f(a+ (i+
1

2
)h).

1Analog raţionamentului efectuat la evaluarea restului formului de integrare numerică a lui
Simpson.
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5.14 Cazuri speciale

5.14.1 Formula de integrare numerică Lobatto

În locul formulei de integrare numerică (5.37) considerăm formula∫ b

a

ρ(x)f(x)dx = Af(a) +
n−2∑
i=1

Aif(xi) +Bf(b) +R(f), (5.43)

diferenţa constând ı̂n aceea că două noduri – extremităţile intervalului de inte-
grare – sunt fixate.

Formula pentru care se atinge gradul maxim de exactitate se numeşte formula
de integrare numerică Lobatto. Au loc următoarele rezultate.

Teorema 5.14.1 Gradul maxim de exactitate al formulei (5.43) este 2n− 3.

Demonstraţie. În cazul funcţiei f0(x) = (x − a)(x − b)
∏n−2

i=1 (x − xi)2 ∈ P2n−2

restul este nenul.

Teorema 5.14.2 Dacă u ∈ Pn−2 este polinomul ortogonal, cu ponderea (x −
a)(b − x)ρ(x), ı̂n [a, b], pe Pn−3 cu rădăcinile x1, . . . , xn−2, atunci formula de
integrare numerică∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−2, b; f)dx+R(f)

are gradul de exactitate 2n− 3.

Demonstraţie. Dacă f ∈ Pn−1 atunci f = L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−2, b; f), de unde∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−2, b; f)dx.

Fie f ∈ P2n−3. Dacă q, r sunt respectiv câtul şi restul ı̂mpărţirii lui f la (x −
a)(x− b)u(x) atunci f = (x− a)(x− b)qu+ r şi q ∈ Pn−3, r ∈ Pn−1. Atunci

L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−2, b; f)(x) = L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−2, b; (x−a)(x−b)qu+r)(x) =

= L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−2, b; r)(x)
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şi ı̂n consecinţă∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−2, b; f)(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−2, b; r)(x)dx =

=

∫ b

a

ρ(x)r(x)dx.

Deoarece u ortogonal, cu ponderea (x− a)(b− x)ρ(x), ı̂n [a, b], pe Pn−3, urmează
că ∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)[(x− a)(x− b)q(x)u(x) + r(x)]dx =

=

∫ b

a

(x− a)(b− x)ρ(x)q(x)u(x)dx+

∫ b

a

ρ(x)r(x)dx =

=

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−2, b; r)(x)dx =

=

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−2, b; f)(x)dx.

Restul formulei de integrare numerică Lobatto se poate evalua prin:

Teorema 5.14.3 Dacă f ∈ C2n−2[a, b] atunci există ξ ∈ [a, b] astfel ı̂ncât

R(f) =

∫ b

a

ρ(x)f(x)dx−
∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−2, b; f)dx =

=
f (2n−2)(ξ)

(2n− 2)!

∫ b

a

(x− a)(x− b)ρ(x)u2(x)dx,

unde u(x) =
∏n−2

i=1 (x− xi).

Demonstraţie. Procedând asemănător cu demonstraţia teoremei (5.12.3), notăm
prin H(x) polinomul de interpolare Lagrange-Hermite care satisface condiţiile

H(a) = f(a),

H(xi) = f(xi) i ∈ {1, 2, . . . , n− 2},
H ′(xi) = f ′(xi) i ∈ {1, 2, . . . , n− 2},
H(b) = f(b).
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Atunci, ţinând seama de restul polinomului de interpolare Lagrange-Hermite
(2.3.4) există ζ(x) ∈ [a, b] astfel ı̂ncât

f(x) = H(x) +
f (2n−2)(ζ(x))

(2n− 2)!
(x− a)(x− b)u2(x). (5.44)

Deoarece H(x) ∈ P2n−3, formula de integrare numerică a lui Lobatto implică∫ b

a

ρ(x)H(x)dx = AH(a) +
n−2∑
i=1

AiH(xi) +BH(b) =

= Af(a) +
n−1∑
i=1

Aif(xi) +Bf(b) =

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−2, b; f)(x)dx.

Înmulţind (5.44) cu ρ(x) şi integrând găsim

R(f) =

∫ b

a

(x− a)(x− b)ρ(x)u2(x)
f (2n−2)(ζ(x))

(2n− 2)!
dx. (5.45)

Funcţia x 7→ f (2n)(ζ(x)) = (2n)!f(x)−H(x)
u2(x)

fiind continuă, putem aplica integralei

din membrul drept din (5.45) teorema de medie a calculului integral. Astfel,
există ξ ∈ [a, b], astfel ı̂ncât

R(f) =
f (2n−2)(ξ)

(2n− 2)!

∫ b

a

(x− a)(x− b)ρ(x)u2(x)dx.

5.14.2 Formula de integrare numerică Radau

Dacă ı̂n formula (5.37) se fixează doar un nod – unul din extremităţile inter-
valului de integrare – atunci formula de integrare numerică are forma∫ b

a

ρ(x)f(x)dx = Af(a) +
n−1∑
i=1

Aif(xi) +R(f), (5.46)

sau ∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =
n−1∑
i=1

Aif(xi) +Bf(b) +R(f). (5.47)

Gradul maxim de exactitate al formulei de integrare numerică (5.46) sau (5.47)
este 2n− 2.

În cazul atingerii gradului maxim de exactitate, (5.46) şi (5.47) se numesc
formulele de integrare numerică Radau.
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Teorema 5.14.4 Dacă u ∈ Pn−1 este polinomul ortogonal, cu ponderea (x −
a)ρ(x), ı̂n [a, b], pe Pn−2 cu rădăcinile x1, . . . , xn−1, atunci formula de integrare
numerică∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−1; f)dx+R(f)

are gradul de exactitate 2n−2. Un rezultat analog are loc şi pentru formula (5.47).

Teorema 5.14.5 Dacă f ∈ C2n−1[a, b] atunci există ξ ∈ [a, b] astfel ı̂ncât

R(f) =

∫ b

a

ρ(x)f(x)dx−
∫ b

a

ρ(x)L(Pn−1; a, x1, . . . , xn−1; f)dx =

=
f (2n−1)(ξ)

(2n− 1)!

∫ b

a

ρ(x)(x− a)u2(x)dx,

unde u(x) =
∏n

i=1(x− xi).

5.14.3 Formula de cvadratură Gauss-Kronrod

O formulă de cvadratură de tip Gauss (5.37) cu n noduri are gradul de exac-
titate 2n− 1

I(f) = G(f) =
n∑
i=1

Aif(xi); ∀f ∈ P2n−1.

Pornind de la formula de cvadratura anterioară, o formulă de cvadratură Gauss-
Kronrod cu 2n+ 1 noduri se construieşte introducând n+ 1 noduri noi

K2n+1(f) =
2n+1∑
i=1

Bif(xi),

astfel ı̂ncât

{x1, . . . , xn} ⊂ {y1, . . . , y2n+1}
I(f) = K(f) ∀f ∈ P3n+1 (5.48)

Cazul n = 1. Punctul de plecare ı̂l reprezintă formula dreptunghiului, deci
x1 = a+b

2
. Formula de cvadratura Gauss-Kronrod are forma

K4(f) = B1f(p) +B2f(
a+ b

2
) +B3f(q).
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Parametrii formulei p, q, B1, B2, B3 se determină din cerinţa I(f) = K4(f), ∀f ∈
P4 (5.48). Particularizând f = 1, x, x2, x3, x4 se obţine sistemul algebric de ecuaţii
neliniare 

B1 + B2 + B3 = b− a
B1p + B2

a+b
2

+ B3q = b2−a2
2

B1p
2 + B2(a+b

2
)2 + B3q

2 = b3−a3
3

B1p
3 + B2(a+b

2
)3 + B3q

3 = b4−a4
4

B1p
4 + B2(a+b

2
)4 + B3q

4 = b5−a5
5

cu soluţia

p = a+b
2
−
√

15
10

(b− a)

q = a+b
2

+
√

15
10

(b− a)
B1 = 5

18
(b− a)

B2 = 4
9
(b− a)

B3 = 5
18

(b− a)

Pentru a = −1, b = 1 vom avea

p = −
√

15

5
, q =

√
15

5
, B1 = B3 =

5

9
, B2 =

8

9
.

5.15 Formule de integrare numerică bazate

pe formula Euler-MacLaurin

5.15.1 Polinoamele şi numerele lui Bernoulli

Polinoamele Bernoulli sunt definite prin

n∑
k=0

(
n+ 1
k

)
Bk(x) = (n+ 1)xn, n ∈ N. (5.49)

Bn = Bn(0) se numesc numerele lui Bernoulli.
Din(5.49), pentru n = 0 şi n = 1 se obţin

B0(x) = 1 B1(x) = x− 1

2

Polinoamele Bernoulli se bucură de proprietăţile

Teorema 5.15.1 Au loc relaţiile:
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(i)
B′n(x) = nBn−1(x); (5.50)

(ii)
Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1; (5.51)

(iii)

Bn(x) =
n∑
k=0

(
n
k

)
Bkx

n−k; (5.52)

(iv)
Bn(1− x) = (−1)nBn(x). (5.53)

Demonstraţie. (i) Prin inducţie după n, se demonstrează propoziţia

Pn : B′k(x) = kBk−1(x), ∀ k ∈ {1, 2, . . . , n}

∀ n ∈ N∗. În ipoteza că propoziţia Pn−1 este adevărată, pentru a justifica Pn este
suficient de arătat B′n(x) = nBn−1(x).

Derivând (5.49) rezultă

n∑
k=1

(
n+ 1
k

)
B′k(x) = (n+ 1)nxn−1.

Ţinând seama de ipoteza inducţiei se obţine

n−1∑
k=1

(
n+ 1
k

)
kBk−1(x) +

(
n+ 1
n

)
B′n(x) = (n+ 1)nxn−1. (5.54)

Deoarece

(
n+ 1
k

)
k = (n+ 1)

(
n

k − 1

)
, relaţia (5.54) devine

(n+ 1)
n−1∑
k=1

(
n

k − 1

)
Bk−1(x) + (n+ 1)B′n(x) = (n+ 1)nxn−1

sau
n−2∑
k=0

(
n
k

)
Bk(x) +B′n(x) =

n−1∑
k=0

(
n
k

)
Bk(x),

de unde egalitatea dorită.
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(ii) Din (i) rezultă B
(k)
n (x) = n!

(n−k)!
Bn−k(x). Utilizând dezvoltarea tayloriană

rezultă egalităţile succesive

Bn(x+ 1) =
n∑
k=0

B
(k)
n (x)

k!
=

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
Bn−k(x) =

=
n∑
k=0

(
n
k

)
Bn−k(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)
Bk(x) =

n−1∑
k=0

(
n
k

)
Bk(x) +Bn(x).

Utilizând (5.49), egalitatea anterioară devine

Bn(x+ 1) = Bn(x) + nxn−1.

(iii) Din dezvoltarea tayloriană

Bn(y + h) =
n∑
k=0

B
(k)
n (y)

k!
hk =

n∑
k=0

(
n
k

)
Bn−k(y)hk,

pentru y = 0 şi h = x rezultă

Bn(x) =
n∑
k=0

(
n
k

)
Bn−k(0)xk =

n∑
k=0

(
n
k

)
Bk(0)xn−k.

(iv) Din (5.51), pentru x := −x, rezultă

Bn(1− x) = Bn(−x) + n(−1)n−1xn−1.

Utilizând din nou (5.51), egalitatea anterioară se poate scrie

Bn(1− x)−Bn(−x) = (−1)n−1 [Bn(1 + x)−Bn(x)]

sau
(−1)nBn+1(1 + x)−Bn(−x) = (−1)nBn(x)−Bn(1− x). (5.55)

Definind polinomul ϕ(x) = (−1)nBn(x) − Bn(1 − x), egalitatea (5.55) se rescrie
ϕ(x+ 1) = ϕ(x), adică ϕ este o funcţie periodică, cu perioada 1. Prin urmare ϕ
este o funcţie constantă

(−1)nBn(x)−Bn(1− x) = cn.

Prin derivare se obţine

(−1)nB′n(x) +B′n(1− x) = 0
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sau

(−1)nBn−1(x) +Bn−1(1− x) = 0.

Astfel Bn−1(1− x) = (−1)n−1Bn−1(x), relaţie echivalentă cu (5.53).
În consecinţă

Teorema 5.15.2 Au loc egalităţile

(i) Bn = Bn(0) = Bn(1), n ≥ 2;

(ii) Dacă n este un număr natural impar atunci Bn = Bn(0) = Bn(1) = Bn(1
2
) =

0;

(iii)
∫ 1

0
Bn(x)dx = 0, n ∈ N∗.

Demonstraţie. (i) În (5.51), se face x = 0.
(ii) Pentru x = 0, din (5.53) rezultă Bn(1) = −Bn(0) = Bn(0), deci Bn(0) = 0.
(iii) Au loc egalităţile∫ 1

0

Bn(x)d(x) =
1

n+ 1

∫ 1

0

B′n+1(x)d(x) =
1

n+ 1
[Bn+1(1)−Bn+1(0)] = 0.

Teorema 5.15.3 Au loc afirmaţiile

(i) B4n+2(x), n ∈ N este descrescătoare ı̂n intervalul [0, 1
2
] şi crescătoare ı̂n in-

tervalul [1
2
, 1];

(ii) Există ξ ∈ (0, 1
2
) astfel ı̂ncât B4n+3 este crescătoare ı̂n [0, ξ] ∪ [1 − ξ, 1] şi

descrescătoare ı̂n [ξ, 1− ξ];

(iii) B4n(x), n ∈ N∗ este crescătoare ı̂n intervalul [0, 1
2
] şi descrescătoare ı̂n

intervalul [1
2
, 1];

(iv) Există ξ ∈ (0, 1
2
) astfel ı̂ncât B4n+3 este descrescătoare ı̂n [0, ξ]∪ [1− ξ, 1] şi

crescătoare ı̂n [ξ, 1− ξ].

Demonstraţie. Inductiv, deoarece B′2(x) = 2B1(x) = 2x− 1 are loc tabelul de
variaţie

x | 0 1
2

1
B′2(x) | − 0 +
B2(x) | ↘ ↗
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Presupunând că B4n+2(x) este descrescătoare ı̂n [0, 1
2
] şi crescătoare ı̂n [1

2
, 1],

deoarece
∫ 1

0
B4n+2(x)dx = 0, ı̂n mod necesar

B4n+2(0) = B4n+2(1) > 0 şi B4n+2(
1

2
) < 0.

Prin urmare există ξ ∈ (0, 1
2
) astfel ı̂ncât B4n+2(ξ) = 0 = B4n+2(1− ξ).

Deoarece B′4n+3(x) = (4n+ 3)B4n+2(x) are loc tabelul de variaţie

x | 0 ξ 1
2

1− ξ 1
B′4n+3(x) | + 0 − 0 +
B4n+3(x) | 0 ↗ ↘ 0 ↘ ↗ 0

Din B′4n+4(x) = (4n+ 4)B4n+3(x) rezultă tabelul de variaţie

x | 0 1
2

1
B′4n+4(x) | + 0 −
B4n+4(x) | ↗ ↘

Condiţia
∫ 1

0
B4(n+1)(x)dx = 0 implicăB4(n+1)(0) = B4(n+1)(1) < 0 şiB4(n+1)(

1
2
) >

0, adică există ξ ∈ (0, 1
2
) astfel ı̂ncât B4(n+1)(ξ) = 0 = B4(n+1)(1− ξ).

Din B′4(n+1)+1(x) = (4n+ 5)B4(n+1)(x) rezultă tabelul de variaţie

x | 0 ξ 1
2

1− ξ 1
B′4(n+1)+1(x) | − 0 + 0 −
B4(n+1)+1(x) | 0 ↘ ↗ 0 ↗ ↘ 0

Egalitatea B′4(n+1)+2(x) = (4n+ 6)B4(n+1)+1(x) implică

x | 0 1
2

1
B′4(n+1)+2(x) | − 0 +

B4(n+1)+2(x) | ↘ ↗

Tabelele de variaţie ı̂n cazul polinoamelor Bernoulli de indice par implică

Teorema 5.15.4 B2n(x)−B2n(0) păstrează semn constant ı̂n intervalul [0,1].

5.15.2 Formula Euler-MacLaurin

Fie f ∈ C2n[a, a+ h]. În urma a 2n integrări succesive prin părţi se obţine∫ a+h

a

f(x)dx = h

∫ 1

0

f(a+ th)dt =
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= h

[
f(a+ th)B1(t)|10 − h

∫ 1

0

f ′(a+ th)B1(t)dt

]
=

=
h

2
[f(a+ h) + f(a)]− h2

[
f ′(a+ th)

B2(t)

2

∣∣∣∣1
0

− h
∫ 1

0

f ′′(a+ th)
B2(t)

2
dt

]
=

=
h

2
[f(a+ h) + f(a)]− h2B2(0)

2
[f ′(a+ h)− f ′(a)]−

−h
3

2

[
f ′′(a+ th)

B3(t)

3

∣∣∣∣1
0

− h
∫ 1

0

f (3)(a+ th)
B3(t)

3
dt

]
= . . .

=
h

2
[f(a+ h) + f(a)]−

n−1∑
k=1

h2kB2k

(2k)!
[f (2k−1)(a+ h)− f (2k−1)(a)]−

−h
2nB2n

(2n)!
[f (2n−1)(a+ h)− f (2n−1)(a)] +

h2n+1

(2n)!

∫ 1

0

f (2n)(a+ th)B2n(t)dt.

Ţinând seama de egalitatea

f (2n−1(a+ h)− f (2n−1(a) = h

∫ 1

0

f (2n)(a+ th)dt

egalitatea anterioară devine∫ a+h

a

f(x)dx =
h

2
[f(a+ h) + f(a)]− (5.56)

−
n−1∑
k=1

h2kB2k

(2k)!
[f (2k−1)(a+h)−f (2k−1)(a)]+

h2n+1

(2n)!

∫ 1

0

f (2n)(a+th)[B2n(t)−B2n(0)]dt.

Deoarece B2n(t) − B2n(0) păstrează semn constant ı̂n intervalul [0, 1] se poate
aplica teorema de medie a calculului integral, ultimul termen din (5.56) trans-
formându-se ı̂n ∫ 1

0

f (2n)(a+ th)[B2n(t)−B2n(0)]dt =

= f (2n)(ξ)

∫ 1

0

[B2n(t)−B2n(0)]dt = −B2nf
(2n)(ξ).

cu ξ ∈ (a, a+ h).
Formula (5.56) devine∫ a+h

a

f(x)dx =
h

2
[f(a+ h) + f(a)]− (5.57)
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−
n−1∑
k=1

h2kB2k

(2k)!
[f (2k−1)(a+ h)− f (2k−1)(a)]− h2n+1B2n

(2n)!
f (2n)(ξ).

Teorema 5.15.5 (Formula Euler-MacLaurin) Dacă f ∈ C2n[a, a+mh], m ∈
N∗ atunci∫ a+mh

a

f(x)dx = h

m∑
j=0

f(a+ jh)− h

2
[f(a+ h) + f(a)]− (5.58)

−
n−1∑
k=1

h2kB2k

(2k)!
[f (2k−1)(a+mh)− f (2k−1)(a)]− mh2n+1B2n

(2n)!
f (2n)(ξ),

unde ξ ∈ (a, a+mh).

Demonstraţie. Utilizând (5.57) avem

∫ a+mh

a

f(x)dx =
m−1∑
j=0

∫ a+(j+1)h

a+jh

f(x)dx =

=
m−1∑
j=0

{
h

2
[f(a+ jh) + f(a+ (j + 1)h)]−

−
n−1∑
k=1

h2kB2k

(2k)!
[f (2k−1)(a+ (j + 1)h)− f (2k−1)(a+ jh)]− h2n+1B2n

(2n)!
f (2n)(ξj)

}
=

= h

[
1

2
f(a) +

m−1∑
j=1

f(a+ jh) +
1

2
f(a+mh)

]
−

−
n−1∑
k=1

h2kB2k

(2k)!
[f (2k−1)(a+mh)− f (2k−1)(a)]−mh2n+1B2n

(2n)!

∑m−1
j=0 f (2n)(ξj)

m
,

unde ξj ∈ (a+ jh, a+ (j + 1)h).

Datorită proprietăţii Darboux a funcţiei f (2n)(x), există ξ ∈ (a, a+mh) astfel
ı̂ncât 1

m

∑m−1
j=0 f (2n)(ξj) = f (2n)(ξ), de unde (5.58)



5.15. FORMULA EULER-MACLAURIN 139

5.15.3 Formule de integrare Euler-MacLaurin

Dacă f : [a, b] → R este o funcţie care se anulează, ı̂mpreună cu derivatele
sale ı̂n a şi b atunci potrivit formulei Euler-MacLaurin∫ b

a

f(x)dx = h
m∑
j=0

f(a+ jh)− h

2
[f(a+ h) + f(a)]−

−
n−1∑
k=1

h2kB2k

(2k)!
[f (2k−1)(a+mh)− f (2k−1)(a)]− mh2n+1B2n

(2n)!
f (2n)(ξ) =

= h

m−1∑
j=1

f(a+ jh)− (b− a)
h2nB2n

(2n)!
f (2n)(ξ) ≈ h

m−1∑
j=1

f(a+ jh), (5.59)

unde h = b−a
m
,m ∈ N∗.

Fie f : (−1, 1)→ R o funcţie indefinit derivabilă. Pentru calculul integralei∫ 1

−1

f(x)dx

acesta se transformă ı̂ntr-o integrală pe (−∞,∞), printr-o schimbare de variabilă
x = g(t), unde g este o funcţie indefinit derivabilă cu proprietatea că g′ ı̂mpreună
cu derivatele ei de ordin superior tind repede către 0, pentru t→∞.

Astfel ∫ 1

−1

f(x)dx =

∫ ∞
−∞

f(g(t))g′(t)dt = h
∞∑

j=−∞

wjf(xj) +R,

unde xj = g(jh) şi wj = g′(jh).
Practic, potrivit (5.59), calculul integralei revine la evaluarea sumei

h
∑
|j|<M

wjf(xj).

Variante uzuale pentru funcţia g sunt

• g(t) = 2√
π

∫ t
0
e−s

2
ds = erf(t);

• g(t) = tanh(π
2

sinh t), g′(t) = π
2

cosh t
cosh2(π

2
sinh t)

.
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Algoritmul lui Romberg. Rescriem formula Euler-MacLaurin (5.58) sub
forma ∫ b

a

f(x)dx = h

[
1

2
f(a) +

m−1∑
j=1

f(a+ jh) +
1

2
f(b)

]
−

−
n−1∑
k=1

h2kB2k

(2k)!
[f (2k−1)(b)− f (2k−1)(a)]− (b− a)

h2nB2n

(2n)!
f (2n)(ξ),

unde h = b−a
m
, ξ ∈ (a, b).

Definind ϕ(h) = h[1
2
f(a) +

∑m−1
j=1 f(a + jh) + 1

2
f(b)] se obţine o formulă de

tip (4.4). Aplicând extrapolarea Richardson se obţin aproximări de ordin supe-
rior a integralei. Acestă aplicare a extrapolării Richardson la metoda trapezelor
defineşte algorimul lui Romberg.

Probleme şi teme de seminar

P 5.1 Să se calculeze restul ı̂n formula trapezului fără particularizarea rezultat-
ului teoremei 5.3.3.

R. Pentru evaluarea restului

R(f) =

∫ b

a

f(x)dx− 1

2
(b− a)[f(a) + f(b)]

introducem funcţia

ϕ(h) =

∫ a+h

a

f(x)dx− h

2
[f(a) + f(a+ h)]

şi observăm că ϕ(b− a) = R(f). Derivatele de ordinul ı̂ntâi şi doi ale lui ϕ sunt

ϕ′(h) = 1
2
[f(a+ h)− f(a)]− h

2
f ′(a+ h)

ϕ′′(h) = −h
2
f ′′(a+ h)

şi exprimând funcţia ϕ prin polinomul lui Taylor cu restul sub formă integrală 2

2 Pentru o funcţie f formula de reprezentare prin polinomul lui Taylor cu restul sub formă
integrală este:

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) + . . . +

f (n)(a)

n!
(x− a)n +

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt.

Formula rezultă ı̂n urma a n integrări prin părţi a integralei din membrul drept.
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obţinem

ϕ(h) = ϕ(0) +
ϕ′(0)

1!
h+

∫ h

0

(h− t)ϕ′′(t)dt = −1

2

∫ h

0

(h− t)f ′′(a+ t)dt.

Aplicând prima teoremă de medie a calculului integral, găsim

ϕ(h) = −f
′′(ξ)

2

∫ h

0

(h− t)dt = −f
′′(ξ)h3

12
,

unde ξ ∈ (a, a+ h).
În particular, pentru h = b− a, obţinem

ϕ(b− a) = R(f) = −f
′′(ξ)(b− a)3

12
.

P 5.2 Să se calculeze restul ı̂n formula lui Simpson fără particularizarea rezul-
tatului teoremei 5.3.3.

R. Expresia restului este

R(f) =

∫ b

a

f(x)dx− 1

6
(b− a)[f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b)].

Introducem funcţia

ϕ(h) =

∫ c+h

c−h
f(x)dx− h

3
[f(c− h) + 4f(c) + f(c+ h)],

unde c = a+b
2

şi observăm că ϕ( b−a
2

) = R(f). Evaluarea restului se obţine
asemănător cu metoda utilizată ı̂n cazul formulei trapezului. Calculăm derivatele
funcţiei ϕ

ϕ′(h) = f(c+h)+f(c−h)− 1

3
[f(c−h)+4f(c)+f(c+h)]−h

3
[f ′(c+h)−f ′(c−h)] =

=
2

3
[f(c− h)− 2f(c) + f(c+ h)]− h

3
[f ′(c+ h)− f ′(c− h)];

ϕ′′(h) = 1
3
[f ′(c+ h)− f ′(c− h)]− h

3
[f ′′(c+ h) + f ′′(c− h)];

ϕ(3)(h) = −h
3
[f (3)(c+ h)− f (3)(c− h)] = −2h2

3
f (4)(η(h)) c− h < η < c+ h;

şi prin urmare

ϕ(h) = ϕ(0)+
ϕ′(0)

1!
h+

ϕ′′(0)

2!
h2 +

∫ h

0

(h− t)2

2
ϕ(3)(t)dt =

1

2

∫ h

0

(h−t)2ϕ(3)(t)dt =
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= −1

3

∫ h

0

(h− t)2t2f (4)(η(t))dt.

Din egalitatea f (4)(η(t)) = f (3)(c+t)−f (3)(c−t)
2t

rezultă că funcţia t 7→ f (4)(η(t)) este
continuă ı̂n [0, h]. Aplicând teorema de medie a calculului integral găsim

ϕ(h) = −h
5

90
f (4)(ξ),

unde ξ ∈ (c− h, c+ h).
În particular, pentru h = b−a

2
, găsim

ϕ(h) = −(b− a)5

2880
f (4)(ξ).

P 5.3 Să se demonstreze formulele

1.
∫ 1

0
f(x)dx = 1

2
[f(0) + f(1)]− 1

2

∫ 1

0
f ′′(x)x(1− x)dx;

2.
∫ 1

0
f(x)dx =

= 1
6
[f(0) + 4f(1

2
) + f(1)]− 1

6

∫ 1
2

0
(1

2
− x)2x[f (3)(1

2
+ x)− f (3)(1

2
− x)]dx.

R.

1. ϕ(x) =

∫ x

0

f(t)dt− x

2
(f(0) + f(x)).

2. ϕ(x) =

∫ 1
2

+x

1
2
−x

f(t)dt− x

3
(f(

1

2
− x) + 4f(

1

2
) + f(

1

2
+ x)).

P 5.4 Să se deducă formula de integrare numerică de tip Gauss∫ 1

−1

f(x)√
1− x2

dx =
π

n+ 1

n∑
k=0

f
(

cos
(2k + 1)π

2(n+ 1)

)
+R(f).

R. Nodurile formulei de integrare numerică sunt rădăcinile polinomului lui Ceb̂ışev
Tn+1(x). În consecinţă u(x) = 1

2n
Tn+1(x). Dacă tk = (2k+1)π

2(n+1)
, xk = cos tk atunci

u′(xk) = (−1)k(n+1)
2n sin tk

şi

Ak =

∫ 1

−1

u(x)

(x− xk)u′(xk)
dx =

(−1)k sin tk
n+ 1

∫ π

0

cos (n+ 1)t

cos t− cos tk
dt.
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Integralele de tipul celui de mai sus se calculează aplicând teorema semirezidu-
urilor

Iν =

∫ π

0

cos νt

cos t− cosa
dt =

1

2

∫ π

−π

cos νt

cos t− cosa
dt =

1

2

∫ π

−π

(cos t+ i sin t)ν

cos t− cosa
dt =

1

i

∫
|z|=1

zν

z2 − 2z cos a+ 1
dz =

π sin νa

sin a
.

P 5.5 Dacă Cn,i = (−1)n−i

n i! (n−i)!

∫ n
0
t(t− 1) . . . (t− i+ 1)(i− i− 1) . . . (t− n)dt este

un număr Côtes atunci limn→∞Cn,2 =∞.

R. Notând hn,k = 1
2n(n−2)!

∫ k+1

k
t(t− 1)(t− 3) . . . (t− n)dt au loc evaluările:

•
|hn,1| =

1

2n(n− 2)!

∣∣∣∣∫ 2

1

t(t− 1)(t− 3) . . . (t− n)dt

∣∣∣∣ =

=
1

2n(n− 2)!

∫ 2

1

t(t− 1)(3− t) . . . (n− t)dt ≤ 2(n− 1)!

2n(n− 2)!
=
n− 1

n
.

•
|hn,n−1| =

1

2n(n− 2)!

∣∣∣∣∫ n

n−1

t(t− 1)(t− 3) . . . (t− n)dt

∣∣∣∣ =

=
1

2n(n− 2)!

∫ n

n−1

t(t− 1)(t− 3) . . . (t− n+ 1)(n− t)dt ≤

≤ 1

2n(n− 2)!

n!

n− 2
=

n− 1

2(n− 2)
.

• Pentru k ∈ {2, 3, . . . , n− 2}

|hn,k| =
1

2n(n− 2)!

∣∣∣∣∫ k+1

k

t(t− 1)(t− 3) . . . (t− n)dt

∣∣∣∣ =

=
1

2n(n− 2)!

∫ n

n−1

t(t− 1)(t− 3) . . . (t− k)(k + 1− t) . . . (n− t)dt ≤

≤ 1

2n(n− 2)!

(k + 1)!(n− k)!

k − 1
=
k − 1

k + 1

k!(n− k)!

2(n− 2)!

1

n
.
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Deoarece

k + 1

k − 1
≤ 3,

k!(n− k)!

2(n− 2)!
=

(
n
2

)
(
n
k

) ≤ 1

rezultă |hn,k| ≤ 3
n
.

•
|hn,0| =

1

2n(n− 2)!

∣∣∣∣∫ 1

0

t(t− 1)(t− 3) . . . (t− n)dt

∣∣∣∣ =

=
1

2n(n− 2)!

∫ 1

0

t(1− t)(3− t) . . . (n− t)dt ≥

≥ 1

2n(n− 2)!

∫ 2
3

1
3

t(1− t)(3− t) . . . (n− t)dt ≥

=
1

2n(n− 2)!

1

3

1

3
(3−2

3
) . . . (n−1

3
)
1

3
=

1

54n(n− 2)!
(2+

1

3
)(3+

1

3
) . . . (n−1+

1

3
).

Dar inegalitatea (x+ 2)(x+ 3) . . . (x+ n− 1) =

= xn−1 + . . .+ [2 · 3 . . . (n− 2) + . . .+ 3 · 4 . . . (n− 1)]x+ (n− 1)! ≥

≥ (n− 1)!

(
1

n− 1
+

1

n− 2
+ . . .+

1

2

)
x,

particularizată pentru x = 1
3

dă

(2 +
1

3
)(3 +

1

3
) . . . (n− 1 +

1

3
) ≥ (n− 1)!

(
1

n− 1
+

1

n− 2
+ . . .+

1

2

)
1

3
.

În consecinţă |hn,0| ≥ n−1
162n

(
1

n−1
+ 1

n−2
+ . . .+ 1

2

)
≥ n−1

162n
ln n

2
.

Au loc inegalităţile

|Cn,2| =
1

2n(n− 2)!

∣∣∣∣∫ n

0

t(t− 1)(t− 3) . . . (t− n)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

hn,k

∣∣∣∣∣ ≥
≥ |hn,0| −

n−1∑
k=1

|hn,k| ≥
n− 1

162n
ln
n

2
− n− 1

n
− (n− 3)

3

n
− n− 1

2(n− 2)
→∞, n→∞.
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P 5.6 Fie h = b−a
n
. Dacă σn = (b−a)

∑n
i=0 Cn,iδa+ih este funcţionala din C∗[a, b]

corespunzătoare formulei de integrare numerică Newton-Côtes∫ b

a

f(x)dx = (b− a)
n∑
i=0

Cn,if(a+ ih) +Rn(f),

atunci şirul de funcţionale (σn)n∈N∗ nu converge ı̂n topologia slabă din C∗[a, b]

către funcţionala I(f) =
∫ b
a
f(x)dx.

P 5.7 Să se arate că şirul funcţionalelor (Im)m∈N∗ , (Jm)m∈N∗ , (Km)m∈N∗ defi-
nite prin schema de aplicare practică a formulei trapezului, Simpson, respectiv
dreptunghiului converge punctual către funcţionala I.

P 5.8 Să se deducă formula de integrare numerică Gauss-Hermite∫ ∞
−∞

e−x
2

f(x)dx =
n∑
j=1

Ajf(xj) +R(f),

unde x1, . . . , xn sunt rădăcinile polinomului lui Hermite Hn(x) iar Ai = 2n−1n!
√
π

n2H2
n−1(xi)

.

R. Polinoamele lui Hermite sunt ortogonale ı̂n R cu ponderea e−x
2
, coeficientul

termenului dominant a lui Hk este ak = 2k iar d2
k = 2kk!

√
π.

Potrivit Teoremei 5.12.4

Ai =
and

2
n−1

an−1Q′n(xi)Qn−1(xi)
=

2n2n−1(n− 1)!
√
π

2n−1H ′n(xi)Hn−1(xi)

şi se ţine seama de egalitatea H ′n(x) = 2nHn−1(x).

P 5.9 Să se deducă formula de integrare numerică Gauss-Laguerre∫ ∞
0

e−xf(x)dx =
n∑
j=1

Ajf(xj) +R(f),

unde x1, . . . , xn sunt rădăcinile polinomului lui Laguerre Ln(x) = L<0>
n (x) iar

Ai = − [(n−1)!]2

Ln−1(xi)L′n(xi)
.
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R. Polinoamele lui Laguerre Ln(x) sunt ortogonale ı̂n (0,∞) cu ponderea e−x,
coeficientul termenului dominant a lui Lk este ak = (−1)k iar d2

k = k!Γ(k + 1) =
(k!)2.

Potrivit Teoremei 5.12.4

Ai =
and

2
n−1

an−1Q′n(xi)Qn−1(xi)
= − [(n− 1)!]2

L′n(xi)Ln−1(xi)
.

P 5.10 Să se arate că şirul polinoamelor (Qn)n∈N definit prin formulele de recurenţă

Q0(x) = 1

Q1(x) = 2x

Qn+1(x) = 2xQn(x)−Qn−1(x)

defineşte un şir de polinoame ortogonale ı̂n [−1, 1] cu ponderea ρ(x) =
√

1− x2.

R. Fie x ∈ [−1, 1] fixat. Interpretând formula de recurenţă ca o ecuaţie cu
diferenţe, ecuaţia caracteristică r2 − 2xr + 1 = 0 are soluţiile r = x ± i

√
1− x2.

Pentru x = cos t, se deduce Qn(x) = C1 cosnt + C2 sinnt. Condiţiile iniţiale

conduc la C1 = 1 şi C2 = cos t
sin t

, de unde Qn(x) = sin (n+1)t
sin t

. Pentru k 6= n rezultă∫ 1

−1

√
1− x2Qn(x)Qk(x)dx =

∫ π

0

sin (n+ 1)t sin (k + 1)tdt = 0.

P 5.11 Fie P̃n = {P ∈ Pn : P (x) = xn + a1x
n−1 + . . .+ an−ax+ an;P ∈ R[X]}.

Să se arate că:

1.

inf
P∈P̃n

sup
x∈[−1,1]

|P (x)| = sup
x∈[−1,1]

| 1

2n−1
Tn(x)| = 1

2n−1
.

2.

inf
P∈P̃n

∫ 1

−1

P 2(x)dx =

∫ 1

−1

L2
n(x)dx =

2

2n+ 1
,

unde Ln(x) = n!
(2n)!

[(x2 − 1)n](n).

R. 1. supx∈[−1,1] | 1
2n−1Tn(x)| = 1

2n−1 . Presupunând prin absurd că există P ∈ P̃n
astfel ı̂ncât supx∈[−1,1] |P (x)| < 1

2n−1 funcţia R(x) = P (x) − 1
2n−1Tn(x) ∈ Pn−1 va

avea n rădăcini situate ı̂n intervalele [xk, xk+1], k ∈ {0, . . . , n − 1}, unde xk =

cos kx
n
. R(xk) = P (xk)− (−1)k

2n−1 .
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2. Orice polinom P ∈ P̃n se poate reprezenta sub forma P (x) =
∑n−1

k=0 akLk(x)+
Ln(x), a0, . . . , an−1 ∈ R. Ţinând seama de ortogonalitatea polinoamelor lui Leg-
endre, are loc egalitatea∫ 1

−1

P 2(x)dx =

∫ 1

−1

L2
n(x)dx+

n−1∑
k=0

a2
k

∫ 1

−1

L2
k(x)dx.

P 5.12 Să se arate că
x

ex − 1
=
∞∑
k=0

Bk

k!
xk,

unde Bk, k ∈ N sunt numerele lui Bernoulli.
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Capitolul 6

Rezolvarea numerică a
problemelor Cauchy

Ne ocupăm de rezolvarea numerică a problemei Cauchy{
ẋ(t)− f(t, x(t) = 0, t ∈ [0, T ]
ẋ(0) = x0 (6.1)

unde f : [0, T ]× Rn → Rn este o funcţie cu proprietăţi care să asigure existenţa
şi unicitatea soluţiei ı̂n intervalul precizat.

Problema Cauchy se rescrie sub forma operaţională

L(x) = ϕ, (6.2)

unde L : C1[0, T ]→ C[0, T ]× Rn este definit prin

L(x) =

{
ẋ(t)− f(t, x(t), t ∈ [0, T ]
ẋ(0) = x0 ,

iar

ϕ =

{
0, t ∈ [0, T ]
x0 .

Forma operaţională (6.2) cuprinde o clasă mult mai largă de probleme şi con-
stituie un cadru ı̂n care se pot formula şi studia metode de rezolvare aproximativă.

Pentru simplitate, considerăm forma operaţională (6.2) ca o ecuaţie având
necunoscuta x, o funcţie reală (n = 1), definită ı̂n intervalul fixat [0, T ].

149
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6.1 Metode de discretizare

Rezolvarea prin discretizare a ecuaţiei (6.2) constă ı̂n construirea unei aproximaţii

uh = (u0, u1, . . . , un)

a soluţiei x(t) pe o reţea de puncte 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T , unde ui este
o aproximaţie pentru x(ti), i = 0, 1, . . . , n iar h reprezintă norma reţelei de
puncte h = max0≤i≤n−1 ti+1 − ti.

În acest scop ecuaţia iniţială se ı̂nlocuieşte cu o altă ecuaţie

Lh(uh) = ϕh, (6.3)

numită schemă de calcul.

Exemplu. Schema de calcul Euler. fie n ∈ N∗, h = T
n

şi reţeaua echidis-

tantă 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T cu ti = ih, i = 0, 1, . . . , n. În punctul ti,
aproximăm derivata funcţiei prin diferenţa finită prograsivă

ẋ(ti) '
x(ti + h)− x(ti)

h
=
x(ti+1)− x(ti)

h

şi substituim ı̂n ecuaţia diferenţială (6.1). Membrul stâng al equaţiei (6.1) devine

x(ti+1)− x(ti)

h
− f(ti, x(ti))

care ı̂n general nu mai este 0. Notăm prin u0, u1, . . . , un numerele care puse,
respectiv ı̂n locul necunoscutelor x(t0), x(t1), . . . , x(tn) satisfac egalităţile{

ui+1−ui
h
− f(ti, ui) = 0, i = 0, 1, . . . , n− 1

u0 = x0 . (6.4)

Relaţiile (6.4) reprezintă schema de calcul Euler.
În acest caz operatorul L este definit prin

Lh : Rn+1 → Rn+1

Lh(uh) =

{
ui+1−ui

h
− f(ti, ui), i = 0, 1, . . . , n− 1

u0
, uh = (u0, . . . , un),

iar

ϕh =

{
0, i = 0, 1, . . . , n− 1
x0 .



6.1. METODE DE DISCRETIZARE 151

Relaţiile (6.4) formează totodată un sistem algebric de n+ 1 ecuaţii neliniare cu
n+ 1 necunoscute care ı̂nsă se poate rezolva uşor prin recurenţă

u0 = x0

ui+1 = ui + hf(ti, ui) i = 0, 1, . . . , n− 1.

Problema care se ridică este de a vedea ı̂n ce condiţii ansamblul de numere uh
reprezintă aproximaţii ”rezonabile” pentru x(t0), x(t1), . . . , x(tn).

Să presupunem că L este definit ı̂ntre spaţiile normate (X, ‖ · ‖) şi (Y, ‖ · ‖),
iar Lh este definit ı̂ntre (Xh, ‖ · ‖h) şi (Yh, ‖ · ‖h).

Soluţia uh a ecuaţiei Lh(uh) = ϕh converge către soluţia x a ecuaţiei L(x) = ϕ
dacă

lim
h↓0
‖uh − [x]h‖h = 0,

unde [x]h = (x(t0), x(t1), . . . , x(tn)) reprezintă restricţia lui x la reţeaua de puncte.
Dacă există constantele pozitive C şi α astfel ı̂ncât ‖uh − [x]h‖h ≤ Chα atunci
convergenţa este de ordin α.

Studiul convergenţei soluţiei aproximative este legat de proprietăţile de consis-
tenţă şi stabilitate ale schemei de calcul.

Schema de calcul Lh(uh) = ϕh este consistentă dacă

lim
h↓0
‖δϕh‖h = 0,

unde δϕh = Lh([x]h)− ϕh. Dacă există constantele C1 şi α astfel ı̂ncât ‖δϕh‖h ≤
C1h

α atunci schema de calcul este consistentă de ordin α.
Schema de calcul Lh(uh) = ϕh este stabila dacă există constantele pozitive

C2, h0 şi δ astfel ı̂ncât

∀h ∈ (0, h0), ∀εh ∈ Yh, ‖εh‖h ≤ δ ⇒ ‖yh − zh‖ ≤ C2‖εh‖h,

unde yh şi zh verifică relaţiile Lh(zh) = Lh(yh) + εh.
Legătura dintre cele trei noţiuni introduse este formulată ı̂n teorema următoare:

Teorema 6.1.1 Dacă schema de calcul Lh(uh) = ϕh este stabilă şi consistentă
de ordin α atunci convergenţa este de ordin α.

Demonstraţie. Deoarece schema de calcul este consistentă de ordin α au loc
relaţiile Lh[x]h = ϕh + δϕh şi ‖δϕh‖h ≤ C1h

α.
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Pentru h suficient de mic, dacă Lhuh = ϕh, din stabilitatea schemei de calcul
urmează că ‖[x]h − uh‖h ≤ C2‖δϕh‖h ≤ C1C2h

α, de unde rezultă convergenţa de
ordin α a schemei de calcul.

În cazul schemelor de calcul liniare, (adică cu operatorul Lh liniar), stabilitatea
se poate caracteriza prin

Teorema 6.1.2 Dacă operatorul Lh este liniar atunci schema de calcul Lhuh =
ϕh este stabilă dacă şi numai dacă există o constantă C ≥ 0 astfel ı̂ncât

‖uh‖h ≤ C‖ϕh‖h, ∀ϕh ∈ Yh.

Demonstraţie. În ipoteza stabilităţii, există h0, δ, C > 0 astfel ı̂ncât dacă
h ∈ (0, h0), εh ∈ Yh, ‖εh‖h ≤ δ,Lh(uh) = ϕh, Lh(zh) = ϕh+εh atunci ‖zh−uh‖h ≤
C‖ε‖h. Din liniaritatea schemei de calcul rezultă Lh(zh − uh) = εh.

Rescriem aceasta implicaţie prin: dacă ϕh ∈ Yh, ‖ϕh‖h ≤ δ, Lh(uh) = ϕh
atunci ‖uh‖h ≤ C‖ϕh‖h.

Fie ϕh ∈ Yh. Dacă ‖ϕh‖h ≤ δ atunci inegalitatea teoremei este verificată. Dacă
‖ϕh‖h > δ atunci pentru ϕ̃h = δ

2‖ϕ‖h
ϕh,Lh(ũh) = ϕ̃h au loc relaţiile ‖ϕ̃h‖h = δ

2

şi ı̂n consecinţă ‖ũh‖h ≤ C‖ϕ̃h‖h de unde, pentru uh = 2
δ
ũh se deduc relaţiile

Lh(uh) = ϕh şi ‖uh‖h ≤ C‖ϕh‖h.
Implicaţia inversă este imediată.
În cele ce urmează vom studia schema de calcul Euler. În Rn+1 folosim norma

lui Cebâşev ‖x‖ = max{|x1|, . . . , |xn+1|}. Au loc următoarele rezultate:

Teorema 6.1.3 Dacă funcţia f admite derivate parţiale de ordinul ı̂ntâi mărginite,
atunci schema de calcul este consistentă de ordinul ı̂ntâi.

Demonstraţie. Existenţa derivatelor parţiale ale funcţiei f asigură existenţa
derivatei de ordinul al doilea a soluţiei problemei Cauchy (6.1), iar din mărginirea
derivatelor parţiale rezultă existenţa unei constante M2 > 0, astfel ı̂ncât |ẍ(t)| ≤
M2, ∀t ∈ [0, T ].

Din egalităţile x(ti+1) = x(ti + h) = x(ti) + hẋ(ti) + h2

2
ẍ(ci), ci ∈ (ti, ti+1), i ∈

{0, 1, . . . , n− 1}, rezultă

x(ti+1)− x(ti)

h
= ẋ(ti) +

h

2
ẍ(ci), i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Atunci

L([x]h) =

{
x(ti+1)−x(ti)

h
− f(ti, x(ti)), i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}

x(t0)
=
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=

{
h
2
ẍ(ci), i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}

0
=

=

{
0, i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
x0 +

{
h
2
ẍ(ci), i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}

0
.

Recunoaştem ϕh ı̂n primul termen şi ı̂n consecinţă al doilea termen este δϕh. Prin
urmare

‖δϕh‖ = max
0≤i≤n−1

h

2
|ẍ(ci)| ≤

M2

2
h.

Pentru demonstrarea stabilităţii schemei de calcul Euler vom avea nevoie de
următorul rezultat:

Teorema 6.1.4 Dacă termenii şirului de numere reale, nenegative (zn)n∈N sa-
tisfac inegalităţile

zn+1 ≤ azn + b, n ∈ N,

cu a, b > 0, a > 1 atunci

zn ≤ anz0 + b
an − 1

a− 1
≤ an(z0 +

b

a− 1
).

Demonstraţie. Au loc inegalităţile

zn ≤ azn−1 + b ≤ a(azn−2 + b) + b = a2zn−2 + b(1 + a) ≤

≤ anz0 + b(1 + a+ . . .+ an−1) = anz0 + b
an − 1

a− 1
.

Teorema 6.1.5 Dacă funcţia f este lipschitziană ı̂n x, adică există L > 0, astfel
ı̂ncât |f(t, x)− f(t, y)| ≤ L|x− y|,∀x, y ∈ R atunci schema de calcul Euler este
stabilă.

Demonstraţie. Fie εn =

{
εi i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
ε

şi sistemele Lh(uh) =

ϕh,Lh(zh) = ϕh + εh :{
ui+1−ui

h
− f(ti, ui) = 0, i = 0, 1, . . . , n− 1

u0 = x0 . (6.5)

{
zi+1−zi

h
− f(ti, zi) = εi, i = 0, 1, . . . , n− 1

z0 = x0 + ε
. (6.6)
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Introducem vectorul wh = zh − uh = (wi)0≤i≤n şi scăzând ecuaţiile lui (6.5) din
ecuaţiile corespunzătoare lui (6.6) găsim{

wi+1−wi
h
− [f(ti, zi)− f(ti, ui)] = εi, i = 0, 1, . . . , n− 1

w0 = ε
. (6.7)

Atunci

wi+1 = wi + h[f(ti, zi)− f(ti, ui)] + hεi i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

În normă, vom avea

|wi+1| ≤ |wi|+ h|f(ti, zi)− f(ti, ui)|+ h|εi| ≤ (1 + hL)|wi|+ h‖εh‖h,

unde ‖εh‖h = max{|ε0|, . . . , |εn−1|, |ε|}.Utilizănd inegalitatea Teoremei 6.1.4 obţinem

|wi| ≤ (1 + hL)i(|w0|+
h‖εh‖h

(1 + hl)− 1
) ≤ eihL(1 +

1

L
)‖εh‖h ≤

≤ eTL(1 +
1

L
)‖εh‖h, i ∈ {0, 1, . . . , n}.

Din inegalitatea de mai sus deducem

‖zh − uh‖h = ‖wh‖h = max
0≤i≤n

|wi| ≤ eTL(1 +
1

L
)‖εh‖h,

adică inegalitatea din definiţia stabilităţii. Constanta C corespunzătoare este
eTL(1 + 1

L
).

Din consistenţa şi stabilitatea schemei de calcul Euler deducem teorema de
convergenţă:

Teorema 6.1.6 Dacă

1. funcţia f este lipschitziană ı̂n x, adică există L > 0 astfel ı̂ncât |f(t, x) −
f(t, y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y.

2. Soluţia problemei Cauchy (6.1) este de două ori derivabilă, având derivata
de ordinul doi mărginită, |ẍ(t)| ≤M, ∀t ∈ [0, T ];

atunci soluţia discretă construită cu ajutorul schemei de calcul Euler converge
către soluţia problemei lui Cauchy, ordinul de convergenţă fiind 1.



6.1. METODE DE DISCRETIZARE 155

Mai mult are loc următoarea formulă de evaluare a priori a erorii

‖uh − [u]h‖ ≤
M2

2
eTL(1 +

1

L
)h (6.8)

O demonstraţie directă a teoremei de convergenţă 6.1.6 este

Notăm xi = x(ti) şi ei = xi − ui, i = 0, 1, . . . , n. Observăm că e0 = 0. Au
loc relaţiile

xi+1 = x(ti+1) = x(ti + h) = x(ti) + hẋ(ti) +
h2

2
ẍ(ξi) =

xi + hf(ti, xi) +
h2

2
ẍ(ξi)

şi
ui+1 = ui + hf(ti, ui)

din care, prin scădere, obţinem

ei+1 = ei + h[f(ti, xi)− f(ti, ui)] +
h2

2
ẍ(ξi).

Aplicând valoarea absolută, rezultă

|ei+1| ≤ |ei|+ h|f(ti, xi)− f(ti, ui)|+
h2

2
|ẍ(ξi)| ≤

≤ |ei|+ hL|xi − ui|+
h2

2
M = (1 + hL)|ei|+

h2

2
M.

Folosind Teorama 6.1.4 rezultă

|ei| ≤ (1 + hL)i[|e0|+
h2

2
M

(1 + hL)− 1
] ≤ eihL

M

2L
h ≤ eTL

M

2L
h.

Prin urmare

‖[x]h − uh‖ = max{|ei| : i = 0, 1, . . . , n} ≤ eihL
M

2L
h ≤ eTL

M

2L
h.

Aplicaţie. Să se calculeze utilizând schema de calcul Euler valoarea funcţiei x(t)
ı̂n punctul t = 1

75
cu eroarea ε = 0.01, ştiind că x(t) este soluţia problemei Caucly{

ẋ(t) = 1
2
− 1

3
tx2,

ẋ(0) = x0.
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Nu se ţine seama de erorile de rotunjire.
Să presupunem că f(t, x) = 1

2
− 1

3
tx2 este definită ı̂n pătratul D = [0, 1]×[0, 1].

Atunci sup{|f(t, x)| : (t, x) ∈ D} ≤ 5
6

şi potrivit teoremei de existenţă şi unicitate,
problema Cauchy are soluţie unică ı̂n intervalul |t| ≤ min{1, 6

5
} = 1.

Alegem T = 1. Determinăm parametrii L şi M care intervin ı̂n Teorema 6.1.6.

|f(t, x)− f(t, y)| = 1

3
|t||x2 − y2| ≤ 2

3
|x− y|.

Alegem L = 1.

ẍ(t) =
d

dt
f(t, x(t)) =

d

dt
[
1

2
− 1

3
tx2(t)] =

= −1

3
[x2(t) + 2tx(t)ẋ(t)] = −1

3
x2(t)− 1

3
tx(t) +

2

9
t2x3(t).

Urmează că

sup{|ẍ(t)| : |t| ≤ 1} ≤ 8

9
.

Alegem M = 8
9
.

Trebuie să determinăm pasul h > 0 astfel ı̂ncât să existe p ∈ N care să
satisfacă relaţiile

ph =
1

75
şi

|up − x(tp)| ≤ ‖uh − [x]h‖ ≤ eTL
M

2L
h ≤ 3TL

M

2L
h < ε.

Rezultă că p este cel mai mic număr natural care satisface inegalitatea

h =
1

75p
≤ 2Lε

3LTM
.

Substituind cu valori numerice, găsim p = 2 şi deci h = 1
150
. În final

u0 = 0,
u1 = u0 + hf(t0, u0) = 1

300
,

u2 = u1 + hf(t1, u1) ' 0.0067.

6.2 Scheme de calcul de tip Runge - Kutta

Pentru rezolvarea problemei Cauchy (6.1) considerăm schema de calcul{
ui+1−ui

h
− Fm(h, ti, ui; f) = 0 i = 0, 1, . . . , n− 1

u0 = x0 (6.9)
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unde h = T
n
, ti = ih, i = 0, 1, . . . , n iar funcţia Fm(h, t, x; f) va fi de forma

Fm(h, t, x; f) =
m∑
i=1

piki(h)

cu

ki(h) = f(t+ αih, x+ h

m∑
j=1

βi,jkj(h), i = 1, . . . ,m.

Numerele p1, . . . , pm, αi, βi,j, i, j = 1, . . . ,m se determină pentru fiecare m ı̂n
parte astfel ı̂ncât, dacă x(t) este soluţia problemei Cauchy, atunci puterea p din
relaţia

x(t+ h)− x(t)

h
− Fm(h, t, x(t); f) = hpΦ(t, h), ∀t, h, (6.10)

să fie cât mai mare. Condiţia (6.10) se poate reformula prin: h = 0 trebuie să fie
soluţie de ordin p+ 1 a ecuaţiei

ϕm(h) = x(t+ h)− x(t)− hFm(h, t, x(t); f) = 0.

Astfel schema de calcul (6.9) va avea ordinul p de consistenţă.
Soluţiile obţinute se prezintă sub forma tabelelor Butcher

α1 β1,1 . . . β1,m

α2 β2,1 . . . β2,m

. . . . . . . . . . . .
αm βm,1 . . . βm,m

p1 . . . pm

Dacă α1 = 0 şi βi,j = 0, pentru i ≥ j atunci schema de calcul de tip Runge –

Kutta este explicită. În acest caz

k1(h) = f(t, x);
k2(h) = f(t+ α2h, x+ β21hk1(h));
k3(h) = f(t+ α3h, x+ β31hk1(h) + β32hk2(h));
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
km(h) = f(t+ αmh, x+ βm1hk1(h) + . . .+ βmm−1hkm−1(h));

În cele ce urmează considerăm doar cazul explicit.
Pentru m = 1 se regăseşte schema lui Euler.
Efectuăm calculele ı̂n cazul m = 2. În acest caz h = 0 trebuie să fie soluţie de

ordin 3 a ecuaţiei

ϕ2(h) = x(t+ h)− x(t)− h[p1k1(h) + p2k2(h)] =
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= x(t+ h)− x(t)− h[p1f(t, x(t)) + p2f(t+ α2h, x(t) + β21hf(t, x(t)))] = 0.

Presupunem că soluţia problemei Cauchy admite toate derivatele necesare cal-
culelor următoare. Calculăm

ϕ′2(h) = ẋ(t+ h)− [p1f(t, x(t)) + p2f(t+ α2h, x(t) + β21hf(t, x(t)))]−

−hp2[
∂f

∂t
α2 +

∂f

∂x
β21f(t, x(t))], 1

ϕ′′2(h) = ẍ(t+ h)− 2p2[
∂f

∂t
α2 +

∂f

∂x
β21f(t, x(t))]−

−hp2[
∂2f

∂t2
α2

2 + 2
∂2f

∂t∂x
α2β21f(t, x(t)) +

∂2f

∂x2
β2

21f
2(t, x(t))].

Rezultă

ϕ2(0) = 0;
ϕ′2(0) = ẋ(t)− p1f(t, x(t))− p2f(t, x(t)) = (1− p1 − p2)f(t, x(t));

ϕ′′2(0) = ẍ(t)− 2p2[α2
∂f
∂x

(t, x(t)) + ∂f
∂x

(t, x(t))β21f(t, x(t))] =

= (1− 2p2α2)∂f
∂t

(t, x(t)) + (1− 2p2β21)∂f
∂x

(t, x(t))f(t, x(t)).

h = 0 este soluţie triplă dacă coeficienţii termenilor care conţin pe f şi derivatele
sale parţiale sunt nule. Obţinem sistemul algebric neliniar

1− p1 − p2 = 0
1− 2p2α2 = 0
1− 2p2β21 = 0

Două soluţii ale acestui sistem sunt:

1. p1 = 0, p2 = 1, α2 = β21 = 1
2
. În acest caz schema de calcul este{

ui+1−ui
h
− f(ti + h

2
, ui + h

2
f(ti, ui)) = 0 i = 0, 1, . . . , n− 1

u0 = x0 (6.11)

şi este cunoscută sub numele de schema Euler ı̂mbunătăţită.

2. p1 = p2 = 1
2
, α2 = β21 = 1. Schema de calcul este{

ui+1−ui
h
− 1

2
f(ti, ui)− 1

2
f(ti+1, ui + hf(ti, ui)) = 0 i = 0, 1, . . . , n− 1

u0 = x0

1Pentru simplificare omitem scrierea argumentelor.
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Tabelele Butcher corespunzătoare sunt

0 0 0
1
2

1
2

0
0 1

0 0 0
1 1 0

1
2

1
2

Pentru m = 4 se obţine schema de calcul Runge

ui+1−ui
h
− 1

6
[k1(h) + 2k2(h) + 2k3(h) + k4(h)] = 0, i = 0, 1, . . . , n− 1

k1(h) = f(ti, ui)
k2(h) = f(ti + h

2
, ui + h

2
k1(h))

k3(h) = f(ti + h
2
, ui + h

2
k2(h))

k4(h) = f(ti + h, ui + hk3(h))

u0 = x0

(6.12)
cu tabela Butcher

0 0 0 0 0
1
2

1
2

0 0 0
1
2

0 1
2

0 0
1 1

2
0 1 0

1
6

2
3

2
3

1
6

Pentru a justifica stabilitatea schemei de calcul de tip Runge – Kutta stabilim

Teorema 6.2.1 Dacă funcţia f(t, x) este lipschitziană ı̂n x (∃L. > 0, astfel ı̂ncât
|f(t, x) − f(t, y)| ≤ L|x − y|, ∀x, y ∈ R) atunci funcţia Fm(h, t, x; f) este lips-
chitziană ı̂n x.

Demonstraţie. Pentru simplitate, considerăm m = 2, adică

Fm(h, t, x; f) = F2(h, t, x; f) = p1f(t, x) + p2f(t+ α2h, x+ β2,1hf(t, x)).

În acest caz
|F2(h, t, y; f)− F2(h, t, x; f)| ≤

≤ |p1| |f(t, y)−f(t, x)|+|p2| |f(t+α2h, y+β2,1hf(t, y))−f(t+α2h, x+β2,1hf(t, x))|.

Datorită ipotezei făcute rezultă succesiv

|F2(h, t, y; f)− F2(h, t, x; f)| ≤
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≤ |p1| L|y − x|+ |p2| L|y + β2,1hf(t, y)− x− β2,1hf(t, x)| ≤

≤ L(|p1|+ |p2|+ |p2| |β2,1|hL)|y − x| ≤M |y − x|,

unde M = L(|p1|+ |p2|+ |β2,1|TL).
Prin urmare are loc o teoremă de stabilitate a cărei demonstraţie este identia̧

cu demonstraţia Teoremei 6.1.5.

Teorema 6.2.2 Dacă funcţia f este lipschitziană ı̂n x, adică există L > 0, astfel
ı̂ncât |f(t, x) − f(t, y)| ≤ L|x − y|,∀x, y ∈ R atunci o schemă de calcul de tip
Runge – Kutta este stabilă.

În consecinţă

Teorema 6.2.3 Dacă

• funcţia f(t, x) este lipschitziană ı̂n x;

• schema de calcul de tip Runge – Kutta este consistentă de ordin p

atunci atunci soluţia discretă construită cu ajutorul schemei de calcul de tip Runge
– Kutta converge către soluţia problemei lui Cauchy, ordinul de convergenţă fiind
p.

6.3 Scheme de calcul de tip Adams

Ecuaţia diferenţială (6.1)este echivalentă cu ecuaţia integrală

x(t) = x(t̃) +

∫ t

t̃

f(s, x(s))ds 0 ≤ t̃ < t ≤ T.

Ideea schemelor de calcul de tip Adams constă ı̂n ı̂nlocuirea funcţiei ϕ(s) =
f(s, x(s)) printr-un polinom de interpolare

Nr(ϕ)(s) =
r∑
i=0

(t− a)(t− a+ h) . . . (t− a+ (i− 1)h)
∇i
hϕ(a)

i!hi
.

Soluţia aproximativă u satisface ecuaţia

u(t) = u(t̃) +

∫ t

t̃

Nr(ϕ)(s)ds. (6.13)
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Fie h = T
n

şi reţraua de puncte echidistante ti = ih, i = 0, 1, . . . , n. Partic-
ulariză relaţia (6.13) luând t, t̃, a egale, respectiv cu tk+p, tk−q, tk şi obţinem

uk+p = uk−q+
r∑
i=0

∇i
hϕ(tk)

i!hi

∫ tk+p

tk−q

(s−tk)(s−tk+h)·. . .·(s−tk+(i−1)h)ds, (6.14)

unde ui = u(ti), i = 0, 1, . . . , n.
Prin schimbarea de variabilă s− tk = zh integrala din (6.14) devine∫ tk+p

tk−q

(s−tk)(s−tk+h) . . . (s−tk+(i−1)h)ds = hi+1

∫ p

−q
z(z+1)·. . .·(z+i−1)dz.

Înlocuind ı̂n (6.14) găsim

uk+p = uk−q +
r∑
i=0

hi+1∇i
hϕ(tk)

i!hi

∫ p

−q
z(z + 1) · . . . · (z + i− 1)dz.

sau

uk+p = uk−q +
r∑
i=0

αi∇i
hϕ(tk),

unde
α0 = p+ q
αi = 1

i!

∫ p
−q z(z + 1) · . . . · (z + i− 1)dz, i = 1, 2, . . . , r.

Utilizând formula de dezvoltare a diferenţelor finite regresive obţinem

uk+p = uk−q + h
r∑
i=0

αi

i∑
j=0

(
i
j

)
(−1)jϕ(tk − j),

unde ϕ(tj) = f(tj, uj). Permutând ı̂nsumările găsim

uk+p = uk−q + h

r∑
j=0

βjf(tk−j, uk−j), (6.15)

cu

βj = (−1)j[

(
j
j

)
αj +

(
j + 1
j

)
αj+1 + . . .+

(
r
j

)
αr]. (6.16)

Cazuri particulare importante. 1. Schema Adams - Bashforth. Particu-
larizăm (6.15), alegând p = 1, q = 0. Se obţin relaţiile

uk+1 = uk + h

r∑
j=0

βjf(tk−j, uk−j), k = r, . . . , n− 1; (6.17)
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unde βj sunt daţi de formulele (6.16) cu α0 = 1, αi = 1
i!

∫ 1

0
z(z+1)·. . .·(z+i−1)dz.

Tabelul coeficienţilor βj.

Numărător Numitor

r|j 0 1 2 3 4 5

1 3 -1 2
2 23 -16 5 12
3 55 -59 37 -9 24
4 1901 -2774 2616 -1274 251 720
5 4277 -7927 9982 -7298 2877 -475 1440

2. Schema Adams - Moulton. Alegând p = 0, q = 1 ı̂n (6.15) se obţin formulele

uk = uk−1 + h
r∑
j=0

βjf(tk−j, uk−j), k = r − 1, . . . , n; (6.18)

unde βj sunt daţi de formulele (6.16) cu α0 = 1, αi = 1
i!

∫ 0

−1
z(z+1)·. . .·(z+i−1)dz.

Tabelul coeficienţilor βj.

Numărător Numitor

r|j 0 1 2 3 4 5

1 1 1 2
2 5 8 -1 12
3 9 19 -5 1 24
4 251 646 264 106 -19 720
5 475 1427 -798 482 -173 27 1440

Schema de calcul Adams - Bashforth este explicită ı̂n sensul că ı̂n formula
(6.17), elementele membrului drept sunt cunoscute şi uk+1 se calculează nemi-
jlocit.

Schema de calcul Adams - Moulton este implicită ı̂n sensul că ı̂n formula
(6.18), pentru j = 0 apare factorul f(tk, uk), iar uk este necunoscut. Astfel uk se
obţine ca soluţia unei ecuaţii.

Schemele de tip Adams se numesc scheme de calcul cu mai mulţi paşi (multi-
pas), ı̂n timp ce schemele de calcul de tip Runge - Kutta sunt scheme cu un singur
pas (unipas). Un avantaj din punct de vedere al calculelor pentru schemele de cal-
cul de tip Adams este faptul că folosesc valorile lui f doar ı̂n nodurile anterioare,
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ı̂n timp ce la schemele de calcul de tip Runge - Kutta este nevoie de valorile lui
f ı̂n diverse puncte intermediare.

Pentru pornirea unei scheme de calcul de tip adams trebuie cunoscute ı̂n
prealabil u0, u1, . . . , ur, aproximaţii care se determină pe o altă cale - de exemplu
utilizând o schemă de calcul de tip Runge - Kutta. Determinarea acestor valori
se numeşte procedeu iniţial.

Pentru a studia consistenţa unei scheme de calcul de tip Adams rescriem
formula (6.15) sub forma

apuk+p + ap−1uk+p−1 + . . .+ a0uk − (6.19)

−h[bpf(tk+p, uk+p) + bp−1f(tk+p−1, uk+p−1) + . . .+ b0f(tk, uk)] = 0.

Fie x soluţia problemei Cauchy şi presupunând că au loc dezvoltările tayloriene

xk+s = xk + sh
1!
ẋk + (sh)2

2!
ẍk + . . .

ẋk+s = ẋk + sh
1!
ẍk + (sh)2

2!
x

(3)
k + . . .

atunci
apxk+p + ap−1xk+p−1 + . . .+ a0xk−

−h[bpf(tk+p, xk+p) + bp−1f(tk+p−1, xk+p−1) + . . .+ b0f(tk, xk)] =

apxk+p + ap−1xk+p−1 + . . .+ a0xk − h[bpẋk+p + bp−1ẋk+p−1 + . . .+ b0ẋk] =

= C0xk + C1hẋk + C2h
2ẍk + . . .+ Cmh

mx
(m)
k + . . .

unde

C0 = a0 + a1 + . . .+ ap
C1 = C0 = a1 + 2a2 + . . .+ pap − (b0 + b1 + . . .+ bp)
C2 = 1

2!
(a1 + 22a2 + . . .+ p2ap)− (b1 + 2b2 + . . .+ pbp)

Cm = 1
m!

(a1 + 2ma2 + . . .+ pmap)− 1
(m−1)!

(b1 + 2m−1b2 + . . .+ pm−1bp).

Schema de calcul de tip Adams (6.19) este consistentă de ordin m dacă C0 =
C1 = . . . = Cm = 0 şi Cm+1 6= 0.

Exemplificăm ı̂n cazul schemei de calcul Adams - Bashforth cu r = 1

uk+1 = uk + h[
3

2
f(tk, uk)−

1

2
f(tk−1, uk−1)].

Schema de calcul se rescrie sub forma

uk+2 − uk+1 − h[
3

2
f(tk+1, uk+1)− 1

2
f(tk, uk)] = 0
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deci p = 2 şi a2 = 1, a1 = −1, a0 = 0, b2 = 0, b1 = 3
2
, b0 = 1

2
. Rezultă

C0 = a0 + a1 + a2 = 0
C1 = a1 + 2a2 − (b0 + b1 + b2) = 0
C2 = 1

2
(a1 + 22a2)− (b1 + 2b2) = 0

C3 = 1
3!

(a1 + 23a2)− 1
2
(b1 + 22b2) = 5

12
.

6.4 Schema de calcul predictor - corector

Schemele de tip predictor - corector se obţin prin combinarea dintre două
scheme de tip Adams: una explicită

uk+1 = uk + h

p∑
i=0

aif(tk−j, uk−j), k ≥ p

şi una implicită

uk+1 = uk + h

q∑
j=0

bjf(tk+1−j, uk+1−j), k ≥ q − 1.

Se valorifică astfel proprietăţle schemei de calcul implicite ı̂ntr-o procedură ex-
plicită de calcul. Procedura P (EC)mE de combinarea celor două scheme, pentru
un pas k ≥ s = max{p, q − 1}, este
P: u0

k+1 = uk + h
∑p

i=0 aif(tk−j, uk−j);
Pentru s=1:m executa

| E: Calculeaza f s−1
k+1 = f(tk+1, u

s−1
k+1)

| C: usk+1 = uk + hb0f
s−1
k+1 + h

∑q
j=1 bjf(tk+1−j, uk+1−j),

|
E: uk+1 = umk+1; fk+1 = f(tk+1, uk+1)

Aşadar, pentru pornirea schemei de tip predictor - corector este nevoie de deter-
minarea aproximaţiilor u0, u1, . . . , us (procedeul iniţial).

Pentru procedura PECE (m = 1) are loc următoarea teoremă simplă de
convergenţă:

Teorema 6.4.1 Dacă

• funcţia f(t, x) este lipschitziană ı̂n x; ∃L > 0 astfel ı̂ncât |f(t, y)−f(t, x)| ≤
L|y − x|, ∀x, y ∈ R;
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• procedeul iniţial este convergent, adică limh→0 max0≤i≤s |xi − ui| = 0;

• schemele de calcul de Adams explicită şi implicită utilizate sunt consistente

atunci soluţia discretă construită cu ajutorul schemei de calcul de tip predictor–
corector converge către soluţia problemei lui Cauchy.

Demonstraţie. Procedura PECE a schema de calcul predictor– corector se
poate scrie prin

u∗k+1 = uk + h

p∑
i=0

aif(tk−j, uk−j), (6.20)

uk+1 = uk + hb0f(tk+1, u
∗
k+1) + h

q∑
j=1

bjf(tk+1−j, uk+1−j). (6.21)

pentru k ∈ {s, . . . , n− 1}. Consistenţa celor două scheme de calcul de tip Adams
cu care s-a construit schema de calcul predictor corector se exprimă prin existenţa
numerelor α, β ∈ N∗ şi C1, C2 > 0 astfel ı̂ncât

xk+1 = xk + h

p∑
i=0

aif(tk−j, xk−j) + hα+1τ ∗k+1, (6.22)

xk+1 = xk + h

q∑
j=0

bjf(tk+1−j, xk+1−j) + hβ+1τk+1 (6.23)

pentru k ∈ {s, . . . , n− 1} şi

max
j
|τ ∗j | ≤ C1 max

j
|τj| ≤ C2.

Dacă x∗k+1

def
= xk+1 − hα+1τ ∗k+1 atunci egalitatea (6.22) devine

x∗k+1 = xk + h

p∑
i=0

aif(tk−j, xk−j). (6.24)

Introducem notaţiile

e∗j = x∗j − u∗j , ej = xj − uj,
A =

∑p
i=0 |ai|, B =

∑q
j=0 |bj|,

wj = max{|e0|, . . . , |ej|}.
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Scăzând (6.20) din (6.24) şi (6.21) din (6.23) obţinem respectiv

e∗k+1 = ek + h

p∑
i=0

ai[f(tk−j, xk−j)− f(tk−i, uk−i)]

ek+1 = ek + hb0[f(tk+1, xk+1)− f(tk+1, u
∗
k+1)] +

+h

q∑
j=1

bj[f(tk+1−j, xk+1−j)− f(tk+1−j, uk+1−j)] + hβ+1τk+1

În valoare absolută, din egalităţile de mai sus rezultă

|e∗k+1| ≤ |ek|+ h

p∑
i=0

|ai| |f(tk−j, xk−j)− f(tk−i, uk−i)| ≤

≤ |ek|+ hL

p∑
i=0

|ai| |ek−i|, (6.25)

|ek+1| ≤ |ek|+ h|b0| |f(tk+1, xk+1)− f(tk+1, u
∗
k+1)|+

+h

q∑
j=1

|bj| |f(tk+1−j, xk+1−j)− f(tk+1−j, uk+1−j)|+ hβ+1|τk+1| ≤

≤ |ek|+ h|b0|L|xk+1 − u∗k+1|+ hL

q∑
j=1

|bj| |ek−j+1|+ C2h
β+1 (6.26)

Ţinând seana de definiţia lui x∗k+1 şi de (6.25) deducem

|xk+1 − u∗k+1| ≤ |xk+1 − x∗k+1|+ |x∗k+1 − u∗k+1| = hα+1|τ ∗k+1|+ |e∗k+1| ≤

≤ C1h
α+1 + |ek|+ hL

p∑
i=0

|ai| |ek−i|.

Utilizăm această inegalitate ı̂n (6.26) care devine

|ek+1| ≤ |ek|+ h|b0|L(C1h
α+1 + |ek|+ hL

p∑
i=0

|ai| |ek−i|)+

+hL

q∑
j=1

|bj| |ek−j+1|+ C2h
β+1.

Folosind definiţia lui wk şi aranjând termenii deducem

|ek+1| ≤ (1 + hLB + h2L2|b0|A)wk + C1L|b0|hα+2 + C2h
β+1. (6.27)
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Prin urmare

wk+1 ≤ (1 + hLB + h2L2|b0|A)wk + C1L|b0|hα+2 + C2h
β+1.

Potricit Teoremei 6.1.4, inegalităţile anterioare implică

wk ≤ (1 + hLB + h2L2|b0|A)k(w0 +
C1L|b0|hα+2 + C2h

β+1

(1 + hLB + h2L2|b0|A)− 1
) ≤

≤ ehk(LB+hL2|b0|A)(ws +
C1h

α+1|b0|L+ C2h
β

LB
) ≤

≤ eT (LB+TL2|b0|A)(ws +
C1h

α+1|b0|L+ C2h
β

LB
).

Din ultima inegalitate deducem

‖[x]h − uh‖h = max
0≤i≤n

|xi − ui| = max
0≤i≤n

|ei| = wn ≤

≤ eT (LB+TL2|b0|A)(ws +
C1h

α+1|b0|L+ C2h
β

LB
)→ 0,

when h→ 0.
Observaţie. Dacă considerăm considerăm schemele de calcul ca formule ma-

triceale atunci ele se pot utiliza la integrarea problemelor Cauchy corespunzătoare
sistemelor de ecuaţii diferenţiale.

6.5 A-stabilitatea schemelor de calcul

A-stabilitatea permite evaluarea tăriei unei scheme de calcul pentru rezolvarea
unei probleme Cauchy. Pentru definirea acestei noţiuni se consideră problem de
test

ẋ = λx, λ ∈ C,
x(0) = x0 (6.28)

a cărei soluţie este x(t) = eλtx0. Dacă <λ < 0 atunci limt→∞ x(t) = 0.
Aplicăm schema de calcul Lhuh = fh pentru rezolvarea problemei (6.28).
Se numeşte domeniu de A-stabilitate mulţimea elementelor z = λh ∈ C, h >

0, λ ∈ C cu proprietatea că soluţia uh = (ui)0≤i≤nh a schemei de calcul este
mărginită pentru orice h > 0.

Schema de calcul Lhuh = fh este A-stabilă dacă semiplanul {z ∈ C : <z < 0}
este inclus ı̂n domeniul de A-stabilitate a schemei de calcul.
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Aplicând o schemă de calcul de tip Runge-Kutta problemei (6.28) se obţine o
relaţie de forma

ui+1 = R(z)ui z = λh.

Funcţia R(z) se numeşte funcţia de stabilitate.
O schemă de calcul de tip Runge-Kutta este tare A-stabilă dacă

1. este A-stabilă;

2. limz→∞|R(z)| < 1.

O schemă de calcul de tip Runge-Kutta este L A-stabilă dacă

1. este A-stabilă;

2. limz→∞|R(z)| = 0.

Aplicaţii. Analizăm natura A-stabilităţii mai multor scheme de calcul.

1. Schema de calcul Euler (6.4). Dacă substituim f(ti, ui) = λui ı̂n (6.4)
atunci deducem formula de recurenţă ui+1 = (1 + λh)ui) = (1 + z)ui de
unde rezultă că ui = (1 + z)iu0. Prin urmare funcţoa de stabilitate este
R(z) = 1 + z. Şirul (ui)i∈N este mărginit doar dacă |R(z)| = |1 + z| ≤ 1.
Mulţimea de A-stabilitate este ı̂n acest caz discul cu centrul ı̂n -1 şi rază 1
(Fig. 1).

2. Schema de calcul Euler ı̂mbumatăţită. (6.11). Analog se obţine R(z) =
1 + z + z2

2
. Mulţimea de A-satbilitate este interiorul domeniului delimitat

de contutul punctiform din Fig. 1.

3. Schema de calcul Runge – Kutta (m=4), (6.12). În acest caz R(z) = 1 +
z + z2

2
+ z3

6
+ z4

24
iar mulţimea de A-stabilitate este domeniul mărginit de

linia ı̂ntreruptă din Fig. 1.

Observăm că nici una din schemele de calcul de tip Runge – Kutta explicită
nu este A-stabilă.

4. În cazul schemei de calcul implicite{
ui−ui−1

h
− f(ti, ui) = 0, i = 1, 1, . . . , n

u0 = x0 ,

pentru problema de test deducem

ui =
1

1− λh
ui−1 =

1

1− z
ui−1 = (

1

1− z
)iu0.
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Fig. 1. Mulţimea de A-stabilitate a schemelor Runge–Kutta.
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Din condiţia de mărginirea şirului (ui)i : | 1
1−z | ≤ 1, obţinem că mulţimea

de A-stabilitate este |z− 1| ≥ 1,, adică exteriorul discului cu centrul ı̂n 1 şi
de rază 1. Astfel această schemă de calcul este A-stabilă.

5. Utilizând schemă de calcul de tip Adams scrisă sub forma

apuk+p + ap−1uk+p−1 + . . .+ a0uk−

−h[bpf(tk+p, uk+p) + bp−1f(tk+p−1, uk+p−1) + . . .+ b0f(tk, uk)] = 0.

pentru rezolvarea problemei test ajungem la ecuaţia cu diferenţe

(ap−zbp)uk+p+(ap−1−zbp−1)uk+p−1 +. . .+(a1−zb1)uk+1 +(a0−zb0)uk = 0.

Ecuaţia caracteristică corespunzătoare este

ρ(x)− zσ(x) = 0

unde

ρ(x) = apx
p + ap−1x

p−1 + . . .+ a1x+ a0,

σ(x) = bpx
p + bp−1x

p−1 + . . .+ b1x+ b0.

Soluţia ecuaţiei cu diferenţe este mărginită dacă are loc condiţia rădăcinii:
Rădăcinile polinomului caracteristic sunt ı̂n modul subunitare, iar cele de
modul 1 sunt rădăcini simple.

Fig. 2 şi Fig. 3 prezintă frontierele mulţimilor de A-stabilitate pentru
schemele de calcul Adams – Bashforth (r=1,2,3,4) şi respectiv Adams –
Moulton (r=2,3,4). În fiecare caz mulţimea de A-stabilitate este exteriorul
domeniului marginit de curbele desenate.

Din analiza graficelor se observă că nici una din schemele de calcul de tip
Adams tratate nu este A-stabilă.

Detalii privind construirea acestor grafice se găsesc ı̂n Anexa C.

6.6 Rezolvarea unui sistem algebric de ecuaţii

neliniare prin integrarea unei probleme Cauchy

Reducem rezolvarea unui sistem algebric de ecuaţii neliniare
f1(x1, . . . , xn) = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn(x1, . . . , xn) = 0

(6.29)
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Fig. 2. Mulţimea de A-stabilitate a schemelor Adams–Bashforth.
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Fig. 3. Mulţimea de A-stabilitate a schemelor Adams–Moulton.
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la integrarea unei probleme Cauchy. Pentru simplificarea scrierii rescriem sistemul
(6.29) sub formă concentrată f(x) = 0 cu

x =

 x1
...
xn

 f(x) =

 f1(x1, . . . , xn)
...

fn(x1, . . . , xn)

 .

Indicăm două variante de transformare a sistemului f(x) = 0 la integrarea unei
probleme Cauchy de forma

ẋ(t) = ϕ(t, x(t)),
x(0) = x0.

Varianta 1. Fie x0 ∈ Rn şi ϕ(t, x) = f(x) − (1 − t)f(x0). Dacă x∗ este o
soluţie a sistemului (6.29) atunci

ϕ(0, x0) = 0 şi ϕ(1, x∗) = 0.

Fie x(t) o curbă din Rn care uneşte x0 cu x∗ astfel ı̂ncât

ϕ(t, x(t)) = 0, t ∈ [0, 1]. (6.30)

Derivând (6.30) găsim

d

dt
ϕ(t, x(t)) = f ′x(x(t))ẋ(t) + f(x0) = 0,

de unde

ẋ(t) = −[f ′x(x(t)]−1f(x0) = − 1

1− t
[f ′x(x(t))]−1f(x(t)), t ∈ [0, 1).

În concluzie, rezolvarea sistemului algebric de ecuaţii neliniare f(x) = 0 revine la
integrarea problemei Cauchy

ẋ = − 1
1−t [f

′
x(x)]−1f(x), t ∈ [0, 1);

x(0) = x0.

Varianta 2. Dacă ϕ(t, x) = f(x)− e−tf(x0) atunci

ϕ(0, x0) = 0 şi lim
t→∞

ϕ(t, x∗) = 0.

Procedând analog, fie x(t) o curbă din Rn ce uneşte x0 şi x∗ şi care satisface
egalitatea ϕ(t, x(t)) = 0, t ≥ 0. În urma derivării se deduce problema Cauchy

ẋ = −[f ′x(x)]−1f(x), t > 0;
x(0) = x0.
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Probleme şi teme de seminar

P 6.1 Pentru rezolvarea problemei Cauchy

ẋ(t) = ϕ(t, x(t)) t ∈ [0, T ],

x(0) = x0

se consideră schema de calcul implicită{
ui−ui−1

h
− ϕ(ti, ui) = 0 i = 1, 2, . . . , n, (h = T

n
)

u0 = x0.

1. Să se studieze consistenţa schemei de calcul.

2. În ipoteza ı̂n care funcţia ϕ este lipcshitziană ı̂n x, să se demonstreze sta-
bilitatea schemei de calcul.

P 6.2 Pentru rezolvarea problemei Cauchy

ẋ(t) = ϕ(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

x(0) = x0;

se consideră schema de calcul a termenului median
ui+1−ui−1

2h
− ϕ(ti, ui) = 0, i = 1, 2, . . . , n− 1, (h = T

n
)

u0 = x0,
u1 se calculează printr-un procedeu iniţial.

1. Să se studieze consistenţa schemei de calcul.

2. În ipoteza ı̂n care funcţia ϕ este lipschitziană ı̂n x, să se demonstreze sta-
bilitatea schemei de calcul.

P 6.3 Pentru rezolvarea problemei bilocale liniare

ẍ(t)− p(t)ẋ(t)− q(t)x(t) = r(t), t ∈ [a, b],
x(a) = α,
x(b) = β;

se consideră schema de calcul
ui+1−2ui+ui−1

h2
− p(ti)ui+1−ui−1

2h
− q(ti)ui = r(ti), i = 1, 2, . . . , n− 1,

(h = b−a
n

)
u0 = α,
un = β,

unde p, q, r ∈ C[a, b].
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1. Să se studieze consistenţa schemei de calcul.

2. În ipoteza q(t) ≥ q∗ > 0, să se demonstreze stabilitatea schemei de calcul.

3. În ipoteza q(t) ≥ q∗ > 0, să se demonstreze că scheme de calcul are soluţie
unică.

P 6.4 Pentru rezolvarea problemei bilocale neliniare

ẍ(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

x(a) = α,

x(b) = β;

se consideră schema de calcul
ui+1−2ui+ui−1

h2
= f(ti, ui), i = 1, 2, . . . , n− 1, (h = T

n
)

u0 = α,
un = β.

1. Să se arate că dacă şirul (wi)0≤i≤n satisface condiţiile

w0 ≤ 0
wi+1 − (2 + ai)wi + wi−1 = bi i = 1, 2, . . . , n− 1, ai, bi ≥ 0
wn ≤ 0

atunci wi ≤ 0, ∀i ∈ {0, 1, . . . , n}.

2. Să se demonstreze ca dacă supt∈[0,T ] |x(4)| ≤M4 < +∞ şi ∂f(t,x)
∂x
≥ 0,∀(t, x) ∈

[0, T ]×R, atunci

|xi − ui| ≤
M4h

2

24
ti(T − ti) ≤

M4h
2T 2

96
∀i ∈ {0, 1, . . . , n}.
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Capitolul 7

Metoda celor mai mici pătrate

Problema aproximării unei funcţii printr-o altă funcţie dintr-o clasă conven-
abilă prin metoda celor mai mici pătrate este prezentată ı̂n mai multe ipostaze.

7.1 Construirea unei funcţii de aproximare

prin metoda celor mai mici pătrate

Cazul discret. Reluăm problema aproximării unei funcţii cunoscută prin
valorile y1, y2, . . . , yn date respectiv ı̂n punctele x1, x2, . . . , xn, distincte două câte
două.

Pentru n mare, aproximaţia dată de o funcţie de interpolare este improprie
utilizării ı̂n cazul ı̂n care interesează expresia funcţiei obţinute. Un alt mod de
aproximare este furnizat de metoda celor mai mici pătrate.

Fie m ∈ N,m < n. O funcţie F (x, c1, . . . , cm), fixată de parametrii c1, . . . , cm
reprezintă o aproximaţie construită prin metoda celor mai mici pătrate dacă

n∑
k=1

[F (xk, c1, . . . , cm)− yk]2 =

= inf{
n∑
k=1

[F (xk, λ1, . . . , λm)− yk]2 : λ1, . . . , λm ∈ R}

Ansamblul format din parametrii (c1, . . . , cm) defineşte un punct de minim al
funcţiei

Φ(λ1, . . . , λm) =
n∑
k=1

[F (xk, λ1, . . . , λm)− yk]2, (7.1)

177
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şi este o soluţie a sistemului algebric (condiţia necesară de optimalitate)

∂Φ

∂λi
= 0, i = 1, 2, . . . ,m. (7.2)

Studiem cazul liniar. Fie ϕ1(x), . . . , ϕm(x) funcţii liniar independente şi

F (x, λ1, . . . , λm) = λ1ϕ1(x) + . . .+ λmϕm(x).

În acest caz, sistemul (7.2) devine un sistem algebric de m ecuaţii liniare cu m
necunoscute

∂Φ

∂λi
(c1, . . . , cm) = 2

n∑
k=1

[c1ϕ1(xk) + . . .+ cmϕm(xk)− yk]ϕi(xk) = 0, (7.3)

i = 1, 2, . . . ,m.

Utilizând notaţiile

ai,j =
n∑
k=1

ϕi(xk)ϕj(xk) bi =
n∑
k=1

ykϕi(xk) (7.4)

sistemul (7.3) se scrie

m∑
j=1

ai,jcj = bi i = 1, 2, . . . ,m. (7.5)

Matricea (ai,j)1≤i,j≤m a coeficienţilor daţi de formula (7.4) se numeşte matricea
Gram asociată problemei de aproximare prin metoda celor mai mici pătrate con-
siderată.

Astfel pentru obţinerea aproximaţiei dorite trebuie parcurşi următorii paşi:

1. Se alege m ∈ N∗ şi funcţiile liniar independente ϕ1(x), . . . , ϕm(x).

2. Se calculează, conform formulelor (7.4) coeficienţii (ai,j)1≤i,j≤m şi (bi)1≤i≤m.

3. Se rezolvă sistemul algebric de ecuaţii liniare (7.5), rezultând coeficienţii
c1, c2, . . . , cm.

4. Se formează funcţia de aproximare

F (x, c1, . . . , cm) = c1ϕ1(x) + . . .+ cmϕm(x).
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Expresia funcţiei de aproximare poate fi pus sub o formă matriceală. Fie matricele
U şi Y definite prin

U =


ϕ1(x1) ϕ1(x2) . . . ϕ1(xn)
ϕ2(x1) ϕ2(x2) . . . ϕ2(xn)
. . . . . . . . . . . .

ϕm(x1) ϕm(x2) . . . ϕm(xn)

 Y =


y1

y2

. . .
yn

 .

Prin calcul direct obţinem egalităţile matriceale

U · UT = (
n∑
k=1

ϕi(xk)ϕj(xk))1≤i,j≤m = (ai,j)1≤i,j≤m

şi

U · Y = (
n∑
k=1

ϕi(xk)yk)1≤i≤m = (bi)1≤i≤m.

Sistemul (7.5) se poate scrie

U · UT ·

 c1

. . .
cm

 = U · Y ;

de unde  c1

. . .
cm

 = (U · UT )−1 · U · Y,

iar expresia funcţiei de aproximare este

F (x) =< (U · UT )−1 · U · Y,

 ϕ1(x)
. . .

ϕm(x)

 >,

unde prin < ·, · > s-a notat produsul scalar din Rn.
Fie vectorii

ui =


ϕi(x1)
ϕi(x2)

...
ϕi(xn)

 ∈ Rn i ∈ {1, . . . ,m}.
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Teorema 7.1.1 Dacă vectorii u1, . . . , um sunt liniar independenţi atunci ma-
tricea sistemului algebric de ecuaţii liniare (7.5) este nesingulară.

Demonstraţia 1. Aplicând vectorilor liniar independenţi u1, . . . , um procedeul
de ortogonalizare Gram - Schmidt obţinem vectorii

vi =
m∑
p=1

αi,pup = [u1 . . . um]

 αi,1
...

αi,m

 , i ∈ {1, . . . ,m},

astfel ı̂ncât vTi vj = δi,j,∀i, j ∈ {1, . . . ,m}, unde δi,j reprezintă simbolul lui Kro-
necker. Ansamblul acestor relaţii se poate scrie matriceal

V = [v1 . . . vm] = [u1 . . . um]Φ = UTΦ unde Φ =

 α1,1 . . . αm,1
...

. . .
...

α1,m . . . αm,m

 .

Datorită condiţiilor de ortogonalitate V TV = Im. Pe de altă parte V TV =
ΦTUUTΦ. În consecinţă |ΦTUUTΦ| = |Φ|2|UUT | = 1, deci |UUT | 6= 0.

Demonstraţia 2. Matricea UUT este simetrică şi pozitivă. Este suficient să se
arate că este strict pozitivă, caz ı̂n care UUT c = 0 ⇒ c = 0.

Liniar independenţa liniilor lui U , adică a coloanelor lui UT se exprimă prin

m∑
i=0

ciu
T
i = 0 ⇒ c = (c1 . . . cm)T = 0

sau
UT c = 0 ⇒ c = 0 sau c 6= 0 ⇒ UT c 6= 0.

Prin urmare < UUT c, c >= ‖UT c‖2
2 > 0, ∀c ∈ Rm, c 6= 0.

Are loc şi proprietatea reciprocă, dacă matricea UUT este nesingulară, deci
strict pozitivă, atunci liniile lui U sunt liniar independente. Într-adevăr, dacă
UT c = 0 atunci UUT c = 0 şi ı̂n consecinţă c = 0.

Utilizând notaţiile introduse, problema iniţială se poate reformula prin

Φ(λ) = ‖y − UTλ‖2
2 → min, (7.6)

unde λ = (λ1, . . . , λm)T .
Această formă conduce la dezvoltarea rezolvării sistemelor algebrice de ecuaţii

liniare ı̂n sensul celor mai mici pătrate.
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Cazul neliniar.
Introducem notaţiile rk(λ1, . . . , λm) = F (xk, λ1, . . . , λm)− yk, k = 1, 2, . . . , n.
Rescriem funcţionala de minimizat (7.1) sub forma

f(λ) =
1

2
Φ(λ) =

1

2

n∑
i=1

r2
i (λ) =

1

2
||r(λ)‖2

2,

unde

λ =

 λ1
...
λm

 r(λ) =

 r1(λ)
...

rn(λ)

 .

Pentru ı̂nceput să calculăm gradientul şi hessianul funcţiei f(λ)

f ′(λ) =


∂f(λ)
∂λ1
...

∂f(λ)
∂λm

 , H(λ) =


∂2f(λ)

∂λ21
. . . ∂2f(λ)

∂λm∂λ1
...

. . .
...

∂2f(λ)
∂λ1∂λm

. . . ∂2f(λ)
∂λ2m

 .

În acest scop notăm

J(λ) =


∂r1(λ)
∂λ1

. . . ∂r1(λ)
∂λm

...
. . .

...
∂rn(λ)
∂λ1

. . . ∂rn(λ)
∂λm

 , r′′k(λ) =


∂2rk(λ)

∂λ21
. . . ∂2rk(λ)

∂λm∂λ1
...

. . .
...

∂2rk(λ)
∂λ1∂λm

. . . ∂2rk(λ)
∂λ2m

 ,

k = 1, 2, . . . , n.
Din ∂f(λ)

∂λk
=
∑n

i=1 ri(λ)∂ri(λ)
∂λk

rezultă

f ′(λ) = JT (λ)r(λ),

iar din ∂f2(λ)
∂λj∂λk

=
∑n

i=1(∂ri(λ)
∂λj

∂ri(λ)
∂λk

+ ri(λ) ∂
2ri(λ)
∂λj∂λk

rezultă

H(λ) = JT (λ)J(λ) +
n∑
i=1

ri(λ)r′′i (λ).

Rezolvarea sistemului algebric de ecuaţii neloniare f ′(λ) = 0, (7.2), prin
metoda Newton-Kantorovici conduce la şirul de aproximaţii

λ(k+1) = λ(k) − [H(λ(k))]−1f ′(λ(k)), k ∈ N, (7.7)
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şi este cunoscută sub numele de metoda Gauss-Newton.
Utilizarea metodei gradientului pentru minimizarea funcţiei f(λ) conduce la

Şirul de aproximaţii

λ(k+1) = λ(k) − µkf ′(λ(k)), k ∈ N. (7.8)

Metoda Levenberg-Marquardt este o combinaţie empirică a formulelor (7.7)
şi (7.8)

λ(k+1) = λ(k) − [H(λ(k)) + µkdiagH(λ(k))]−1f ′(λ(k)), k ∈ N. (7.9)

Cazul continuu. Fie I ⊆ R un interval, ρ ∈ C(I) o funcţie pondere, ρ(x) >
0, ∀x ∈ I. În C(I) se defineşte produsul scalar

< f, g >=

∫
I

ρ(x)f(x)g(x)dx.

Dându-se (pk)k∈N un şir de polinoame ortogonale ı̂n intervalul I cu ponderea ρ,
numărul n ∈ N şi f ∈ C(I), se pune problema determinării polinomului ϕ(x) =∑n

k=0 ckpk(x) care minimizează funcţionala

ϕ 7→ ‖f − ϕ‖2
2 =< f − ϕ, f − ϕ > .

Calculăm

Φ(c0, c1, . . . , cn) = ‖f − ϕ‖2
2 =< f −

n∑
k=0

ckpk, f −
n∑
k=0

ckpk >=

=< f, f > −2
n∑
k=0

ck < f, pk > +
n∑
k=0

c2
k < pk, pk > .

Condiţiile de optimalitate sunt

1

2

∂Φ

∂ci
= − < f, pi > +ci < pi, pi >= 0, i = 0, 1, . . . , n.

Astfel ci = <f,pi>
<pi,pi>

şi ϕ(x) =
∑n

k=0
<f,pk>
<pk,pk>

pk. Utilizând acest rezultat, avem

‖f − ϕ‖2
2 =< f, f > −

n∑
k=0

< f, pk >
2

< pk, pk >
=< f, f > − < ϕ,ϕ >= (7.10)

= ‖f‖2
2 − ‖ϕ‖2

2,

relaţie ce aminteşte de teorema lui Pitagora.
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Teorema 7.1.2 Dacă I = [a, b] este un interval compact atunci are loc egalitatea
lui Parceval

∞∑
k=0

< f, pk >
2

< pk, pk >
= ‖f‖2

2.

Demonstraţie. Din (7.10) rezultă convergenţa seriei
∑∞

k=0
<f,pk>

2

<pk,pk>
.

Potrivit Teoremei Weierstass, pentru orice f ∈ C[a, b] şi orice ε > 0 există un
polinom P astfel ı̂ncât |f(x)− P (x)| < ε, ∀x ∈ [a, b]. Atunci

‖f − P‖2
2 =

∫ b

a

ρ(x)(f(x)− P (x))2dx < Cε2,

unde C =
∫ b
a
ρ(x)dx.

Dacă n este gradul polinomului P, atunci din definiţia elementului de aproxi-
mare de gradul n, construit prin metoda celor mai mici pătrate, rezultă

‖f − ϕ‖2
2 ≤ ‖f − P‖2

2 < Cε2

şi ţinând cont de (7.10),

0 ≤ ‖f‖2
2 −

n∑
k=0

< f, pk >
2

< pk, pk >
< Cε2,

adică limn→∞
∑n

k=0
<f,pk>

2

<pk,pk>
= ‖f‖2

2.

Teorema anterioară sugerează ideea determinării lui n. Pentru ε > 0 dat, n se
determină astfel ı̂ncât să fie satisfăcută inegalitatea ‖f‖2

2 −
∑n

k=0
<f,pk>

2

<pk,pk>
< ε.

7.2 Polinom trigonometric de aproximare

construit prin metoda celor mai mici pătrate

Fie C2π spaţiul liniar al funcţiilor continue, periodice, cu periada 2π şi

Tm = {T (x) =
α0

2
+

m∑
j=1

(αj cos jx+ βj sin jx) : α0, α1, . . . , αn, β1 . . . , βm ∈ R}

mulţimea polinoamelor trigonometrice de grad m.
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Pentru o funcţie f ∈ C2π determinăm un polinom trigonometric de grad m,

T0(x) =
a0

2
+

m∑
j=1

(aj cos jx+ bj sin jx)

astfel ı̂ncât∫ 2π

0

[T0(x)− f(x)]2dx = inf{
∫ 2π

0

[T(x)− f(x)]2dx : T ∈ Tm}.

Notând

F (α0, α1, . . . , αm, β1 . . . , βm) =

∫ 2π

0

[T(x)− f(x)]2dx,

condiţiile de optimalitate sunt

∂F

α0

= 0
∂F

αk
= 0

∂F

βk
= 0 k ∈ {1, . . . ,m}.

Calculând derivatele,obţinem ecuaţiile:

∂F
∂α0

= 2
∫ 2π

0
[α0

2
+
∑m

j=1(αj cos jx+ βj sin jx)− f(x)]dx = 0;
∂F
∂αk

= 2
∫ 2π

0
[α0

2
+
∑m

j=1(αj cos jx+ βj sin jx)− f(x)] cos kxdx = 0;
∂F
∂βk

= 2
∫ 2π

0
[α0

2
+
∑m

j=1(αj cos jx+ βj sin jx)− f(x)] sin kxdx = 0;

Deorece ∫ 2π

0

sin jxdx =

∫ 2π

0

cos jxdx =

∫ 2π

0

sin kx cos jxdx = 0,

∫ 2π

0

sin jx sin kxdx =

∫ 2π

0

cos jx cos kxdx = πδj,k

rezultă

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f(x)dx,

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kxdx bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin kxdx k ∈ {1, . . . ,m}.

Astfel polinomul trigonometric de aproximare construit prin metoda celor mai
mici pătrate coincide cu polinomul trigonometric ce rezultă ı̂n urma trunchierii
seriei Fourier ataşat funcţiei f .



7.3. APROXIMARE ÎN SPAŢII PREHILBERTIENE 185

7.3 Metoda celor mai mici pătrate ı̂n spaţii pre-

hilbertiene

Fie X un spaţiu prehilbertian peste corpul K = R∨C, (wj)1≤j≤n o familie de
elemente ortogonale

< wj, wk >= d2
jδj,k, ∀j, k ∈ {1, . . . , n}.

şi subspaţiul W = span{w1, . . . , wn}.
Ne propunem să calculăm elementul de aproximaţie y =

∑n
j=1 cjwj a unui

element x ∈ X, determinat prin metoda celor mai mici pătrate:

‖
n∑
j=1

cjwj − x‖2 = inf{‖
n∑
j=1

λjwj − x‖2 : λj ∈ K, 1 ≤ j ≤ n}.

Problema revine la minimizarea funcţionalei Φ(λ1, . . . , λn) = ‖
∑n

j=1 λjwj − x‖2.

Pentru w0 =
∑n

j=1
1
d2j
< x,wj > wj au loc egalităţile

< w0 − x,wk = 0, ∀k ∈ {1, . . . , n}.
Într-adevăr

< w0 − x,wk >=
n∑
j=1

1

d2
j

< x,wj >< wj, wk > − < x,wk >= 0.

Au loc egalităţile

Φ(λ1, . . . , λn) = ‖
n∑
j=1

λjwj−w0+w0−x‖2 = ‖
n∑
j=1

(λj−
1

d2
j

< x,wj >)wj+w0−x‖2 =

=<
n∑
j=1

(λj −
1

d2
j

< x,wj >)wj + w0 − x,
n∑
k=1

(λk −
1

d2
k

< x,wk >)wk + w0 − x >=

=
n∑
j=1

|λj−
1

d2
j

< x,wj > |2+2<

(
n∑
j=1

(λj −
1

d2
j

< x,wj >) < w0 − x,wj >

)
+‖w0−x‖2 =

=
n∑
j=1

|λj −
1

d2
j

< x,wj > |2 + ‖w0 − x‖2.

Pentru λj = 1
d2j
< x,wj >, j ∈ {1, . . . , n} se obţine valoarea minimă a funcţionalei

Φ. Astfel elementul de aproximare căutat este

y =
n∑
j=1

1

d2
j

< x,wj > wj. (7.11)
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Probleme şi teme de seminar

P 7.1 Dându-se punctele Pi(xi, yi), i ∈ {1, 2, . . . , n}, să se determine dreapta 4
care minimizează suma pătratelor distanţelor de la punctul Pi la 4.

R. Alegând parametrii:

• d distanţa de la origine la dreapta 4;

• α unghiul format de perpendiculara din origine pe dreapta 4 cu semiaxa
pozitivă a axei Ox

ecuaţia dreptei 4 este
x cosα + y sinα− d = 0.

Problema de optimizare devine

min
α,d

n∑
i=1

(xi cosα + yi sinα− d)2.

Condiţiile de optimalitate conduc la sistemul algebric neliniar
(
∑n

i=0 xiyi) cos 2α + 1
2

(
∑n

i=0(y2
i − x2

i )) sin 2α+
+d (

∑n
i=0 xi) sinα− d (

∑n
i=0 yi) cosα = 0

(
∑n

i=0 xi) cosα + (
∑n

i=0 yi) sinα− nd = 0.

P 7.2 Fie f ∈ C[0, 1]. Să se pună ı̂n evidenţă matricea Gram corespunzătoare
sistemului algebric de ecuaţii liniare ce rezultă ı̂n cazul ı̂n care elementul de aprox-
imare construit prin metoda celor mai mici pătrate are forma ϕ(x) =

∑n
k=0 ckx

k.

P 7.3 Fie f(x) = 2x − 1 şi ε > 0. Utilizând metoda celor mai mici pătrate să
se determine funcţia de aproximare q(x) =

∑n
k=0 ak cos kπx astfel ı̂ncât să fie

satisfăcută condiţia
∫ 1

0
[f(x)− q(x)]2dx < ε.

R. Fie qk(x) = cos kπx, k ∈ {0, 1, . . . , n}. Au loc egalităţile∫ 1

0

q0(x)2dx = 1,

∫ 1

0

q1(x)2dx =
1

2
, k ∈ {1, 2, . . . , n},

∫ 1

0

qk(x)qj(x)dx = 0.
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Metoda celor mai mici pătrate dă

a0 =

∫ 1

0

f(x)q0(x)dx, ak = 2

∫ 1

0

f(x)qk(x)dx, k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Inegalitatea ∫ 1

0

[f(x)− q(x)]2dx =
1

3
− a2

0 −
1

2

n∑
k=1

a2
k < ε

serveşte la determinarea lui n.
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Capitolul 8

Transformarea Fourier discretă

Notăm prin Cn mulţimea şirurilor de numere complexe, periodice cu perioada
n :

Cn = {x = (xk)k∈Z : xk ∈ C, xk = xk+n,∀k ∈ Z}.

Un şir x ∈ Cn este determinat de elementele x0, x1, . . . , xn−1, restul elementelor
se obţin prin periodicitate. Se va folosi notaţia x = (xk)0≤k≤n−1 ∈ Cn.

8.1 Transformata Fourier discretă

Transformarea Fourier discretă (TFD) este un operator liniar F : Cn → Cn

definit prin

y = F (x), x = (xk)0≤k≤n−1 y = (yk)0≤k≤n−1

yk =
n−1∑
j=0

xjw
−kj 0 ≤ k ≤ n− 1, (8.1)

unde w = ei
2π
n . Şirul y se numeşte transformata Fourier discretă a şirului x.

Transforma Fourier discretă inversă. Presupunem că ı̂n relaţiile (8.1)
este cunoscută transformata Fourier discretă (şirul imagine) y =
(yk)0≤k≤n−1 şi vom determina şirul original x = (xk)0≤k≤n−1.

Înmulţind relaţiile (8.1), respectiv cu wkp, k = 0, 1, . . . , n − 1 şi adunând
obţinem

n−1∑
k=0

ykw
kp =

n−1∑
j=0

xj

n−1∑
k=0

wk(p−j)

189
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şi folosind (9.8) rezultă

xp =
1

n

n−1∑
k=0

ykw
kp.

Teorema 8.1.1 Dacă n = 2m şi x = (xj)j∈Z este un şir periodic, cu perioada n,
de numere reale, atunci yn−k = yk, k ∈ {0, . . . , n− 1}, unde y = Fn(x) = (yk)j∈Z
şi yk este conjugatul lui yk.

Demonstraţie. Fie k ∈ {0, 1, . . . , n
2
}. Atunci

yn−k =
n−1∑
j=0

xjw
−(n−k)j =

n−1∑
j=0

xjw
kj = yk.

Astfel TFD a unui şir de numere reale x = (xj)j∈Z cu periada n = 2m este
definit de n

2
+ 1 = 2m−1 + 1 numere complexe {y0, y1, . . . , yn

2
}.

Teorema 8.1.2 Dacă x = (xk)k∈Z şi y = (yk)k∈Z sunt două şiruri din Cn având
transformatele Fourier discrete şirurile X = (Xk)k∈Z = Fn(x) şi respectiv Y =
(Yk)k∈Z atunci au loc egalităţile∑n−1

k=0 xkyk = n
∑n−1

k=0 XkY k,∑n−1
k=0 |xk|2 = n

∑n−1
k=0 |Xk|2.

Demonstraţie. Prima relaţie rezultă din

n−1∑
k=0

XkY k =
n−1∑
k=0

Xk

n−1∑
j=0

yjw
jk = n

n−1∑
j=0

yj
1

n

n−1∑
k=0

Xkw
jk = n

n−1∑
j=0

xjyj.

A doua relaţie rezultă din prima pentru y = x.

Produsul de convoluţie.1 Dacă x, y ∈ Cn atunci produsul lor de convoluţie
z = x ∗ y este şirul z = (zk)k∈Z definit prin

zk =
n−1∑
j=0

xjyk−j ∀k ∈ Z.

Legat de produsul de convoluţie au loc următoarele proprietăţi ale trans-
formării Fourier discretă

1A nu se confunda cu noţiunea omonimă definită la transformarea z din Cap. 1.
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Teorema 8.1.3 Au loc egalităţile:

1. F (x ∗ y) = F (x) · F (y);

2. F−1(x ∗ y) = nF−1(x) · F−1(y);

3. F (x) ∗ F (y) = nF (x · y).

Demonstraţie. Fie x = (xk)k∈Z, y = (yk)k∈Z ∈ Cn.
1. Dacă

F (x) = X = (Xk)k∈Z F (y) = Y = (Yk)k∈Z,
u = x ∗ y = (uk)k∈Z F (u) = U = (Uk)k∈Z.

atunci au loc egalităţile

Uk =
n−1∑
j=0

ujw
−kj =

n−1∑
j=0

(
n−1∑
s=0

xsyj−s)w
−kj =

n−1∑
s=0

xsw
−sk

n−1∑
j=0

yj−sw
−k(j−s).

Prin schimbarea de indice l = j − s suma interioară devine

n−1∑
j=0

yj−sw
−k(j−s) =

n−1−s∑
l=−s

ylw
−kl =

−1∑
l=−s

ylw
−kl +

n−1−s∑
l=0

ylw
−kl.

Ţinând seama de periodicitatea şirului y şi de definiţia lui w

−1∑
l=−s

ylw
−kl =

−1∑
l=−s

yl+nw
−k(l+n) =

n−1∑
l=n−s

ylw
−kl.

Aşadar
∑n−1

j=0 yj−sw
−k(j−s) =

∑n−1
l=0 ylw

−kl şi ı̂n consecinţă

Uk =
n−1∑
s=0

xsw
−sk

n−1∑
l=0

ylw
−kl = Xk · Yk.

2. Procedând asemănator, dacă

F−1(x) = X = (Xk)k∈Z F−1(y) = Y = (Yk)k∈Z,
u = x ∗ y = (uk)k∈Z F−1(u) = U = (Uk)k∈Z.

atunci au loc egalităţile

Uk =
1

n

n−1∑
j=0

ujw
kj =

1

n

n−1∑
j=0

(
n−1∑
s=0

xsyj−s)w
kj =

1

n

n−1∑
s=0

xsw
sk

n−1∑
j=0

yj−sw
k(j−s) =
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= n(
1

n

n−1∑
s=0

xsw
sk)(

1

n

n−1∑
l=0

ylw
kl) = nXk · Yk.

3. Dacă
F (x) = X = (Xk)k∈Z F (y) = Y = (Yk)k∈Z,
u = xy = (xkyk)k∈Z F (u) = U = (Uk)k∈Z.

atunci au loc egalităţile

(X ∗ Y )k =
n−1∑
j=0

XjYk−j =
n−1∑
j=0

(
n−1∑
s=0

xsw
−js)Yk−j =

n−1∑
s=0

xsw
−sk

n−1∑
j=0

Yk−jw
s(k−j).

Prin schimbarea de indice l = k − j suma interioară devine

n−1∑
j=0

Yk−jw
s(k−j) =

k∑
l=k+1−n

Ylw
sl =

−1∑
l=k+1−n

Ylw
sl +

k∑
l=0

Ylw
sl.

Ţinând seama de periodicitatea şirului Y şi de definiţia lui w

−1∑
l=k+1−n

Ylw
sl =

−1∑
l=k+1−n

Yl+nw
s(l+n) =

n−1∑
l=k+1

Ylw
sl.

Aşadar
∑n−1

j=0 Yk−jw
s(k−j) =

∑n−1
l=0 Ylw

sl = nys şi ı̂n consecinţă

(X ∗ Y )k = n
n−1∑
s=0

xsyyw
−sk = n

n−1∑
s=0

usw
−sk = nUk.

8.2 Algoritmul transformării Fourier discretă rapidă

Fie n = 2m şi pentru simplificarea expunerii alegem m = 3. Dacă k, j ∈
{0, 1, . . . , 2m − 1 = 7} atunci au loc reprezentările k = k222 + k12 + k0, j =
j222 + j12 + j0 unde k0, k1, k2, j0, j1, j2 sunt cifre binare. Folosim notaţiile yk =
y(k2, k1, k0) şi xj = x(j2, j1, j0).

Transformarea Fourier discretă a şirului x devine

yk = y(k2, k1, k0) =
7∑
j=0

xjw
−kj =

1∑
j0=0

1∑
j1=0

1∑
j2=0

w−k(j222+j12+j0)x(j2, j1, j0) =

=
1∑

j0=0

w−kj0
1∑

j1=0

w−2kj1

1∑
j2=0

xjw
−22kj2x(j2, j1, j0).
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Observând că w−22kj2 = w−4k0j2 , w−2kj1 = w−2(2k1+k0)j1 , w−kj0 = w−(4k2+2k1+k0)j0

suma interioară este

1∑
j2=0

x(j2, j1, j0)w−22kj2 =
1∑

j2=0

x(j2, j1, j0)w−4k0j2 = x1(k0, j1, j0).

Rezultă

yk = y(k2, k1, k0) =
1∑

j0=0

w−kj0
1∑

j1=0

w−2(2k1+k0)j1x1(k0, j1, j0).

Dacă notăm x2(k0, k1, j0) =
∑1

j1=0 w
−2(2k1+k0)j1x1(k0, j1, j0) atunci, ı̂n final, avem

yk = y(k2, k1, k0) =
1∑

j0=0

w−kj0x2(k0, k1, j0) =

=
1∑

j0=0

w−(4k2+2k1+k0)j0x2(k0, k1, j0) = x3(k0, k1, k2).

În consecinţă, pentru calculul transformării Fourier discretă, ı̂n loc să calculăm
succesiv elementele şirului y = (yk)k, calculăm coloanele tabelului

x0 = x(0, 0, 0) x1(0, 0, 0) x2(0, 0, 0) x3(0, 0, 0) = y(0, 0, 0) = y0

x1 = x(0, 0, 1) x1(0, 0, 1) x2(0, 0, 1) x3(0, 0, 1) = y(1, 0, 0) = y4

x2 = x(0, 1, 0) x1(0, 1, 0) x2(0, 1, 0) x3(0, 1, 0) = y(0, 1, 0) = y2

x3 = x(0, 1, 1) x1(0, 1, 1) x2(0, 1, 1) x3(0, 1, 1) = y(1, 1, 0) = y6

x4 = x(1, 0, 0) x1(1, 0, 0) x2(1, 0, 0) x3(1, 0, 0) = y(0, 0, 1) = y1

x5 = x(1, 0, 1) x1(1, 0, 1) x2(1, 0, 1) x3(1, 0, 1) = y(1, 0, 1) = y5

x6 = x(1, 1, 0) x1(1, 1, 0) x2(1, 1, 0) x3(1, 1, 0) = y(0, 1, 1) = y3

x7 = x(1, 1, 1) x1(1, 1, 1) x2(1, 1, 1) x3(1, 1, 1) = y(1, 1, 1) = y7

Astfel numarul adunărilor efectuate este 8 · 3 sau nm = n log2 n, ı̂n cazul general,
faţă de 8·8, respectiv n2, adunări necesare calculării succesive a elementelor şirului
y.
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8.3 Aplicaţii ale transformatei Fourier discretă

8.3.1 Calculul coeficienţilor Fourier

Fie f ∈ C2π, o funcţie continuă şi periodică de perioadă 2π.. Dacă are loc
dezvoltarea ı̂n serie Fourier

f(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =
∑
k∈Z

cke
ikx

având coeficienţii

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f(x)dx ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kxdx bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin kxdx

pentru k ∈ N∗, respectiv

ck =
ak − ibk

2
=

1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikxdx, c−k = ck, k ∈ N. (8.2)

Aproximăm integrala din (8.2) prin formula trapezelor. Dacă n ∈ N∗ este
parametrul de discretizare atunci se obţine

ck ≈
1

2π

2π

2n
[f(0) + 2

n−1∑
j=1

f(
2π

n
j)e−ik( 2π

n
j) + f(2π)e−ik2π].

Datorită periodicităţii funcţiilor f şi ez, din relaţia de mai sus deducem

ck ≈
1

n

n−1∑
j=0

f(
2π

n
j)e−ik( 2π

n
j) =

1

n

n−1∑
j=0

f(
2π

n
j)w−jk. (8.3)

Astfel, şirul c = (ck)0≤k≤n−1 este aproximat de 1
n
Fn(y), unde y = (yj)0≤j≤n−1, yj =

f(2π
n
j).

Există o altă legătură ı̂ntre coeficienţii Fourier ale unei funcţii şi transformata
Fourier discretă a şirului valorilor ei pe o mulţime echidistantă de noduri.

Teorema 8.3.1 Fie n ∈ N∗. Dacă

f(t) =
a0

2
+
∞∑
j=1

(aj cos jt+ bj sin jt) =
∑
j∈Z

cje
ijt,
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cu cj =
aj−bj

2
, cj = cj, j ∈ N şi

y = Fn(x), unde x ∈ Cn, x = (xj)0≤j≤n−1, xj = f(j
2π

n
),

atunci

yk = n

(
ck +

∞∑
s=1

(ck+sn + ck−sn)

)
, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Demonstraţie. Din nou, notăm tj = j 2π
n
, j ∈ {0, 1 . . . , n − 1} şi w = ei

2π
n .

Atunci
xj = f(tj) =

∑
µ∈Z

cµe
iµtj =

∑
µ∈Z

cµw
µj

de unde se obţine

yk =
n−1∑
j=0

xjw
−kj =

n−1∑
j=0

(
∞∑
µ=0

cµw
µj

)
w−kj =

∞∑
µ=0

cµ

n−1∑
j=0

w(µ−k)j.

Dacă µ− k este multiplu de n atunci suma interioară este n, iar ı̂n caz contrar 0.
Pentru µ− k = sn se găseşte

yk = n
∑
s∈Z

ck+sn = n

(
ck +

∞∑
s=1

(ck+sn + ck−sn)

)
.

8.3.2 Calculul coeficienţilor Laurent

Dacă f este o funcţie olomorfă ı̂n discul unitate având pe 0 ca punct singular
izolat, atunci are loc dezvoltarea Laurent

f(z) =
∑
k∈Z

akz
k

unde

ak =
1

2πi

∫
|ζ|=1

f(ζ)

ζk+1
dζ =

1

2π

∫ 2π

0

f(eix)e−ikxdx.

Calculând integrala de mai sus cu formula trapezelor deducem

ak ≈
1

2π

2π

2n
[f(1) + 2

n−1∑
j=1

f(ei
2π
n
j)e−ik( 2π

n
j) + f(ei2π)e−ik2π].
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Periodicitatea funcţiei ez implică

ak ≈
1

n

n−1∑
j=0

f(ei
2π
n
j)e−ik( 2π

n
j) =

1

n

n−1∑
j=0

f(ei
2π
n
j)w−jk. (8.4)

Prin urmare, şirul a = (ak)0≤k≤n−1 este aproximat de 1
n
Fn(y), unde y = (yj)0≤j≤n−1, yj =

f(ei
2π
n
j).

Partea principală a dezvoltării Laurent a funcţiei f(z) calculată este a−1 =
an−1, a−2 = an−2, . . . , a−(n−1) = a1.

8.3.3 Determinarea funcţiei analitice cunoscând partea reală

Fie D ⊂ C un domeniu care conţine discul unitate şi u(x, y) partea reală
a unei funcţii analitice f(z), z = x + iy. Se cere determinarea părţii imaginare
v(x, y) a lui f(z), cu v(0, 0) = 0.

Definim α(t) = u(cos t, sin t) = u(eit) şi dacă dezvoltarea Fourier a funcţiei
α(t) este

α(t) =
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =

=
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak
eikt + e−ikt

2
+ bk

eikt − e−ikt

2i
) =

a0

2
+
∞∑
k=1

(
ak − ibk

2
eikt +

ak + ibk
2

e−ikt) =
∑
k∈Z

cke
ikt,

cu c0 = a0
2
∈ R, ck = ak−ibk

2
, c−k = ck, k ∈ N∗.

Atunci f(z) = c0 + 2
∑∞

k=1 ckz
k. Într-adevăr, din f(eit) = c0 + 2

∑∞
k=1 cke

ikt

găsim

<f(eit) =
f(eit) + f(eit)

2
= c0 +

∞∑
k=1

cke
ikt +

∞∑
k=1

cke
−ikt =

= c0 +
∞∑
k=1

cke
ikt +

∞∑
k=1

c−ke
−ikt = c0 +

∞∑
k=1

cke
ikt +

∞∑
k=1

cke
−ikt = α(t).

Restricţia părţii imaginare la cercul unitate este

β(t) = v(eit) = =f(eit) =
f(eit)− f(eit)

2i
=

1

i
(
∞∑
k=1

cke
ikt −

∞∑
k=1

cke
−ikt) =
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= −i

(
∞∑
k=1

cke
ikt −

∞∑
k=1

c−ke
−ikt

)
=
∞∑
k=1

(ak sin kt− bk cos kt).

Astfel coeficienţii Fourier a funcţiei β(t) sunt

dk =


−ick dacă k > 0
0 dacă k = 0
ick = ic−k dacă k < 0

(8.5)

Operatorul α(t) → β(t) se numeşte operatorul de conjugare. Expresia inte-
grală a acestui operator este

β(t) = K(α)(t) =
1

2π

∫ 2π

0

α(s) cot
t− s

2
ds

Metoda numerică pentru calculul funcţiei β constă din

1. Se fixează un număr natural par n = 2m,m ∈ N∗.

2. Se calculează coeficienţii Fourier c = (ck)0≤k≤n−1 a funcţiei α(t). Utilizând
metoda dezvoltată anterior,

c =
1

n
Fn(α)

unde α = (α(2πk
n

))0≤k≤n−1.

3. Utilizând relaţiile (8.5) se construieşte vectorul coeficienţilor Fourier a funcţiei
β(t)

d = (0,−ic1, . . . ,−icm−1, icm−1, . . . , ic1)

4. Se calculează valorile funcţiei β(t) ı̂n punctele 2πk
n
, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

β = (β(
2πk

n
))0≤k≤n−1 = nF−1

n (d).

8.3.4 Calculul integralei Cauchy

Fie Γ = {z ∈ C : |z| = 1} şi funcţia h : Γ→ C. Notăm prin f : C→ C funcţia
definită prin

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

h(ζ)

ζ − z
dζ, (8.6)
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numită integrala Cauchy. Prin schimbarea de variabilă ζ = eit, integrala din (8.6)
devine

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

h(eit)

1− ze−it
dt. (8.7)

Dacă |z| < 1 atunci are loc dezvoltarea

1

1− ze−it
=
∞∑
j=0

zje−ijt

şi (8.7) devine

f(z) =
1

2π

∞∑
j=0

zj
∫ 2π

0

h(eit)e−ijtdt =
∞∑
j=0

cjz
j,

unde cj = 1
2π

∫ 2π

0
h(eit)e−ijtdt.

Folosim formula trapezelor pentru calculul lui cj. Dacă n ∈ N∗ este parametrul
metodei trapezelor, atunci găsim

cj ≈
1

2π

2π

2n

[
h(1) + 2

n−1∑
k=1

h(ei
2π
n
k)e−ij

2π
n
k + h(1)e−ij2π

]
=

=
1

n

n−1∑
k=0

h(ei
2π
n
k)w−jk,

adică secvenţa (c0, c1, . . . , cn−1) este aproximată de d = 1
n
Fn(ϕ), cu ϕ = (ϕj)0≤j≤n−1, ϕj =

h(ei
2π
n
j).

În final f(z) ≈
∑n−1

j=0 djz
j.

8.4 Transformarea cosinus discretă

Definiţie 8.4.1 Fie x = (xj)0≤j≤n−1 ∈ Cn. Şirul y ∈ Cn, transformata cosinus
discretă – TCD – a lui x, este definit prin

y = F c
n(x), y = (yk)0≤k≤n−1 yk =

n−1∑
j=0

xj cos (j +
1

2
)
kπ

n
, k ∈ {0, 1, . . . , n−1}.

(8.8)
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Astfel TCD se poate reprezenta prin produsul matriceal y0
...

yn−1

 =

 a0,0 . . . a0,n−1
...

. . .
...

an−1,0 . . . an−1,n−1


 x0

...
xn−1

 ,

unde ak,j = cos (j + 1
2
)kπ
n
.

Teorema 8.4.1 Are loc egalitatea

AAT =


n

n
2

. . .
n
2

 (8.9)

sau
n−1∑
j=0

ap,jaq,j = δp,qcp, unde cp =

{
n dacă p = 0
n
2

dacă p > 0

Demonstraţie. Egalităţile

cos a+ cos 2a+ . . .+ cosna =
sin na

2

sin a
2

cos
(n+ 1)a

2

sin a+ sin 2a+ . . .+ sinna =
sin na

2

sin a
2

sin
(n+ 1)a

2

implică
n−1∑
j=0

cos (j +
1

2
)a =

sinna

2 sin a
2

.

Atunci

Sp,q =
n−1∑
j=0

ap,jaq,j =
n−1∑
j=0

cos (j +
1

2
)
pπ

n
cos (j +

1

2
)
qπ

n
=

=
1

2

n−1∑
j=0

[
cos (j +

1

2
)
(p+ q)π

n
+ cos (j +

1

2
)
(p− q)π

n

]
.

Dacă p 6= q atunci suma de mai sus devine

Sp,q =
1

2

[sin π(p+ q)

2 sin π(p+q)
n

+
sin π(p− q)
2 sin π(p−q)

n

]
= 0.
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Dacă p = q > 0 atunci

Sp,p =
1

2

n−1∑
j=0

cos (j +
1

2
)
2pπ

n
+
n

2
=

sin 2pπ

4 sin 2pπ
n

+
n

2
=
n

2
.

Dacă p = q = 0 atunci S0,0 = n.

Din teorema anterioară rezultă că

A−1 = AT


1
n

2
n

. . .
2
n

 .

Astfel transformarea cosinus discretă inversă (TCDI) este dată de

xk = dk

n−1∑
j=0

yj cos (k +
1

2
)
jπ

n
, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

cu dk =

{
1
n

dacă k = 0
2
n

dacă k > 0
.

O legătură ı̂ntre TFD şi TCD

Fie x = (xj)0≤j≤n−1 ∈ Cn şi şirul z ∈ C4n definit prin

zk =


0 dacă k = 0, 2, . . . , 2n, . . . , 4n− 2
xs dacă k = 2s+ 1, s = 0, 1, . . . , n− 1
xs dacă k = 4n− 1− 2s, s = 0, 1, . . . , n− 1

De exemplu, pentru n = 3, dacă x =
0 1 2
x0 x1 x2

atunci

z =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 x0 0 x1 0 x2 0 x2 0 x1 0 x0

Teorema 8.4.2 Cu notaţiile de mai sus, primele n componente ale transformării
Fourier discrete a şirului z coincid cu dublul transformării cosinus discrete a
şirului x.
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Demonstraţie. Fie Z = (Zk)0≤k≤4n−1 TFD a şirului z. Dacă w = ei
2π
4n = ei

π
2n

atunci

Zk =
4n−1∑
j=0

zjw
−jk =

2n−1∑
j=0

z2j+1w
−(2j+1)k =

=
n−1∑
j=0

z2j+1w
−(2j+1)k +

2n−1∑
j=n

z2j+1w
−(2j+1)k.

Schimbând, ı̂n a doua sumă, indicele de sumare j = 2n − 1 − s şi tinând seama
de definiţia şirului z, expresia de mai sus devine

Zk =
n−1∑
s=0

xsw
−(2s+1)k +

n−1∑
s=0

xsw
−(4n−1−2s)k =

n−1∑
s=0

xs(w
−(2s+1)k + w(2s+1)k) =

= 2
n−1∑
s=0

xs cos (s+
1

2
)
kπ

n
= 2yk, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Probleme şi teme de seminar

P 8.1 Corelaţa a două şiruri x, y ∈ Cn se defineşte prin

x∗̂y = z ∈ Cn cu zk =
1

n

n−1∑
j=0

xjyk+j, z = (zk)0≤k≤n−1.

Să se demonstreze egalităţile

1. Fn(x∗̂y) = 1
n
Fn(x)Fn(y);

2. F−1
n (x∗̂y) = 1

n
F−1
n (x)Fn(y);

3. Fn(x)∗̂Fn(y) = Fn(xy);

P 8.2 Rezolvarea unei ecuaţii integrale Fredholm de speţa a doua cu nucleu con-
volutiv.

Indicaţie. Fie ecuaţia integrală Fredholm de speţa a doua

x(t) +

∫ b

a

N(t− s)x(s)ds = f(t), t ∈ [a, b], (8.10)
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unde N(t), f(t) sunt funcţii continue, date iar x(t) este funcţia necunoscută.
Forma nucleului N(t− s) atribuie ecuaţiei atributul de convolutiv.

Fie n ∈ N∗. Introducem notaţiile: h = b−a
n
, tk = a+kh, tk+1/2 = a+(k+ 1

2
)h.

Ecuaţia (8.10) se mai scrie

x(t) +
n−1∑
k=0

∫ tk+1

tk

N(t− s)x(s)ds = f(t), t ∈ [a, b],

şi utilizând formula de integrare numerică a dreptunghiului cu neglijarea restului,
găsim

u(t) + h
n−1∑
k=0

N(t− tk+1/2)u(tk+1/2) = f(t).

Neglijarea restului a impus renotarea funcţiei necunoscute prin u(t).Dacă uk+1/2 =
u(tk+1/2) atunci atribuind lui t, succesiv valorile tj+1/2 obţinem sistemul algebric
de ecuaţii liniare

uj+1/2 + h
n−1∑
k=0

N((j − k)h)uk+1/2 = f(tj+1/2), j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. (8.11)

Rezolvarea sistemului algebric (8.11) se poate face cu ajutorul transformării
Fourier discrete. În acest scop, definim şirurile

z = (zk)0≤k≤n−1 zk = uk+1/2,
ϕ = (ϕk)0≤k≤n−1 ϕk = fk+1/2,
ξ = (ξk)0≤k≤n−1 ξk = N(kh).

Sistemul (8.11) se rescrie prin

zj + h

n−1∑
k=0

zkξj−k = ϕj, j ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

sau
z + h z ∗ ξ = ϕ.

Aplicând transformarea Fourier discretă Fn deducem

Fn(z) + hFn(z)Fn(ξ) = Fn(ϕ).

Rezultă că

z = F−1
n (w) unde w = (wk)0≤k≤n−1, wk =

Fn(ϕ)k
1 + hFn(ξ)k

.



Capitolul 9

Interpolare prin polinoame
trigonometrice

Se numeşte polinom trigonometric de grad m o funcţie de forma

t(x) = a0 +
m∑
j=1

(aj cos jx+ bj sin jx).

Notăm prin

Tm = {T (x) = α0 +
m∑
j=1

(αj cos jx+ βj sin jx) : α0, α1, . . . , αn, β1 . . . , βm ∈ R}

mulţimea polinoamelor trigonometrice de grad m.
Fie C2π spaţiul liniar al funcţiilor continue, periodice, cu periada 2π. În

capitolul Metoda celor mai mici pătrate s-au determinat coeficienţii polinomului
trigonometric de grad m care aproximează cel mai bine, ı̂n sensul celor mai mici
pătrate, o funcţie f ∈ C2π. Coeficienţii obţinuţi coincid cu coeficienţii dezvoltării
Fourier ataşată funcţiei f .

Fie f ∈ C2π. După numărul nodurilor de interpolare n deosebim cazurile:

• n = 2m+ 1 număr impar de noduri 0 ≤ x0 < x1 < . . . < x2m < 2π.

Polinomul de interpolare va fi de forma

t(x) =
a0

2
+

m∑
j=1

(aj cos jx+ bj sin jx).

203
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• n = 2m număr par de noduri 0 ≤ x0 < x1 < . . . < x2m−1 < 2π.

Polinomul de interpolare va fi de forma

t(x) =
a0

2
+

m−1∑
j=1

(aj cos jx+ bj sin jx) +
am
2

cosmx.

În fiecare caz coeficienţii se determină din condiţiile de interpolare

t(xj) = yj ∀j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

9.1 Interpolare trigonometrică pe noduri oare-

care

Cazul cu număr impar de noduri

Teorema 9.1.1 Funcţiile

1, cosx, cos 2x, . . . , cosmx, sinx, sin 2x, . . . , sinmx

formează un sistem Ceb̂ışev ı̂n intervalul (π, π].

Demonstraţie. Fie un sistem de 2m + 1 puncte 0 ≤ x0 < x1 < . . . < x2m < 2π
şi determinantul

D = D(x0, x1, . . . , x2m) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosmx0 . . . cosx0 sinmx0 . . . sinx0 1
cosmx1 . . . cosx1 sinmx1 . . . sinx1 1

. . . . . .
cosmx2m . . . cosx2m sinmx2m . . . sinx2m 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Vom arăta că acest determinant este diferit de 0.

Pentru simplificarea notaţiei vom utiliza reprezentarea simbolică

D =
∣∣ cosmxj . . . cosxj sinmxj . . . sinxj 1

∣∣ ,
punând ı̂n evidenţă coloanele determinantului D. Înmulţind cu i coloanele cu sin
şi adunându-le la coloanele corespunzătoare cu cos se obţine

D =
∣∣ eimxj . . . eixj sinmxj . . . sinxj 1

∣∣ .
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Utilizând formula sinx = 1
2i

(eix − e−ix) deducem succesiv

D =
∣∣ eimxj . . . eixj 1

2i
(eimxj − e−imxj) . . . 1

2i
(eixj − e−ixj) 1

∣∣ =

=
1

(−2i)n
∣∣ eimxj . . . eixj e−imxj . . . e−ixj 1

∣∣ .
Rearanjând ultimele m+ 1 coloane se obţine

D =
(−1)

m(m+1)
2

(−2i)m
∣∣ eimxj . . . eixj 1 e−ixj . . . e−imxj

∣∣ .
Dacă din fiecare linie a lui D se scoate factor comun pe e−imxj rezultă

D =
(−1)

m(m+1)
2

(−2i)m
e−im(x0+...+x2m)

∣∣ e2imxj . . . ei(m+1)xj eimxj . . . 1
∣∣ =

=
(−1)

m(m+1)
2

(−2i)m
e−im

∑2m
k=0 xkV (eix0 , eix1 , . . . , eix2m).

Calculăm determinantul lui Vandermonde

V (eix0 , eix1 , . . . , eix2m) =
∏

0≤q<p≤2m

(eixp − eixq) =

=
∏

0≤q<p≤2m

(cosxp − cosxq + i(sinxp − sinxq)) =
∏

0≤q<p≤2m

2i sin
xp − xq

2
ei
xp+xq

2 =

= (2i)m(2m+1)eim
∑2m
k=0 xk

∏
0≤q<p≤2m

sin
xp − xq

2
.

Determinantul devine

D = (−1)
m(m+1)

2 22m2
∏

0≤q<p≤2m

sin
xp − xq

2
6= 0.

Din Teorema 2.1.4 rezultă

Teorema 9.1.2 (Polinomul de interpolare trigonometric Lagrange-Gauss) Dacă
f ∈ C2π şi −π < x0 < x1 < . . . < x2m ≤ π atunci există un singur poli-
nom trigonometric t(x) de grad m care satisface condiţiile de interpolare t(xj) =
f(xj), ∀j ∈ {0, 1, . . . , 2m}, având expresia

t(x) =
2m∑
j=0

f(xj)
sin x−x0

2
. . . sin

x−xj−1

2
sin

x−xj+1

2
. . . sin x−x2m

2

sin
xj−x0

2
. . . sin

xj−xj−1

2
sin

xj−xj+1

2
. . . sin

xj−x2m
2

=
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=
1

2

2m∑
j=0

f(xj)

u′(xj)

u(x)

sin
x−xj

2

. (9.1)

unde u(x) =
∏2m

j=0 sin
x−xj

2
.

Demonstraţie. Folosind notaţia şi rezultatul teoremei anterioare, din (2.6) se
obţine

t(x) = L(Tm;x0, . . . , x2m; f)(x) =
2m∑
j=0

f(xj)
D(x0, . . . , xj−1, x, xj+1, . . . , x2m)

D(x0, . . . , x2m)
=

=
2m∑
j=0

f(xj)
sin x−x0

2
. . . sin

x−xj−1

2
sin

x−xj+1

2
. . . sin x−x2m

2

sin
xj−x0

2
. . . sin

xj−xj−1

2
sin

xj−xj+1

2
. . . sin

xj−x2m
2

.

În cazul unei funcţii pare sau impare problema de interpolare se modifică.

Teorema 9.1.3 Fie f ∈ C2π o funcţie pară şi 0 ≤ x0 < x1 < . . . < xm < π.
Polinomul trigonometric de grad m care satisface condiţiile de interpolare t(xj) =
f(xj), ∀j ∈ {0, 1, . . . ,m} este

t(x) =
m∑
j=0

f(xj)·

· (cosx− cosx0) . . . (cosx− cosxj−1)(cosx− cosxj+1) . . . (cosx− cosxm)

(cosxj − cosx0) . . . (cosxj − cosxj−1)(cosxj − cosxj+1) . . . (cosxj − cosxm)
.

Demonstraţie. Pentru nodurile −π < −xm < . . . < −x1 < x0 < x1 < . . . <
xm < π, potrivit teoremei 9.1.2 există un polinim trigonometric de interpolare
t(x) astfel ı̂ncât

t(xj) = f(xj) j ∈ {0, 1, . . . ,m},
t(−xj) = f(xj) j ∈ {1, 2, . . . , }.

Notăm
v(x) =

∏m
j=1 sin

x+xj
2
, vj(x) v(x)

sin
x+xj

2

,

w(x) =
∏m

j=1 sin
x−xj

2
, wj(x) w(x)

sin
x−xj

2

, j = 1, . . . ,m
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Atunci u(x) = sin x−x0
2
v(x)w(x), u0(x) = v(x)w(x) iar expresia polinomului

trigonometric de interpolare Lagrange-Gauss este

t(x) = f(x0)
u0(x)

u0(x0)
+

m∑
j=1

f(−xj)
sin x−x0

2
vj(x)w(x)

sin
−xj−x0

2
vj(−xj)w(−xj)

+

+
m∑
j=1

f(xj)
sin x−x0

2
v(x)wj(x)

sin
xj−x0

2
v(xj)wj(xj)

.

Deoarece

v(xj) = vj(xj) sinxj

vj(−xj) = (−1)m−1wj(xj)

w(−xj) = (−1)mv(xj) = (−1)mvj(xj) sinxj)

expresia polinomului trigonometric de interpolare va fi

t(x) = f(x0)
u0(x)

u0(x0)
+

m∑
j=1

f(xj)
vj(x)wj(x) sin x−x0

2

vj(xj)wj(xj) sinxj

(
sin x−x0

2

sin
xj+x0

2

+
sin x+x0

2

sin
xj−x0

2

)
.

(9.2)
Au loc egalităţile:

u0(x)

u0(x0)
=

v(x)w(x)

v(x0)w(x0)
=

m∏
j=1

sin
x+xj

2
sin

x−xj
2

sin
x0+xj

2
sin

x0−xj
2

=
m∏
j=1

cosx− cosxj
cosx0 − cosxj

;

sin x−x0
2

sinxj

(
sin x−x0

2

sin
xj+x0

2

+
sin x+x0

2

sin
xj−x0

2

)
=

=
sin x−x0

2

sinxj
·

cos (x+x0
2
− xj)− cos (x+x0

2
+ xj)

cosxj − cosx0

=
cosx− cosx0

cosxj − cosx0

.

(9.2) devine

t(x) = f(x0)
m∏
j=1

cosx− cosxj
cosx0 − cosxj

+
m∑
j=1

f(xj)
vj(x)wj(x)(cosx− cosx0)

vj(xj)wj(xj)(cosxj − cosx0)
=

m∑
j=0

f(xj)·
(cosx− cosx0) . . . (cosx− cosxj−1)(cosx− cosxj+1) . . . (cosx− cosxm)

(cosxj − cosx0) . . . (cosxj − cosxj−1)(cosxj − cosxj+1) . . . (cosxj − cosxm)
.
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Teorema 9.1.4 Fie f ∈ C2π o funcţie impară şi 0 < x0 < x1 < . . . < xm < π.
Polinomul trigonometric de grad m care satisface condiţiile de interpolare t(xj) =
f(xj), ∀j ∈ {1, . . . ,m} este

t(x) =
n∑
j=1

f(xj)·

· (cosx− cosx0) . . . (cosx− cosxj−1)(cosx− cosxj+1) . . . (cosx− cosxm) sinx

(cosxj − cosx0) . . . (cosxj − cosxj−1)(cosxj − cosxj+1) . . . (cosxj − cosxm) sinxj
.

Demonstraţie. Procedând asemănător, pentru nodurile −π < −x−m < . . . <
−x−1 < 0 < x1 < . . . < xm < π există un polinom trigonometric de interpolare
astfel ı̂ncât

t(xj) = f(xj) j ∈ {1, . . . ,m},
t(−xj) = f(−xj) j ∈ {1, 2, . . . , }
t(0) = f(0) = 0.

Utilizând notaţiile introduse ı̂n demonstraţia teoremei anterioare avem

t(x) =
m∑
j=1

f(−xj)
sin x

2
vj(x)w(x)

sin
−xj

2
vj(−xj)w(−xj)

+
m∑
j=1

f(xj)
sin x

2
v(x)wj(x)

sin
xj
2
v(xj)wj(xj)

=

m∑
j=1

f(xj)
vj(x)wj(x)

vj(xj)wj(xj)
·

sin x
2

sin
xj
2

sinxj
·
(

sin
x+ xj

2
− sin

x− xj
2

)
.

Deoarece
sin x

2

sin
xj
2

sinxj
·
(

sin
x+ xj

2
− sin

x− xj
2

)
=

sinx

sinxj

expresia polinomului trigonometric de interpolare t(x) devine

t(x) =
n∑
j=1

f(xj)·

· (cosx− cosx0) . . . (cosx− cosxj−1)(cosx− cosxj+1) . . . (cosx− cosxm) sinx

(cosxj − cosx0) . . . (cosxj − cosxj−1)(cosxj − cosxj+1) . . . (cosxj − cosxm) sinxj
.
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Cazul cu număr par de noduri

Urmând aceaşi cale, pentru 0 ≤ x0 < x1 < . . . < x2m−1 < 2π calculăm
determinantul

D = D(x0, . . . , x2m−1) =

= V

(
cosmx cos (m− 1)x . . . cosx sin (m− 1)x . . . sinx 1
x0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . x2m−1

)
=

=
∣∣ cosmxj cos (m− 1)xj . . . cosxj sin (m− 1)xj . . . sinxj 1

∣∣ .
Adunând la coloanele cos coloanele corespunzătoare cu sin multiplicate ı̂n preal-
abil cu i rezultă

D =
∣∣ cosmxj ei(m−1)xj . . . eixj sin (m− 1)xj . . . sinxj 1

∣∣ .
Folosind definiţiile complexe pentru sin şi cos avem

D =
∣∣∣ eimxj+e−imxj

2
ei(m−1)xj . . . eixj ei(m−1)xj−e−i(m−1)xj

2i
. . . eixj−e−ixj

2i
1

∣∣∣ =

=
(−1)m−1

2(2i)m−1

∣∣ eimxj + e−imxj ei(m−1)xj . . . eixj e−i(m−1)xj . . . e−ixj 1
∣∣ =

=
(−1)m−1

2(2i)m−1
(D1 +D2),

unde

D1 =
∣∣ eimxj ei(m−1)xj . . . eixj e−i(m−1)xj . . . e−ixj 1

∣∣ ;
D2 =

∣∣ e−imxj ei(m−1)xj . . . eixj e−i(m−1)xj . . . e−ixj 1
∣∣ .

Ordonând coloanele după puterile descescătoare ale lui eix obţinem

D1 = (−1)
m(m−1)

2

∣∣ eimxj ei(m−1)xj . . . eixj 1 e−ixj . . . e−i(m−1)xj
∣∣ =

= (−1)
m(m−1)

2 e−i(m−1)
∑2m−1
j=0 xjV (eix0 , . . . , eix2m−1).

Analog găsim

D2 = −(−1)
m(m−1)

2 e−im
∑2m−1
j=0 xjV (eix0 , . . . , eix2m−1).

Determinantul lui Vandermonde este

V (eix0 , . . . , eix2m−1) = (2i)m(2m−1)e
i
2

(2m−1)
∑2m−1
j=0 xj

∏
0≤q<p≤2m−1

sin
xp − xq

2
.
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Notăm

X =
2m−1∑
j=0

xj, Π =
∏

0≤q<p≤2m−1

sin
xp − xq

2

şi atunci

D = (−1)
3m2−m

2 22m2−2m+1 sin
X

2
Π =

= (−1)
3m2−m

2 22m2−2m+1 sin

∑2m−1
j=0 xj

2

∏
0≤q<p≤2m−1

sin
xp − xq

2
. (9.3)

Dacă
∑2m−1

j=0 xj = 2νπ, ν ∈ N atunci D = 0.
Astfel s-a pus ı̂n evidenţă o submulţime a unui sistem Ceb̂ışev ı̂ntr-un interval

I care nu mai formează un sistem Ceb̂ışev ı̂n acelaşi interval I.
Dacă X 6= 2νπ atunci polinomul trigonometric de interpolare t(x) se cal-

culează din egalitatea∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t(x) cosmx cos (m− 1)x . . . cosx sin (m− 1)x . . . sinx 1
y0 cosmx0 cos (m− 1)x0 . . . cosx0 sin (m− 1)x0 . . . sinx0 1
...

...
y2m−1 cosmx2m−1 cos (m− 1)x2m−1 . . . cosx2m−1 sin (m− 1)x2m−1 . . . sinx2m−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Rezultă

t(x) =
2m−1∑
j=0

yj
D(x0, . . . , xj−1, x, xj+1, . . . , x2m−1)

D(x0, . . . , xj−1, xj, xj+1, . . . , x2m−1)
.

Utilizând (9.3) găsim

t(x) =
2m−1∑
j=0

yj
sin

∑2m−1
k=0
k 6=j

xk+x

2

sin
∑2m−1
k=0 xk

2

2m−1∏
k=0
k 6=j

sin x−xk
2

sin
xj−xk

2

Din nou, dacă X =
∑2m−1

j=0 xj, atunci expresia corespunzătoare de la numărător
este X + (x− xj). Polinomul trigonometric de interpolare devine

t(x) =
2m−1∑
j=0

yj

(
cos

x− xj
2

+ sin
x− xj

2
cot

∑2m−1
k=0 xk

2

)
2m−1∏
k=0
k 6=j

sin x−xk
2

sin
xj−xk

2

(9.4)

9.2 Interpolare trigonometrică pe noduri echidis-

tante

Vom da o rezolvare directă problemei de interpolare.
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Cazul cu număr impar de noduri

Teorema 9.2.1 Dacă xj = j 2π
2m+1

, j ∈ {0, 1, . . . , 2m} atunci expresia polinomu-
lui trigonometric de interpolare Lagrange-Gauss este

t(x) =
1

2m+ 1

2m∑
j=0

yj
sin (2m+ 1)

x−xj
2

sin
x−xj

2

=
sin (2m+1)x

2

2m+ 1

2m∑
j=0

(−1)jyj

sin
x−xj

2

.

Demonstraţie. Datorită formulelor

cosx =
eix + e−ix

2
sinx =

eix − e−ix

2i

polinomul trigonometric t(x) devine

t(x) =
a0

2
+

m∑
k=1

(
eikx + e−ikx

2
ak +

eikx − e−ikx

2i
bk) =

=
a0

2
+

m∑
k=1

(
ak − ibk

2
eikx +

ak + ibk
2

e−ikx) =
m∑

k=−m

cke
ikx,

unde ck = ak−ibk
2

, c−k = ak+ibk
2

, pentru k ∈ {0, 1, . . . ,m}.
Condiţiile de interpolare se scriu

t(xj) =
m∑

k=−m

cke
ikxj = yj, ∀j ∈ {0, 1, . . . , 2m}.

Înmulţind egalitatea j cu e−ipxj şi adunând, pentru j ∈ {0, 1, . . . , 2m} obţinem

2m∑
j=0

yje
−ipxj =

m∑
k=−m

ck

2n∑
j=0

ei
2π

2m+1
j(k−p) = (2m+ 1)cp,

de unde găsim

cp =
1

2m+ 1

2m∑
j=0

yje
−ipxj =

1

n

n−1∑
j=0

yje
−ipxj . (9.5)

Expresia polinomului trigonometri de interpolare devine

t(x) =
1

2m+ 1

m∑
k=−m

(
2m∑
j=0

yje
−ikxj)eikx =

1

2m+ 1

2m∑
j=0

yj

m∑
k=−m

eik(x−xj).
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Ţinând seama de egalităţile

m∑
k=−m

eika = 1 + 2
m∑
k=1

cos ka =
sin (m+ 1

2
)a

sin a
2

se obţine rezultatul dorit.

Cazul cu număr par de noduri

Teorema 9.2.2 Dacă xj = j π
m
, j ∈ {0, 1, . . . , 2m − 1} atunci expresia polino-

mului trigonometric de interpolare este

t(x) =
sinmx

2m

2m−1∑
j=0

(−1)jyj cot
x− xj

2
.

Demonstraţie. Procedând analog cu demonstraţia teoremei anterioare

t(x) =
a0

2
+

m−1∑
j=1

(aj
eijx + e−ijx

2
+ bj

eijx − e−ijx

2i
) +

1

2

am
2

eimx + e−imx

2
=

=
am
4
e−imx +

m−1∑
j=1

aj + ibj
2

e−ijx +
a0

2
+

m−1∑
j=1

aj − ibj
2

eijx +
am
4
eimx.

Notând c−m = cm = am
2
, cj =

aj−ibj
2

, c−j =
aj+ibj

2
, j ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}, c0 = a0

2
şi

eix = z expresia polinomului trigonometric se transformă ı̂n

t(x) = ϕ(z) =
c−m

2
z−m +

m−1∑
j=−m+1

cjz
j +

cm
2
zm,

iar condiţiile de interpolare devin

t(k
2π

n
) = ϕ(eik

π
m ) = yk, ∀k ∈ {0, 1, . . . , 2m− 1}. (9.6)

Dacă w = ei
π
m atunci eik

π
m = wk. Deoarece w−mk = wmk = (−1)k şi c−m = cm

condiţiile de interpolare (9.6) devin

m∑
j=−m+1

cjw
jk = yk ∀k ∈ {0, 1, . . . , 2m− 1}.
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Înmulţim fiecare ecuaţie, respectiv cu w−kp, k = 0, 1, . . . , 2m − 1; p ∈ {−m +
1, . . . ,m} şi adunând egalităţile astfel obţinute, găsim

2m−1∑
k=0

ykw
−kp =

m∑
j=−m+1

cj

2m−1∑
k=0

wk(j−p). (9.7)

Întrucât
2m−1∑
k=0

wk(j−p) =

{
2m dacă j = p
0 dacă j 6= p

(9.8)

din (9.7 rezultă

cp =
1

2m

2m−1∑
k=0

ykw
−kp =

1

n

n−1∑
k=0

ykw
−kp, (9.9)

de unde, ı̂n final obţinem ap = 2<cp, bp = −2=cp, p = 0, 1, . . . ,m.
Expresia funcţiei ϕ(z) devine

ϕ(z) =
1

2
(

1

2m

2m−1∑
j=0

yjw
jm)z−m+

m−1∑
k=−m+1

(
1

2m

2m−1∑
j=0

yjw
−jk)zk+

1

2
(

1

2m

2m−1∑
j=0

yjw
−jm)zm =

=
1

2m

2m−1∑
j=0

yj

[
1

2
(
wj

z
)m +

m−1∑
k=1

(
wj

z
)k + 1 +

m−1∑
k=1

(
z

wj
)k +

1

2
(
z

wj
)m

]
.

Ţinând seama de identitatea

1

2am
+

1

am−1
+ . . .+

1

a
+ 1 + a+ . . .+ am−1 +

1

2
am =

(a2m − 1)(a+ 1)

2am(a− 1)
,

pentru a = z
wj

= ei(x−xj), expresia parantezei pătrate devine

ei(x−xj) + 1

ei(x−xj) − 1

ei2m(x−xj) − 1

2eim(x−xj)
= cot

x− xj
2

sinm(x− xj) = (−1)j sinmx cot
x− xj

2
.

Astfel, polinomul trigonometric de interpolare este

t(x) =
sinmx

2m

2m−1∑
j=0

(−1)jyj cot
x− xj

2
.

Încheiem această secţiune cu o proprietate de optimalitate legată de polinomul
trigonometric de interpolare pe noduri echidistnte.
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Condiţiile de interpolare s-au scris∑
j∈I

cje
ijxk = yk, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

cu
I = {−m,−m+ 1, . . . ,m} dacă n = 2m+ 1
I = {−m+ 1, . . . ,m} dacă n = 2m

din care au rezultat

ck =
1

n

n−1∑
j=0

yje
−ikxj , k ∈ I.

În Cn definim

y =

 y0
...

yn−1

 , wj =

 eijx0
...

eijxn−1

 , j ∈ I

şi W = span{wj : j ∈ I}. Atunci

< wp, wq >=
n−1∑
j=0

eipxjeiqxj =< wp, wq >=
n−1∑
j=0

ei(p−q)xj =

{
n dacă p = q
0 dacă p 6= q

.

Din (7.11), elementul de aproximare construit prin metoda celor mai mici pătrate
a lui y din W este

∑
j∈I cjwj.

9.3 Calculul coeficienţilor Fourier

Dacă dezvoltarea ı̂n serie Fourier a funcţiei f ∈ C2π este

f(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (9.10)

cu coeficienţii

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f(x)dx ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kxdx bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin kxdx

pentru k ∈ N∗, atunci

ck =
ak − ibk

2
=

1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikxdx.
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În capitolul Transformarea Fourier discretă, aproximând ck cu formula trapezelor
s-a obţinut

ck ≈
1

n

n−1∑
j=0

f(
2π

n
j)e−ik( 2π

n
j) =

1

n

n−1∑
j=0

f(
2π

n
j)w−jk. (9.11)

Se observă că membrul drept din (9.11) coincide cu formula coeficienţilor
polinomului trigonometric de interpolare a funcţiei f, (9.5) sau (9.9) după cum
n este impar sau par.

Prin urmare, calculând primii n termeni a dezvoltării Fourier (9.10) cu aju-
torul formulei trapezelor – cu parametrul de discretizare n – obţinem totodată şi
coeficienţii polinomul trigonometric de interpolare a funcţiei, ı̂n nodurile 2π

n
j, 0 ≤

j ≤ n− 1.
Mai mult, aceşti coeficienţi se pot determina aplicând trasformarea Fourier

discretă asupra şirului f(j 2π
n

), j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

9.4 Convergenţa polinoamelor de interpolare trigono-

metrică

Prin inducţie matematică se stabileşte

Teorema 9.4.1 Dacă f(x) = a0
2

+
∑∞

k=1(ak cos kx+bk sin kx), x ∈ [0, 2π] şi este
de r ori continu derivabilă atunci

ak =
1

πkr

∫ 2π

0

f (r)(x) cos (kx+ r
π

2
)dx, bk =

1

πkr

∫ 2π

0

f (r)(x) sin (kx+ r
π

2
)dx,

de unde

|ak|, |bk| ≤
2Mr

kr
,

unde Mr = max{|f (r)(x)| : x ∈ [0, 2π]}.

Are loc teorema de convergenţă

Teorema 9.4.2 Şirul polinoamelor de interpolare trigonometrică construite pe
noduri echidistante ale unei funcţii f de r ≥ 2 ori continu derivabilă converge
uniform către f.

Demonstraţie. Cazul numărului impar de noduri n = 2m+ 1.
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Fie

f(x) =
a0

2
+
∞∑
j=1

(aj cos jx+ bj sin jx) =
∑
j∈Z

cje
ijx,

unde

cj =
aj − ibj

2
, c−j = cj, j ∈ N.

Notăm

sn(x) =
a0

2
+

m∑
j=1

(aj cos jx+ bj sin jx) =
m∑

j=−m

cje
ijx.

Polinomul trigonometric de interpolare ı̂n nodurile xj = j 2π
n
, j ∈ {0, 1, . . . , n−1}

este

tn(x) =
â0

2
+

m∑
j=1

(âj cos jx+ b̂j sin jx) =
m∑

j=−m

ĉje
ijx,

unde

ĉj =
âj − ib̂j

2
, ĉ−j = ĉj, j ∈ {0, 1, . . . ,m}.

Pe baza rezultatelor secţiunii anterioare, şirul ĉ = (ĉj)j∈Z ∈ Cn se calculează prin
transformarea Fourier discretă

ĉ =
1

n
Fn(y), unde y = (yj)0≤j≤n−1, yj = f(xj).

Din Teorema 8.3.1, componentele transformării Fourier discrete se exprimă ı̂n
funcţie de coeficienţii Fourier a funcţiei

[Fn(y)]k = n

(
ck +

∞∑
s=1

(ck+sn + ck−sn)

)
.

Astfel

ĉk = ck +
∞∑
s=1

(ck+sn + ck−sn), k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Observând că pentru s ∈ N∗, k + sn > 0 şi k − sn < 0 deducem

âk = ak +
∞∑
s=1

(ak+sn + asn−k), k ∈ {0, 1, . . . ,m}, (9.12)

b̂k = bk +
∞∑
s=1

(bk+sn − bsn−k), k ∈ {1, . . . ,m}. (9.13)
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Evaluăm diferenţa

|tn(x)− f(x)| ≤ |tn(x)− sn(x)|+ |sn(x)− f(x)|. (9.14)

Pentru primul termen din (9.14) avem

|tn(x)− sn(x)| = |1
2

(â0 − a0) +
m∑
j=1

(
(âj − aj) cos jx+ (b̂j − bj) sin jx

)
.

Utilizând inegalitatea lui Cauchy-Buniakovsky se deduce

|tn(x)− sn(x)| ≤ 1

2
|â0 − a0|+

√
2

m∑
j=1

max{|âj − aj|, |b̂j − bj|}. (9.15)

Utilizând succesiv (9.12) şi rezultatul Teoremei 9.4.1 găsim

|âj − aj| ≤
∞∑
s=1

(|aj+ns|+ |asn−j|) ≤ 2Mr

∞∑
s=1

(
1

(j + ns)r
+

1

(ns− j)r

)
=

=
2Mr

nr

∞∑
s=1

1

sr

(
1

(1 + j
sn

)r
+

1

(1− j
sn

)r

)
.

Pentru j ∈ {0, 1, . . . ,m} se verifică inegalităţile

1

(1 + j
sn

)r
≤ 1 şi

1

(1− j
sn

)r
≤ 2r.

Inegalitatea anterioară devine

|âj − aj| ≤
2(2r + 1)Mr

nr

∞∑
s=1

1

sr
=

2(2r + 1)Mr

nr

(
1 +

∞∑
s=2

1

sr

)
.

Apoi
∑∞

s=2
1
sr
≤
∫∞

1
dx
xr

= 1
r−1

. Prin urmare

|âj − aj| ≤
2(2r + 1)Mrr

(r − 1)nr
≤ 2(2r + 1)Mrr

(r − 1)2rmr
.

Au loc inegalităţile
r

r − 1
≤ 2,

2r + 1

2r
≤ 5

4
.
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Rezultă că

|âj − aj| ≤
5Mr

mr
.

Analog rezultă şi |âj − aj| ≤ 5Mr

mr
.

Revenind ı̂n (9.15) deducem

|tn(x)− sn(x)| ≤ 5Mr

mr−1
(

1

2m
+
√

2) ≤ 10Mr

mr−1
,

pentru ultima majorare s-a ţinut cont de m ≥ 1.
Pentru al doilea termen din (9.14) avem

|sn(x)− f(x)| ≤
∞∑

j=m+1

|aj cos jx+ bj sin jx|.

Aplicând succesiv inegalitatea Cauchy-Buniakovsky şi rezultatul Teoremei 9.4.1,
se deduce ı̂n continuare

|sn(x)− f(x)| ≤
√

2
∞∑

j=m+1

max{|ak|, |bj|} ≤ 2
√

2Mr

∞∑
j=m+1

1

jr
≤

≤ 2
√

2Mr

∫ ∞
m

dx

xr
=

2
√

2Mr

(r − 1)mr−1
.

Astfel

|tn(x)− f(x)| ≤ 10Mr

mr−1
+

2
√

2Mr

(r − 1)mr−1
= const

1

mr−1
−→ 0, m→∞.

Cazul numărului par de noduri n = 2m se tratează asemănător.

Probleme şi teme de seminar

P 9.1 Regăsiţi expresia polinomului trigonometric de interpolare pe noduri echidis-
tante din Teorema 9.2.1 utilizând (9.1).

Indicaţie.

u(x) =
2m∏
j=0

sin
x− xj

2
=

2m∏
j=0

sin

(
x

2
− jπ

2m+ 1

)
=

2m∏
k=0

sin

(
x

2
− 2mπ

2m+ 1
+

kπ

2m+ 1

)
.
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cu j = 2m− k. Utilizând identitatea 6 din Anexa C rezultă

u(x) =
1

22m
sin (2m+ 1)(

x

2
− 2mπ

2m+ 1
) =

1

22m
sin

(2m+ 1)x

2
=

=
(−1)j

22m
sin (2m+ 1)

x− xj
2

.

Prin urmare

u′(x) =
(−1)j

22m

2m+ 1

2
cos (2m+ 1)

x− xj
2
⇒ u′(xj) =

(−1)j

22m

2m+ 1

2
.

9.1 implică

t(x) =
1

2

2m∑
j=0

yj
u′(xj)

u(x)

sin
x−xj

2

=
1

2m+ 1

2m∑
j=0

yj
sin (2m+ 1)

x−xj
2

sin
x−xj

2

.

P 9.2 Regăsiţi expresia polinomului trigonometric de interpolare pe noduri echidis-
tante din Teorema 9.2.2 utilizând (9.4).

Indicaţie. Dacă xj = j π
m
j ∈ {0, 1, . . . , 2m− 1} atunci X = (2m− 1)π, sin X

2
=

(−1)m+1 şi astfel D 6= 0. Atunci

t2(x) =
2m−1∑
j=0

yj cos
x− xj

2

∏
k=0
k 6=j

sin x−xk
2

sin
xj−xk

2

= u(x)
2m−1∑
j=0

yj
cot

x−xj
2

uj(xj)
, (9.16)

cu u(x) =
∏2m−1

j=0 sin
x−xj

2
şi uj(x) = u(x)

sin
x−xj

2

. Se obţine uj(xj) = 2u′(xj) =

− (−1)jm
22m−2 .
Din identitatea 6 Anexa C, prin schimbarea de indice k = 2m− 1− j rezultă

u(x) =
2m−1∏
j=0

sin
x− xj

2
=

2m−1∏
k=0

sin

(
mx− (2m− 1)π

2
+ k

π

2m

)
= −sinmx

22m−1
,

Substituind egalităţile obţinute ı̂n (9.16) se obţine expresia dorită.

P 9.3 Dacă f ∈ C2π atunci coeficienţii polinomului de interpolare trigonometric
a funcţiei f ı̂n nodurile echidistante converg către coeficienţii Fourier ale funcţiei
f.
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Indicaţie. Cazul cu număr impar de noduri xj = 2π
2n+1

j, j ∈ {0, 1, . . . , 2n}.
Pe baza identităţii 3 din Anexa C

t(x) =
2

2n+ 1

2n∑
j=0

[
1

2
+

n∑
k=1

cos k(x− xj)

]
f(xj).

Dezvoltând cos k(x− xj) şi rearanjând sumele se obţine

t(x) =
1

2n+ 1

2n∑
j=0

f(xj)+

+
n∑
k=1

[
2

2n+ 1
(

2n∑
j=0

f(xj) cos kxj) cos kx+
2

2n+ 1
(

2n∑
j=0

f(xj) sin kxj) sin kx

]
.

Sumele 2π
2n+1

∑2n
j=0 f(xj),

2π
2n+1

∑2n
j=0 f(xj) cos kxj,

2π
2n+1

∑2n
j=0 f(xj) sin kxj reprezintă

sume Riemann, respectiv pentru integralele∫ 2π

0

f(x)dx,

∫ 2π

0

f(x) cos kxdx,

∫ 2π

0

f(x) sin kxdx.

În consecinţa

lim
n→∞

1

2n+ 1

2n∑
j=0

f(xj) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)dx,

lim
n→∞

2

2n+ 1

2n∑
j=0

f(xj) cos kxj =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kxdx,

lim
n→∞

2

2n+ 1

2n∑
j=0

f(xj) sin kxj =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin kxdx.

Cazul cu număr par de noduri xj = π
n
j, j ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}. Utilizând

identitatea 4 din Anexa C

t(x) =
1

2n

2n−1∑
j=0

f(xj) cot
x− xj

2
sinn(x− xj) =

=
1

2n

2n−1∑
j=0

f(xj)

(
1 + 2

n−1∑
k=1

cos k(x− xj) + cosn(x− xj)

)
şi se continuă analog ca ı̂n cazul numărului impar de noduri.
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P 9.4 Dacă xj = cos 2π
2n+1

j, j ∈ {0, 1, . . . , n}, să se arate că

L(Pn;x0, . . . , xn; f)(x) = A0 + 2
n∑
k=1

AkTk(x),

unde Ak = 1
2n+1

[f(1) + 2
∑n

j=0 f(xj)Tk(xj)] iar Tj(x) = cos (j arccosx) este poli-
nomul lui Ceb̂ışev.

Indicaţie. Notând τj = 2π
2n+1

j, j ∈ {0, 1, . . . , }, polinomul trigonometric de inter-
polare care satisface condiţiile t(τj) = f(cos τj) = f(xj) = fj, ∀j ∈ {0, 1, . . . , 2n}
este

t(x) =
n∑

k=−n

cke
ikx = a0 +

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (9.17)

cu ck = 1
2n+1

∑2n
j=0 yje

−ikτj , k ∈ {−n,−n+ 1, . . . , n}. Atunci c0 = a0 şi

ck =
ak − ibk

2
=

1

2n+ 1

2n∑
j=0

fj(cos kτj − i sin kτj), k ∈ {1, . . . , n},

de unde

ak =
2

2n+ 1

2n∑
j=0

fj cos kτj

bk =
2

2n+ 1

2n∑
j=0

fj sin kτj.

Notând α
(k)
j = f(cos τj) cos kτj, β

(k)
j = f(cos τj) sin kτj, ı̂n baza egalităţilor α

(k)
2n1−j =

α
(k)
j , β

(k)
2n1−j = −β(k)

j obţinem

ak =
2

2n+ 1
(f(1) + 2

n∑
j=1

f(xj) cos kτj) =

=
2

2n+ 1
(f(1) + 2

n∑
j=1

f(xj)Tk(xj)) = 2Ak

bk = 0

şi

a0 = c0 =
1

2n+ 1

2n∑
j=0

fj =
1

2n+ 1
(f(1) + 2

n∑
j=0

fj) = A0.
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Prin schimbarea de variabilă cos τ = x, membrul drept din (9.17) devine

a0 +
n∑
k=1

ak cos (k arccosx) = A0 + 2
n∑
k=1

AkTk(x)

care este un polinom de grad n. Unicitatea polinomului de interpolare ı̂n mulţimea
polinoamelor de grad cel mult n implică egalitatea cerută.



Capitolul 10

Funcţii spline polinomiale

O funcţie spline se poate defini ca o funcţie care este polinomială pe fiecare
interval [xi, xi+1] al unei diviziuni

4 : x0 < x1 < . . . < xn (10.1)

şi care, ı̂n plus, are un anumit ordin de ”netezime” (adică este continuă sau
derivabilă de un anumit ordin, cu derivata corespunzătoare continuă.

10.1 Interpolare cu funcţii spline cubice

Pentru diviziunea 4 (10.1), mulţimea S3(4) a funcţiilor spline cubice este
definită prin

S3(4) = {s ∈ C2 : s |[xi−1,xi]∈ P3, 1 ≤ i ≤ n}.

Fiind dată diviziunea 4 (10.1) şi numerele reale y0, y1, . . . , yn ne propunem să
determinăm funcţiile s ∈ S3(4) care ı̂ndeplinesc condiţiile de interpolare s(xi) =
yi, i ∈ {0, 1, . . . , n}.

Funcţia spline cubică de interpolare se va determina ı̂n funcţie de parametrii
mi = s′(xi), i ∈ {0, 1, . . . , n}, ale căror valori se vor calcula ulterior.

Notăm prin si restricţia funcţiei s la intervalul [xi, xi+1] şi hi = xi+1 − xi, i ∈
i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Deoarece si este polinom de gradul 3, pentru x ∈ [xi, xi+1]
rezultă

si(x) = yi +mi(x− xi) + ai(x− xi)2 + bi(x− xi)3

Coeficienţii ai, bi se determină din condiţiile

si(xi+1) = yi +mihi + aih
2
i + bih

3
i = yi+1,

223
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s′i(xi+1) = mi + 2aihi + 3bih
3
i = mi+1,

pentru i = 0, 1, . . . , n − 1. În felul acesta se asigură continuitatea funcţiilor s şi
s′. Rezolvând sistemul de mai sus, obţinem

ai = 3
yi+1 − yi

h2
i

− 2mi +mi+1

hi

bi =
mi +mi+1

h2
i

− 2
yi+1 − yi

h3
i

şi astfel

si(x) = yi +mi(x− xi) + (3
yi+1 − yi

h2
i

− 2mi +mi+1

hi
)(x− xi)2+

+ (
mi +mi+1

h2
i

− 2
yi+1 − yi

h3
i

)(x− xi)3. (10.2)

Numerelem0,m1, . . . ,mn se determină astfel ı̂ncât s′′ să fie continuă ı̂n nodurile
interioare x1, . . . , xn−1. Se impun astfel condiţiile s′′i−1(xi) = s′′i (xi), i = 1, 2, . . . , n−
1. Utilizând (10.2), ı̂n urma reducerilor rezultă ecuaţiile

hi
hi−1 + hi

mi−1 + 2mi +
hi−1

hi−1 + hi
mi+1 =

=
3

hi−1 + hi

[
hi−1

hi
(yi+1 − yi) +

hi
hi−1

(yi − yi−1)

]
, i = 1, . . . , n− 1. (10.3)

Aceste relaţii reprezintă un sistem algebric de n − 1 ecuaţii ı̂n necunoscutele
m0,m1, . . . ,mn.

Pentru ca numărul ecuaţiilor să coincidă cu numărul necunoscutelor se intro-
duc condiţiile la ”limită” {

m0 = α
mn = β

(10.4)

sau {
s′′(x0) = s′′0(x0) = 0
s′′(xn) = s′′n−1(xn) = 0

(10.5)

unde α, β sunt constate date. Ţinând seama de expresiile funcţiilor s0 şi sn−1,
ecuaţiile (10.5) devin {

2m0 +m1 = 3y1−y0
h0

mn−1 + 2mn = 3yn−yn−1

hn−1

(10.6)

Astfel determinarea unei funcţii spline cubice de interpolare revine la:
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1. Rezolvarea sistemului algebric (10.3)+(10.4) sau (10.3)+(10.6), sistem al-
gebric de n+ 1 ecuaţii liniare ı̂n necunoscutele m0,m1, . . . ,mn.

2. În fiecare interval [xi, xi+1], funcţia spline cubică de interpolare are expresia
dată de formula (10.2).

Sistemul algebric de ecuaţii liniare a cărei soluţia estem0,m1, . . . ,mn, parametrii
faţă de care se exprimă funcţia spline cubică de interpolare, este un sistem tridi-
agonal, rezolvabil utilizând metoda dublului parcurs.

Se observă că matricea sistemului este cu diagonala dominantă

|ai,i| −
n∑
j=1

j 6=i

|ai,j| = 1 ∀i.

În consecinţă sistemul este compatibil şi

max
0≤i≤n

|mi| ≤ max{|α|, max
1≤i≤n−1

3

hi−1 + hi
|hi−1

hi
(yi+1 − yi) +

hi
hi−1

(yi − yi−1)|, |β|}

(10.7)
sau

max
0≤i≤n

|mi| ≤ (10.8)

≤ max{3 |y1−y0|
h0

,max1≤i≤n−1
3

hi−1+hi
|hi−1

hi
(yi+1 − yi) + hi

hi−1
(yi − yi−1)|, 3 |yn−yn−1|

hn−1
}

după cum se utilizează (10.3)+(10.4) sau (10.3)+(10.6).
Fie h = min0≤i≤n−1 hi, h = max0≤i≤n−1 hi şi ω = max0≤i≤n−1 |yi+1 − yi|. Din

(10.7) şi (10.8) deducem respectiv

max
0≤i≤n

|mi| ≤ max{|α|, 3hω

h2 , |β|}; (10.9)

max
0≤i≤n

|mi| ≤ max{3ω

h
,
3hω

h2 }. (10.10)

Aceste relaţii vor fi utilizate la stabilirea convergenţei unui şir de funcţii spline
cubice de interpolare.

Presupunem că numerele y0, y1, . . . , yn reprezintă valorile unei funcţii f ∈
C2[a, b] ı̂n punctele a = x0 < x1 < . . . < xn = b şi că condiţiile ”la limită (10.4)
şi (10.5) se rescriu sub forma {

s′′(a) = 0
s′′(b) = 0

(10.11)
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şi respectiv, {
s′(a) = f ′(a)
s′(b) = f ′(b).

(10.12)

Exemplul 10.1.1 Să se determine funcţia spline cubică de interpolare core-
spunzătoare funcţiei f(x) = |x|, având nodurile −2,−1, 0, 1, 2.

Alegem condiţiile la limită

s′(−2) = −1 s′(2) = 1.

Sistemul algebric al parametrilor m este
m0 = −1

1
2
m0 + 2m1 + 1

2
m2 = −3

1
2
m1 + 2m2 + 1

2
m3 = 0

1
2
m2 + 2m3 + 1

2
m4 = 3

m4 = 1

a cărei soluţie este

m0 = −1 m1 =
−5

4
m2 = 0 m3 =

5

4
m4 = 1.

Componentele funcţiei spline de interpolare devin

s0(x) = −x3+5x3+12x+4
4

x < −1

s1(x) = x2(3x+7)
4

−1 ≤ x < 0

s2(x) = 7x2−3x3

4
0 ≤ x < 1

s3(x) = x3−5x2+12x−4
4

x ≥ 1

Graficele funcţiei |x| şi ale funcţiei spline cubice de interpolare sunt redate in
10.1.

Cazul periodic: y0 = yn. În locul condiţiilor la limită se impun

mn = m0 (10.13)

şi
s′′n−1(xn) = s′′0(x0), (10.14)

condiţii care asigură continuitatea primelor două derivate. Condiţia (10.14)
devine

m1

h0

+
2m0

h0

+
2mn

hn−1

+
mn−1

hn−1

= 3
y1 − y0

h2
0

+ 3
yn − yn−1

h2
n−1
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Figure 10.1: Graficul funcţiei |x| şi funcţiei spline de interpolare

şi combinat cu (10.13) conduce la

hn−1

h0 + hn−1

mn−1+2m0+
h0

h0 + hn−1

m1 =
3

h0 + hn−1

[
hn−1

h0

(y1 − y0) +
h0

hn−1

(yn − yn−1)

]
.

(10.15)
Ansamblul format din (10.15) şi (10.3) formează un sistem algebric de forma

a0 c0 b0

b1 a1 c1

. . .

bn−2 an−2 cn−2

cn−1 bn−1 an−1




m0

m1
...

mn−2

mn−1

 =


d0

d1
...

dn−2

dn−1

 .

În vederea deducerii unor rezultate privind unicitatea funcţiei spline cubice
de interpolare şi a evaluării erorii |s(x)− f(x)| avem nevoie de teorema:

Teorema 10.1.1 Dacă funcţia spline cubică de interpolare satisface una din
condiţiile la limită (10.11) sau (10.12) atunci are loc egalitatea∫ b

a

[f ′′(x)]2dx =

∫ b

a

[s′′(x)]2dx+

∫ b

a

[f ′′(x)− s′′(x)]2dx. (10.16)
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Demonstraţie. Are loc egalitatea f ′′(x) = s′′(x) + (f ′′(x)− s′′(x)),∀x ∈ [a, b].
Ridicând la pătrat şi integrând obţinem∫ b

a

[f ′′(x)]2dx =

∫ b

a

[s′′(x)]2dx+

∫ b

a

[f ′′(x)− s′′(x)]2dx+

+2

∫ b

a

s′′(x)[f ′′(x)− s′′(x)]dx.

Rămâne de arătat că ultima integrală este egală cu 0. Avem∫ b

a

s′′(x)[f ′′(x)− s′′(x)]dx =
n∑
i=1

∫ xi

xi−1

s′′(x)[f ′′(x)− s′′(x)]dx

şi integrând prin părţi rezultă∫ b

a

s′′(x)[f ′′(x)− s′′(x)]dx =

=
n∑
i=1

{s′′(x)[f ′(x)− s′(x)]|xixi−1
−
∫ xi

xi−1

s(3)(x)[f ′(x)− s′(x)]dx}.

Dacă x ∈ (xi−1, xi) atunci s(3)(x) = Mi−Mi−1

hi
şi ı̂n consecinţă

∫ b

a

s′′(x)[f ′′(x)− s′′(x)]dx =
n∑
i=1

{Mi[f
′(xi)− s′(xi)]−Mi−1[f ′(xi−1)− s′(xi−1)]−

−Mi −Mi−1

hi

∫ xi

xi−1

[f ′(x)− s′(x)]dx} =

= Mn[f ′(xn)− s′(xn)]−M0[f ′(x0)− s′(x0)]−
n∑
i=1

Mi −Mi−1

hi
[f(x)− s(x)]|xixi−1

=

= s′′(b)[f ′(b)− s′(b)]− s′′(a)[f ′(a)− s′(a)] = 0.

Au loc următoarele rezultate referitoare la funcţia spline cubică de interpolare

Teorema 10.1.2 (Unicitatea funcţiei spline cubice de interpolare) Ex-
istă o singură funcţie spline cubică de interpolare care satisface una din condiţiile
la limită (10.11) sau (10.12).
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Demonstraţie. Dacă presupunem că funcţiile s1, s2 sunt funcţii spline cubice
care interpolează funcţia f ı̂n punctele x0, x1, . . . , xn şi care ı̂ndeplinesc condiţiile
la limită (10.11) sau (10.12), atunci funcţia s = s1 − s2 satisface relaţiile s(xi) =
0, i = 0, 1, . . . , n şi s′′(a) = s′′(b) = 0 sau s′(a) = s′(b) = 0, după cum se
utilizează condiţiile la limită (10.11) sau (10.12). Astfel s reprezintă funcţia
spline cubică de interpolare a funcţiei nule. Aplicând (10.16 obţinem

2

∫ b

a

[s′′(x)]2dx = 0,

de unde s′′(x) = 0,∀x ∈ [a, b]. Prin urmare s este un polinom de grad cel mult 1.
Deoarece s(a) = s(b) = 0, ı̂n mod necesar s = 0.

Teorema 10.1.1 se poate reformula sub forma

Teorema 10.1.3 (Proprietatea de optimalitate a funcţiei spline cubice
de interpolare) Funcţia spline cubică de interpolare minimizează funcţionala

I(ϕ) =

∫ b

a

[ϕ′′(x)]2dx

ı̂n

D1 = {ϕ ∈ C2[a, b] : ϕ(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n;ϕ′′(a) = ϕ′′(b) = 0}

sau

D2 = {ϕ ∈ C2[a, b] : ϕ(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n;ϕ′(a) = α;ϕ′(b) = β},

după cum se utilizează condiţiile la limită (10.4) sau (10.5).

Teorema 10.1.4 (Evaluarea erorii funcţiei spline cubice de interpo-
lare) Dacă f ∈ C2[a, b], atunci au loc relaţiile

|f ′(x)− s′(x)| ≤
√
h‖f ′′‖2

|f(x)− s(x)| ≤ h
3
2‖f ′′‖2,

unde h = max{h1, . . . , hn} şi ‖f ′′‖2 = (
∫ b
a
[f ′′(x)]2dx)

1
2 .

Demonstraţie. Funcţia f − s satisface ı̂n fiecare interval [xi−1, xi] condiţiile
teoremei lui Rolle, deci există ci ∈ (xi−1, xi) astfel ı̂ncât (f ′ − s′)(ci) = 0. Fie
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x ∈ [a, b]. Există k ∈ {1, 2, . . . , n} astfel ı̂ncât x ∈ [xk−1, xk]. Atunci, utilizând
inegalitatea Cauchy - Buniakovski - Schwarz au loc relaţiile

|f ′(x)− s′(x)| = |
∫ x

ck

[f ′′(t)− s′′(t)]dt| ≤

≤ (

∫ x

ck

[f ′′(t)− s′′(t)]2dt)
1
2

√
|x− ck| ≤

√
h(

∫ b

a

[f ′′(t)− s′′(t)]2dt)
1
2 .

Din (10.16), deducem∫ b

a

[f ′′(t)− s′′(t)]2dt ≤
∫ b

a

[f ′′(t)]2dt = ‖f ′′‖2
2

şi prin urmare
|f ′(x)− s′(x)| ≤

√
h‖f ′′‖2.

Totodată, din egalitatea

f(x)− s(x) =

∫ xk

xk−1

[f ′(t)− s′(t)]dt

găsim

|f(x)− s(x)| ≤
∫ xk

xk−1

|f ′(t)− s′(t)|dt ≤

≤
√
h‖f ′′‖2

∫ xk

xk−1

dt ≤ h
3
2‖f ′′‖2.

Teorema 10.1.5 (Convergenţa unui şir de funcţii spline cubice de in-
terpolare) Fie f ∈ C[a, b] şi şirul de diviziuni

4k : a = xk0 < xk1 < . . . < xknk = b

astfel ı̂ncât, dacă

hk = min
0≤i≤nk−1

(xki+1 − xki ) h
k

= max
0≤i≤nk−1

(xki+1 − xki ),

atunci

1. ∃δ > 0 cu proprietatea h
k

hk
≤ δ, ∀k ∈ N ;

2. limk→∞ h
k

= 0.
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Dacă sk este funcţia spline cubică de interpolare a funcţiei f in pe diviziunea 4k

şi care satisface una din condiţiile la limită{
sk(a) = α
sk(b) = β

(10.17)

sau {
s′′k(a) = 0
s′′k(b) = 0

(10.18)

atunci limk→∞‖f − sk‖∞ = 0.

Demonstraţie. Notăm prin ωf (h) modulul de continuitate al funcţiei f,

ωf (h) = sup
|y−x|<h

|f(y)− f(x)|.

Condiţia de continuitate a funcţiei f este echivalentă cu limh→0 ωf (h) = 0.
Fie x ∈ [a, b]. Există i ∈ {0, 1, . . . , nk − 1} astfel ı̂ncât x ∈ [xki , x

k
i+1]. Ţinând

seama de reprezentarea (10.2) şi folosind notaţiile yki = f(xki ), i = 0, 1, . . . , nk, k ∈
N avem

sk(x)− f(x) = yki − f(x) +mk
i (x− xki ) + (3

yki+1 − yki
(hki )

2
−

2mk
i +mk

i+1

hki
)(x− xki )2+

+(
mk
i +mk

i+1

(hki )
2
− 2

yki+1 − yki
(hki )

3
)(x− xki )3.

unde (mk
i )0≤i≤nk sunt parametrii funcţiei spline, soluţiile unui sistem de forma

(10.3)+(10.4) sau (10.3)+(10.6), ı̂n funcţie de condiţia la limită folosită.
În continuare

|sk(x)− f(x)| ≤ |yki − f(x)|+ |mk
i |(x− xki )+

+3|yki+1 − yki |(
x− xki
hki

)2 + (2|mk
i |+ |mk

i+1|)
x− xki
hki

(x− xki )+

+(|mk
i |+ |mk

i+1|)(
x− xki
hki

)2(x− xki ) + 2|yki+1 − yki |(
x− xki
hki

)3.

Notând Mk = max0≤i≤nk |mk
i | din inegalitatea de mai sus deducem

|sk(x)− f(x)| ≤ ωf (h
k
) +Mkh

k
+ 3ωf (h

k
) + 3Mkh

k
+ 2Mkh

k
+ 2ωf (h

k
) =
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= 6ωf (h
k
) + 6Mkh

k
.

Deoarece membrul drept nu mai depinde de x rezultă că

‖sk − f‖∞ ≤ 6ωf (h
k
) + 6Mkh

k
.

Dacă se utilizează condiţiile la limită (10.17) atunci din (10.9) găsim

Mk ≤ max{|α|, 3h
k
ωf (h

k
)

(hk)2
, |β|},

şi astfel

‖sk − f‖∞ ≤ 6ωf (h
k
) + 6 max{|α|hk, 3(

h
k

hk
)2ωf (h

k
), |β|hk} ≤

≤ 6ωf (h
k
) + 6 max{|α|hk, 3δ2ωf (h

k
), |β|hk} → 0, pentru k →∞.

Dacă se utilizează condiţiile la limită (10.18) atunci din (10.10) găsim

Mk ≤ max{3ωf (h
k
)

hk
,
3h

k
ωf (h

k
)

(hk)2
}

şi astfel

‖sk − f‖∞ ≤ 6ωf (h
k
) + 6 max{3h

k

hk
ωf (h

k
), 3(

h
k

hk
)2ωf (h

k
)} ≤

≤ 6ωf (h
k
) + 6 max{3δωf (h

k
), 3δ2ωf (h

k
), } → 0, pentru k →∞.

10.2 Funcţia spline polinomială

Fie m ∈ N şi diviziunea 4 (10.1). O funcţie s : R → R se numeşte funcţie
spline polinimială de grad m cu nodurile diviziunii 4 dacă

1. s|(−∞,x0) ∈ Pm; s|(xi,xi+1) ∈ Pm, i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}; s|(xn,∞) ∈ Pm;

2. s ∈ Cm−1.
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Mulţimea funcţiilor spline polinomiale de grad m cu nodurile diviziunii 4 se
notează Sm(4).

Se introduce notaţia

(x− a)k+ =

{
(x− a)k, x ≥ a
0 x < a

k ≥ 0.

Teorema 10.2.1 Dacă s ∈ Sm(4) atunci există polinomul p ∈ Pm şi numerele
reale c1, . . . , cn−1 astfel ı̂ncât

s(x) = p(x) +
n−1∑
i=1

ci(x− xi)m+ . (10.19)

Demonstraţie. Fie p(x) = s|(x0,x1). Pentru x ≤ x0 definim s(x) = p(x). Notăm

s|(xi,xi+1) = si ∈ Pm, i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. În x1, p
(k)(x1 − 0) = s

(k)
1 (x1 +

0), k = 0, 1, . . . ,m − 1. Deoarece p, s1 ∈ Pm, rezultă că (s1 − p)(k)(x1) = 0, k =
0, 1, . . . ,m− 1, adică x1 este rădăcină multiplă de ordin m a polinomului s1 − p.
Astfel s1(x) − p(x) = c1(x − x)m sau s1(x) = p(x) + c1(x − x1)m+ . Repetând
raţionamentul de mai sus, fiecare nod xi, i ∈ {2, . . . , n − 1} contribuie cu un
termen ci(x−xi)m+ la expresia funcţiei spline polinomială. În final, pentru x > xn
definim s(x) = sn−1(x).

O funcţie spline polinomială de grad m cu nodurile diviziunii 4 depinde de
m+ n parametrii.

10.2.1 Funcţia spline polinomială naturală

Fie m = 2q − 1 in număr natural impar şi diviziunea 4 (10.1). O funcţie
s : R → R se numeşte funcţie spline polinomială naturală de grad 2q − 1 cu
nodurile diviziunii 4 dacă

1. s ∈ S2q−1(4);

2. s|(−∞,x0), s|(xn,∞) ∈ Pq−1.

Mulţimea funcţiilor spline polinomiale de grad 2q − 1 cu nodurile diviziunii
4 se notează S2q−1(4).
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Teorema 10.2.2 Dacă s ∈ S2q−1(4) atunci există polinomul p ∈ Pq−1 şi nu-
merele reale c0, c1, . . . , cn astfel ı̂ncât

s(x) = p(x) +
n∑
i=0

ci(x− xi)2q−1
+ (10.20)

şi au loc egalităţile

n∑
i=0

cix
k
i = 0, ∀ k ∈ {0, 1, . . . , q − 1}. (10.21)

Demonstraţie. Utilizând acelaşi raţionament ca ı̂n Teorema 10.2.1 se deduce
relaţia (10.20) cu p = s|(−∞,x0) ∈ Pq−1. Relaţiile (10.21) rezultă din cerinţa

s|(xn,∞) ∈ Pq−1 ⇔ s(q)(x) = 0, ∀ x > xn.

Pentru x > xn, s(x) = p(x) +
∑n

i=0 ci(x− xi)2q−1, de unde

s(q)(x) =
n∑
i=0

ci
(2q − 1)!

(q − 1)!
(x− xi)q−1 =

=
(2q − 1)!

(q − 1)!

n∑
i=0

ci

q−1∑
k=0

(
q − 1
k

)
(−1)kxq−1−kxki =

=
(2q − 1)!

(q − 1)!

q−1∑
k=0

(
q − 1
k

)
(−1)k(

n∑
i=0

cix
k
i )x

q−1−k.

Derivata se anulează dacă
∑n

i=0 cix
k
i = 0,∀ k ∈ {0, 1, . . . , q − 1}.

Pentru o funcţie spline polinomială naturală s de grad 2q − 1 cu nodurile
diviziunii 4 au loc relaţiile

s(k)(x0) = s(k)(xn) = 0, ∀ k ≥ q. (10.22)

Dacă s ∈ S2q−1(4) şi s(k)(x0) = s(k)(xn) = 0,∀ k ∈ {q, q + 1, . . . , 2q − 1} atunci
s ∈ S2q−1(4).

O funcţie spline polinomială naturală s de grad 2q − 1 cu nodurile diviziunii
4 depinde de n+ 1 parametri.

Pentru funcţiei spline se utilizează relaţiile (10.21) sau (10.22).
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10.2.2 Interpolare cu funcţii spline polinomiale

Fie f ∈ Cq şi m = 2q − 1.

1. Problema de interpolare cu funcţii spline polinomiale de grad 2q − 1 cu
nodurile diviziunii 4 cere determinarea funcţiei s ∈ S2q−1(4) astfel ı̂ncât

s(xi) = f(xi), i ∈ {0, 1, . . . , n}

şi care satisface ı̂n plus condiţiile la limită

s(k)(x0) = f (k)(x0)
s(k)(xn) = f (k)(xn)

∀ k ∈ {1, 2, . . . , q − 1}.

Numărul condiţiilor este 2q + n − 1, ce coincide cu numărul parametrilor
m+ n = 2q − 1 + n.

Pentru q = 2 se regăseşte problema de interpolare cu funcţii spline cubice
cu una din condiţiile la limită naturală.

2. Problema de interpolare cu funcţii spline polinomiale naturale de grad 2q−1
cu nodurile diviziunii 4 cere determinarea funcţiei s ∈ S2q−1(4) astfel ı̂ncât

s(xi) = f(xi), i ∈ {0, 1, . . . , n}.

Numărul condiţiilor este n + 1, ce coincide cu numărul parametrilor unei
funcţii spline polinomială naturală.

Pentru q = 2 se regăseşte problema de interpolare cu funcţii spline cubice
cu cealaltă condiţie la limită naturală.

Stabilim proprietăţi ale funcţiei spline polinomiale de interpolare.

Teorema 10.2.3 Fie g ∈ Cq[x0, xn] şi s ∈ S2q−1(4). Dacă

g(xi) = 0, ∀ i ∈ {0, 1, . . . , n}

şi are loc una din condiţiile la limită

g(k)(x0) = g(k)(xn) = 0, ∀ k ∈ {1, . . . , q − 1}

sau
s(k)(x0) = s(k)(xn) = 0, ∀ k ∈ {q, q + 1, . . . , 2q − 2}

atunci ∫ xn

x0

s(q)(x)g(q)(x)dx = 0. (10.23)
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Demonstraţie. Pe fiecare interval (xi, xi+1), s(2q−1)(x) este o constantă, pe care
o notăm γi, i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Integrând succesiv prin părţi, se obţine∫ xn

x0

s(q)(x)g(q)(x)dx = s(q)(x)g(q−1)|xnx0 −
∫ xn

x0

s(q)(x)g(q−1)(x)dx = . . .

= (−1)q−2

∫ xn

x0

s(2q−2)(x)g′′(x)dx.

În general funcţia s(2q−2) nu mai este derivabilă ı̂m punctele x1, x2, . . . , xn−1. De-
scompunem ultima integrală ı̂ntr-o sumă de integrale pe intervale ı̂n care s(2q−2)

este derivabilă şi integrăm prin părţi∫ xn

x0

s(q)(x)g(q)(x)dx = (−1)q−2

∫ xn

x0

s(2q−2)(x)g′′(x)dx =

= (−1)q−2

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

s(2q−2)(x)g′′(x)dx =

= (−1)q−2

n−1∑
i=0

[
s(2q−2)(x)g′(x)|xi+1

xi
−
∫ xi+1

xi

s(2q−1)(x)g′(x)dx

]
=

= (−1)q−2
[
s(2q−2)(xn)g′(xn)− s(2q−2)(x0)g′(x0)

]
+

−1)q−1

n−1∑
i=0

γi[g(xi+1 − g(xi)] = 0.

Teorema 10.2.4 Fie f ∈ Cq[x0, xn]. Dacă s este o funcţie spline polinomială de
grad 2q − 1 cu nodurile diviziunii 4 care satisface condiţiile de interpolare

s(xi) = f(xi), ∀ i ∈ {0, 1, . . . , n}

şi una din condiţiile la limită

s(k)(x0) = f (k)(x0),
s(k)(xn) = f (k)(xn)

∀ k ∈ {1, . . . , q − 1}

sau
s(k)(x0) = s(k)(xn) = 0, ∀ k ∈ {q, q + 1, . . . , 2q − 2}

atunci∫ xn

x0

[f (q)(x)]2dx =

∫ xn

x0

[s(q)(x)]2dx+

∫ xn

x0

[f (q)(x)− s(q)(x)]2dx. (10.24)
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Demonstraţie. Întrucât [f (q)]2 = [s(q)]2 + [f (q) − s(q)]2 + 2s(q)[f (q) − s(q)] este
suficientde de atătat că∫ xn

x0

s(q)(x)[f (q)(x)− s(q)(x)]dx = 0.

Pentru g = f−s condiţiile Teoremei 10.2.3 sunt ı̂ndeplinite, deci are loc egalitatea
de mai sus.

Asemănător cazului funcţiilor spline cubice, relaţia (10.24) implică

• unicitatea funcţiei spline polinomială de interpolare cu condiţiile la limită
corespunzătoare;

• o proprietate de optimalitate.

10.3 Funcţii B-spline

Corespunzător reţelei de puncte

. . . < t−2 < t−1 < t0 < t1 < t2 < . . .

definim funcţiile B-spline Bk
i (x), i ∈ Z, k ∈ N prin

Bk
i (x) = (ti+k+1 − ti)[ti, ti+1, . . . , ti+k+1; (t− x)k+]. (10.25)

Teorema 10.3.1 Are loc formula de recurenţă

B0
i (x) =

{
1 dacă x ∈ [ti, ti+1),
0 dacă x ∈ (−∞, ti) ∪ [ti+1,∞),

(10.26)

Bk
i (x) =

x− ti
ti+k − ti

Bk−1
i (x) +

ti+k+1 − x
ti+k+1 − ti+1

Bk−1
i+1 (x), (10.27)

pentru k ≥ 1 şi i ∈ Z.

Demonstraţie. Pentru k = 0 din (10.25) rezultă

B0
i (x) = (ti+1 − ti)[ti, ti+1; (t− x)0

+] = (ti+1 − x)0
+ − (ti − x)0

+ =

=

{
1 dacă x ∈ [ti, ti+1),
0 dacă x ∈ (−∞, ti) ∪ [ti+1,∞),
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Pentru k ≥ 1, utilizând formula lui Leibniz pentru diferenţe divizate deducem

Bk
i (x) = (ti+k+1 − ti)[ti, ti+1, . . . , ti+k+1; (t− x)k−1

+ (t− x)] = (10.28)

= (ti+k+1 − ti)
i+k+1∑
j=i

[ti, ti+1, . . . , tj; (t− x)k−1
+ ][tj, tj+1, . . . , ti+k+1; t− x] =

= (ti+k+1 − ti)
(
[ti, ti+1, . . . , ti+k; (t− x)k−1

+ ][ti+k, ti+k+1; t− x]+

+[ti, ti+1, . . . , ti+k+1; (t− x)k−1
+ ][ti+k+1; t− x]

)
,

restul termenilor din sumă fiind nuli.
Au loc egalităţile:

[ti+k, ti+k+1; t− x] =
ti+k+1 − x− (ti+k − x)

ti+k+1 − ti+k
= 1;

[ti+k+1; t− x] = ti+k+1 − x;

[ti, ti+1, . . . , ti+k; (t− x)k−1
+ ] =

Bk−1
i (x)

ti+k − ti
;

[ti, ti+1, . . . , ti+k+1; (t− x)k−1
+ ] =

=
[ti+1, ti+2, . . . , ti+k+1; (t− x)k−1

+ ]− [ti, ti+1, . . . , ti+k; (t− x)k−1
+ ]

ti+k+1 − ti
=

=
1

ti+k+1 − ti

(
Bk−1
i+1 (x)

ti+k+1 − ti+1

− Bk−1
i (x)

ti+k − ti

)
.

Utilizând aceste rezultate, egalitatea (10.28) devine

Bk
i (x) = (ti+k+1 − ti)

[
Bk−1
i (x)

ti+k − ti
+
ti+k+1 − x
ti+k+1 − ti

(
Bk−1
i+1 (x)

ti+k+1 − ti+1

− Bk−1
i (x)

ti+k − ti

)]
=

= Bk−1
i (x)

(
ti+k+1 − ti
ti+k − ti

− ti+k+1 − x
ti+k − ti

)
+Bk−1

i+1 (x)
ti+k+1 − x
ti+k+1 − ti+1

=

x− ti
ti+k − ti

Bk−1
i (x) +

ti+k+1 − x
ti+k+1 − ti+1

Bk−1
i+1 (x).

Din (10.27) obţinem

B1
i (x) =

x− ti
ti+1 − ti

B0
i (x) +

ti+2 − x
ti+2 − ti+1

B0
i+1(x) =
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=


x−ti
ti+1−ti x ∈ [ti, ti+1)
ti+2−x
ti+2−ti+1

x ∈ [ti+1, ti+2)

0 x ∈ (−∞, ti) ∪ [ti+2,∞)

Graficele funcţiilor B0
i (x) şi B1

i (x) sunt

bs sb
ti ti+1

�
�@
@

ti ti+1 ti+2

Au loc următoarele proprietăţi ale funcţiilor B-spline

Teorema 10.3.2 Au loc relaţiile:

(i) Bk
i (x) = 0, ∀ x ∈ (−∞, ti) ∪ [ti+k+1,∞) ⇔ supp Bk

i ⊆ [ti, ti+k+1);

(ii) Bk
i (x) ≥ 0, ∀x ∈ R;

(iii)
∑

i∈ZB
k
i (x) = 1.

Demonstraţie. Fiecare relaţie se demonstrează prin inducţie după k.

(iii) k = 0. Pentru x ∈ R există i0 ∈ Z astfel ı̂ncât x ∈ [ti0 , ti0+1) şi ı̂n
consecinţă ∑

i∈Z

B0
i (x) = B0

i0
(x) = 1.

Presupunând
∑

i∈ZB
k−1
i (x) = 1 şi utilizând formula de recurenţă (10.27), se

găseşte

∑
i∈Z

Bk
i (x) =

∑
i∈Z

(
x− ti
ti+k − ti

Bk−1
i (x) +

ti+k+1 − x
ti+k+1 − ti+1

Bk−1
i+1 (x)

)
=

=
∑
i∈Z

x− ti
ti+k − ti

Bk−1
i (x) +

∑
i∈Z

ti+k+1 − x
ti+k+1 − ti+1

Bk−1
i+1 (x).

Efectuând ı̂n a doua sumă schimbarea de indice i := i+ 1 se obţine

∑
i∈Z

Bk
i (x) =

∑
i∈Z

Bk−1
i (x)

(
x− ti
ti+k − ti

+
ti+k − x
ti+k − ti

)
=
∑
i∈Z

Bk−1
i (x) = 1.



240 CAPITOLUL 10. FUNCŢII SPLINE POLINOMIALE

10.3.1 Funcţii B-spline pe noduri echidistante

Fie ti = t0 + ih, i ∈ Z. Utilizând (10.25) şi (2.39)

Bk
i (x) = (ti+k+1 − ti)[ti, ti+1, . . . , ti+k+1; (t− x)k+] =

= (k + 1)h
4k+1
h (ti − x)k+

(k + 1)!hk+1
=

1

k!hk

k+1∑
j=0

(
k + 1
j

)
(−1)k+1−j(ti + jh− x)k+ =

=
1

k!hk

k+1∑
j=0

(
k + 1
j

)
(−1)k+1−j(ti+j − x)k+. (10.29)

Funcţii B-spline cubice pe noduri echidistante. Pentru k = 3 se obţin
funcţiile B-spline cubice pe noduri echidistante

B3
i (x) =

1

6 h3

4∑
j=0

(
4
j

)
(−1)4−j(ti+j − x)3

+.

Prin calcul direct rezultă tabloul de valori ale funcţiei B3
i (x) şi ale derivatelor

sale
| ti ti+1 ti+2 ti+3 ti+4

B3
i (x) | 0 1

6
2
3

1
6

0
(B3

i (x))′ | 0 1
2h

0 − 1
2h

0
(B3

i (x))′′ | 0 1
h2
− 2
h2

1
h2

0

(10.30)

Evident B3
i ∈ S3.

Teorema 10.3.3 Funcţiile (B3
i )−3≤i≤n−1 sunt liniar independente.

Demonstraţie. Dacă
∑n−1

j=−3 λj+2B
3
j (x) = 0 atunci

∑n−1
j=−3 λj+2(B3

j (x))′ = 0 şi∑n−1
j=−3 λj+2(B3

j (x))′′ = 0.

În particular, pentru x = ti, i ∈ {−2,−1, . . . , n− 2} se obţine sistemul

λi−1B
3
i−3(ti) + λiB

3
i−2(ti) + λi+1B

3
i−1(ti) = 0

λi−1(B3
i−3)′(ti) + λi(B

3
i−2)′(ti) + λi+1(B3

i−1)′(ti) = 0
λi−1(B3

i−3)′′(ti) + λi(B
3
i−2)′′(ti) + λi+1(B3

i−1)′′(ti) = 0
⇔

⇔


λi−1 + 4λi + λi+1 = 0
−λi−1 + λi+1 = 0
λi−1 − 2λi + λi+1 = 0
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care are numai soluţia banală.
Considerând cazul nodurilor echidistante, problema de interpolare cu funcţii

spline cubice se poate rezolva utilizând funcţiile B-spline (B3
i )−3≤i≤n−1.

Soluţia problemei de interpolare va fi de forma

s(x) =
n−1∑
i=−3

ai+2B
3
i (x).

Funcţia s se numeşte funcţie spline cvasi-interpolatoare.
Cei n+3 coeficienţi a−1, a0, . . . , an+1 se determină astfel ı̂ncât să fie satisfăcute

condiţiile de interpolare

s(ti) = yi i ∈ {0, 1, . . . , n} (10.31)

şi condiţiile la limită

s′(t0) = α, s′(tn) = β (10.32)

sau

s′′(t0) = 0, s′′(tn) = 0. (10.33)

Ţinând seama de tabelul (10.30), relaţiile (10.31) devin

s(ti) = ai−1B
3
i−3(ti) + aiB

3
i−2(ti) + ai+1B

3
i−1(ti) =

1

6
ai−1 +

2

3
ai +

1

6
ai+1 = yi.

Condiţiile la limită conduc la ecuaţiile

s′(t0) = a−1(B3
−3)′(t0) + a0(B3

−2)′(t0) + a1(B3
−1)′(t0) =

−1

2h
a−1 +

1

2h
a1 = α,

s′(tn) = an−1(B3
n−3)′(tn) + an(B3

n−2)′(tn) + an+1(B3
n−1)′(tn) =

=
−1

2h
an−1 +

1

2h
an+1 = β

şi respectiv

s′′(t0) = a−1(B3
−3)′′(t0) + a0(B3

−2)′′(t0) + a1(B3
−1)′′(t0) =

=
1

h2
a−1 −

2

h2
a0 +

1

h2
a1 = 0

s′′(tn) = an−1(B3
n−3)′′(tn) + an(B3

n−2)′′(tn) + an+1(B3
n−1)′′(tn) =

=
1

h2
an−1 −

2

h2
an +

1

h2
an+1 = 0.
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Astfel pentru rezolvarea problemei (10.31)+(10.32) suntem conduşi la sistemul
algebric de ecuaţii liniare

−a−1 +a1 = 2hα
ai−1 +4ai +ai+1 = 6yi
−an−1 +an+1 = 2hβ

i ∈ {0, 1, . . . , n} (10.34)

Sistemul (10.34) are soluţie unică. Determinantul sistemului este∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 1
1 4 1

1 4 1
. . . . . . . . .

1 4 1
1 4 1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Adunând prima coloană la a treia şi ultima coloană la antipenultima se obţine∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0
1 4 2

1 4 1
. . . . . . . . .

1 4 1
2 4 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
având diagonala dominantă, deci determinantul este diferit de zero.

Problema (10.31)+(10.33) conduce la sistemul algebric de ecuaţii liniare
a−1 −2a0 +a1 = 0
ai−1 +4ai +ai+1 = 6yi
an−1 −2an +an+1 = 0

i ∈ {0, 1 . . . , n}. (10.35)

Se arată, asemănător, că sistemul (10.35) are soluţie unică. Rezolvarea sistemului
constituie subiectul Problemei 1.10.



Capitolul 11

Interpolare cu sinus cardinal

O funcţie de forma

x 7−→

{
sinϕ(x)
ϕ(x)

dacă ϕ(x) 6= 0

1 dacă ϕ(x) = 0

unde ϕ este o funcţie continuă, se numeşte funcţie sinc, sinus cardinal.

11.1 Interpolare pe noduri echidistante ı̂n [0, π]

Pentru orice n ∈ N se definesc mulţimile En = {xn,k = 2π
2n
k : k = 0, 1 . . . , 2n}.

În particular

E0 = {0, 2π}
E1 = {0, π, 2π}

E2 = {0, π
2
, π,

3π

2
, 2π}

Au loc proprietăţile:

• E0 ⊂ E1 ⊂ . . . En ⊂ En+1 ⊂ . . .

• Mulţimea E = ∪∞n=0En este densă ı̂n [0, 2π].

Introducem funcţiile

Ln,k(x) =

{
sin 2n−1(x−xn,k)

2n−1(x−xn,k)
dacă x 6= xn,k

1 dacă x = xn,k
n ∈ N, k = 0, 1, . . . , 2n. (11.1)

Stabilim câteva proprietăţi simple ale funcţiilor sinc Ln,k.

243
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Teorema 11.1.1 Au loc proprietăţile:

1. Ln,k(xn,j) = δk,j, ∀ k, j ∈ {0, 1, . . . , 2n};

2. L′n,k(xn,k) = 0;

3. L′n,k(xn,j) = 2n(−1)j−k

2π(j−k)
, j 6= k, j = 0, 1, . . . , 2n;

4. L′′n,k(xn,k) = −22n−2

3
;

5. |Ln,k(x)| ≤ 1, ∀ x ∈ [0, 2π].

Demonstraţie. 2.

L′n,k(xn,k) = lim
x→xn,k

Ln,k(x)− Ln,k(xn,k)
x− xn,k

= lim
x→xn,k

sin 2n−1(x− xn,k)− 1

2n−1(x− xn,k)2
.

Punând y = 2n−1(x− xn,k), limita de mai sus devine limy→0 2n−1 sin y−1
y2

= 0.
3.

L′n,k(x) =
cos 2n−1(x− xn,k)

x− xn,k
− sin 2n−1(x− xn,k)

2n−1(x− xn,k)2
.

Pentru x = xn,j se obţine L′n,k(xn,j) = 2n(−1)j−k

2π(j−k)
.

4.

L′′n,k(xn,k) = lim
x→xn,k

L′n,k(x)− L′n,k(xn,k)
x− xn,k

=

= lim
x→xn,k

(
cos 2n−1(x− xn,k)

(x− xn,k)2
− sin 2n−1(x− xn,k)

2n−1(x− xn,k)3

)
.

Din nou, pentru y = 2n−1(x− xn,k), limita devine

lim
y→0

22n−2y cos y − sin y

y3
= −22n−2

3
.

5. Inegalitatea rezultă din

|x| < π
2
⇒ | sinx| ≤ |x|

|x| ≥ π
2
⇒ | sinx| ≤ 1 < π

2
≤ |x|

Fie f : [0, 2π]→ R. Introducem operatorul liniar

f 7−→ Sn(f) definit prin Sn(f)(x) =
2n∑
k=0

f(xn,k)Ln,k(x).
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Din teorema 11.1.1 rezultă că funcţia Sn(f)(x) satisface condiţiile de interpolare

Sn(f)(xn,k) = f(xn,k), k = 0, 1, . . . , 2n.

Această funcţie se numeşte funcţia de interpolare sinc a funcţiei f.

Teorema 11.1.2 Dacă m > n atunci Sn(f)(xn,k) = Sm(f)(xn,k), k = 0, 1, . . . , 2n.

Demonstraţie. En ⊂ Em, pentru xn,k = 2π
2n
k = 2π

2m
2m−nk = xm,2m−nk = y

condiţiile de interpolare implică Sn(f)(y) = f(y) = Sm(f)(y).

Teorema 11.1.3 Au loc egalităţile

1. Sn(Ln,k) = Ln,k, k = 0, 1, . . . , 2n;

2. Sn(Sn(f)) = Sn(f),

adică funcţiile Ln,k, k = 0, 1, . . . , 2n şi Sn(f) sunt puncte fixe ale operatorului Sn.

Demonstraţie. Calculând, se obţin
1.

Sn(Ln,k)(x) =
2n∑
j=0

Ln,k(xn,j)Ln,j(x) =
2n∑
j=0

δk,jLn,j(x) = Ln,k(x).

2.

Sn(Sn(f))(x) =
2n∑
j=0

Sn(f)(xn,j)Ln,j(x) =
2n∑
j=0

f(xn,j)Ln,j(x) = Sn(f)(x).

Pentru cazul funcţiilor continue ı̂n intervalul compact [0, 2π], se alege norma
‖f‖ = maxx∈[0,2π] |f(x)| şi are loc

Teorema 11.1.4 Operatorul Sn este continu, având loc inegalitatea

‖Sn(f)‖ ≤ (2n + 1)‖f‖, ∀ f ∈ C[0, 2π].

Demonstraţie.

|Sn(f)(x)| = |
2n∑
j=0

f(xn,j)Ln,j(x)| ≤ ‖f‖
2n∑
j=0

|Ln,j(x)| ≤ (2n + 1)‖f‖.
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Liniaritatea operatorului Sn implică inegalitatea

‖Sn(f)− Sn(g)‖ ≤ (2n + 1)‖f − g‖.

Amintim câteva rezultate din teoria transformării Fourier.
Fie f : R→ C o funcţie din L1, adică

∫∞
−∞ |f(t)|dt <∞.

• Transformarea Fourier a funcţiei f este

F (z) = F(f(t))(z) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−itzdt, z ∈ R;

• Transformarea Fourier inversă este

f(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (z)eitzdz;

• Egalitatea lui Parceval: dacă F (z), G(z) sunt transformările Fourier ale
funcţiilor f, g atunci∫ ∞

−∞
f(t)g(t)dt =

1

2π

∫ ∞
−∞

F (z)G(z)dz;

• În consecinţă ∫ ∞
−∞
|f(t)|2dt =

1

2π

∫ ∞
−∞
|F (z)|2dz;

• Produsul de convoluţie a funcţiilor f şi g este definit prin

(f ∗ g)(t) =

∫ ∞
−∞

f(s)g(t− s)ds.

Dacă F (z), G(z) sunt transformările Fourier ale funcţiilor f şi g atunci

F((f ∗ g)(t))(z) = F (z)G(z).

Teorema 11.1.5 Are loc egalitatea

Ln,k(x) =
1

2n

∫ 2n−1

−2n−1

e−i
2πk
2n

zeizxdz. (11.2)
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Demonstraţie. Calculând integrala din membrul drept, se obţin

1

2n

∫ 2n−1

−2n−1

eiz(x−
2πk
2n

)dz =
1

2n
eiz(x−

2πk
2n

)

i(x− 2πk
2n

)

∣∣∣2n−1

−2n−1 =

=
1

2n
ei2

n−1(x− 2πk
2n

) − e−i2n−1(x− 2πk
2n

)

i(x− 2πk
2n

)
=

1

2n−1

sin 2n−1(x− xn,k)
x− xn,k

= Ln,k(x).

Interpretând egalitatea (11.2) drept o transformare Fourier inversă, deducem
că funcţia

F (z) =

{
2π
2n
e−i

2πk
2n

z dacă |z| < 2n−1

0 dacă |z| ≥ 2n−1

este transformata Fourier a funcţiei Ln,k(x).
Utilizând egalitatea lui Parseval se obţine proprietatea de ortogonalitate a

funcţiilor Ln,k :

Teorema 11.1.6 Au loc egalităţile∫ ∞
−∞

Ln,k(x)Ln,j(x)dx =
2π

2n
δk,j, ∀ k, j ∈ {0, 1, . . . , 2n}.

Demonstraţie. Notăm prin Fn,k transformata Fourier a functiei Ln,k. Pentru
k = j ∫ ∞

−∞
L2
n,kdx =

1

2π

∫ ∞
−∞
|Fn,k(z)|2d(z) =

2π

2n
.

Pentru k 6= j∫ ∞
−∞

Ln,k(x)Ln,j(x)dx =
1

2π

∫ ∞
−∞

Fn,k(z)Fn,j(z)dz =
2π

22n

∫ 2n−1

−2n−1

e−iz
2π
2n

(k−j)dz =

=
2π

22n

e−iz
2π
2n

(k−j)

−i2π
2n

(k − j)

∣∣∣2n−1

−2n−1 =
2π

2n
sinπ(k − j)
π(k − j)

= 0.

11.2 Interpolare pe noduri echidistante ı̂n R
Vom utiliza formula

sin(x) = x

∞∏
j=1

(1− x

π2j2
) (11.3)
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şi notaţia

sinc x =

{
sinx
x

dacă x 6= 0
1 dacă x = 0

.

Fie h > 0 şi xk = a + kh, k ∈ Z. Polinomul de interpolare Lagrange pe cele
2n+ 1 noduri x−n, x−n+1, . . . , xn este

L(P2n;x−n, x−n+1, . . . , xn; f)(x) =
n∑

k=−n

f(xk)ln,k(x), (11.4)

unde

ln,k(x) =
(x− x−n) . . . (x− xk−1)(x− xk+1) . . . (x− xn)

(xk − x−n) . . . (xk − xk−1)(xk − xk+1) . . . (xk − xn)
= (11.5)

=
(x−a

h
+ n)(x−a

h
+ n− 1) . . . (x−a

h
− k + 1)(x−a

h
− k − 1) . . . (x−a

h
− n)

(k + n)(k + n− 1) . . . 1(−1) . . . ((n− k))
.

Pentru n→∞ se obţine

lim
n→∞

ln,k(x) =
∞∏
j=1

(x−a
h
− k)2 − j2

−j2
=
∞∏
j=1

(
1−

( x−a
h
− k
j

)2
)
.

Ţinând seama de 11.3 vom avea

lim
n→∞

ln,k(x) =
sin(x−a

h
− k)π

(x−a
h
− k)π

= sinc((
x− a
h
− k)π) = sinc

π(x− xk)
h

.

iar formula 11.4 devine

L(x) =
∑
k∈Z

f(xk)sinc
(x− xk)π

h
. (11.6)

Stabilim proprietăţile:

Teorema 11.2.1 Transformata Fourier a funcţiei ϕ(t) = sinc(πt) este F (z) =
rect( z

2π
, unde

F (z) = rect(t) =

{
1 dacă |t| ≤ 1

2

0 dacă |t| > 1
2

.

Demonstraţie. Într-adevăr,

1

2π

∫ ∞
−∞

rect(
z

2π
)eiztdz =

1

2π

∫ π

−π
eiztdz =

1

2π

eizt

it

∣∣∣π
−π

=
1

πt

eiπt − e−iπt

2i
=

sin πt

πt
.
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Teorema 11.2.2 Funcţiile ϕk(x) = sinc (x−xk)π
h

, k ∈ Z, satisfac condiţiile

(i) ϕk(xj) = δk,j;

(ii)
∫∞
−∞ ϕk(x)ϕj(x)dx = δk,j.

Demonstraţie. (ii) Calculăm∫ ∞
−∞

ϕk(x)ϕj(x)dx =

∫ ∞
−∞

sinc
(x− xk)π

h
sinc

(x− xj)π
h

dx.

Prin schimbarea de variabilă x− xk = hq integrala de mai sus devine∫ ∞
−∞

sinc(qπ)sinc((j − k)− q)π)dq = (q ∗ q)(j − k) =
1

2π

∫ ∞
−∞

F 2(z)eiz(j−k)dz.

* reprezintă produsul de convoluţie. Potrivit teoremei anterioare, rezultă∫ ∞
−∞

ϕk(x)ϕj(x)dx =
1

2π

∫ π

−π
eiz(j−k)dz = δk,j.

În consecinţă, funcţia L(x) definită ı̂n (11.6) satisface condiţiile de interpolare

L(xk) = f(xk), ∀k ∈ Z.
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Partea II

METODE NUMERICE ÎN
ALGEBRA LINIARĂ
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Capitolul 12

Elemente de analiză matriceală

12.1 Definiţii, notaţii, proprietăţi

•

x =

 x1
...
xn

 ∈ Rn x =

 x1
...
xn

 ∈ Cn

xT = (x1, . . . , xn) xH = (x1, . . . , xn)

Un vector din C sau R se va identifica cu o matrice Mn,1(C), respectiv
Mn,1(R).

•
x, y ∈ Rn x, y ∈ Cn

< x, y >=
∑n

k=1 xkyk < x, y >=
∑n

k=1 xkyk
‖x‖2 =

√
< x, x > =

√
xTx ‖x‖2 =

√
< x, x > =

√
xHx

•
‖x‖∞ = max

1≤k≤n
|xk|

• Doi vectori x, y ∈ C (sau R) sunt ortogonali dacă < x, y >= 0.

• O familie de vectori (xi)1≤i≤k din x, y ∈ C (sau R) este ortonormată dacă

< xi, xj >= δi,j =

{
1, dacă i = j
0, dacă i 6= j

253
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• O matrice A ∈Mn,k(C) se poate reprezenta prin

A = (ai,j)1≤i≤n,1≤j≤k = [a1a2 . . . ak], unde aj =

 a1,j
...
an,j

 .

•

In = (δi,j)1≤i,j≤n =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


este matricea unitate de ordinul n.

• Dacă A ∈ Mn(R) = (ai,j)1≤i,j≤n atunci AT = (aj,i)1≤i,j≤n este matricea
transpusă.

• Dacă A ∈Mn(C) atunci AH = A
T
. Bara superioară desemnează operatorul

de conjugare aplicat fierărui element al matricei.

• O matrice pătrată A ∈ Mn(C) este inversabilă dacă există A−1 ∈ Mn(C)
astfel ı̂ncât A · A−1 = A−1 · A = In.

• A ∈Mn(R) este simetrică dacă AT = A.

• A ∈Mn(C) este hermitiană dacă AH = A.

• A ∈Mn,k(R) este ortogonală dacă AT · A = Ik.

• A ∈Mn,k(C) este unitară dacă AH · A = Ik.

• O matrice A ∈ Mn(C), A = (ai,j)1≤i,j≤n cu proprietatea ai,j = 0, pentru
i > j se numeşte matrice superior triunghiulară.

• O matrice A ∈ Mn(C), A = (ai,j)1≤i,j≤n cu proprietatea ai,j = 0, pentru
i < j se numeşte matrice inferior triunghiulară.

• O matrice A ∈ Mn(C), A = (ai,j)1≤i,j≤n cu proprietatea ai,j = 0, pentru
i 6= j se numeşte matrice diagonală.

• O matrice A ∈ Mn(C), A = (ai,j)1≤i,j≤n cu proprietatea ai,j = 0, pentru
j < i şi i+ 1 < j se numeşte matrice bidiagonală (superioară).
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• O matrice A ∈ Mn(C), A = (ai,j)1≤i,j≤n cu proprietatea ai,j = 0, pentru
i > j + 1 se numeşte matrice Hessenberg.

• O matrice A ∈Mn(R) este pozitiv definită dacă

<Ax, x> ≥ 0, ∀x ∈ Rn.

• O matrice A ∈Mn(R) este strict pozitiv definită dacă

<Ax, x> > 0, ∀x ∈ Rn\{0}.

Pentru matricea A ∈ Mn(R) strict pozitivă folosim notaţia A > 0. Mai
mult, dacă A,B ∈Mn(R) vom scrie A > B ⇔ A−B > 0.

• O matrice A ∈Mn(R) este tare pozitiv definită dacă

∃m > 0 astfel ı̂ncât <Ax, x> ≥ m‖x‖2
2, ∀x ∈ Rn.

Astfel A tare pozitiv definită ⇒ A strict pozitiv definită ⇒ A pozitiv definită.

• Fie A ∈ Mn,k(C). Matricea A generează un operator liniar A : Ck → Cn

definit prin A(x) = Ax.

Ker(A) = {x ∈ Ck : Ax = 0}
Im(A) = {y ∈ Cn : ∃x ∈ Ck astfel ı̂ncât y = Ax}
Se mai utilizează notaţiile Im(A) = R(A) şi Ker(A) = N (A).

• Norma unei matrice A ∈Mn,k(C) este norma operatorului liniar generat de

matricea A, adică A : Ck → Cn, A(x) = Ax. În cele ce urmează operatorul
A se va identifica cu matricea A.

• Un număr λ ∈ C este o valoare proprie a matricei A ∈ Mn(C) dacă există
un vector nenul x ∈ Cn astfel ı̂ncât Ax = λ x.

În acest caz x este un vector propriu corespunzător valorii proprii λ, iar
perechea (λ, x) este o pereche proprie matricei A.

• Un vector y ∈ Cn, y 6= 0 este un vector propriu la stânga corespunzătoare
valorii proprii λ dacă yHAx = λ yH .

• Valoarea proprie λ are ordinul de multiplicitate algebric k dacă λ este
rădăcină multiplă de ordin k a polinomului caracteristic.
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• Valoarea proprie λ are ordinul de multiplicitate geometric k dacă dimensi-
unea subspaţiului liniar S(λ) este k.

• Dacă o matrice are o valoare proprie având ordinul de multiplicitate geo-
metric este mai mic decât ordinul de multiplicitate algebric atunci matricea
se numeşte defectivă. În caz contrar matricea se numeşte nedefectivă.

Exemplul 12.1.1 Matricea A =

(
1 1
0 1

)
are valoarea proprie λ = 1

având ordinul de multiplicitate algebric 2, dar S(1) = {(x, 0) : x ∈ C}, are
dimensiunea 1.

• Două matrice A,B ∈Mn(C) sunt similare dacă există o matrice inversabilă
X ∈Mn(C) astfel ı̂ncât B = X−1AX.

• Raza spectrală a matricei A ∈Mm(C) este numărul

ρ(A) = max{|λ| : λ valoare proprie a matricei A}.

Proprietatea 12.1.1 Dacă A ∈Mn(C) este o matrice hermitiană atunci

< Ax, y >=< x,AHy > ∀x, y ∈ Cn.

Proprietatea 12.1.2 Dacă A ∈Mn(C) este o matrice hermitiană atunci

< Ax, y >=< x,Ay > ∀x, y ∈ Cn.

Proprietatea 12.1.3 Dacă A ∈Mm,n(C), C ∈Mn,p(C) atunci (AB)H = BHAH .

Proprietatea 12.1.4 Dacă A,B ∈Mn(C) sunt matrice hermitiene şi AB = BA
atunci AB este tot o matrice hermitiană.

Demonstaţie.
(AB)H = BHAH = BA = AB.

Proprietatea 12.1.5 Dacă A,B ∈Mn(C) sunt matrice unitare atunci AB este
tot o matrice unitară.

Proprietatea 12.1.6 Dacă A ∈Mn(C) este o matrice unitară şi x ∈ Cn atunci

‖Ax‖2 = ‖x‖2 şi ‖AHx‖2 = ‖x‖2.
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Demonstaţie.

‖Ax‖2
2 = (Ax)H(Ax) = (xHAH)(Ax) = xH(AHA)x = xHx = ‖x‖2

2.

Proprietatea 12.1.7 Fie A ∈ Mn,k(C). Dacă X ∈ Mn(C) şi Y ∈ Mk(C) sunt
matrice unitare atunci

‖A‖2 = ‖XHA‖2 = ‖AY ‖2.

Demonstaţie. Utilizând propoziţia precedentă, au loc egalităţile

‖XHA‖2 = sup
‖z‖2≤1

‖XHAz‖ = sup
‖z‖2≤1

‖Az‖ = ‖A‖2

şi

‖AY ‖2 = sup
‖z‖≤1

‖AY z‖2 = sup
‖w‖≤1

‖Aw‖2 = ‖A‖2,

unde w = Y z.

Proprietatea 12.1.8 Dacă A ∈ Mn,k(C), A = [a1a2 . . . ak] este o matrice uni-
tară atunci (ai)1≤i≤k formează o familie ortonormată.

Demonstaţie.

AHA =

 aH1
...
aHk

 · [a1 . . . ak] = (aHi aj)1≤i,j≤k = Ik.

Proprietatea 12.1.9 Dacă A ∈ Mn(C) este o matrice unitară atunci A−1 =
AH .

Proprietatea 12.1.10 Dacă A ∈ Mn(R) strict pozitiv definită, atunci matricea
A este nesingulară.

Proprietatea 12.1.11 O matrice A ∈ Mn(R) strict pozitiv definită este tare
pozitiv definită.
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Demonstaţie. Funcţia f : Rn\{0} → R definită prin formula

f(x) =
< Ax, x >

‖x‖2
2

este continuă şi ı̂n mulţimea compactă S = {x ∈ Rn : ‖x‖2 = 1} ı̂şi atinge
minimul, adică există x0 ∈ S astfel ı̂ncât

f(x) ≥ f(x0) = m > 0 ∀x ∈ S.

Dacă x ∈ Rn\{0} atunci x
‖x‖2 ∈ S, de unde< A( x

‖x‖2 ), x
‖x‖2 >≥ m sau< Ax, x >≥

m‖x‖2
2.

Proprietatea 12.1.12 Dacă A ∈Mn(R) este o matrice simetrică şi strict pozi-
tiv definită atunci ‖x‖A =

√
<Ax, x> este o normă ı̂n Rn.

Indicaţie. Inegalitatea triunghiului rezultă ı̂n urma inegalităţii < Ax, y >2 ≤ <
Ax, x >< Ay, y >, ∀x, y ∈ Rn.

Proprietatea 12.1.13 Fie A ∈Mm,n(C), B ∈Mk,m(C). Dacă ‖·‖ este o normă
matriceală atunci ‖BA‖ ≤ ‖B‖ ‖A‖.

Pentru A ∈Mm,n(C) şi ϕ(A) = max1≤i≤m 1≤j≤n |ai,j| proprietăţile normei sunt
ı̂ndeplinite dar nu are loc proprietatea propoziţiei 12.1.13. Dacă

B =

(
1 2
3 1

)
, A =

(
2 1
1 1

)
atunci BA =

(
4 2
7 4

)
şi ϕ(BA) = 7 > 3 · 2 = ϕ(B)ϕ(A).

Proprietatea 12.1.14 Fie A ∈Mm,n(C), A = (ai,j)1≤i≤m, 1≤j≤n. Au loc egalităţile

‖A‖∞ = max
1≤i≤m

n∑
j=1

|ai,j|, A : (Cn, ‖ · ‖∞)→ (Cm, ‖ · ‖∞); (12.1)

‖A‖1 = max
1≤j≤n

m∑
i=1

|ai,j|, A : (Cn, ‖ · ‖1)→ (Cm, ‖ · ‖1). (12.2)

Proprietatea 12.1.15 Fie A ∈Mn(R). Dacă |ai,i| >
∑n

j=1

j 6=i
|ai,j| atunci

1. matricea A este inversabilă;
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2. ‖A−1‖∞ ≤ max1≤i≤n
1

|ai,i|−
∑n
j=1
j 6=i
|ai,j | .

Demonstaţie. Fie x, y ∈ Rn astfel ı̂ncât Ax = y. Arătăm că are loc inegalitatea

‖x‖∞ ≤ max
1≤i≤n

1

|ai,i| −
∑n

j=1

j 6=i
|ai,j|
‖y‖∞ (12.3)

Fie i acel indice pentru care

|xi| = max{|x1|, . . . , |xn|} = ‖x‖∞.

Ecuaţia a i-a a sistemului Ax = y se scrie

ai,i · xi = yi −
n∑
j=1

j 6=i

ai,j · xj

de unde se deduc relaţiile:

|ai,i|‖x‖∞ = |aii||xi| ≤ |yi|+
n∑
j=1

j 6=i

|ai,j||xj| ≤ ‖y‖∞ + ‖x‖∞
n∑
j=1

j 6=i

|ai,j|.

Ipoteza propoziţiei implică

‖x‖∞ ≤
1

|ai,i| −
∑n

j=1

j 6=i
|ai,j|
‖y‖∞ ≤ max

1≤i≤n

1

|ai,i| −
∑n

j=1

j 6=i
|ai,j|
‖y‖∞.

Pentru a arăta că matricea A este inversabilă sau nesingulară este suficient să
arătăm că sistemul algebric de ecuaţii liniare şi omogene Ax = 0 admite doar
soluţia banală. Pentru y = 0, din (12.3) rezultă x = 0.

A doua concluzie rezultă de asemenea din inegalitatea (12.3).

Proprietatea 12.1.16 Valorile proprii ale matricei A sunt rădăcinile polinomu-
lui caracteristic f(λ) = |λ In − A|.

Proprietatea 12.1.17 Dacă A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ Mn(C) şi f(λ) = |λ In − A| =
λn + α1λ

n−1 + . . .+ αn−1λ+ αn, atunci α1 =
∑n

i=1 ai,i = tr(A) şi αn = (−1)n|A|.

Demonstaţie. Din egalitatea f(λ) =
∏n

i=1(λ − ai,i)+polinim de grad n − 2
rezultă α1 = tr(A). Apoi, αn = f(0) = | − A| = (−1)n|A|.
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Proprietatea 12.1.18 Mulţimea S(λ) = {x ∈ Cn : Ax = λ x} este subspaţiu
liniar ı̂n Cn invariat de A, adică A(S(λ)) ⊆ S(λ).

Proprietatea 12.1.19 Pentru orice valoare propriu ordinul de multiplicitate ge-
ometric este cel mult egal cu ordinul de multiplicitate algebric.

Proprietatea 12.1.20 Un vector propriu corespunde unei singure valori proprii.

Proprietatea 12.1.21 Dacă λ1, . . . , λk sunt valori proprii ale unei matrice A,
distincte două câte două şi x1, . . . , xk sunt vectori proprii corespunzători atunci
x1, . . . , xk sunt liniar independenţi.

Proprietatea 12.1.22 Valorile proprii ale unei matrice hermitiene (simetrice)
sunt reale.

Proprietatea 12.1.23 Două matrice similare au aceleaşi valori proprii.

Proprietatea 12.1.24 (Gerschgorin) Fie A ∈ Mn(C) şi σ(A) mulţimea val-
orilor proprii. Dacă

rk =
n∑
j=1

j 6=k

|ak,j|

Dk = {z ∈ C : |z − ak,k| < rk}, k = 1, 2, . . . , n,

atunci σ(A) ⊆ ∪nk=1Dk.

Demonstaţie. Fie λ o valoare proprie şi x = (x1, . . . , xn)T un vector pro-
priu corespunzător, Ax = λx. Dacă xk = max1≤i≤n |xi| atunci din egalitatea∑n

j=1 ak,jxj = λxk rezultă (ak,k − λ)xk = −
∑n

j=1

j 6=k
ak,j. Din egalitatea modulelor

deducem

|ak,k − λ| ≤
n∑
j=1

j 6=k

|ak,j|
|xj|
|xk|
≤

n∑
j=1

j 6=k

|ak,j| = rk.

Proprietatea 12.1.25 Dacă A ∈Mm,n(C) atunci (Im(A))⊥ = Ker(AH).

Demonstaţie. Dacă y ∈ (Im(A))⊥ atunci < y, z >= 0, ∀z ∈ Im(A), adică
< y,Ax >= 0, ∀x ∈ Cn. Din

0 =< y,Ax >=< AHy, x >, ∀x ∈ Cn

rezultă y ∈ Ker(AH).
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Proprietatea 12.1.26 Dacă A ∈Mm,n(C) atunci Cm = Im(A)⊕Ker(AH).

Proprietatea 12.1.27 Dacă A ∈Mn(R) atunci

dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) = n

Demonstaţie. Fie k = din(Ker(A)). Extindem o bază e1, . . . , ek a lui Ker(A) cu
vectorii liniar independenţi ek+1, . . . , en. Astfel e1, . . . , en formează o bază ı̂n Rn.

Dacă y ∈ Im(A) atunci există x =
∑n

i=1 ciei astfel ı̂ncât

y = A(x) =
n∑
i=1

ciA(ei) =
n∑

i=k+1

ciA(ei).

Prin urmare orice vector din Im(A) se reprezintă ca o combinaţie liniară a vecto-
rilor A(ek+1), . . . , A(en).

A(ek+1), . . . , A(en) sunt liniar independenţi.
Într-adevăr, dacă

∑n
i=k+1 λiA(ei) = 0, atunci

∑n
i=k+1 λiei ∈ Ker(A), deci ex-

istă constantele µ1, . . . , µk astfel ı̂ncât
∑n

i=k+1 λiei =
∑k

j=1 µjej, sau
∑k

j=1 µjej −∑n
i=k+1 λiei = 0, de unde µ1 = . . . = µk = λk+1 = . . . = λn = 0.
Rezultă că A(ek+1), . . . , A(en) formează o bază a subspaţiului liniar Im(A) şi

că dim(Im(A)) = n− k.

Probleme şi teme de seminar

P 12.1 Să se arate că dacă A,B ∈Mn(R) astfel ı̂ncât AB = I atunci BA = I.

P 12.2 Să se arate că dacă A ∈ Mn(R) este o matrice ortogonală atunci |A| =
±1.

P 12.3 Să se arate că dacă A,B ∈Mn(R) sunt matrice ortogonale şi |A| · |B| =
−1 atunci A+B este o matrice singulară.

R. A+B = A(A+B)TB ⇒ |A+B|(1− |A||B|) = 0⇒ |A+B| = 0.

P 12.4 Să se arate că dacă A ∈ Mn(R) = (ai,j)1≤i,j≤n este o matrice strict
superior triunghiulară - (ai,j = 0, i ≥ j) atunci An = 0.

P 12.5 Dacă A ∈Mn(C) satisface egalitatea AH = −A atunci

1. Valorile proprii ale matricei A sunt pur imaginare;
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2. I − A este inversabilă;

3. Q = (I − A)−1(I + A) este o matrice unitară.

R. 1. Fie λ o valoare proprie, Ax = λx. Din egalităţile

< Ax, x > = λ‖x‖2
2

< x,AHx > = < x,−Ax >= −λ‖x‖2
2

rezultă λ+ λ = 0 aducă <λ = 0.
2. Presupunem prin absurd că matricea I − A este singulară. Atunci există

x ∈ Cn, x 6= 0 astfel ı̂ncât (I − A)x = 0 sau Ax = x. Ar urma că 1 este valoare
proprie pentru A, ceea ce nu se poate.

3. Din egalitatea (I − A)(I + A) = (I + A)(I − A), ı̂nmulţind la stâga şi la
dreapta cu (I − A)−1 rezultă (I + A)(I − A)−1 = (I − A)−1(I + A) = Q.

Apoi QH = (I + AH)(I − AH)−1 = (I − A)(I + A)−1.
Rezultă QHQ = (I − A)(I + A)−1(I + A)(I − A)−1 = I.

P 12.6 Fie u, v ∈ Cn şi A = I + uvH .

1. Dacă A este nesingulară aflaţi valoarea lui α astfel ı̂ncât A−1 = I + αuvH .

2. În ce caz matricea A este singulară?

3. În cazul ı̂n care matricea A este singulară calculaţi Ker(A).

R. 1. Au loc egalităţile

(I + uvH)(I + αuvH) = I + uvH + αuvH + αuvHuvH = I + (1 + α + αλ)uvH ,

unde λ = vHu. Pentru λ 6= −1 rezultă α = − 1
1+λ

= − 1
1+vHu

.

2. Pentru vHu = −1 matricea A este singulară: (I + uvH)uvH = 0.
3. Ker(A) = {λu : λ ∈ C}.



Capitolul 13

Rezolvarea sistemelor algebrice
liniare

Considerăm sistemul algebric de m ecuaţii liniare cu necunoscutele
x1, x2, . . . , xn


a1,1 · x1 + a1,2 · x2 + . . . + a1,n · xn = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am,1 · x1 + am,2 · x2 + . . . + am,n · xn = bm

(13.1)

unde ai,j, bi ∈ C, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, · · · , n.
Introducând notaţiile matriceale

A =

 a1,1 . . . a1,n

. . . . . . . . .
am,1 . . . am,n

 x =

 x1
...
xn

 b =

 b1
...
bm


sistemul (13.1) se scrie

A · x = b

În cazul ı̂n care m = n, adică numărul ecuaţiilor coincide cu numărul ne-
cunoscutelor şi dacă matricea sistemului A este nesingulară, atunci soluţia este
x = A−1 · b. Astfel problema inversabilităţii lui A este echivalentă cu rezolvarea
sistemului.

Metodele pentru rezolvarea sistemelor algebrice de ecuaţii liniare se ı̂mpart ı̂n
două clase:

• metode directe;

263
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• metode iterative.

În cele ce urmează vom prezenta metoda Gauss - Jordan din clasa metodelor
directe şi metoda Gauss - Seidel din clasa metodelor iterative.

13.1 Metoda Gauss - Jordan

Sistemului liniar

yi =
n∑
j=1

ai,j · xj i = 1, 2, . . . ,m (13.2)

ı̂l ataşăm tabloul

x1 . . . xj . . . xs . . . xn

y1 a1,1 . . . a1,j . . . a1,s . . . a1,n
...

...
...

...
...

yi ai,1 . . . ai,j . . . ai,s . . . ai,n
...

...
...

...
...

yr ar,1 . . . ar,j . . . ar,s . . . ar,n
...

...
...

...
...

ym am,1 . . . am,j . . . am,s . . . am,n

(13.3)

Să presupunem ar,s 6= 0. Din ecuaţia r a sistemului (13.2) explicităm xs

xs = −ar,1
ar,s
· x1− . . .−

ar,s−1

ar,s
· xs−1 +

yr
ar,s
− ar,s+1

ar,s
· xs+1− . . .−

ar,n
ar,s
· xn . (13.4)

Substituind xs ı̂n celelalte ecuaţii, pentru i 6= r, găsim

yi = (ai,1 −
ai,s · ar,1
ar,s

) · x1 + . . .+ (ai,s−1 −
ai,s · ar,s−1

ar,s
) · xs−1 + (13.5)

+
ai,s
ar,s
· yr + (ai,s+1 −

ai,s · ar,s+1

ar,s
) · xs+1 + . . .+ (ai,n −

ai,s · ar,n
ar,s

) · xn.
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Sistemului format din ecuaţiile (13.4) şi (13.5) ı̂i corespunde tabloul (13.6).

x1 . . . xj . . . yr . . . xn
y1 b1,1 . . . b1,j . . . a1,s

ar,s
. . . b1,n

...
...

...
...

...
yi bi,1 . . . bi,j . . .

ai,s
ar,s

. . . bi,n
...

...
...

...
...

xs −ar,1
ar,s

. . . −ar,j
ar,s

. . . 1
ar,s

. . . −ar,n
ar,s

...
...

...
...

...
ym bm,1 . . . bm,j . . . bm,r . . . bm,n

(13.6)

unde bij =
(ai,j ·ar,s−ai,s·ar,j)

ar,s
, pentru i 6= r şi j 6= s.

Numim pas Jordan cu elementul pivot ar,s 6= 0 următorul ansamblu de operaţii
prin care tabloul (13.3) se transformă ı̂n tabloul (13.6)

1. Se intervertesc yr şi xs;

2. Pe locul elementului pivot se pune 1;

3. Pe coloana elementului pivot elementele tabloului se lasă neschimbate;

4. Pe linia elementului pivot se schimbă semnul elementelor din vechiul tablou;

5. Restul elementelor se calculează cu formula b̃i,j = ai,j · ar,s − ai,s · ar,j.
Această relaţie este cunoscută sub numele de regula dreptunghiului. Ele-
mentul b̃i,j care se calculează are drept corespondent ı̂n tabloul (13.3) pe
ai,j care ı̂mpreună cu elementul pivot ar,s definesc, ca vârfuri diagonal opuse
un dreptunghi. b̃i,j este diferenţa dintre produsele elementelor celor două
diagonale; ı̂ntotdeauna elementul pivot este factor al descăzutului.

6. Se ı̂mpart toate elementele tabloului la elementul pivot.

Aplicăm substituţiile generate de paşii Jordan la rezolvarea sistemului (13.1).
Acestui sistem ı̂i ataşăm tabloul
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[2] [4]
x1 . . . xj . . . xn 1

0 a1,1 . . . a1,j . . . a1,n −b1

[1]
... [3]

...
... [5]

0 ai,1 . . . ai,j . . . ai,n −bi
...

...
...

...
...

0 am,1 . . . am,j . . . am,n −bm

(13.7)

Numerele ı̂ncadrate scot ı̂n evidenţă cinci zone ı̂n tabloul (13.7). Un pas
Jordan efectuat cu un element pivot ales din zona [3] - de exemplu ar,s 6= 0 - are
ca urmare intervertirea unui xr din zona [2] cu un zero din zona [1] şi corespunde
explicitării lui xr din a s -a ecuaţie a sistemului şi substituirii lui ı̂n celelalte
ecuaţii. Astfel, ţinând seama de interpretarea dată tabloului (13.7), obiectivul
urmărit este efectuarea a cât mai mulţi paşi Jordan.

Să presupunem că efectuând r paşi Jordan ajungem la următorul tablou (even-
tual schimbând indicii ecuaţiilor şi ai necunoscutelor)

[2] [4]

0 . . . 0
... xr+1 . . . xn 1

x1 b1,1 . . . b1,r
... b1,r+1 . . . br,n c1

[1]
... [3I ]

...
...

... [3II ]
... [5]

xr br,1 . . . br,r
... br,r+1 . . . br,n cr

. . . . . . . . . . . .
... . . . . . . . . . . . .

0 br+1,1 . . . br+1,r
... 0 . . . 0 cr+1

...
... [3III ]

...
...

... [3IV ]
...

...

0 bm,1 . . . bm,r
... 0 . . . 0 cm

(13.8)

În tabloul (13.8) nu putem alege nici un element pivot ı̂n zona [3IV ]. Din punctul
de vedere al rezolvării sistemului, zona [3IV ] este singura ı̂n care are sens căutarea
unui element pivot.

Ţinând seama de interpretarea dată tabloului, dacă

cr+1 = . . . = cm = 0,

atunci sistemul este compatibil cu soluţia

xi = bir+1 · xr+1 + . . .+ bin · xn , i = 1, 2, . . . , r ;
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iar ı̂n caz contrar sistemul este incompatibil.

Exemplu. Pentru rezolvarea sistemului algebric liniar


x1 + x2 + x3 + x4 = 2

2x1 − x2 + 2x3 − x4 = 1
x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = −1

2x1 + x2 + 4x3 + x4 = 7
3x1 + 2x2 − 2x3 + 2x4 = −5

tablourile corespunzătoare paşilor Jordan sunt

x1 x2 x3 x4 1
0 1 1 1 1 −2
0 2 −1 2 −1 −1
0 1 2 −1 2 1
0 2 1 4 1 −7
0 3 2 −2 2 5

x2 x3 x4 1
x1 −1 −1 −1 2
0 −3→ 1 0 −3→ 1 3→ −1
0 1 −2 1 3
0 −1 2 −1 −3
0 −1 −5 −1 11

x3 x4 1
x1 −1 0 1
x2 0 −1 1
0 −2→ 1 0 4→ −2
0 1 0 −2
0 −5→ 1 0 10→ −2

x4 1
x1 0 −1
x2 −1 1
0 0 0
x3 0 2
0 0 0

Sistemul este compatibil, cu soluţia x1 = −1, x2 = 1− x4, x3 = 2.

Observaţie. Numerele subliniate sunt elementele pivot. Coloanele corespunză-
toare zerourilor din zona [2] se pot omite şi de aceea ele nu apar. Numerele ce
apar ı̂n dreptul săgeţilor reprezintă rezultatul ı̂nmulţirii ecuaţiei corespunzătoare
cu un factor convenabil. Această operaţie simplifică calculele efectuate ”manual”.
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13.2 Inversarea unei matrice

Fie matricea A ∈Mn(C); A = (ai,j)i,j=1,n. Ataşăm matricei A sistemul liniar
y = A · x căruia ı̂i corespunde tabloul:

x1 . . . xj . . . xn
y1 a1,1 . . . a1,j . . . a1,n
...

...
...

...
yi ai,1 . . . ai,j . . . ai,n
...

...
...

...
yn an,1 . . . an,j . . . an,n

(13.9)

Dacă se pot efectua n paşi Jordan care să transforme tabloul (13.9) ı̂n tabloul:

y1 . . . yn
x1 b1,1 . . . b1,n
...

. . .

xn bn,1 . . . bn,n

(13.10)

atunci matricea A este nesingulară şi B = (bi,j)i,j=1,n reprezintă inversa matricei
A.

Exemplu. Pentru inversarea matricei

A =

 2 4 3
0 1 1
2 2 −1


efectuăm paşii Jordan.

x1 x2 x3

y1 2 4 3
y2 0 1 1
y3 2 2 −1

x1 y2 x3

y1 2 4 −1
x2 0 1 −1
y3 2 2 −3

x1 y2 y1

x3 2 4 −1
x2 −2 −3 1
y3 −4 −10 3

y3 y2 y1

x3 −1
2
−1 1

2

x2
1
2

2 −1
2

x1 −1
4
−5

2
3
4
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Rezultă

A−1 =

 3
4
−5

2
−1

4

−1
2

2 1
2

1
2
−1 −1

2

 .

13.3 Factorizarea LU

Fie A ∈ Mn(R). Dacă L este o matrice inferior triunghiulară şi U o matrice
superior triunghiulară astfel ı̂ncât A = LU, atunci această relaţie se numeşte
factorizarea LU (Lower / Upper) a matricei A.

Aplicaţii ale factorizării LU.

• Calculul determinantului:

|A| = |L||U | =
n∏
i=1

Li,i

n∏
i=1

Ui,i.

O matrice este nesingulară dacă toate elementele de pe diagonala matricelor
L,U sunt nenule.

• Rezolvarea sistemului Ax = b. Dacă A = LU atunci rezolvarea sistemului
revine la rezolvarea a două sisteme triunghiulare

Ly = b,

Ux = y.

Algoritmul factorizării LU

Notând prin l1, l2, . . . , ln coloanele matricei L şi prin uT1 ,u
T
2 , . . . ,u

T
n liniile

maticei U factorizarea LU devine

A = LU = [l1 l2 . . . ln]


uT1
uT2
...

uTn

 =
n∑
k=1

lku
T
k . (13.11)
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lk şi uTk au primele k − 1 elemente egale cu 0, prin urmare

lku
T
k =



0
...
0
Lk,k

...
Ln,k


(0 . . . 0 Uk,k . . . Uk,n) =


0 . . . 0 0 . . . 0
... . . .

...
... . . .

...
0 . . . 0 0 . . . 0
0 . . . 0 Lk,kUk,k . . . Lk,kUk,n
... . . .

...
... . . .

...
0 . . . 0 Ln,kUk,k . . . Ln,kUk,n


Astfel ı̂n (13.11) adunarea celui de al k−lea termen nu modifică primele k − 1
linii şi coloane.

Egalitatea (13.11) se poate scrie recursiv

A(0) = A,

A(k) = A(k−1) − lku
T
k , k ∈ {1, . . . , n}. (13.12)

O matrice triunghiulară se numeşte matrice triunghiulară unitate dacă toate
elementele diagonalei principale sunt egale cu 1. Printre factorizările LU se disting

• factorizarea Doolittle, cu matricea inferior tringhiulară unitate;

• factorizarea Crout, cu matricea superior triunghiulară unitate.

Egalitatea (13.11) nu se modifică dacă ı̂nlocuim lk → αklk şi uTk → 1
αk

uTk .
Parametrii αk se aleg ı̂n funcţie de factorizarea dorită.

În cele ce urmează se va considera cazul factorizării LU de tip Doolittle.
Fie A ∈Mn(R), A = (ai,j)1≤i,j≤n. Notăm prin Ak, k ∈ {1, 2, . . . , n} matricele

Ak = (ai,j)1≤i,j≤k =

 a1,1 . . . a1,k

. . . . . . . . .
ak,1 . . . ak,k

 .

Definiţie 13.3.1 Matricea A satisface ipoteza Jm dacă |Ak| 6= 0, ∀k ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Presupunem că are loc ipoteza Jn−1.

Pentru k = 1, A(0) = A, a
(0)
1,1 = a1,1 = |A1| 6= 0. Alegem

uT1 = (a
(0)
1,1 . . . a

(0)
1,n) şi l1 =


1
a
(0)
2,1

a
(0)
1,1

...
a
(0)
n,1

a
(0)
1,1


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Elementele matricei l1u
T
1 situate pe prima linie şi pe prima coloană coincid cu

cele ale matricei A. Prin urmare matricea A(1) are toate elementele de pe prima
linie şi de pe prima coloană egală cu 0. În plus

a
(1)
i,j = a

(0)
i,j −

a
(0)
i,1

a
(0)
1,1

a
(0)
1,j , i = 2, . . . , n; j = 1, . . . , n.

Introducem matricele

Ã(1) = A, Ã(2) =


a

(0)
1,1 a

(0)
1,2 . . . a

(0)
1,n

0 a
(1)
2,2 . . . a

(1)
2,n

...
...

. . .
...

0 a
(1)
n,2 . . . a

(1)
n,n

 .

Matricea Ã(2) se obţine din Ã(1), ı̂nmulţind prima linie cu −a
(0)
2,1

a
(0)
1,1

, . . . ,−a
(0)
n,1

a
(0)
1,1

şi

adunând-o respectiv la liniile 2, . . . , n.

Prin urmare |Ã(2)
k | = |Ak|,∀k ∈ {1, 2, . . . , n}. În particular, pentru k = 2

relaţiile

0 6= |A2| = |Ã(2)
2 | = a

(1)
2,2a

(0)
1,1

implică a
(1)
2,2 6= 0.

Inductiv, presupunem că s-a construit A(k−1) = (a
(k−1)
i,j )1≤i,j≤n şi că a

(k−1)
k,k 6= 0.

Totodată, dacă

Ã(k) =



a
(0)
1,1 a

(0)
1,2 . . . a

(0)
1,k−1 a

(0)
1,k . . . a

(0)
1,n

0 a
(1)
2,2 . . . a

(1)
2,k−1 a

(1)
2,k . . . a

(1)
2,n

...
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 a
(k−1)
k,k . . . a

(k−1)
k,n

...
...

. . .
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0 a
(k−1)
n,k . . . a

(k−1)
n,n


,

atunci |Ã(k)
s | = |As|, ∀s ∈ {1, 2, . . . , n}.
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Alegem

uTk = (0 . . . 0 a
(k−1)
k,k . . . a

(k−1)
k,n ) şi lk =



0
...
0
1

a
(k−1)
k+1,k

a
(k−1)
k,k

...
a
(k−1)
n,k

a
(k−1)
k,k


Astfel Uk,k = a

(k−1)
k,k . În virtutea lui (13.12), A(k) = A(k−1) − lku

T
k . Elementul a

(k)
i,j

este dat de

a
(k)
i,j = a

(k−1)
i,j −

a
(k−1)
i,k

a
(k−1)
k,k

a
(k−1)
k,j =

a
(k−1)
i,j a

(k−1)
k,k − a(k−1)

i,k a
(k−1)
k,j

a
(k−1)
k,k

, (13.13)

adică numărătorul se calculează cu regula dreptunghiului având elementul pivot
a

(k−1)
k,k .

Rămâne de arătat că a
(k)
k+1,k+1 6= 0.

Matricea

Ã(k+1) =



a
(0)
1,1 a

(0)
1,2 . . . a

(0)
1,k−1 a

(0)
1,k a

(0)
1,k+1 . . . a

(0)
1,n

0 a
(1)
2,2 . . . a

(1)
2,k−1 a

(1)
2,k a

(1)
2,k+1 . . . a

(1)
2,n

...
...

...
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0 a
(k−1)
k,k a

(k−1)
k,k+1 . . . a

(k−1)
k,n

0 0 . . . 0 0 a
(k)
k+1,k+1 . . . a

(k)
k+1,n

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 0 a
(k)
n,k+1 . . . a

(k)
n,n


,

se obţine din Ã(k) păstrând primele k linii şi potrivit relaţiei (13.13) liniile i ∈

{k+1, . . . , n} se obţin adunând la acestea linia k ı̂nmulţită ı̂n prealabil cu −a
(k−1)
i,k

a
(k−1)
k,k

.

Din nou
|Ã(k+1)

s | = |Ã(k)
s | = |As|, ∀ s ∈ {1, . . . , n}.

În particular, pentru s = k + 1

0 6= |Ak+1| = |Ã(k+1)
k+1 | =

k+1∏
i=1

a
(i−1)
i,i ,
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deci a
(k)
k+1,k+1 6= 0.

Astfel s-a demonstrat

Teorema 13.3.1 Dacă matricea A ∈Mn(R) satisface ipoteza Jn−1 atunci există
matricea inferior triunghiulară L şi o matrice superior triunghiulară U astfel
ı̂ncât A = LU.

Observaţie 13.3.1

Pentru existenţa factorizării LU, cerinţa ca matricea A să satisfacă ipoteza Jn−1

este esenţială. De acest fapt, ne putem convinge prin următorul exemplu:
Presupunem, prin absurd, existenţa unei factorizări LU pentru(

0 1
1 1

)
=

(
l1,1 0
l2,1 l2,2

) (
u1,1 u1,2

0 u2,2

)
.

Atunci au loc egalităţile contradictorii l1,1u1,1 = 0, l1,1u1,2 = 1, l2,1u1,1 = 1.

Matrice de permutare. Notăm prin Pi,j ∈Mn(R) matricea

Pi,j =



1 0
. . .

1
0 1

. . .

1 0
1

. . .

0 1



← i

← j

↑
i

↑
j

pe care o numim matrice de permutare.
Următoarele proprietăţi se stabilesc prin verificare directă:

1. Dacă A ∈ Mn(R) atunci Pi,jA este matricea care se obţine din A prin
interschimbarea liniilor i şi j.

2. Dacă A ∈ Mn(R) atunci APi,j este matricea care se obţine din A prin
interschimbarea coloanelor i şi j.

3. P 2
i,j = I ⇔ P−1

i,j = Pi,j.
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În lipsa ipotezei Jn−1, la pasul k a construcţiei din demonstrţia Teoremei

13.3.1, nu mai avem asigurată cerinţa a
(k−1)
k,k 6= 0.

Dacă a
(k−1)
k,k = 0 şi există pe coloana k, sub elementul de pe diagonala prin-

cipală un element nenul – fie acesta a
(k−1)
ik,k

– atunci interschimbăm liniile k şi ik.
Relaţia (13.120 devenind

A(k) = PkA
(k−1) − lku

T
k , cu Pk = Pk,ik . (13.14)

Dacă a
(k−1)
k,k = 0 şi sub acest element, pe coloana k, toate elementele sunt nule

atunci alegem

lk = ek, uTk = (0 . . . 0 a
(k−1)
k,k . . . a

(k−1)
k,n ) şi Pk = In,

unde ek este vectorul din baza canonică.
Dacă a

(k−1)
k,k 6= 0 atunci alegem Pk = In.

Din relaţiile (13.14), prin eliminarea elementelor intermediare rezultă

0 = A(n) = (PnPn−1 . . . P1)A− lnu
T
n −

n−1∑
k=1

(PnPn−1 . . . Pk+1)lku
T
k =

= PA−
n∑
k=1

l̃ku
T
k ,

unde l̃n = ln şi l̃k = (PnPn−1 . . . Pk+1)lk, k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Un vector l̃k
are aceaşi formă ca şi vectorul lk, deoarece eventualele permutări au vizat doar
elementele de pe poziţiile k, . . . , n.

Elementele matricelor L şi U se pot păstra ı̂n A, mai precis elementele nenule
ale liniei k din U apar pe linia k a lui A deasupra diagonalei principale, iar coloana
k din L -fără 1 - apare pe coloana k a lui A sub diagonala principală.

Rezultă următorul algoritm:

1. P = In;

2. Pentru k = 1, 2, . . . , n− 1 execută

(a) Dacă ak,k = 0 atunci

• Dacă pe coloana k sub diagonala principală există un element
nenul atunci se schimbă acea linie cu linia k şi P := Pk,ikP (prin
ik s-a notat linia elementului nenul);
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• Dacă pe coloana k sub diagonala principală nu există nici un ele-
ment nenul atunci se continuă cu următorul k;

(b) Elementele liniei k situate pe şi deasupra diagonalei principale se lasă
nemodificate;

(c) Elementele corespunzătoare indicilor i, j ∈ {k+1, . . . , n} se calculează
folosind regula dreptunghiului cu pivotul ak,k, (13.13).

(d) Elementele coloanei k situate sub diagonala principală se ı̂mpart la
ak,k;

Astfel are loc

Teorema 13.3.2 Pentru orice matrica A ∈ Mn(R) există o matrice inferior
triunghiulară L, o matrice superior triunghiulară U şi o matrice P, produs de
matrice de permutare astfel ı̂ncât

PA = LU.

Exemplu. Să se deducă factorizarea LU a matricei

A =


1 2 −1 3 2
2 4 −2 5 1
−1 −2 1 −3 −4
3 6 2 10 7
1 2 4 0 4

 .

Ataşăm matricei A tabloul

1 2 −1 3 2
2 4 −2 5 1
−1 −2 1 −3 −4
3 6 2 10 7
1 2 4 0 4
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Desfăşurarea calculelor este

k = 1 P = I

1 2 −1 3 2

2 | 0 0 −1 −3
−1 | 0 0 0 −2
3 | 0 5 1 1
1 | 0 5 −3 2

k = 2 P = I

k = 3 P = P3,4

1 2 −1 3 2

2 | 0 0 −1 −3

3 0 | 5 1 1
−1 0 | 0 0 −2
1 0 | 5 −3 2

1 2 −1 3 2

2 | 0 0 −1 −3

3 0 | 5 1 1

−1 0 0 | 0 −2
1 0 1 | −4 1

k = 4 P = P4,5P3,4

1 2 −1 3 2

2 | 0 0 −1 −3

3 0 | 5 1 1

1 0 1 | −4 1

−1 0 0 0 | −2

Atunci

L =


1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
3 0 1 0 0
1 0 1 1 0
−1 0 0 0 1

 U =


1 2 −1 3 2
0 0 0 −1 −3
0 0 5 1 1
0 0 0 −4 1
0 0 0 0 −2



P = P4,5P3,4 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0


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13.4 Cazul matricelor simetrice - Factorizarea

Cholesky

Fie A ∈ Mn(R) o matrice simetrică care satisface ipoteza Jn−1. Datorită
simetriei, descompunerea LU poate fi scrisă

A = LDLT = [l1 l2 . . . ln]


D1,1 0 . . . 0

0 D2,2 0
...

. . .
...

0 0 . . . Dn,n




lT1
lT2
...
lTn

 =
n∑
k=1

Dk,klkl
T
k

şi sub forma recursivă

A(0) = A;

A(k) = A(k−1) −Dk,klkl
T
k ,

unde Dk,k = a
(k−1)
k,k .

Cazul matricei simetrice şi strict pozitiv definită

Are loc următoarea proprietate a matricelor strict pozitiv definite

Teorema 13.4.1 Dacă matricea A ∈Mn(R) este strict pozitiv definită atunci ea
satisface ipoteza Jn.

Demonstraţie. Presupunem prin absurd că există k ∈ {1, 2, . . . , n} astfel ı̂ncât

|Ak| = 0. În acest caz există x1 ∈ Rk, x1 6= 0 astfel ı̂ncât Akx1 = 0. Considerând

partiţionarea matricei A =

(
Ak A1,2

A2,1 A2,2

)
şi x =

(
x1

0

)
∈ Rn deducem relaţiile

contradictorii

0 < < Ax, x >=< Akx1, x1 >= 0.

Teorema 13.4.2 O matrice A ∈ Mn(R) simetrică este strict pozitiv definită
dacă şi numai dacă elementele diagonalei matricei D din factorizarea Doolittle
A = LDLT sunt pozitive.

Demonstraţie. Să arătăm că elementele diagonalei matricei D sunt pozitive.

Potrivit factorizării LU de tip Doolittle, matricea L este nesingulară, |L| = 1.
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Pentru orice i ∈ {1, . . . , n} există xi ∈ Rn astfel ı̂ncât LTxi = ei. Dacă D =
diag(D1,1, . . . , Dn,n) atunci

0 < < Axi, xi >=< LDLTxi, xi >=< DLTxi, L
Txi >=< Dei, ei >= Di,i.

Reciproc, presupunem că A = LDLT şi Di,i > 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}. Fie
x ∈ Rn, x 6= 0 şi y = LTx = (yi)1≤i≤n. Atunci y 6= 0 şi

< Ax, x >=< LDLTx, x >=< DLTx, LTx >=< Dy, y >=
n∑
i=1

Di,iy
2
i > 0.

Teorema 13.4.2 oferă un criteriu de verificare a strict pozitiv definirii unei ma-
trice simetrice: se face descompunerea LDLT şi se cercetează semnul elementelor
de pe diagonala matricei D.

În cazul matricelor simetrice şi strict pozitiv definită are loc factorizarea
Cholesky

Teorema 13.4.3 Dacă A ∈ Mn(R) este o matrice simetrică şi strict pozitiv
definită atunci există o matrice inferior triunghiulară K ∈ Mn(R) astfel ı̂ncât
A = KKT .

Demonstraţie. Definim F = diag(
√
D1,1, . . . ,

√
Dn,n) şi K = LF. Deoarece

F 2 = D avem
A = LDLT = LF 2LT = KKT .

13.5 Rezolvarea sistemelor tridiagonale

Numeroase probleme conduc la sisteme algebrice de forma
a1x1 + c1x2 = d1

bixi−1 + aixi + cixi+1 = di, 2 ≤ i ≤ n− 1,
bnxn−1 + anxn = dn

(13.15)

Matricea sistemului
a1 c1 0 0 . . . 0 0 0
b2 a2 c2 0 . . . 0 0 0
0 b3 a3 c3 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . bn−1 an−1 cn−1

0 0 0 0 . . . 0 bn an


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are elementele nunule situate ı̂n imediata vecinătate a diagonalei principale. O
asemenea matrice se numeşte matrice bandă. În cazul de faţă, laţimea benzii
este 3, matricea numindu-se tridiadonală. Indicăm o metodă eficientă relativ
la mecesarul de memorie, pentru rezolvarea sistemului (13.15), numită metoda
dublului parcurs.

Primul parcurs. Din prima ecuaţie a sistemului (13.15), explicitând pe x1

găsim x1 = − c1
a1
x2+ d1

a1
, adică o relaţie de forma x1 = R2x2+S2 cu R2 = − c1

a1
, S2 =

d1
a1
. Presupunând xi−1 = Rixi + Si şi substituind ı̂n a i−a ecuaţie a sistemului

găsim
bi(Rixi + Si) + aixi + cixi+1 = di

de unde rezultă

xi =
−ci

ai + biRi

xi+1 +
di − biSi
ai + biRi

= Ri+1xi+1 + Si+1.

Am dedus relaţiile de recurenţă

Ri+1 =
−ci

ai + biRi

Si+1 =
di − biSi
ai + biRi

i = 2, 3, . . . , n.

Al doilea parcurs. Din relaţiile

xn−1 = Rnxn + Sn
bnxn−1 + anxn = dn

deducem

xn =
dn − bnSn
an + bnRn

,

şi utilizând egalităţile xi−1 = Rixi + Si calculăm succesiv xn−1, xn−2, . . . , x1.

Alt sistem tridiagonal

Fie sistemul
a1 c1 b1

b2 a2 c2

. . . . . . . . .

bn−1 an−1 cn−1

cn bn an




x1

x2
...

xn−1

xn

 =


d1

d2
...

dn−1

dn


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sau 
a1x1 + c1x2 + b1xn = d1

bixi−1 + aixi + cixi+1 = di i = 2, . . . , n− 1
bnxn−1 + anxn + cnx1 = dn

Rescriem prima ecuaţie sub forma

x1 =
d1

a1

− c1

a1

x2 −
b1

a1

xn = R2x2 + S2 +W2xn,

cu R2 = c1
a1
, S2 = d1

a1
, W2 = b1

a1
.

În general
xi−1 = Rixi + Si +Wixn. (13.16)

Introducând această expresie ı̂n a i-a ecuaţie şi explicitând xi se obţine

xi =
−ci

ai + biRi

xi+1 +
di − biSi
ai + biRi

− biWi

ai + biRi

xn = (13.17)

= Ri+1xi+1 + Si+1 +Wi+1xn,

adică Ri+1 = −ci
ai+biRi

, Si+1 = di−biSi
ai+biRi

, Wi+1 = − biWi

ai+biRi
.

Se pot determina coeficienţii Ui, Vi, i ∈ {1, 2, . . . , n} astfel ı̂ncât

xi = Uixn + Vi. (13.18)

Evident Un = 1, Vn = 0. Substituind (13.18) ı̂n (13.16) găsim

xi−1 = (RiUi +Wi)xn +RiVi + Si = Ui−1xn + Vi−1,

cu Ui−1 = RiUi +Wi, Vi−1 = RiVi + Si. Din ultima ecuaţie a sistemului se obţine

xn =
dn − bnVn−1 − cnV1

an + bnUn−1 + cnU1

iar celelalte necunoscute se determină utilizând (13.18).

13.6 Metode iterative

Fie A ∈ Mn(R), A = (ai,j)1≤i,j≤n şi b ∈ Rn, b = (bi)1≤i≤n. Pentru rezolvarea
sistemului algebric de ecuaţii liniare

Ax = b (13.19)
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considerăm clasa de metode iterative

B
uk+1 − uk

τk
+ Auk = b, (13.20)

unde B ∈Mn(R) şi τk ∈ R sunt parametri care definesc metoda iterativă.
Pornind de la un element arbitrar u0 se construieşte un şir (uk)k∈N unde fiecare

element reprezintă o aproximaţie a soluţiei sistemului algebric (13.19) (binêınţeles
dacă această soluţie există). Astfel vorbim de metode iterative de rezolvare a
sistemului algebric (13.19).

Prezintă interes să precizăm condiţiile ı̂n care şirul de aproximaţii
(uk)k∈N converge către soluţia sistemului.

Pentru matricea A introducem notaţiile

D =


a1,1 0

. . .

ai,i
. . .

0 an,n

 ,

A− =


0 0
a2,1 0

...
. . .

... 0
an,1 an,2 . . . an,n−1 0

 , A+ =


0 a1,2 a1,3 . . . a1,n

0 a2,3 . . . a2,n
...

. . .
...

0 an−1,n

0 0

 .

Cazuri particulare.

1. Metoda Jacobi. Dacă ai,i 6= 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n} atunci explicitând
necunoscuta xi din ecuaţia i obţinem

xi = −
n∑
j=1

j 6=i

ai,j
ai,i
· xj +

bi
ai,i

(13.21)

Construim şirul uk = (uk1, . . . , x
k
n) definit prin formulele de recurenţă

uk+1
i = −

n∑
j=1

j 6=i

ai,j
ai,i
· ukj +

bi
ai,i

i ∈ {1, . . . , n}, (13.22)
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k ∈ N, iar prima aproximaţie u0 = (u0
1, . . . , u

0
n) este un element din Rn.

Relaţiile (13.22) se poate scrie sub forma

ai,i(u
k+1
i − uki ) +

n∑
j=1

ai,ju
k
i = bi i ∈ {1, . . . , n}

sau sub forma matriceală

D(uk+1 − uk) + Auk = b. (13.23)

În acest caz B = D şi τk = 1, ∀k ∈ N.

2. Metoda Gauss-Seidel. Relativ la (13.21), construim şirul uk = (uk1, . . . , x
k
n)

definit prin formulele de recurenţă

uk+1
1 = −

n∑
j=2

a1,j

a1,1

· ukj +
b1

a1,1

(13.24)

uk+1
i = −

i−1∑
j=1

ai,j
ai,i
· uk+1

j −
n∑

j=i+1

ai,j
ai,i
· ukj +

bi
ai,i

2 ≤ i ≤ n− 1

uk+1
n = −

n−1∑
j=1

an,j
an,n
· uk+1

j +
bn
an,n

k ∈ N şi u0 ∈ Rn. Formulele de recurenţă se pot rescrie sub forma

i∑
j=1

ai,ju
k+1
j +

n∑
j=i+1

ai,ju
k
j = bi i ∈ {1, . . . , n}

sau sub forma matriceală

(A− +D)uk+1 + A+uk = b,

şi
(A− +D)(uk+1 − uk) + Auk = b. (13.25)

Astfel B = A− +D şi τk = 1 ∀k ∈ N.

3. Metoda relaxării (Succsessive Overrelaxation - SOR). Fie ω ∈ R∗.
Metoda relaxării este dată de

(D + ωA−)
uk+1 − uk

ω
+ Auk = b, (13.26)

adică B = D+ωA−, τk = ω, ∀k ∈ N. Se observă că pentru ω = 1 se obţine
metoda Gauss-Seidel.
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Un rezultat simplu de convergentă valabil ı̂n cazul metodei lui Jacobi şi a
metodei lui Gauss- Seidel este

Teorema 13.6.1 Dacă
∑n

j=1

j 6=i
|ai,j| < |ai,i|, i = 1, 2, . . . , n atunci şirul de apro-

ximaţii (uk)k∈N construit potrivit metodei Jacobi sau metodei Gauss - Seidel con-
verge către soluţia sistemului algebric (13.19).

Demonstraţie. Potrivit Propoziţiei 12.1.15 matricea A este nesingulară, deci
sistemul algebric de ecuaţii liniare (13.20) are o soluţie unică.

Cazul metodei Gauss-Seidel. Cazul metodei Jacobi se tratează asemănător.
Fie x = (x1, . . . , xn) soluţia sistemului (13.19) şi i acel indice pentru care

|uk+1
i − xi| = max

1≤j≤n
|uk+1
j − xj| = ‖uk+1 − x‖∞.

Scăzând relaţia i din (13.24) din relaţia corespunzătoare din
(13.21) obţinem

uk+1
i − xi = −

i−1∑
j=1

ai,j
ai,i

(uk+1
j − xj)−

n∑
j=i+1

ai,j
ai,i

(ukj − xj). (13.27)

Notând

pi =
i−1∑
j=1

|ai,j
ai,i
|, qi =

n∑
j=i+1

|ai,j
ai,i
|

din relaţia (13.27) deducem

|uk+1
i − xi| ≤

i−1∑
j=1

|ai,j
ai,i
| · |uk+1

j − xj|+
n∑

j=i+1

|ai,j
ai,i
| · |ukj − xj| ≤

≤ pi · |uk+1
i − xi|+ qi · max

1≤j≤n
|ukj − xj|.

Atunci
‖uk+1 − x‖∞ = |uk+1

i − xi| ≤
qi

1− pi
‖uk − x‖∞ (13.28)

Fie µ = max{ qj
1−pj : j = 1, 2, . . . , n}. Atunci din ipoteza teoremei rezultă că

0 < µ < 1 şi utilizând succesiv relaţiile de tip (13.28) obţinem:

‖uk − x‖∞ ≤ µ‖uk−1 − x‖∞ ≤ µ2‖uk−2 − x‖∞ ≤ . . . ≤ µn‖u0 − x‖∞.
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Rezultă că:
lim
k→∞
‖uk − x‖∞ = 0,

adică convergenţa şirului (xk)k∈N către soluţia sistemului (13.19).

Stabilim un rezultat de convergenţă ı̂n alte ipoteze.

Teorema 13.6.2 Fie A ∈ Mn(R) o matrice simetrică şi strict pozitiv definită.
Dacă τk = τ > 0, ∀k ∈ N şi B > τ

2
A, atunci şirul de aproximaţii (uk)k∈N

construit prin metoda iterativă (13.20) concerge către soluţia sistemului (13.19).

Demonstraţie. Notăm cu x soluţia sistemului (13.19) şi fie ek = uk−x. Sistemul
(13.19) se poate scrie ca

B
x− x
τ

+ Ax = b. (13.29)

Scăzând (13.29) din (13.20) obţinem

B
ek+1 − ek

τ
+ Aek = 0 ∀k ∈ N. (13.30)

Se verifică uşor egalitatea

2τ <(B − τ

2
A)
ek+1 − ek

τ
,
ek+1 − ek

τ
> +‖ek+1‖2

A = ‖ek‖2
A. (13.31)

Matricea P = B − τ
2
A fiind strict pozitiv definită este tare pozitiv definită, deci

există m > 0 astfel ı̂ncât <Px, x> ≥ m‖x‖2
2, ∀x ∈ Rn. Din (13.31) deducem

‖ek‖2
A − ‖ek+1‖2

A ≥ 2τm‖e
k+1 − ek

τ
‖2

2 = 2τm‖ek+1 − ek‖2
2,

şi ı̂n consecinţă şirul (‖ek‖2
A)k∈N este convergent (fiind descrescător şi mărgint),

de unde
lim
k→∞
‖ek+1 − ek‖2 = 0.

Din (13.30) deducem că

ek = −A−1B
ek+1 − ek

τ
şi apoi

‖ek‖2 ≤
1

|τ |
‖A−1‖2‖B‖2‖ek+1 − ek‖2.

Ultima relaţie implică limk→∞ e
k = 0.

Aplicăm Teorema 13.6.2 ı̂n cazul metodei lui Gauss – Seidel şi a metodei
relaxării.
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Teorema 13.6.3 Dacă A este o matrice simetrică şi strict pozitiv definită atunci
şirul de aproximaţii construit prin metoda Gauss – Seidel (13.24) converge către
soluţia sistemului (13.19).

Demonstraţie. Verificăm condiţia B − τ
2
A > 0.

B − τ

2
A =

1

2
D +

1

2
(A− − A+).

şi atunci

<(B − τ

2
A)y, y>=

1

2
<Dy, y> +

1

2
(<A−y, y> − <A+y, y>).

Deoarece A este simetrică, A− = (A+)T , rezultă că <A−y, y>=<A+y, y> .
Totodată <Dy, y >=

∑n
i=1 ai,iy

2
i . Dacă ei este vectorul canonic având 1 pe

poziţia i şi deoarece A > 0 avem

<Aei, ei>= ai,i > 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Astfel

<(B − τ

2
A)y, y>=

n∑
i=1

ai,iy
2
i > 0, ∀y ∈ Rn\{0}.

Teorema 13.6.4 Dacă ω ∈ (0, 2) şi A este o matrice simetrică şi strict poz-
itiv definită atunci şirul de aproximaţii construit prin metoda relaxării (13.26)
converge către soluţia sistemului (13.19).

Demonstraţie. Utilizând rezultatele din demonstraţia Teoremei 13.6.3, găsim

B − τ

2
A = (1− ω

2
)D +

ω

2
(A− − A+).

de unde

<(B− τ
2
A)y, y>= (1− ω

2
) <Dy, y>= (1− ω

2
)

n∑
i=1

ai,iy
2
i > 0, ∀y ∈ Rn\{0}.

Presupunem că formula de recurenţă pentru rezolvarea sistemului algebric de
ecuaţii liniare (13.19) se scrie sub forma

xk+1 = Hxk + β, (13.32)
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unde H ∈ Mn(R), β ∈ Rn şi că x, soluţia sistemului algebric de ecuaţii liniare,
verifică relaţia

x = Hx+ β. (13.33)

Scăzând relaţiile (13.32) şi (13.33) rezultă

xk+1 − x = H(xk − x),

de unde
xk − x = Hk(x0 − x).

Potrivit Teoremei 15.4.6

lim
k→∞

Hk = 0 ⇔ ρ(H) < 1,

şi ı̂n consecinţă, dacă ρ(H) < 1, atunci limk→∞ x
k = x.

13.7 Metoda gradientului conjugat

Metoda gradientului conjugat se prezintă sub forma unei metode iterative, dar
teoretic, numărul de iteraţii nu depăşeste dimensiunea sistemului. Astfel, această
metodă poate fi denumită ca metodă semi-iterativă.

Fie A ∈Mn(R) o matrice simetrică şi strict pozitiv definită.

Definiţie 13.7.1 Vectorii u1, u2, . . . , un ∈ Rn se numesc A-conjugaţi dacă

< ui, Auj >= δi,j ∀i, j ∈ {1, . . . , n} ⇔ UTAU = In, U = [u1 u2 . . . un].

Dacă vectorii u1, u2, . . . , un ∈ Rn suntA-conjugaţi atunci ei sunt liniar indepen-
denţi.

Teorema 13.7.1 Fie u1, u2, . . . , un ∈ Rn vectori A-conjugaţi. Dacă x0 ∈ Rn şi

xi = xi−1+ < b− Axi−1, ui > ui, i = 1, 2, . . . , n, (13.34)

atunci Axn = b.

Demonstraţie. Notând ti =< b − Axi−1, ui > formula de recurenţă devine
xi = xi−1 + tiu

i, de unde Axi = Axi−1 + tiAu
i şi ı̂n consecinţă

Axi = Ax0 + t1Au
1 + t2Au

2 + . . .+ tiAu
i, i = 1, 2, . . . , n. (13.35)
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Din (13.35) se deduce egalitatea

< Axn − b, ui >=< Ax0 − b, ui > +ti.

Pe de altă parte, utilizând din nou (13.35), au loc egalităţile

ti =< b− Axi−1, ui >=< b− Ax0, ui > −
i−1∑
j=1

tj < Auj, ui >=< b− Ax0, ui >,

sau < Ax0 − b, ui > +ti = 0.
Astfel < Axn − b, ui >= 0,∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, adică Axn = b.

Observaţie 13.7.1 Dacă v1, v2, . . . , vn ∈ Rn\{0} astfel ı̂ncât < vi, Avj >= 0,

pentru i 6= j, atunci vectorii ui = vi√
<vi,Avi>

, i = 1, 2, . . . , n sunt A-congugaţi.

Formula de recurenţă (13.34) devine

xi = xi−1 +
< b− Axi−1, vi >

< vi, Avi >
vi. (13.36)

Observaţie 13.7.2 Dacă f(x) =< Ax, x > −2 < b, x > atunci minimul funcţionalei
ϕ(λ) = f(x+ λv) se obţine pentru λ = <b−Ax,v>

<v,Av>
.

Algoritmul metodei gradientului conjugat pentru rezolvarea unui sistem
algebric de ecuaţii liniare.

Fie x0 ∈ Rn, r0 = v0 = b− Ax0, k = 0

Cât timp vk 6= 0 execută

| tk ← <rk,vk>
<vk,Avk>

| xk+1 ← xk + tkv
k

| rk+1 = b− Axk+1 = rk − tkAvk

| sk ← <rk+1,rk+1>
<rk,rk>

| vk+1 ← rk+1 + skv
k

| k ← k + 1
�



288 CAPITOLUL 13. REZOLVAREA SISTEM. ALGEBRICE LINIARE

Teorema 13.7.2 În algoritmul gradientului congugat pentru rezolvarea unui sis-
tem algebric de ecuaţii liniare, dacă vectorii v0, v1, . . . , vm sunt nenuli, m ≤ n,
atunci au loc relaţiile

(a) < rm, vi >= 0, ∀ i ∈ {0, 1, . . . ,m− 1};
(b) < ri, ri >=< ri, vi > ∀ i ∈ {0, 1, . . . ,m};
(c) < vm, Avi >= 0, ∀ i ∈ {0, 1, . . . ,m− 1};
(d) < rm, ri >= 0, ∀ i ∈ {0, 1, . . . ,m− 1};
(e) ri 6= 0, ∀ i ∈ {0, 1, . . . ,m}.

Demonstraţie. Inducţie după m. Pentru m = 1 avem de verificat:
(a1) < r1, v0 >= 0.
Utilizând definiţia lui r1 şi t0 se găseşte

< r1, v0 >=< r0 − t0Av0, v0 >=< r0, v0 > −t0 < Av0, v0 >= 0. (13.37)

(b1) < r1, r1 >=< r1, v1 > .

Utilizând definiţia lui v1 şi (13.37)

< r1, v1 >=< r1, r1 + s0v
0 >=< r1, r1 > +s0 < r1, v0 >=< r1, r1 > .

(c1) < v1, Av0 >= 0.

Deoarece r1 = r0 − t0Av0 ⇒ Av0 = 1
t0

(r0 − r1), utilizând succesiv definiţia

lui v1 şi cea a lui s0 se obţine

< v1, Av0 >=< r1 + s0v
0,

1

t0
(r0 − r1) >=

=
1

t0
(< r1, r0 > +s0 < v0, r0 > − < r1, r1 > −s0 < v0, r1 >) = 0.

(d1) < r1, r0 >=< r1, v0 >= 0.

(e1) r1 6= 0.

Potrivit ipotezei v1 6= 0, deci < v1, Av
1 > > 0. Utilizând definiţia lui v1

< v1, Av1 >=< r1 + s0v
0, Av1 >=< r1, Av1 >,
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rezultă că r1 6= 0.
În ipoteza ı̂n care proprietăţile (a)-(e) au loc pentru m, justificarea lor pentru

m+ 1 revine la:
(a′) < rm+1, vi >= 0 ∀i ∈ {0, 1, . . . ,m}.

Pentru i ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}, utilizând definiţia lui rm+1 şi ipotezele inducţiei
implică

< rm+1, vi >=< rm, vi > −tm < Avm, vi >= 0.

Pentru i = m, definiţiile lui rm+1 şi tm conduc la

< rm+1, vm >=< rm, vm > −tm < Avm, vm >= 0.

(b′) < rm+1, vm+1 >=< rm+1, rm+1 > .

Utilizând definiţia lui vm+1 se găseşte

< rm+1, vm+1 − rm+1 >= sm < rm+1, vm >= 0.

(c′) < vm+1, Avi >= 0 ∀i ∈ {0, 1, . . . ,m}.

Pentru i ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}, utilizând succesiv definiţia lui vm+1 şi ipoteza
(c) se găseşte

< vm+1, Avi >=< rm+1, Avi > +sm < vm, Avi >=< rm+1, Avi > . (13.38)

Din definiţia lui ri+1 deducem

Avi =
1

ti
(ri − ri+1) =

1

ti
(vi − si−1v

i−1 − vi+1 + siv
i).

Substituind ı̂n (13.38), ı̂n baza lui (a’), rezultă < vm+1, Avi >= 0.
Pentru i = m, procedând analog se găseşte

< vm+1, Avm >=< rm+1, Avm > +sm < vm, Avm >=

=
1

tm
< rm+1, vm − sm−1v

m−1 − vm+1 + smv
m > +sm < vm, Avm > .

In urma lui (a’), rezultă

< vm+1, Avm >= − 1

tm
< rm+1, vm+1 > +sm < vm, Avm >= 0,
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cu definiţiile lui tm şi sm.
(d′) < rm+1, ri >=< rm+1, vi − si−1vi−1 >= 0 ∀i ∈ {0, 1, . . . ,m},
unde s-a aplicat (a’).
(e′) rm+1 6= 0.

Deoarece vm+1 6= 0, < vm+1, Avm+1 > > 0. Cu definiţia lui vm+1

< vm+1, Avm+1 >= rm+1,+smv
m, Avm+1 >=< rm+1, Avm+1 >,

de unde rezultă că rm+1 6= 0.

13.8 Soluţie ı̂n sensul celor mai mici pătrate

Fie A ∈ Mm,n(R), b ∈ Rm şi sistemul algebric de ecuaţii liniare Ax = b. Dacă
b 6∈ Im(A) atunci sistemul este incompatibil.

O soluţie ı̂n sensul celor mai mici pătrate este un element din Rn care mini-
mizează funcţionala J : Rn → R definită prin

J(x) = ‖b− Ax‖2
2. (13.39)

Teorema 13.8.1 Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) x soluţie ı̂n sensul celor mai mici pătrate;

(ii) rezidul r = b−Ax este ortogonal pe subspaţiul Im(A), adică < r, y >= yT r =
0, ∀y ∈ Im(A) ;

(iii) AT (b− Ax) = 0.

Demonstraţie. Dacă y = Az atunci echivalenţa (ii)≡(iii) rezultă din egalităţile

< y, r >=< Az, r >=< z,AT r > .

Pentru orice y ∈ Rm au loc egalităţile

b− Ay = b− Ax+ A(x− y)

şi

J(y) = ‖b− Ax‖2
2 + 2 < b− Ax,A(x− y) > +‖A(x− y)‖2

2 = (13.40)

= J(x) + 2 < AT (b− Ax), x− y > +‖A(x− y)‖2
2.
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(iii)⇒(i) Egalitatea AT (b− Ax) = 0 şi (13.40) conduc la

J(y) = J(x) + ‖A(x− y)‖2
2 ⇒ J(y) ≥ J(x), ∀y ∈ Rn.

(i)⇒(iii) Presupunem prin absurd AT (b−Ax) = z 6= 0. Pentru y = x+ εz, ε > 0
din (13.40) găsim

J(y) = J(x)− 2ε‖z‖2
2 + ε2‖Az‖2

2 = J(x)− ε(2‖z‖2
2 − ε‖Az‖2

2).

Pentru ε suficient de mic se obţine J(y) < J(x), ceea ce contrazice proprietatea
de optimalitate a lui x.

Din Teorema 13.8.1, (iii), soluţia ı̂n sensul celor mai mici pătrate se obţine
din sistemul algebric de ecuaţii liniare

ATAx = AT b.

Sistemul este compatibil deoarece AT b ∈ Im(AT ) = Im(ATA) iar matricea sis-
temului este simetrică şi pozitiv definită.

Din (7.1.1) rezultă

Teorema 13.8.2 Dacă coloanele matricei A sunt liniar independente atunci ma-
tricea ATA este strict pozitiv definită.

Din egalitatea (Im(A))⊥ = Ker(AT ) rezultă Rm = Im(A) + Ker(AT ). Pentru
orice b ∈ Rm are loc descompunerea b = b1 + b2 cu b1 ∈ Im(A) şi b2 ∈ Ker(AT ).
Dacă x∗ ∈ Rn este soluţia ecuaţiei Ax = b1 atunci

AT (Ax∗ − b) = AT (b1 − b) = −AT b2 = 0,

adică x∗ este soluţia sistemului Ax = b ı̂n sensul celor mai mici pătrate.

Sistemul AT (Ax − b) = 0 se poate reduce la un sistem algebric cu matricea
sistemului suoerior triunghilară.

Fie A = QR factorizarea QR a matricei A. Presupunând matricea R ∈Mn(R)
nesingulară, sistemul AT (Ax− b) = 0 devine

AT (Ax− b) = (QR)T (QRx− b) = RT
(
(QTQ)Rx−QT b

)
= RT (Rx−QT b) = 0,

şi ı̂nmulţind la stânga cu R−1 se obţine Rx− QT b = 0, adică un sistem algebric
de ecuaţii liniare cu matrice superior triunghiulară.
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13.9 Numărul de condiţionare al unei matrice

Variaţii mici ale datelor (adică ale termenilor vectorului liber sau ale ele-
mentelor matricei) pot furniza variaţii importante a soluţiei sistemului. Acest
fenomen pune ı̂n evidenţă caracterul instabil al rezolvării unui sistem algebric de
ecuaţii liniare.

Punem ı̂n evidenţă un indicator care influenţează stabilitatea soluţiei unui
sistem algebric de ecuaţii liniare.

Avem nevoie de următoarele rezultate

Teorema 13.9.1 Fie A ∈Mn(R). Dacă ‖A‖ < 1 atunci

1. Matricea In − A este inversabilă;

2. (In − A)−1 = limn→∞(In + A+ A2 + . . .+ An);

3. ‖(In − A)−1‖ ≤ 1
1−‖A‖ .

Teorema 13.9.2 Fie A,B ∈Mn(R). Dacă

(i) matricea A este inversabilă,

(ii) ‖A−B‖ < 1
‖A−1‖

atunci

1. matricea B este inversabilă;

2. ‖B−1‖ ≤ ‖A−1‖
1−‖A−1‖ ‖A−B‖ .

Demonstraţie. Deoarece ‖In−A−1B‖ = ‖A−1(A− b)‖ ≤ ‖A−1|‖ ‖A−B‖ < 1,
din Teorema 13.9.1 rezultă că In − (In − A−1B) = A−1B este inversabilă şi

‖(A−1B)−1‖ ≤ 1

1− ‖A−1‖ ‖A−B‖
.

Atunci (A−1B)−1A−1 = (AA−1B)−1 = B−1,

‖B−1‖ = ‖(A−1B)−1A−1‖ ≤ ‖(A−1B)−1‖ ‖A−1‖ ≤ ‖A−1‖
1− ‖A−1‖ ‖A−B‖

.
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Presupunem că ı̂n locul rezolvării sistemului algebric de ecuaţii liniare Ax = b
se rezolvă sistemul perturbat (A + δA)y = b + δb, unde δA ∈ Mn(R) şi δb ∈ Rn.
Dacă y − x = δx atunci din

(A+ δA)(x+ δx) = b+ δb

deducem

(A+ δA)δx = δb− δAx. (13.41)

Teorema 13.9.3 Dacă A este o matrice inversabilă şi ‖δA‖ < 1
‖A−1‖ atunci

matricea A+ δA este inversabilă şi

‖δx‖
‖x‖

≤ ‖A| ‖A−1‖
1− ‖A−1‖ ‖δA‖

(
‖δA‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖b‖

)
.

Demonstraţie. Dacă B = A + δA atunci ‖B − A‖ < 1
‖A−1‖ . Potrivit Teoremei

13.9.2 matricea A+ δA este inversabilă şi ‖(A+ δA)−1‖ ≤ ‖A−1‖
1−‖A−1‖ ‖δA‖ .

Din (13.41) deducem că δx = (A+ δA)−1(δb− δAx) de unde

‖δx‖ ≤ ‖(A+ δA)−1‖(‖δb‖+ ‖δA‖ ‖x‖) ≤ ‖A−1‖
1− ‖A−1‖ ‖δA‖

(‖δb‖+ ‖δA‖ ‖x‖).

Împăţind prin ‖x‖ şi utilizând inegalitatea ‖b‖ = ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ găsim

‖δx‖
‖x‖

≤ ‖A| ‖A−1‖
1− ‖A−1‖ ‖δA‖

(
‖δA‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖A‖ ‖x‖

)
≤

≤ ‖A| ‖A−1‖
1− ‖A−1‖ ‖δA‖

(
‖δA‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖b‖

)
.

Numărul

ℵ(A) = ||A|| · ||A−1||

influenţează stabilitatea rezolvării unui sistem algebric de ecuaţii liniare A x = b
ı̂n sensul că cu cât ℵ(A) este mai apropiat de 1 cu atât efectul perturbării soluţiei
este mai mic. Numărul ℵ(A) se numeşte număr de condiţionare a matricei A ı̂n
raport cu norma matriceală considerată.
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Probleme şi teme de seminar

P 13.1 Să se determine factorizarea LU (Doolittle) a matricei

A =


10 6 −2 1
10 10 −5 0
−2 2 −2 1
1 3 −2 3

 .

Să se rezolve sistemul Ax = b, bT = (−2, 0, 2, 1).

P 13.2 Să se determine valorile lui λ pentru care matricea

A =


1 1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0
0 1 3 1 0 0
0 0 1 4 1 0
0 0 0 1 5 1
0 0 0 0 1 λ

 .

este strict pozitivă şi să se calculeze factorizarea Cholesky. Să se determine λ
pentru care matricea este singulară.

R. λ = 7
33
.

P 13.3 Să se rezolve sistemele utilizând factorizarea LU

(i) 
5x+ 3y − 11z = 13
4x− 5y + 4z = 18
3x− 13y + 19z = 22

(ii) 
2x− y + 3z + 4t = 5
4x− 2y + 5z + 6t = 7
6x− 3y + 7z + 8t = 9
λx− 4y + 9z + 10t = 11

R.
(i)

L =

 1 0 0
4
5

1 0
3
5

2 1

 U =

 5 3 −11
0 −37

5
64
5

0 0 0


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(ii) Pentru λ 6= 8

L =


1 0 0 0
λ
2

1 0 0
3 0 1 0
2 0 1

2
1

 U =


2 −1 3 4
0 λ−8

2
18−3λ

2
10− 2λ

0 0 −2 −4
0 0 0 0

 P = P2,4.

Pentru λ = 8

L =


1 0 0 0
2 1 0 0
3 0 1 0
4 0 3

2
1

 U =


2 −1 3 4
0 0 −1 −2
0 0 −2 −4
0 0 0 0

 .

P 13.4 Fie H =

(
α γ
0 β

)
∈ M2(R), cu |α|, |β| < 1. Pentru rezolvarea sis-

temului algebric de ecuaţii liniare x = Hx + b, b ∈ R2 se utilizează formula de
recurenţă xk+1 = Hxk + b.

Să se arate că sistemul admite o singură soluţie x şi că limk→∞ x
k = x.

R. Hk =

(
αk γ α

k−βk
α−β

0 βk

)
.

P 13.5 Fie ξ, η, ζ ∈ R, b ∈ R3 şi matricele

A =

 1 1 1
ξ 1 1
η ζ 1

 Λ =

 1 1 1
0 1 1
0 0 1

 .

Pentru rezolvarea sistemului Ax = b se consideră metoda iterativă

Λxk+1 + (A− Λ)xk = b, k ∈ N.

1. Să se determine valorile constantelor ξ, η, ζ pentru care şirul (xk)k∈N con-
verge către soluţia sistemului, pentru orice x0, b ∈ R3.

2. Pentru ξ = η = ζ = −1 să se precizeze un exemplu de neconvergenţă.

3. Să se arate că pentru ξ = ζ = 0 soluţia se obţine ı̂n cel mult două iteraţii.

R.
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1. |A| = (ξ−1)(ζ−1). Formula de recurenţă se poate scrie xk+1 = Hxk+Λ−1b
unde

H =

 ξ 0 0
η − ξ ζ 0
η −ζ 0

 , Λ−1 =

 1 −1 0
0 1 −1
0 0 1

 .

limk→∞H
k = 0 ⇔ ρ(H) < 1 iar ρ(H) = max{|ξ|, |ζ|}.

2. Pentru ξ = η = ζ = −1, H = Ĥ =

 −1 0 0
0 −1 0
1 1 0

 . Se observă H2k =

−H şi H2k+1 = H, de unde neconvergenţa.

3. Pentru ξ = ζ = 0, x = A−1b şi xk+1 = H̃xk + Λ−1b. Atunci x2 = H̃2x0 +
(H̃ + I)Λ−1b. Se verifică faptul că H̃2 = 0 şi (H̃ + I)Λ−1 = A−1.

P 13.6 Să se arate că factorizarea Doolitle A = LU a matricei tridiagonale

A =


a1 c1

b2 a2 c2

. . . . . . . . .

bn−1 an−1 cn−1

bn an


este

L =


1
l2 1

. . . . . .

ln 1

 U =


d1 u1

. . . . . .

dn−1 un−1

dn


cu

ui = ci i ∈ {1, . . . , n− 1}

di =

{
a1 i = 1
ai − liui−1 i ∈ {2, . . . , n}

li =
bi
di−1

i ∈ {2, . . . , n}

Să se deducă formulele pentru rezolvarea sistemului Ax=y.



Capitolul 14

Transformarea Householder

Transformata Householder reprezintă instrumentul cu care se vor obţine rezul-
tatele acestui capitol: descompunerea QR a unei matrice, reducerea la forma
bidiagonală si la forma Hessenberg a unei matrice.

14.1 Transformata Householder

Fie u ∈ Rn, ‖u‖2 =
√

2 şi matricea H = In − uuT .

Teorema 14.1.1 Matricea H este simetrică şi ortogonală.

Demonstaţie. Au loc egalităţile

HT = In − (uuT )T = In − (uT )TuT = In − uuT = H

şi
HTH = H2 = In − 2uuT + (uuT )2 = In − 2uuT + u(uTu)uT = I,

deoarece uTu = ‖u‖2
2 = 2.

Teorema 14.1.2 Fie x = (xi)1≤i≤n ∈ Rn astfel ı̂ncât ‖x‖2 = 1 şi e1 =


1
0
...
0

 ∈
Rn. Dacă u = x±e1√

1±x1
atunci ‖u‖2 =

√
2 şi Hx = ∓e1.

Demonstaţie. Prima egalitate rezultă din

‖u‖2
2 = uTu =

(xT ± eT1 )(x± e1)√
1± x1

=

297
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=
‖x‖2

2 ± (xT e1 + eT1 x) + ‖e1‖2
2√

1± x1

=
2± 2x1√

1± x1

= 2.

Apoi

uTx =
xT ± eT1√

1± x1

x =
‖x‖2

2 ± eT1 x√
1± x1

=
1± x1√
1± x1

=
√

1± x1

şi ı̂n consecinţă

Hx = (In − uuT )x = x− u(uTx) = x−
√

1± x1u = ∓e1.

Pentru x ∈ Rn, ‖x‖2 = 1 şi u = x±e1√
1±x1

notăm Hx = In − uuT . Matricea Hx

este numită matricea transformării Householder asociată vectorului x.
Din teorema anterioară deducem consecinţa

Teorema 14.1.3 Dacă x ∈ Rn, x 6= 0 atunci

H x
‖x‖2

x = ∓‖x‖2e1. (14.1)

Demonstaţie. Dacă z = x
‖x‖2 atunci ‖z‖2 = 1 şi din Teorema 14.1.2 găsim

Hzz = ∓e1, de unde Hzx = ∓‖x‖2e1.

În Teorema 14.1.3 vectorul u ce defineşte matricea Hz va fi u =
x
‖x‖2

+σe1√
1+σ

x1
‖x‖2

iar

σ =

{
1 , dacă x1 ≥ 0
−1 , dacă x1 < 0

.

Relaţia (14.1) devine
H x
‖x‖2

x = −σ‖x‖2e1. (14.2)

Observaţie 14.1.1 Din (14.2) rezultă

xTH x
‖x‖2

= −σ‖x‖2e
T
1 (14.3)

Implementarea transformării Householder Fie H = In − uuT o matrice
Householder şi X = [x1 . . . xk] = (xi,j)1≤i≤n,1≤j≤k ∈ Mn,k(R). Evaluăm numărul
de adunări necesare calculului transformării Householder HX.

Dacă calculăm ı̂n prealabil matricea H = (hi,j)1≤i,j≤n şi apoi produsul HX
atunci sunt necesare n adunări pentru un element al matricei produs

n∑
s=1

hi,sxs,j,

deci un total de n2k adunări.
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Mult mai eficient este următorul mod de efectuare a calculelor. Calculăm ı̂n
prealabil

uTX = uT [x1 . . . xk] = [uTx1 . . . u
Txk] = vT ,

pentru care efectuăm nk adumări, şi apoi

HX = (In − uuT )X = X − u(uTX) = X − uvT =

=

 x1,1 − u1v1 . . . x1,k − u1vk
...

...
xn,1 − u1vk . . . xn,k − unvk


pentru care se mai fac nk adunări. Astfel numărul total al adunărilor este 2nk.

14.2 Descompunerea QR

Stabilim următorul rezultat important

Teorema 14.2.1 Dacă X ∈Mn,k(R), n ≥ k, atunci există o matrice ortogonală
Q ∈Mn(R) şi o matrice superior triunghiulară R ∈Mk(R) astfel ı̂ncât

QTX =

(
R
0

)
}n− k linii.

(14.4)

Demonstaţie. Inducţie matematică după k, numărul coloanelor matricei X.
Pentru k = 1, X = [x1], cu x1 ∈ Rn. Dacă x1 6= 0, utilizând transformarea

Householder are loc egalitatea

H x1
‖x1‖2

x1 = −σ‖x1‖2e1 =


−σ‖x1‖2

0
...
0

 ← n− 1 linii cu 0.

Dacă x1 = 0 atunci Q = In şi R = 0.
Să presupunem ca proprietatea teoremei are loc ı̂n cazul unei matrice cu k−1

coloane. Fie X ∈ Mn,k(R) şi partiţionarea ei X = [x1X2], unde x1 ∈ Rn şi
X2 ∈Mn,k−1(R). Dacă x1 6= 0 şi H1 = H x1

‖x1‖2
atunci

H1X = [H1x1 H1X2] =

(
ρ1,1 rT1,2
0 X2,2

)
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unde ρ1,1 = −σ‖x1‖2, r1,2 ∈ Rk−1, X2,2 ∈ Mn−1,k−1(R). Potrivit ipotezei inducţiei
există o matrice ortogonală Q2 ∈ Mn−1(R) şi o matrice superior triunghiulară

R2 ∈Mk−1(R) astfel ı̂ncât QT
2X2,2 =

(
R2

0

)
}n− k linii.

Atunci

(
1 0
0 QT

2

)
H1X =

(
1 0
0 QT

2

)(
ρ1,1 rT1,2
0 X2,2

)
=

=

(
ρ1,1 rT1,2
0 QT

2X2,2

)
=

 ρ1,1 rT1,2
0 R2

0 0


şi ı̂n consecinţă QT =

(
1 0
0 QT

2

)
şi R =

(
ρ1,1 rT1,2
0 R2

)
.

Relaţia (14.4) se numeşte descompunerea QR a matricei X.

Observaţie 14.2.1 Descompunerea QR este unică abstracţie făcând de semnele
coloanelor lui Q şi ale liniiilor lui R.

Factorizarea QR. Fie X ∈Mn,k(R) şi descompunerea QR

QTX =

(
R
0

)
}n− k linii.

(14.5)

unde Q ∈Mn(R) este o matrice ortogonală iar R ∈Mk(R) este o matrice superior
triunghilară. Partiţionăm matricea Q ı̂n

Q = [ QX︸︷︷︸
k coloane

Q⊥︸︷︷︸
n−k coloane

]

cu QX ∈Mn,k(R), Q⊥ ∈Mn,n−k(R).
Deoarece QTQ = In, ı̂nmulţind (14.5) la stânga cu matricea Q obţinem 1

X = Q

(
R
0

)
= [QX Q⊥]

(
R
0

)
= QXR.

Astfel am dedus

Teorema 14.2.2 Dacă X ∈ Mn,k(R) atunci există o matrice ortogonală QX ∈
Mn,k(R) şi o matrice superior triunghiulară R ∈Mk(R) astfel ı̂ncât

X = QXR. (14.6)

1Dacă A,B ∈Mn(C) astfel ı̂ncât AB = In atunci BA = In.
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Relatia (14.6) se numeşte factorizarea QR a matricei X.

Observaţie 14.2.2

Fie X = [x1 . . . xk] ∈Mn,k(R) şi factorizarea X = QXR cu

QX = [q1 . . . qk] R =


r1,1 r1,2 . . . r1,n

0 r2,2 . . . r2,n
...

...
. . .

...
0 0 . . . rk,k

 .

Egalând coloanele factorizării deducem

x1 = r1,1q1

x2 = r1,2q1 + r2,2q2

...

xk = r1,kq1 + r2,kq2 + . . .+ rk,kqk

de unde span{x1, . . . , xk} = span{q1, . . . , qk}.

Exemplul 14.2.1 Să se calculeze descompunerea QR a matricei

X =

 6 6 1
3 6 1
2 1 1


Dacă X = [x1 x2 x3] atunci

x1 → u1 =
1
7
x1 + e1√

1 + 6
7

=
1√

7 · 13

 13
3
2

 .

H1X = X − u1(uT1X) = X −

 13 14 18
7

3 42
13

54
7·13

2 28
13

36
7·13

 =

 −7 −8 −11
7

0 36
13

37
7·13

0 −15
13

55
7·13

 .

Matricea H1 = I − u1u
T
1 este −6

7
−3

7
−2

7

−3
7

82
7·13

− 6
7·13

−2
7
− 6

7·13
87

7·13

 .
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Pentru

x′2 =

 0
36
13

−15
13

→ u2 =
1
3
x′2 + e2√
1 + 36

13

=
1√
13

 0
5
−1

 .

În final,

H2H1X = H1X−u2u
T
2H1X = H1X−

 0 0 0
0 75

13
50

7·13

0 −15
13
− 10

7·13

 =

 −7 −8 −11
7

0 −3 −1
7

0 0 5
7

 ,

iar

H2 = I − u2u
T
2 =

 1 0 0
0 −12

13
5
13

0 5
13

12
13

 ,

Q = (H2H1)T = H1H2 =
1

7

 −6 2 −3
−3 −6 2
−2 3 6

 .

Construirea unei matrice ortogonală cu prima coloană fixată. Fie u1 ∈

R, ‖u1‖ = 1. Interpretând vectorul x1 ca o matrice n× 1, potrivit descompunerii
QR există o matrice ortogonală Q = [q1 q2 . . . qn] ∈ Mn(R) şi numărul real R
astfel ı̂ncât

QTu1 =


R
0
...
0

 ← n− 1 zerouri
(14.7)

dar

QTu1 =


qT1
qT2
...
qTn

u1

de unde deducem că qTi u1 = 0, pentru i ∈ {2, . . . , n}. Astfel [u1 q2 . . . qn] este
matricea ortogonală dorită.
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14.3 Elemente de teoria celei mai bune

aproximaţii ı̂n Rn

Fie submulţimea Y ⊂ Rn, x ∈ Rn şi ‖ · ‖ o normă ı̂n Rn. Problema celei mai
bune aproximaţii a lui x prin elementele submulţimii Y constă ı̂n determinarea
unui element y0 ∈ Y – binêınţeles dacă el există astfel ı̂ncât

‖y0 − x‖ = inf
y∈Y
‖y − x‖.

În cadrul considerat urmează să precizăm:

• condiţii ı̂n care problema celei mai bune aproximaţii are soluţie;

• condiţii ı̂n care soluţia este unică;

• caracterizare a soluţiei.

Teorema 14.3.1 Problema celei mai bune aproximaţii prin elementele submulţimii
Y ⊂ R are cel puţin o soluţie pentru orice x ∈ R dacă şi numai dacă Y este
ı̂nchisă.

Demonstraţie. Necesitatea. Fie x ∈ Y . Există y0 ∈ Y astfel ı̂ncât

‖y0 − x‖ = inf
y∈Y
‖y − x‖ = 0.

Prin urmare x = y0 ∈ Y, adică Y = Y .
Suficienţa. Fie x ∈ Rn, r > 0 astfel ı̂ncât Y ∩B(x, r) 6= 0, unde B(x, r) = {y ∈

Rn : ‖y − x‖ ≤ r} şi funcţia f : Rn → R definită prin formula f(y) = ‖y − x‖.
Funcţia f fiind continuă, potrivit teoremei lui Weierstass, ı̂şi atinge minimul
pe mulţimea compactă Y ∩ B(x, r), adică există y0 ∈ Y ∩ B(x, r) astfel ı̂ncât
f(y0) ≤ f(y) sau ‖y0 − x‖ ≤ ‖y − x‖, ∀y ∈ Y ∩B(x, r).

Dacă y ∈ Y şi ‖y−x‖r atunci ‖y−x‖ > r ≥ ‖y0−x‖. Astfel y0 este elementul
de cea mai bună aproximaţie a lui x prin elementele mulţimii Y.

În cele ce urmează, norma spaţiului liniar Rn va fi norma euclidiană ‖ · ‖2.

Teorema 14.3.2 Dacă Y ⊂ R este o submulţime convexă atunci pentru orice
x ∈ Rn există cel mult un element de cea mai bună aproximaţie prin elementele
submulţimii Y.
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Demonstraţie. Presupunem prin absurd că există x ∈ Rn pentru care există
cel puţin două elemente diferite y1, y2 ∈ Y de cea mai bună aproximaţie a lui x
prin elementele mulţimii Y :

‖y1 − x‖ = ‖y2 − x‖ = min
y∈Y
‖y − x‖ = d.

Datorită convexităţii y = 1
2
(y1 + y2) ∈ Y şi utilizând egalitatea paralelogramului

deducem

d2 ≤ ‖y − x‖2
2 = ‖1

2
(y1 − x) +

1

2
(y2 − x)‖2

2 =

= 2

[
‖1

2
(y1 − x)‖2

2 + ‖1

2
(y2 − x)‖2

2

]
− ‖1

2
(y1 − x)− 1

2
(y2 − x)‖2

2 =

= d2 − 1

4
‖y1 − y2‖2

2 < d2,

de unde concluzia teoremei.
Au loc următoarele consecinţe:

Teorema 14.3.3 Dacă Y ⊂ R este o submulţime ı̂nchisă şi convexă atunci pen-
tru orice x ∈ Rn există un singur element de cea mai bună aproximaţie prin
elementele submulţimii Y.

Teorema 14.3.4 Dacă Y este un subspaţiu liniar a lui R atunci pentru orice
x ∈ Rn există un singur element de cea mai bună aproximaţie prin elementele
submulţimii Y.

Elementul de cea mai bună aproximaţie se poate caracteriza prin

Teorema 14.3.5 Fie Y o submulţime nevidă, convexă ı̂n Rn şi x ∈ Rn. y0 ∈ Y
este elementul de cea mai bună aproximaţie a lui x prin elementele mulţimii Y
dacă şi numai dacă

< y0 − x, y0 − y >≤ 0 ∀y ∈ Y. (14.8)

Demonstraţie. Necesitatea. Presupunem prin absurd că există y ∈ Y astfel
ı̂ncât < y0 − x, y0 − y > > 0. Fie 0 < λ < min{1, 2<y0−x,y0−y>

‖y0−y‖22
} şi z = λy + (1−

λ)y0 ∈ Y. Atunci deducem

‖z − x‖2
2 = ‖y0 − x+ λ(y − y0)‖2

2 =< y0 − x+ λ(y − y0), y0 − x+ λ(y − y0) >=

= ‖y0 − x‖2
2 + 2λ < y0 − x, y − y0 > +λ2‖y − y0‖2

2 =
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= ‖y0 − x‖2
2 − λ‖y − y0‖2

2(
2 < y0 − x, y0 − y >

‖y0 − y‖2
2

} − λ) < ‖y0 − x‖2
2,

ceea ce contrazice proprietatea de cea mai bună aproximaţie a lui y0.
Suficienţa. Pentru orice y ∈ Y, folosind (14.8) găsim

‖y0 − x‖2
2 =< y0 − x, y0 − x >=< y0 − x, (y0 − y) + (y − x) >=

=< y0 − x, y0 − y > + < y0 − x, y − x >≤< y0 − x, y − x > .

Aplicând inegalitatea Cauchy-Buniakovsky-Schwartz inegalitetea anterioară devine

‖y0 − x‖2
2 ≤ ‖y0 − x‖2‖y − x‖2.

Dacă ‖y0 − x‖2 6= 0 atunci simplificând obţinem ‖y0 − x‖2 ≤ ‖y − x‖2, iar dacă
‖y0 − x‖2 = 0 atunci proprietatea normei implică ‖y0 − x‖2 = 0 ≤ ‖y − x‖2.

Teorema 14.3.6 Fie Y un subspaţiu liniar ı̂n Rn şi x ∈ Rn. y0 ∈ Y este ele-
mentul de cea mai bună aproximaţie a lui x prin elementele subspaţiului Y dacă
şi numai dacă

< y0 − x, y >= 0 ∀y ∈ Y. (14.9)

adică y0 − x ⊥ Y sau y0 − y ∈ Y ⊥.

Demonstraţie. Condiţia (14.8) se poate rescrie sub forma

< y0 − x, y0 >≤< y0 − x, y > ∀y ∈ Y.

Fixând y ∈ Y, pentru orice n ∈ N∗, ±ny ∈ Y şi luând ı̂n inegalitatea anterioară
y = ±ny se obţin

1

n
< y0 − x, y0 > ≤ < y0 − x, y >

− 1

n
< y0 − x, y0 > ≥ < y0 − x, y > .

Pentru n tinzând la infinit, găsim < y0 − x, y >= 0.
Notăm prin PY (x) mulţimea elementelor de cea mai bună aproximaţie a lui x

prin elementele submulţimii Y (PY : X → P(Y )).
Fie x1, x2, . . . , xk ∈ Rn. Definim

Y = span{x1, . . . , xk},
X = [x1 . . . xk] ∈Mn,k(R).



306 CAPITOLUL 14. TRANSFORMAREA HOUSEHOLDER

Fie X = QXR factorizarea QR a matricei X.
Notăm:

P = QXQ
T
X ∈Mn(R),

P⊥ = In − P.

Teorema 14.3.7 Au loc relaţiile:

1. Px ∈ Y ∀x ∈ Rn;
2. Px = x ⇔ x ∈ Y ;
3. P 2x = Px ∀x ∈ Rn;
4. Px = 0 ⇔ x ∈ Y ⊥;
5. PY (x) = Px. ∀x ∈ Rn.

Demonstraţie. Presupunem că QX = [q1 . . . qk] şi Y = span{q1, . . . , qk}.
1. Fie x ∈ Rn. Concluzia rezultă din

Px = QXQ
T
Xx = [q1 . . . qk]

 qT1
...
qTk

x = [q1 . . . qk]

 qT1 x
...

qTk x

 =
k∑
j=1

(qTj x)qj ∈ Y.

(14.10)
2. Dacă x ∈ Y atunci există numerele reale c1, . . . , ck astfel ı̂ncât

x =
k∑
j=1

cjxj ⇔ x = Xc, c =

 c1
...
ck

 .

Atunci
Px = QXQ

T
XXc = QX(QT

XQX)Rc = QXRc = Xc = x.

4. Dacă x ∈ Y ⊥ atunci qTj x = 0, ∀j ∈ {1, . . . , k} şi din (14.10) rezultă că
Px = 0.

Reciproc, din Px = 0 =
∑k

j=1(qTj x)qj, deducem că qTj x = 0, ∀j ∈ {1, . . . , k}
sau QT

Xx = 0, adică x ∈ Y ⊥.
5. Pentru a arăta că Px este elementul de cea mai bună aproximaţie a lui x

prin elementele subspaţiului Y este suficient să verificăm condiţia

x− Px ∈ Y ⊥ ⇔ P (x− Px) = 0.

Referitor la P⊥ din Teorema 14.3.7 rezultă
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Teorema 14.3.8 Au loc afirmaţiile

1. P⊥x ∈ Y ⊥ ∀x ∈ Rn;
2. P⊥x = 0 ⇔ x ∈ Y ;
3. P⊥x = x ⇔ x ∈ Y ⊥;

Demonstraţie. 1. Observăm că P P⊥ = P (In − P ) = 0.

Observaţie 14.3.1 Din egalitatea In = P + P⊥, pentru orice x ∈ Rn deducem

x = Px+ P⊥x;

‖x‖2
2 = ‖Px‖2

2 + ‖P⊥x‖2
2

Observaţie 14.3.2 Dacă QTX =

(
R
0

)
este descompunerea QR a matricei X

şi partiţionăm Q = [ QX︸︷︷︸
k coloane

Q⊥︸︷︷︸
n−k coloane

] atunci P⊥ = Q⊥Q
T
⊥.

In = QQT = [QX Q⊥]

[
QT
X

QT
⊥

]
= QXQ

T
X +Q⊥Q

T
⊥ = P +Q⊥Q

T
⊥.

Exemplul 14.3.1 Dacă x1 = (6, 3, 2)T , x2 = (6, 6, 1)T atunci subspaţiul generat
de vectorii x1, x2 este planul π : 3x− 2y − 6z = 0. Să se calculeze distanţa de la
punctul A(1, 2, 1) la planul π şi proiecţia punctului A pe planul π.

Din egalitatea x1 × x2 = −3(3~ı − 2~ − 6~k) rezultă că subspaţiul generat de
x1, x2 este planul π.

Fie X = [x1x2] =

 6 6
3 6
2 1

 . Matricea QX din factorizarea QR a matricei

X = QXR este (Exemplul 14.2.1) QX = 1
7

 −6 2
−3 −6
−2 3

 . Matricea de proiecţie

este P = QXQ
T
X = 1

49

 40 6 18
6 45 −12
18 −1213

 . Dacă x = (1, 1, 1)T atunci

Px =
1

7

 10
12
1

 , ‖x = Px‖ = 1.
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Fie Y ∈ Rn o submulţime convexă şi ı̂nchisă. În acest caz PY este o funcţie
PY : Rn → Rn care asociază oricărui element x ∈ Rn elementul de cea mai bună
aproximaţie din Y

‖PY (x)− x‖ = min
y∈Y
‖y − x‖.

Potrivit Teoremei 14.3.5 < PY (x)− x, PY (x)− y >≤ 0, ∀y ∈ Y.

Teorema 14.3.9 Dacă Y este o submulţime convexă şi ı̂nchisă din Rn atunci
funcţia PY este lipschitziană, mai precis

‖PY (x1)− PY (x2)‖ ≤ ‖x1 − x2‖.

Demonstraţie. Au loc relaţiile

< PY (x1)− x1, PY (x1)− PY (x2) > ≤ 0 (14.11)

< PY (x2)− x2, PY (x2)− PY (x1) > ≤ 0 (14.12)

Au loc egalităţile

‖PY (x1)− PY (x2)‖2 =< PY (x1)− PY (x2), PY (x1)− PY (x2) >=

=< PY (x1), PY (x1)− PY (x2) > + < PY (x2), PY (x2)− PY (x1) >=

=< PY (x1)− x1, PY (x1)− PY (x2) > + < x1, PY (x1)− PY (x2) > +

+ < PY (x2)− x2, PY (x2)− PY (x1) > + < x2, PY (x2)− PY (x1) > .

Ţinând seama de (14.11) şi (14.12) deducem

‖PY (x1)−PY (x2)‖2 ≤< x1−x2, PY (x1)−PY (x2) >≤ ‖x1−x2‖ ‖PY (x1)−PY (x2)‖.

Dacă PY (x1) 6= PY (x2) atunci ‖PY (x1)− PY (x2)‖ ≤ ‖x1 − x2‖.

14.4 Metoda celor mai mici pătrate

Dându-se perechile de puncte (xi, yi) ∈ R2, i ∈ {1, 2, . . . , n} se cere deter-
minarea funcţiei F (x, c1, . . . , cm) =

∑m
k=1 ckϕk(x), unde constantele c1, . . . , cm

sunt alese astfel ı̂nât sa minimizeze funcţionala

Φ(λ1, . . . , λm) =
n∑
i=1

[F (xi, λ1, . . . , λm)− yi)2. (14.13)
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S-a arătat ı̂n §7.1 că dacă

U =

 ϕ1(x1) . . . ϕ1(xn)
...

...
ϕm(x1) . . . ϕm(xn)

 y =

 y1
...
yn

 c =

 c1
...
cm


atunci c este soluţia sistemului algebric de ecuaţii liniare

UUT c = Uy. (14.14)

În cele ce urmează vom regăsi (14.14) pe o altă cale, vom calcula apriori val-
oarea funcţionalei (14.13) şi vom obţine o altă formă a sistemului (14.14), ı̂n care
matricea sistemului este superior triunghiulară.

Introducem notaţiile

vi =

 ϕi(x1)
...
ϕi(xn)

 ∈ Rn, i ∈ {1, . . . ,m},

Y = span{v1, . . . , vm} X = [v1 . . . vm] = UT .

Dacă λ =

 λ1
...
λm

 atunci funcţionala (14.13) se scrie

Φ(λ) = ‖y −Xλ‖2
2, (14.15)

a cărei minimizare revine la cea mai bună aproximare a lui y prin elementele
subspaţiului Y.

Fie QTX =

[
R
0

]
descompunerea QR a matricei X, partiţionarea Q =

[ QX︸︷︷︸
m coloane

Q⊥︸︷︷︸
n−n coloane

] şi operatorii liniari (matricele)

P = QXQ
T
X

P⊥ = In − P = Q⊥Q
T
⊥.

Are loc egalitatea X = QXR (14.6). Atunci, utilizând rezultatele Teoremelor
14.3.7 şi 14.3.8, găsim

‖y−Xλ‖2
2 = ‖P (y−Xλ)‖2

2 +‖P⊥(y−Xλ)‖2
2 = ‖Py−Xλ)‖2

2 +‖P⊥y‖2
2. (14.16)
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Elementul de cea mai bunua aproximaţie y0 = Xλ a lui y prin elementele
subspaţiului Y trebuie să satisfacă ecuaţia (pentru minimizarea funcţionalei (14.16)

Xλ = Py (14.17)

ı̂n care caz, valoarea funcţionalei obiectiv va fi

‖P⊥y‖2
2 = ‖Q⊥QT

⊥y‖2
2 = ‖QT

⊥y‖2
2.

Înmulţind (14.17) cu XT găsim

XTXλ = XTPy = (QXR)TQXQ
T
Xy = RTQT

Xy = XTy,

adică UUTλ = Uy.
Altfel, ı̂nmulţind (14.17) cu QT

X găsim

QT
XQXRλ = QT

XQXQ
T
Xy,

de unde Rλ = QT
Xy. Algoritmul determinării lui c costră din

1. Se formează matricea X;

2. Se determină factorizarea QR a matricei X, X = QXR;

3. Se rezolvă sistemul Rc = QT
Xy.

14.5 Bidiagonalizarea unei matrice

O altă aplicaţie a transformăii Householder este posibilitatea bidiagonalizării
unei matrice ı̂n sensul

Teorema 14.5.1 Dacă A ∈ Mn(R) atunci există matricele ortogonale U, V ∈
A ∈Mn(R) astfel ı̂ncât V TAU este o matrice bidiagonală.

Demonstraţie. Indicăm un algoritm prin care se construiesc matricele ortogo-
nale U şi V care reduc matricea A la o matrice bidiagonală.

Succesiv, pentru k = 1, 2, . . . , n − 1 ı̂nmulţim la stânga şi apoi la dreapta cu
transformarea Householder care anulează elementele situate sub elementul de pe
poziţia (k, k) şi respectiv la dreapta elementului de pe poziţia (k, k + 1).
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Pentru simplitate presupunem A ∈M4(R), ı̂n reprezentarea lui Wilkinson

A =


× × × ×
× × × ×
× × × ×
× × × ×

 .

Evoluţia calculelor ı̂n acest caz este
k = 1

H
(1)
4 A =


× × × ×
0 × × ×
0 × × ×
0 × × ×

 , H
(1)
4 A

(
I1

H
(1)
3

)
=


× × 0 0
0 × × ×
0 × × ×
0 × × ×

 .

Indicele superior corespunde pasului k iar indicele inderior indică dimensiunea
matricei.
k = 2 (

I1

H
(2)
3

)
H

(1)
4 A =


× × 0 0
0 × × ×
0 0 × ×
0 0 × ×

 ,

(
I1

H
(2)
3

)
H

(1)
4 A

(
I1

H
(1)
3

)(
I2

H
(2)
2

)
=


× × 0 0
0 × × 0
0 0 × ×
0 0 × ×

 .

k = 3

(
I2

H
(3)
2

)(
I1

H
(2)
3

)
H

(1)
4 A

(
I1

H
(1)
3

)(
I2

H
(2)
2

)
=


× × 0 0
0 × × 0
0 0 × ×
0 0 0 ×

 .

Astfel

UT =

(
I2

H
(3)
2

)(
I1

H
(2)
3

)
H

(1)
4

şi

V =

(
I1

H
(1)
3

)(
I2

H
(2)
2

)
.

Observaţie 14.5.1

Prima coloană a matricei V este e1.
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14.6 Reducerea unei matrice

la forma Hessenberg

În mod asemănător demonstrăm

Teorema 14.6.1 Dacă A ∈Mn(R) atunci există o matrice ortogonală Q ∈ A ∈
Mn(R) astfel ı̂ncât QTAQ este o matrice Hessenberg.

Demonstraţie. Utilizând transformata Householder indicăm un algoritm prin
care se construieşte matricea ortogonală Q şi care reduce matricea A la o matrice
Hessenberg.

Succesiv, pentru k = 1, 2, . . . , n− 2 ı̂nmulţim la stânga şi la dreapta cu trans-
formarea Householder care anulează elementele coloanei k cuprinse ı̂ntre liniile
k + 2 şi n.

Pentru simplitate presupunem A ∈M4(R), ı̂n reprezentarea lui Wilkinson

A =


× × × ×
× × × ×
× × × ×
× × × ×

 .

Evoluţia calculelor ı̂n acest caz este

k = 1 (
I1

H
(1)
3

)
A

(
I1

H
(1)
3

)
=


× × × ×
× × × ×
0 × × ×
0 × × ×

 .

k = 2

(
I2

H
(2)
2

)(
I1

H
(1)
3

)
A

(
I1

H
(1)
3

)(
I2

H
(2)
2

)
=


× × × ×
× × × ×
0 × × ×
0 0 × ×

 .

În consecinţă Q =

(
I2

H
(2)
2

)(
I1

H
(1)
3

)
.
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Probleme şi teme de seminar

P 14.1 Să se determine descompunerea / factorizarea QR a metricelor

(i)

 4 5 2
3 0 3
0 4 6

 (ii)

 2 1 3
1 3 1
2 8 5

 (iii)


3 4 7 −2
5 4 9 3
1 −1 0 3
1 −1 0 0



R. (i)

Q =

 4
5

9
25
−12

25
3
5
−12

25
16
25

0 4
5

3
5

 R =

 5 4 17
5

0 5 102
25

0 0 114
25


(ii)

Q =

 −2
3

11
15

2
15

−1
3
− 2

15
−14

15

−2
3
−2

3
1
3

 R =

 −3 −7 −17
3

0 −5 −19
15

0 0 17
15


(iii)

Q =


−1

2
−5

6
−1

6
−1

6
1
2
− 1

18
−11

18
−11

18
1
2
− 7

18
13
18
− 5

18
1
2
− 7

18
− 5

18
13
18

 R =


−6 −5 −11 −2

0 3 3 −3
0 0 0 0
0 0 0 −3


P 14.2 Să se arate că o matrice Q ∈ Mn(C) triunghilară şi unitară este diago-
nală.

R. Dacă matricea Q este inferior triunghilară Q = [q1 q2 . . . qn], cu qi =
(0 . . . 0 qi,i . . . qn,i)

T atunci pentru i ∈ {1, . . . , n− 1}, 0 = qHn qi = qn,nqn,i, de unde
rezultă că qn,i = 0, ∀i ∈ {1, . . . , n− 1}.

La fel, din 0 = qHn−1qi = qn−1,n−1qn−1,i, i ∈ {1, . . . , n− 2}, deci qn−1,i = 0,∀i ∈
{1, . . . , n− 2}; etc.

P 14.3 Să se arate că subspaţiul liniar generat de vectorii xT1 = (6, 3, 2), xT2 =
(6, 6, 1) este planul π : 3x − 2y − 6z = 0. Să se determine proiecţia punctului
A(1, 2, 1) pe planul π şi distanţa de la punctul A la planul π.
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R. Fie xT = (1, 2, 1).

P = QXQ
T
X =

1

7

 40 6 18
6 45 −12
18 −12 13

 Px =
1

7

 10
12
1

 ‖x− Px‖2 = 1.

P 14.4 Dacă Y este un subspaţiu liniar ı̂n Rn atunci

Rn = Y ⊕ Y ⊥.

R. Fie x ∈ Rn şi y ∈ Y elemetul de cea mai bună aproximaţie lui x prin elementele
mulţimii Y. Atunci z = x− y ∈ Y ⊥.

Proprietatea 14.6.1 Dacă A ∈Mm,n(R) atunci

Rm = Im(A)⊕Ker(AT ). (14.18)

R. Se aplică 14.4 şi 12.1.25.



Capitolul 15

Calculul numeric al valorilor şi
vectorilor proprii

15.1 Forma normală Schur

Rezultatul principal al capitolului este teorema lui Schur potrivit căreia orice
matrice A ∈ Mm(C) este similară cu o matrice superior triunghiulară. Obli-
gatoriu, această matrice are pe diagonală valorile proprii ale matricei iniţiale.
Aceasta matrice superior triunghiulară este forma normală Schur a matricei A.
Scopul algoritmului QR va fi tocmai reducerea unei matrice la forma sa normală
Schur.

Teorema 15.1.1 (Schur) Dacă A ∈Mn(C) atunci există o matrice unitară U ∈
Mn(C) astfel ı̂ncât UHAU = T, unde T este o matrice superior triunghiulară
având pe diagonală valorile proprii ale lui A, care pot apărea ı̂n orice ordine.

Demonstraţie. Inducţie după n, dimensiunea matricei. Pentru n = 1, matricea
A = (a) are valoarea proprie a şi pentru U = (1) are loc egalitatea UHAU =
(a) = T.

Să presupunem proprietatea adevărată ı̂n cazul matricelor de ordin n− 1. Fie
A ∈Mn(C) având perechea proprie (λ1, v1), cu ‖v1‖2 = 1.

Există o matrice unitară Q având v1 pe prima coloană. Dacă Q = [v1 V2]
atunci

QHAQ =

(
vH1
V H

2

)
A [v1 V2] =

(
vH1 Av1 vH1 AV2

V H
2 Av1 V H

2 AV2

)
=

=

(
λ1 vH1 AV2

0 V H
2 AV2

)
=

(
λ1 hH1
0 B

)
,

315
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unde h1 ∈ Cn−1 şi B ∈Mn−1(C).
Potrivit iporezei inducţiei există o matrice unitară W ∈Mn−1(C) astfel ı̂ncât

WHBW = S este o matrice superior triunghiulară având pe diagonală valorile
proprii ale lui B. Valorile proprii ale lui B sunt totodată şi valorile proprii ale
matricei A. Într-adevăr, deoarece A şi QHAQ sunt matrice similare, avem

|λIn − A| =
∣∣∣∣ λ− λ1 −hH1

0 λIn−1 −B

∣∣∣∣ = (λ− λ1)|λIn−1 −B|.

Dacă U = [v1 V2W ] atunci

UHAU =

(
vH1

WHV H
2

)
A[v1 V2W ] =

(
vH1 Av1 vH1 AV2W

WHV H
2 Av1 WHV H

2 AV2W

)
=

=

(
λ1 hH1 W
0 S

)
= T.

Observaţie 15.1.1

Prima coloană a matricei U este vectorul propriu v1 ce corespunde valorii proprii
λ1 situată ı̂n colţul nord-vest al matricei T. Reamintim că această pereche proprie
a fost aleasă ı̂n mod arbitrar.

Pentru o matrice reală are loc următoarea versiune a teoremei 15.1.1.

Teorema 15.1.2 Dacă A ∈ Mn(R) atunci există o matrice ortogonală U ∈
Mn(R) astfel ı̂ncât

UTAU =


T1,1 T1,2 . . . T1,k

T2,2 . . . T2,k

. . .
...

Tk,k

 ,

unde Ti,i este un bloc de dimensiune 1 conţinând o valoare proprie reală sau
un bloc de dimensiune 2 corespunzând unei perechi de valori proprii complex
conjugate.

Demonstraţie. Procedăm recursiv, deosebind cazul unei perechi propri reală de
una complexă.

Cazul unei perechi proprii reale (λ, x) ∈ R×Rn. Presupunem ‖x‖2 = 1. Există
o matrice ortogonală V având x drept prima coloană V = [x, Ṽ ], Ṽ ∈Mn,n−1(R).
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Au loc egalităţile

V TAV =

(
xT

Ṽ T

)
=

(
λ xTAṼ

0 Ṽ AṼ

)
def
=

(
λ mT

0 B

)
(15.1)

Cazul unei perechi proprii complexe (α+ iβ, x+ iy) ∈ C×Cn, α, β ∈ R, x, y ∈

Rn. Notând M =

(
α β
−β α

)
egalitatea A(x+ iy) = (α + iβ)(x+ iy) se scrie

A[x y] = [x y]M. (15.2)

Fie

V T [x y] =

(
R
0

)
(15.3)

descompunerea QR a matricei [x y] ∈Mn,2(R), R ∈M2(R).
Partiţionând matricea V = [ V1︸︷︷︸

2 col

V2︸︷︷︸
n−2 col

], din (15.3) găsim

[x y] = V

(
R
0

)
= [V1 V2]

(
R
0

)
= V1R. (15.4)

Egalitatea (15.2) devine
AV1R = V1RM. (15.5)

Vectorii x, y ∈ Rn sunt liniar independenţi. Vectorii proprii u
def
= x+ iy, v

def
=

x − iy corespunzând valorilor proprii distincte α + iβ şi respectiv α − iβ sunt
liniar independenţi. Egalitatea ax+ by = 0 implică

a
u+ v

2
+ b

u− v
2i

=
a− ib

2
u+

a+ ib

2
v = 0,

de unde rezultă a± ib = 0, sau a = b = 0.
Matricea R este inversabilă. Notând pentru moment V1 = [v1 v2] şi R =(
p r
q t

)
din (15.4) găsim

x = pv1 + qv2

y = rv1 + tv2.

Presupunând prin absurd det(R) = 0 ⇔ pt − qr = 0, din egalităţile anterioare
deducem

tx− qy = (tp− qr)v1 = 0.
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Prin urmare t = q = 0. Analog, rz−py = 0 implică p = r = 0, de unde x = y = 0,
cea ce este imposibil. Astfel relaţia (15.5) devine AV1 = V1RMR−1 = V1S.
Matricea S = RMR−1 are aceleaşi valori proprii ca matricea M, adică α± iβ.

La fel ca şi ı̂n cazul real, calculăm

V TAV =

(
V T

1

V T
2

)
A[V1 V2] =

(
V T

1

V T
2

)
[AV1 AV2] = (15.6)

=

(
V T

1

V T
2

)
[V1S AV2] =

(
S V T

1 AV2

0 V T
2 AV2

)
def
=

(
S C
0 B

)
Pornind de la (15.1) sau (15.6) raţionamentul se reia pentru matricea B.

15.2 Diagonalizarea unei matrice

Din teorema 15.1.1 se deduce imediat următorul rezultat privind reducerea
unei matrice la o forma diagonală

Teorema 15.2.1 Dacă A ∈ Mm(C) este o matrice hermitiană atunci există o
matrice unitară U ∈Mm(C) astfel ı̂ncât UHAU este o matrice diagonală, având
pe diagonală valorile proprii ale matricei A, ce apar ı̂ntr-o ordine neprecizată.

Demonstraţie. Potrivit Teoremei 15.1.1 există matricea unitară U ∈ Mm(C)
astfel ı̂ncât T = UHAU este o matrice superior triunghiulară având pe diagonală
valorile proprii ale matricei A, ı̂ntr-o ordine neprecizată. Deoarece TH = T,
matricea T este o matrice diagonală.

Demonstraţia rezultatului de diagonalizare a unei matrice oarecare face apel
la ecuaţia matriceală Sylvester:

Dându-se matricele B ∈ Mn−s(C), C ∈ Ms(C) şi H ∈ Mn−s,s(C) să se deter-
mine matricea X ∈Mn−s,s(C) astfel ı̂ncât

BX −XC +H = 0. (15.7)

Un caz ı̂n care putem rezolva ecuaţia matriceală a lui Sylvester este

Teorema 15.2.2 Dacă

1. C este o matrice superior triunghiulară;

2. elementele situate pe diagonala principală a matricei C nu sunt valori pro-
prii ale matricei B
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atunci ecuaţia matriceala Sylvester (15.7) are soluţie unică.

Demonstraţie. Indicăm o metodă de rezolvare a ecuaţiei (15.7). Dacă punem ı̂n
evidenţă matricea C, coloanele matricelor X = [x1 x2 . . . xs] şi H = [h1 h2 . . . hs]
atunci ecuaţia (15.7) devine

B[x1 x2 . . . xs]− [x1 x2 . . . xs]


c1,1 c1,2 . . . c1,s

0 c2,2 . . . c2,s
...

. . .
...

0 0 . . . cs,s

 = −[h1 h2 . . . hs],

echivalent cu şirul de sisteme algebrice de ecuaţii liniare

(B − c1,1In−s)x1 = −h1

(B − c2,2In−s)x2 = −h2 + c1,2x1

...

(B − cs,sIn−s)xs = −hs + c1,sx1 + c2,sx2 + . . .+ cs−1,sxs−1.

Ipoteza teoremei implică |B − ci,iIn−s| 6= 0, ∀ i = 1, 2, . . . , s, adică oricare din
sistemele algebrice de ecuaţii liniare de mai sus au soluţie unică.

În cazul unei matrice oarecare are loc următorul rezultat de diagonalizare

Teorema 15.2.3 Dacă A ∈Mm(C) are valorile proprii distincte două câte două
λ1, . . . , λk atunci există o matrice nesingulară X ∈Mn(C) astfel ı̂ncât

X−1AX =


T1,1 T1,2 . . . T1,k

T2,2 . . . T2,k

. . .
...

Tk,k

 ,

unde Tj,j este o matrice superior triunghiulară având λi pe diagonală, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Demonstraţie. Potrivit teoremei (15.1.1) există o matrice unitară U ∈ Mn(C)
astfel ı̂ncât

UHAU = T =


T1,1 T1,2 . . . T1,k

T2,2 . . . T2,k

. . .
...

Tk,k

 , (15.8)
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unde Tj,j este o matrice superior triunghiulară având pe diagonală aceaşi valoare
proprie λj.

Matricea X se construieşte recursiv. Rescriem matricea T sub forma

T =

(
B H
0 C

)
şi alegem la primul pas B = T1,1 şi X = U. Presupunem B ∈Mn−s(C), C ∈Ms(C)
şi H ∈Mn−s,s(C). Matricea C este superior triunghiulară iar elementele ei de pe
diagonala principală nu sunt valori proprii ale matricei B.

Există o matrice P ∈Mn−s,s(C) astfel ı̂ncât(
I −P
0 I

)(
B H
0 C

)(
I P
0 I

)
=

(
B 0
0 C

)
. (15.9)

Într-adevăr, deoarece(
I −P
0 I

)(
B H
0 C

)(
I P
0 I

)
=

(
B BP − PC +H
0 C

)
.

relaţia (15.9) revine la ecuaţia matriceală Sylvester BP −PC+H = 0. Totodată(
I P
0 I

)−1

=

(
I −P
0 I

)
. Relaţia (15.9) devine

(
I P
0 I

)−1

X−1AX

(
I P
0 I

)
=

(
B 0
0 C

)
,

deciX :=

(
I P
0 I

)
U. În continuare se reia procedeul de mai sus pentru matricea

C.

Observaţie 15.2.1 Prima coloană a matricei U este un vector propriu core-
spunzător valorii proprii din colţul nord - vest al matricei T. Matricea X păstrează
nealterată această coloană.

15.3 Descompunerea valorii singulare

Teorema 15.3.1 Dacă X ∈ Mn,k(C), n ≥ k atunci există matricele ortogonale
U ∈Mn(C) şi V ∈Mk(C) astfel ı̂ncât

UHXV =

(
Σ
0

)
, (15.10)

unde Σ = diag(σ1, . . . , σk), σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ,≥ σk.
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Demonstraţie. Matricea XHX ∈ Mk(C) este hermitiană şi pozitivă. Potrivit
Teoremei de diagonalizare 15.2.1 există matricea ortogonală V ∈ Mk(C) astfel
ı̂ncât

V HXHXV =

 λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λk

 def
= Σ, (15.11)

unde λ1, . . . , λk sunt valorile proprii nenegative ale matricei XHX, apărând ı̂ntr-o
ordine neprecizată.

Fie λi = σ2
i , i ∈ {1, . . . , k}. Presupunând că

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0 = σr+1 = . . . = σk, (r ≤ k).

definim

Σ1 = diag(σ1, . . . , σr) =

 σ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . σr

 .

Astfel

Σ =

(
Σ1 0
0 0

)
r

k − r
r k − r

, Σ2 =

(
Σ2

1 0
0 0

)
=

 λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λk

 .

Partiţionăm matricea V ı̂n [V1 V2], cu r şi respectiv k − r coloane.
Egalitatea (15.11) se rescrie ı̂n

V HXHXV =

[
V H

1

V H
2

]
XHX[V1 V2] = (15.12)

=

(
V H

1 XHXV1 V H
1 XHXV2

V H
2 XHXV1 V H

2 XHXV2

)
=

(
Σ2

1 0
0 0

)
.

Aşadar V H
2 XHXV2 = 0 şi V H

1 XHXV1 = Σ2
1.

Dacă punem ı̂n evidenţă coloanele matricei XV2 = [q1 . . . qk−r], atunci din
egalitatea

V H
2 XHXV2 =

 qH1
...

qk−r

 [q1 . . . qk−r] =

 ‖q1‖2
2 . . . qH1 qk−r

...
. . .

...
qHk−rq1 . . . ‖qk−r‖2

2

 = 0

deducem q1 = . . . = qk−r = 0, adică XV2 = 0.
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Definim U1 = XV1Σ−1 ∈Mn,r(C). Deoarece

UH
1 U1 = Σ−1V H

1 XHXV1Σ−1 = I,

matricea U1 este ortogonală. Din definiţia matricei U1 găsim Σ1 = UH
1 XV1. Fie

U o matrice ortogonală ale cărei prime r coloane coincid cu U1, U = [u1 U2]
(justificaţi existenţa matricei U !).

Atunci

UHXV =

[
UH

1

UH
2

]
X[V1 V2] =

[
UH

1 XV1 UH
1 XV2

UH
2 XV1 UH

2 XV2

]
=

=

(
Σ1 0
0 0

)
=

 σ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . σk

 .

Teorema 15.3.2 Utilizând notaţiile Teoremei 15.3.1 vectorii proprii matricelor
XXH şi XHX sunt vi şi respectiv ui cu valorile proprii σ2

i , i ∈ {1, 2, . . . , r} :

XXHvi = σ2
i vi, XHXui = σ2

i ui.

Demonstraţie. Punem ı̂n evidenţă coloanele matricelor U şi V :

U = [u1 . . . un] V = [v1 . . . vk].

Din 15.10 rezultă

XV = U

(
Σ1 0
0 0

)
, UHX =

(
Σ1 0
0 0

)
V H .

de unde, pentru i ∈ {1, . . . , r}

Xvi = σiui şi XHui = σivi.

Combinând aceste egalităţi rezultă

XHXvi = σiX
Hui = σ2

i vi,

şi

XXHui = σiXHvi = σ2
i ui.



15.4. RAZA SPECTRALĂ A UNEI MATRICE 323

15.4 Raza spectrală a unei matrice

Studiem proprietăţi legate de raza spectrală a unei matrice A ∈Mm(R).
Pentru orice normă de matrice are loc

Teorema 15.4.1 Are loc inegalitatea ρ(A) ≤ ‖A‖, care poate fi şi strictă.

Demonstraţie. Fie (λ, x) o pereche proprie a matricei A. Din relaţiile

|λ| ‖x‖ = ‖λx‖ = ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖

rezultă |λ| ≤ ‖A‖, de unde ρ(A) ≤ ‖A‖.

Matricea nenulă

(
0 1
0 0

)
are singura valoare proprie λ = 0, deci ρ(A) = 0 <

‖A‖.

Teorema 15.4.2 Dacă A ∈Mm(C) atunci ‖A‖2 =
√
ρ(AHA).

Demonstraţie. Matricea AHA este hermitiană şi pozitivă. Dacă (λ, x) este o
pereche proprie matricei AHA, atunci găsim

‖Ax‖2
2 =< Ax,Ax >=< AHAx, x >=< λx, x >= λ‖x‖2

2

şi ı̂n consecinţă λ ≥ 0.
Notăm prin λ0 rază spectrală a matricei AHA. Potrivit Teoremei 15.2.1 ex-

istă o matrice unitară Q ∈ Mn(C) astfel ı̂ncât QHAHAQ = D este o matrice
diagonală, având pe diagonală valorile proprii ale matricei AHA. Dacă

D =

 λ1 0
. . .

0 λn

 , x ∈ Cn, QHx = y =

 y1
...
yn


atunci au loc egalităţile

‖Ax‖2
2 =< Ax,Ax >=< x,AHAx >=< QQHx,AHAx >=

=< QHx,QHAHAx >=< y,QHAHAQy >=< y,Dy >=
n∑
j=1

λj|yi|2.

Potrivit definiţiei lui λ0, din egalitatea de mai sus rezultă

‖Ax‖2
2 ≤ λ0

n∑
j=1

|yi|2 = λ0‖y‖2
2 = λ0‖Qy‖2

2 = λ0‖x‖2
2,
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sau ‖Ax‖2 ≤
√
λ0‖x‖2.

În consecinţă
‖A‖2 ≤

√
λ0. (15.13)

Dacă x0 este un vector propriu corespunzător valorii proprii λ0, A
HAx0 =

λ0x0, atunci

‖Ax0‖2
2 =< Ax0, Ax0 >=< x0, A

HAx0 >=< x0, λ0x0 >= λ0‖x0‖2
2

sau ‖Ax0‖2 =
√
λ0‖x0‖2. Apoi

√
λ0‖x0‖2 = ‖Ax0‖2 ≤ ‖A‖2‖x0‖2, de unde√
λ0 ≤ ‖A‖2. (15.14)

Din (15.13) şi (15.14) rezultă egalitatea cerută.
În cazul unei matrice simetrice, din teorema anterioară deducem

Teorema 15.4.3 Dacă A ∈ Mm(R) este o matrice simetrică atunci ‖A‖2 =
ρ(A).

Demonstraţie. Într-adevăr, au loc relaţiile

‖A‖2 =
√
ρ(ATA) =

√
ρ(A2) =

√
[ρ(A)]2 = ρ(A).

În vederea determinării condiţiei ı̂n care, pentru o matrice A ∈ Mn(C), are
loc limk→∞A

k = 0 stabilim

Teorema 15.4.4 Pentru orice matrice A ∈Mn(C) şi orice ε > 0 există o normă
‖ · ‖A,ε astfel ı̂ncât ‖A‖A,ε ≤ ρ(A) + ε.

Demonstraţie. Potrivit Teoremei 15.1.1 există o matrice unitară U ∈ Mn(C)
astfel ı̂ncât

UHAU = T =


t1,1 t1,2 . . . t1,n
0 t2,2 . . . t2,n
...

...
. . .

...
0 0 . . . tn,n

 = Λ + S,

unde

Λ =


t1,1 0 . . . 0
0 t2,2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . tn,n

 , S =


0 t1,2 . . . t1,n
0 0 . . . t2,n
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 .
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Deoarece matricele A şi T sunt similare, ele au aceleaşi valori propri. În consecinţă
ρ(A) = ρ(T ) = ρ(Λ).

Fie 0 < η < 1 şi Dη =


1 0 . . . 0
0 η . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . ηn−1

 . Din egalitatea

D−1
η SDη =


0 η t1,2 η2 t1,3 . . . ηn−1 t1,n
0 0 η t2,3 . . . ηn−2 t2,n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . η tn−1,n

0 0 0 . . . 0


găsim

‖D−1
η SDη‖∞ = max

1≤i≤n−1

n∑
j=i+1

|ηj−iti,j| ≤ η
n∑

j=i+1

|ti,j| = η‖S‖∞

În continuare

‖D−1
η TDη‖∞ = ‖D−1

η ΛDη +D−1
η SDη‖∞ = ‖Λ +D−1

η SDη‖∞ ≤

≤ ‖Λ‖+ ‖D−1
η SDη‖∞ ≤ ρ(A) + η‖S‖∞.

Presupunem că η satisface ı̂n plus condiţia η‖S‖∞ < ε.
Pentru orice matrice B ∈Mn(C) definim ‖B‖A,ε = ‖D−1

η UHBUDη‖∞.
Atunci

‖A‖A,ε = ‖D−1
η UHAUDη‖∞ = ‖D−1

η TDη‖∞ ≤ ρ(A) + η‖S‖∞ < ρ(A) + ε.

Teorema 15.4.5 Pentru orice normă matriceală ‖ · ‖, orice matrice A ∈Mn(C)
şi orice ε > 0 există un număr τ > 0 astfel ı̂ncât

ρk(A) ≤ ‖Ak‖ ≤ τ [ρ(A) + ε]k.

Demonstraţie. Deoarece ı̂n spaţii liniare finit dimensionale, oricare două norme
sunt echivalente, există τ > 0 astfel ı̂ncât

‖B‖ ≤ τ‖B‖A,ε, ∀B ∈Mn(C),
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unde ‖ · ‖ este o normă de matrice iar ‖ · ‖A,ε este norma introdusă de Teorema
15.4.4.

În concluzie

ρk(A) = ρ(Ak) ≤ ‖Ak‖ ≤ τ‖Ak‖A,ε ≤ τ‖A‖kA,ε < τ [ρ(A) + ε]k.

Din teorema anterioară rezultă imediat

Teorema 15.4.6 Fie A ∈Mn(C). Are loc echivalenţa

lim
k→∞

Ak = 0⇔ ρ(A) < 1.

Teorema 15.4.7 Oricare ar fi norma matriceală ‖ · ‖ are loc relaţia

ρ(A) = lim
k→∞
‖Ak‖

1
k . (15.15)

Demonstraţie. Din ρk(A) = ρ(Ak) ≤ ‖Ak‖ rezultă ρ(A) ≤ ‖Ak‖ 1
k . Fie ε > 0 şi

matricea B = 1
ρ(A)+ε

A. Dacă Bx = λx atunci (ρ(A) + ε)λ este valoare proprie a
matricei A. Astfel

ρ(A) = (ρ(A) + ε)ρ(B) ⇔ ρ(B) =
ρ(A)

ρ(A) + ε
< 1,

şi deci limk→∞B
k = 0.

Există k0 ∈ N astfel ı̂ncât, pentru k > k0,

‖Bk‖ < 1 ⇔ ‖Ak‖ < (ρ(A) + ε)k.

Din inegalităţile ρ(A) ≤ ‖Ak‖ 1
k < ρ(A) + ε, k > k0, rezultă limk→∞ ‖Ak‖

1
k =

ρ(A)

15.5 Metoda puterii

O matrice A ∈Mn(C) este cu valoare proprie dominantă dacă valorile proprii
– eventual renotate – satisfac inegalităţile

|λ1| > |λ2| ≥ . . . ≥ |λn|.

În cazul unei matrice cu valoare proprie dominantă, metoda puterii determină
valoarea proprie dominantă ı̂mpreună cu un vector propriu corespunzător.
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Fie u0 ∈ Cn. Metoda puterii constă ı̂n construirea şirurilor (uk)k∈N şi (λk1)k∈N
definite prin formulele

uk+1 = σkAuk, (15.16)

unde (σk)k∈N este un şir numeric fixat apriori, şi respectiv

λk1 =
< Auk, uk >

‖uk‖2
2.

(15.17)

Teorema 15.5.1 Au loc formulele

uk = σk−1σk−2 . . . σ0A
ku0, (15.18)

λk1 =
< Ak+1u0, A

ku0 >

‖Aku0‖2
2

. (15.19)

Demonstraţie. Formula (15.18) se demonstrează prin inducţie matematică, iar
(15.19) rezultă din (15.17) şi (15.18)

λk1 =
< σk−1σk−2 . . . σ0A

k+1u0, σk−1σk−2 . . . σ0A
ku0 >

‖σk−1σk−2 . . . σ0Aku0‖2
2

=
< Ak+1u0, A

ku0 >

‖Aku0‖2
2

.

Uzual, se alege σk = 1
‖Auk‖2,

ı̂n care caz uk = Aku0
‖Aku0‖2 .

Rezultatele de convergenţă ale metodei puterii sunt

Teorema 15.5.2 Fie A ∈ Mn(C) o matrice nedefectivă şi cu valoare proprie
dominantă având valorile proprii |λ1| > |λ2| ≥ . . . ≥ |λn| cu vectorii proprii
corespunzători x1, x2, . . . , xn, ce formează o bază ı̂n Cn. Dacă u0 =

∑n
i=1 cixi, cu

c1 6= 0, atunci şirul (λk1)k∈N construit prin formula (15.17) converge către λ1.

15.6 Algoritmul QR

Algoritmul QR reduce o matrice la forma normală Schur. Cele două ma-
trice fiind similare, elementele de pe diagonala formei normale Schur sunt valorile
proprii ale matricei.

Fie A ∈Mn(C). Ideea algoritmului este: dacă λ ∈ C şi q ∈ Cn sunt o valoare
proprie, respectiv un vector propriu la stânga ale matricei A, ‖q‖2 = 1, qHA =
λqH , atunci există o matrice unitară Q, având q pe ultima coloană, Q = (Q∗, q),
pentru care

QHAQ =

(
QH
∗
qH

)
A(Q∗, q) =

(
QH
∗ AQ∗ Q∗Aq
qHAQ∗ qHAq

)
=

(
QH
∗ AQ∗ Q∗Aq

0 λ

)
.
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În felul acesta s-a zerorizat ultima coloană până la elementul diagonal, poziţie pe
care este valoarea proprie λ.

Problema legată de această schemă este aceea că nu se cunoaşte q.
Totodată se doreşte ca, ı̂n forma normală Schur, valorile proprii să apară ı̂n

ordine descrescătoare a modulului. Astfel pe poziţia (n, n) se va afla o valoare
proprie de modul minim, sau de modul maxim pentru matricea A−1 (̂ın cazul
inversabilităţii acesteia).1

Pentru determinarea lui q se va efectua o iteraţie cu metoda puterii aplicată
matricei (A− kIn)−1, aproximaţia iniţială fiind (u0 :=)en. Astfel

qH =
eTn (A− kIn)−1

‖eTn (A− kIn)−1‖2.
(15.20)

k este un parametru ales astfel ı̂ncât matricea A− kIn să fie inversabilă.
Matricea unitară Q, având q pe ultima coloană, se determină din factorizarea

QR a matricei A− kIn = QR. Pentru a justifica acest fapt, deducem egalităţile

eTnR = eTn


r1,1 r1,2 . . . r1,n

0 r2,2 . . . r2,n
...

. . .
...

0 0 . . . rn,n

 = rn,ne
T
n ,

QH = R(A− kIn)−1,

q = Qen.

Atunci, utilizând aceste relaţii, avem

qH = eTnQ
H = eTnR(A− kIn)−1 = rn,ne

T
n (A− kIn)−1. (15.21)

Deorece ‖q‖2 = ‖qH‖2 = 1, din egalitatea anterioră deducem că rn,n = 1
‖eTn (A−kIn)−1‖2.

Substituind ı̂n (15.21) se regăseşte (15.20), adică Q este matricea dorită.
Produsul QHAQ rezultă din

RQ = QH(A− kIn)Q = QHAQ− kIn ⇒ QHAQ = RQ+ kIn.

Includem aceste calcule ı̂ntr-un şir de aproximaţii Aj+1 = QH
j AjQj cu A0 = A.

Algoritmul pentru calculul lui Aj+1 este:

P1 Se alege kj astfel ı̂ncât matricea Aj − kjIn să fie inversabilă;

1Pentru o matrice inversabilă, valorile proprii ale inversei sunt inversele valorilor proprii ale
matricei.
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P2 Se calculează factorizarea QR: Aj − kjIn = QjRj;

P3 Aj+1 = RjQj + kjIn.

Pentru stabilirea unui rezultat de convergenţă omitem pentru moment indicele
j de iteraţie. Să presupunem

Aj = A =

(
B h
gH µ

)
Aj+1 = Â =

(
B̂ ĥ
ĝH µ̂

)
.

şi

Aj − kjIn = A− kIn =

(
B − kIn−1 h

gH µ− k

)
= (15.22)

=

(
P f
eH π

)(
S r
0 ρ

)
= QR,

Aj+1 − kjIn = Â− kIn = RQ =

(
S r
0 ρ

)(
P f
eH π

)
. (15.23)

Deoarece Q este o matrice pătrată ortogonală, din egalităţile

‖f‖2
2 + |π|2 = ‖eH‖2

2 + |π|2 = 1

deducem ‖f‖2 = ‖e‖2 şi |π| ≤ 1.
În ipoteza

∃S−1 şi ‖S−1‖2 ≤ σ (15.24)

din expresia blocului sud-vest a produsului QR (15.22) gH = eHS rezultă

‖eH‖2 = ‖gHS−1‖2 ≤ ‖gH‖2‖S−1‖2 ≤ σ‖gH‖2

sau

‖e‖2 ≤ σ‖g‖2. (15.25)

Egalând expresiile situate ı̂n colţurile sud-est ale egalităţii QH(A− kIn) = R,
ce rezultă din (15.22), găsim

fHh+ π̄(µ− k) = ρ,

de unde

|ρ| ≤ ‖fH‖2‖h‖2 + |π̄||µ− k| ≤ σ‖g‖2‖h‖2 + |µ− k|. (15.26)
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Egalăm expresiile situate ı̂n colţul sud-vest a egalităţii (15.23) şi găsim ĝH =
ρeH , din care rezultă

‖ĝ‖2 = ‖ĝH‖2 = |ρ|‖eH‖2 ≤ (σ‖g‖2‖h‖2 + |µ− k|)σ‖g‖2 =

= σ2‖g‖2
2‖h‖+ σ‖g‖2|µ− k|,

după ce am utilizat pe rând (15.26) şi (15.25).

Revenind la indici de iteraţie, inegalitatea anterioară se scrie

‖gj+1‖2 ≤ σ2
j‖gj‖2

2‖hj‖+ σj‖gj‖2|µj − kj|. (15.27)

Întărind ipoteza (15.24) are loc următorul rezultat de convergenţă

Teorema 15.6.1 Dacă

kj = µj, ‖S−1
j ‖2 ≤ σ, ‖hj‖2 ≤ η, ∀j ∈ N,

∃j0 ∈ N astfel ı̂ncât σ2η‖gj0‖2 < 1

atunci limj→∞ gj = 0.

Demonstraţie. În ipotezele teoremei, inegalitatea (15.27) devine

‖gj+1‖2 ≤ σ2η‖gj‖2
2. (15.28)

Prin inducţie matematică arătăm

‖gj0+k‖2 ≤ (σ2η‖gj0‖2)k‖gj0‖2, ∀k ∈ N∗.

Pentru k = 1, din (15.28) avem

‖gj0+1‖2 ≤ σ2η‖gj0‖2
2 = (σ2η‖gj0‖2)‖gj0‖.

Dacă ‖gj0+k−1‖2 ≤ (σ2η‖gj0‖2)k−1‖gj0‖2 ≤ ‖gj0‖2 atunci

‖gj0+k‖2 ≤ σ2η‖gj0+k−1‖2
2 ≤ σ2η‖gj0‖2‖gj0+k−1‖2 ≤ (σ2η‖gj0‖2)k‖gj0‖2.

Din inegalitatea demonstrată urmează imediat limj→∞ gj = 0.
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Rădăcinile unui polinom ca

valorile proprii ale unei matrice

Putem determina rădăcinile polinomului P (x) = xn+a1x
n−1 +. . .+an−1x+an

calculând valorile proprii ale matricei

A =



−a1 −a2 −a3 . . . −an−1 −an
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 1 0


(15.29)

Polinomul caracteristic ataşat matricei A este

f(λ) = |λIn − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ a1 a2 a3 . . . an−1 an
−1 λ 0 . . . 0 0
0 −1 λ . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 0 . . . λ 0
0 0 0 . . . −1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Succesiv, ı̂nmulţim coloanele 1, 2, . . . , n−1 cu λ şi ı̂l adunăm la coloana alăturată
din dreapta. În final obţinem

f(λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣
λ + a1 λ2 + a1λ + a2 λ3 + a1λ

2 + a2λ + a3 . . . λn−1 + a1λ
n−2 + . . . + an−2λ + an−1 P (λ)

−1 0 0 . . . 0 0
0 −1 0 . . . 0 0

.

.

.
. . .

.

.

.
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . −1 0

∣∣∣∣∣∣∣ .
Dezvoltând acest determinant după ultima coloană găsim f(λ) = P (λ).
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Probleme şi teme de seminar

P 15.1 Să se arate că polinomul caracteristic al unei matrice triunghiulare si-
metrice

T =



a1 b1 0 . . . 0 0 0
b1 a2 b2 . . . 0 0 0
0 b2 a3 . . . 0 0 0

...
. . . . . . . . .

...

0 0 0 . . . bn−2 an−1 bn−1

0 0 0 . . . bn−1 an bn


este f(λ) = fn(λ) unde (fk(λ))0≤k≤n este definit prin formula de recurenţă

fk(λ) =


1 pentru k = 0
λ− a1 pentru k = 1
(λ− ak)fk−1(λ)− b2

k−1fk−2(λ) pentru k ∈ {2, . . . , n}

Utilizând acest rezultat să se dezvolte o metodă pentru calculul polinomului
caracteristic al unei matrice simetrice.

Indicaţie. Se aduce matricea simetrică la forma Hessenberg.



Capitolul 16

Descompunerea valorii singulare
(DVS)

16.1 Descompunerea valorii singulare

Teorema 16.1.1 Dacă X ∈Mn,k(C), n ≥ k atunci există matricele unitare U ∈
Mn(C) şi V ∈Mk(C) astfel ı̂ncât

UHXV =

(
Σ
0

)
, (16.1)

unde Σ = diag(σ1, . . . , σk), σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ,≥ σk.

Numerele σi se numesc valori propri ale matricei X iar coloanele matricelor U
şi V se numesc vectori singulari la stânga şi respectiv la dreapta ale matricei X.

Prezentăm două demonstraţii ale acestui rezultat.

Demonstraţia 1. Notăm prin r indicele pentru care

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0 = σr+1 = . . . = σk.

Distingem două cazuri.
Cazul X = 0. În acest caz U = In, V = Ik, Σ = 0, r = 0.
Cazul X 6= 0. Sfera unitate ı̂n Ck fiind compactă, există v1 ∈ Ck astfel ı̂ncât

‖X‖2 = sup
‖v‖2=1

‖Xv‖2 = ‖Xv1‖2.

Fie u1 = Xv1
‖X‖2 ∈ Cn. Există matricele unitare U1 ∈ Mn(C) şi V1 ∈ Mk(C) având

pe prima coloană vectorii u1 şi respectiv v1 :

U1 = [u1 Ũ1] V1 = [v1 Ṽ1].

333
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Definim

Σ(1) = UH
1 XV1 =

[
uH1
ŨH

1

]
X[v1 Ṽ1] =

(
uH1 Xv1 uH1 XṼ1

ŨH
1 Xv1 ŨH

1 XṼ1

)
. (16.2)

Atunci

uH1 Xv1 = uH1 ‖X‖2u1 = ‖X‖2
def
= σ1,

ŨH
1 Xv1 = ‖X‖2Ũ

H
1 u1 = 0.

Notând uH1 XṼ1 = wH şi ŨH
1 XṼ1 = B expresia matricei Σ(1) devine

Σ(1) =

(
σ1 wH

0 B1

)
.

Înmulţirea matricei X la stânga şi la dreapta cu câte a matrice unitară
păstrează norma euclidiană (Propoziţia 12.1.7)

‖Σ(1)‖2 = ‖X‖2 = σ1.

Apoi

‖Σ(1)

(
σ1

w

)
‖2

2 = ‖
(
σ2

1 + wHw
B1w

)
‖2

2 = (σ2
1 +wHw)2 + ‖B1w‖2

2 ≥ (σ2
1 + ‖w‖2

2)2.

Pe de altă parte

‖Σ(1)

(
σ1

w

)
‖2

2 ≤ ‖Σ(1)‖2
2 ‖
(
σ2

1 + wHw
B1w

)
‖2

2 = σ2
1(σ2

1 + ‖w‖2
2).

Prin urmare (σ2
1 + ‖w‖2

2)2 ≤ σ2
1(σ2

1 + ‖w‖2
2) sau σ2

1 + ‖w‖2
2 ≤ σ2

1, adică ‖w‖2 =
0⇔ w = 0. Astfel

Σ(1) =

(
σ1 0
0 B1

)
.

Să presupunem că s-au efectuat j − 1 paşi:

Σ(j−1) = UH
j−1 . . . U

H
1 XV1 . . . Vj−1 =

(
Σ

(j−1)
1 0
0 Bj−1

)
,

unde Σ1 = diag(σ1, . . . , σj−1), iar σ1 ≥ . . . ≥ σj−1 > 0.
Reluăm procedura de mai sus.
Dacă Bj−1 = 0 atunci r = j − 1.
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DacăBj−1 6= 0 atunci există matricele unitare Ũj ∈Mn−j+1(C), Ṽj ∈Mk−j+1(C)
astfel ı̂ncât

ŨH
j Bj−1Ṽj =

(
σj 0
0 Bj

)
unde σj = ‖Bj−1‖2 > 0 şi Bj ∈Mn−j,k−j(C). Definim

Uj =

(
Ij−1 0

0 Ũj

)
∈Mn(C) Vj =

(
Ij−1 0

0 Ṽj

)
∈Mk(C)

şi

Σ(j) = UH
j XVj =

(
Σ

(j)
1 0
0 Bj

)
,

cu Σ
(j)
1 = diag(σ1, . . . , σj).

Rămâne de arătat că σj ≤ σj−1 :

σj−1 = ‖Bj−2‖2 = ‖
(
σj−1 0

0 Bj−1

)
‖2 ≥ ‖Bj−1‖2 = σj.

Procedeul descris mai sus continuă cât timp Bj 6= 0, iar r va fi ultimul indice

pentru care Bj 6= 0. Astfel, U = Ur . . . U1, Vr = V1 . . . Vr, Σ = Σ(r), Σ1 = Σ
(r)
1 şi

Σ = UHXV.

Demonstraţia 2. Matricea XHX ∈Mk(C) este hermitiană şi pozitivă. Potrivit
Teoremei de diagonalizare 15.2.1 există matricea unitară V ∈Mk(C) astfel ı̂ncât

V HXHXV =

 λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λk

 def
= Σ, (16.3)

unde λ1, . . . , λk sunt valorile proprii nenegative ale matricei XHX, apărând ı̂ntr-o
ordine neprecizată.

Fie λi = σ2
i , i ∈ {1, . . . , k}. Presupunând că

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0 = σr+1 = . . . = σk, (r ≤ k).

definim

Σ1 = diag(σ1, . . . , σr) =

 σ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . σr

 .
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Astfel

Σ =

(
Σ1 0
0 0

)
r

k − r
r k − r

, Σ2 =

(
Σ2

1 0
0 0

)
=

 λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λk

 .

Partiţionăm matricea V ı̂n [V1 V2], cu r şi respectiv k − r coloane.
Egalitatea (16.3) se rescrie ı̂n

V HXHXV =

[
V H

1

V H
2

]
XHX[V1 V2] = (16.4)

=

(
V H

1 XHXV1 V H
1 XHXV2

V H
2 XHXV1 V H

2 XHXV2

)
=

(
Σ2

1 0
0 0

)
.

Aşadar V H
2 XHXV2 = 0 şi V H

1 XHXV1 = Σ2
1.

Dacă punem ı̂n evidenţă coloanele matricei XV2 = [q1 . . . qk−r], atunci din
egalitatea

V H
2 XHXV2 =

 qH1
...

qk−r

 [q1 . . . qk−r] =

 ‖q1‖2
2 . . . qH1 qk−r

...
. . .

...
qHk−rq1 . . . ‖qk−r‖2

2

 = 0

deducem q1 = . . . = qk−r = 0, adică XV2 = 0.
Definim U1 = XV1Σ−1 ∈Mn,r(C). Deoarece

UH
1 U1 = Σ−1V H

1 XHXV1Σ−1 = I,

matricea U1 este unitară. Din definiţia matricei U1 găsim Σ1 = UH
1 XV1. Fie U o

matrice unitară ale cărei prime r coloane coincid cu U1, U = [u1 U2] (justificaţi
existenţa matricei U !).

Atunci

UHXV =

[
UH

1

UH
2

]
X[V1 V2] =

[
UH

1 XV1 UH
1 XV2

UH
2 XV1 UH

2 XV2

]
=

=

(
Σ1 0
0 0

)
=

 σ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . σk

 .
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16.2 Metoda celor mai mici pătrate prin DVS

Fie X ∈ Mn,k(C) şi y ∈ Cn. Ne propunem să determinăm λ ∈ Ck, de normă
euclidiană minimă care minimizează funcţionala (14.13)

Φ(λ) = ‖y −Xλ‖2
2.

Utilizând Teorema 16.1.1, există matricele unitare U ∈Mn(C) şi V ∈Mk(C)
astfel ı̂ncât

UHXV = Σ =

(
Σ1 0
0 0

)
,

unde Σ1 = diag(σ1, . . . , σr), σi 6= 0, i ∈ {1, . . . , r}. Astfel X = UΣV H şi

‖y −Xλ‖2 = ‖U(UHy −XV Hλ‖2 = ‖UHy − ΣV Hλ‖2.

Notând V Hλ = µ =

(
µ1

µ2

)
, UHy = z =

(
z1

z2

)
cu µ1, z1 ∈ Cr şi µ2 ∈

Ck−r, z2 ∈ Cn−r expresia funcţionalei obiectiv devine

Φ(λ) = ‖UHy − ΣV hλ‖2
2 = ‖

(
z1

z2

)
− Σ

(
µ1

µ2

)
‖2

2 =

= ‖
(
z1

z2

)
−
(

Σ1µ1

0

)
‖2

2 = ‖z1 − Σ1µ1‖2
2 + ‖z2‖2

2.

Această expresie este minimă pentru z1 − Σ1µ1 = 0 sau µ1 = Σ−1
1 z1.

Norma euclidiană a lui λ

‖λ‖2 = ‖V µ‖2 = ‖µ‖2 = (‖µ1‖2
2 + ‖µ2‖2

2)
1
2 = (‖Σ−1

1 z1‖2
2 + ‖µ2‖2

2)
1
2

este minimă pentru µ2 = 0.
Aşadar

λ = V µ = V

(
Σ−1

1 z1

0

)
= V

(
Σ−1

1 0
0 0

)(
z1

z2

)
= V

(
Σ−1

1 0
0 0

)
UHy.

Punând ı̂n evidenţă coloanele metricelor U = [u1 . . . un] şi V = [v1 . . . vk], expresia
soluţiei de normă minimă a elementului de aproximare construit prin metoda celor
mai mici pătrate devine

λ =
r∑
j=1

uHj y

σj
vj.
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Capitolul 17

Spaţii Krylov

17.1 Definiţia spaţiului Krylov

Fie A ∈Mn(R) şi x ∈ Rn.

Definiţie 17.1.1 Se numeşte spaţiu Krylov de ordin k ataşat matricei A şi vec-
torului x subspaţiul liniar

Kk(A, x) = span{x,Ax, . . . , Ak−1x}.

17.2 Descompunerea Arnoldi

Utilizând metoda Gram-Schmidt construim o bază ortonormată spaţiului Krylov
Kk(A, x).

Fie u1 = x
‖x‖2 . În continuare, definim

h2,1u2 = Au1 − h1,1u1 (17.1)

h3,2u3 = Au2 − h1,2u1 − h2,2u2

...

hj+1,juj+1 = Auj − h1,ju1 − h2,ju2 − . . .− hj,juj
...

hk+1,kuk+1 = Auk − h1,ku1 − h2,ku2 − . . .− hj,kuj − . . .− hk,kuk

Din condiţia de ortogonalitate uTi uj+1 = 0 deducem

hi,j = uTi Auj ∀j ∈ {1, 2, . . . , j}

339
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iar din condiţia de normalitate ‖uj+1‖2 = 1 găsim

hj+1,j = ‖Auj −
j∑
i=1

hi,jui‖2.

Relaţiile (17.1) se scriu

Au1 = h1,1u1 + h2,1u2 (17.2)

Au2 = h1,2u1 + h2,2u2 + h3,2u3

...

Auk = h1,ku1 + h2,ku2 + . . .+ hk,kuk + hk+1,kuk+1

Ansamblul relaţiilor (17.2) se pot scrie sub forma

A[u1 u2 . . . uk] = [u1 u2 . . . uk]


h1,1 h1,2 . . . h1,k−1 h1,k

h2,1 h2,2 . . . h2,k−1 h2,k

0 h3,2 . . . h3,k−1 h3,k
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . hk,k−1 hk,k

+ (17.3)

+hk+1,k[0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, uk+1]

sau

A[u1 u2 . . . uk] = [u1 u2 . . . uk+1]



h1,1 h1,2 . . . h1,k−1 h1,k

h2,1 h2,2 . . . h2,k−1 h2,k

0 h3,2 . . . h3,k−1 h3,k
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . hk,k−1 hk,k
0 0 . . . 0 hk+1,k


. (17.4)

Introducând matricele

Uk = [u1 . . . uk] Hk =


h1,1 h1,2 . . . h1,k−1 h1,k

h2,1 h2,2 . . . h2,k−1 h2,k

0 h3,2 . . . h3,k−1 h3,k
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . hk,k−1 hk,k

 ∈Mk(R)
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Uk+1 = [u1 . . . uk uk+1] Hk+1,k =



h1,1 h1,2 . . . h1,k−1 h1,k

h2,1 h2,2 . . . h2,k−1 h2,k

0 h3,2 . . . h3,k−1 h3,k
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . hk,k−1 hk,k
0 0 . . . 0 hk+1,k


relaţiile (17.3) şi (17.4) se scriu respectiv

AUk = UkHk + hk+1,kuk+1e
(k)T

k (17.5)

şi respectiv
AUk = Uk+1Hk+1,k. (17.6)

e
(k)
k reprezintă vectorul din baza canonică a spaţiului liniar Rk.

Relaţiile (17.5) şi (17.6) se numesc descompuneri Arnoldi a spaţiului Krylov
Kk(A, x).

Matricele Uk şi Uk+1 sunt ortogonale. Înmulţind (17.5) şi (17.6) la stânga cu
UT
k şi respectiv UT

k+1 obţinem

UT
k AUk = Hk, (17.7)

respectiv
UT
k+1AUk = Hk+1,k. (17.8)

Observaţie 17.2.1 Matricea Hk este o matrice Hessenberg.

Cazul matricelor simetrice. Dacă A ∈ Mn(R) este o matrice simetrică
atunci, din (17.7) rezultă că Hk este o matrice simetrică şi din faptul că este o
matrice Hessenberg urmează că este tridiagonală

Hk = Tk =



α1 β1 0 . . . 0
β1 α2 β2

0 β2 α3
...

. . .

αk−1 βk−1

0 βk−1 αk


.

Din egalitatea UT
k AUk = Tk se deduc egalităţile

αi = uTi Aui,

βi = uTi Aui+1, i = 1, 2, . . . , k,
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iar din AUk = UkTk + hk+1,kuk+1e
T
k rezultă

β1u2 = Au1 − α1u1

β2u3 = Au2 − α2u2 − β1u1

. . .

βiui+1 = Aui − αiui − βi−1ui−1

. . .

βk−1uk = Auk−1 − αk−1uk−1 − βk−2uk−2

hk+1,kui+1 = Auk − αkuk − βk−1uk−1.

De aici βi = ‖Aui − αiui − βi−1ui−1‖2.
Sunt astfel justificate relaţiile din algoritmul lui Lanczos pentru construirea

bazei ortogonale a spaţiului Krylov Kk(A, u)

Algorithm 1 Lanczos.

1: procedure
2: u0 ← 0
3: β0 ← ‖u‖2

4: u1 ← u
β0

5: for i = 1 : k do
6: αi ← uTi Aui
7: z ← Aui − αiui − βi−1ui−1

8: βi ← ‖z‖
9: ui+1 ← z

βi
10: end for
11: end procedure

17.3 Rezolvarea sistemelor algebrice de ecuaţii

liniare

Fie A ∈Mn(R), b ∈ Rn şi sistemul algebric de ecuaţii liniare

Ax = b. (17.9)

Vom determina o aproximaţie xk ∈ Rn a soluţiei sistemului (17.9) ı̂n spaţiul
Krylov Kk(b). Metoda este eficientă ı̂n cazul ı̂n care dimensiunea n este mare.
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În cazul matricei A nesingulare, soluţia sistemului (17.9) aparţine spaţiului
Krylov Km(b), unde m este gradul polinomului minimal asociat matricei A. Într-
adevăr, dacă

ϕ(x) = c0 + c1x+ . . .+ cmx
m

este polinomul minimal asociat matricei A, adică polinomul de grad minim pentru
care

ϕ(A) = c0I + c1A+ . . .+ cmA
m = 0

atunci

A−1 = − 1

c0

(c1I + c2A+ . . .+ cmA
m−1)

şi ı̂n consecinţă

x = A−1b = − 1

c0

(c1b+ c2Ab+ . . .+ cmA
m−1b) ∈ Km(b).

Observaţie 17.3.1 În cazul unei matrice A singulare, ı̂n ipoteza compatibilităţii
sistemului (17.9), soluţia acesteia poate să nu aparţină nici unui spaţiu Krylov.

Fie A ∈ Mn(R) o matrice nilpotentă de ordin m : Ak = 0, ∀k ≥ m, dar
Am−1 6= 0. În acest caz A este o matrice singulară deoarece |Am| = |A|m = 0.

Fie b ∈ RN , b 6= 0 astfel ı̂ncât sistemul (17.9) să fie compatibil şi să pre-
supunem prin absurd că x ∈ Km(b). Atunci x = c0b + c1Ab + . . . cm−1A

m−1b
şi

Ax = c0Ab+ c1A
2b+ . . .+ cm−2A

m−1b = b

sau

(I − c0A− c1A
2 − . . .− cm−2A

m−1)b = 0. (17.10)

Matricea D = I− c0A− c1A
2− . . .− cm−2A

m−1 este nesingulară deoarece singura
valoare proprie este 1. Într-adevăr, fie (λ, z) o pereche proprie a matricei D,

Dz = λz. (17.11)

Există un cel mai mic indice i ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} astfel ı̂ncât Aiz 6= 0 şi Ajz =
0,∀j > i. Înmulţind (17.11) la stânga cu Ai obţinem

(1− λ)Aiz = 0,

de unde λ = 1.
Atunci, din (17.10) urmează că b = 0, ı̂n contradicţie cu alegerea lui b.



344 CAPITOLUL 17. SPAŢII KRYLOV

17.3.1 Varianta Ritz-Galerkin

Aproximaţia xk ∈ Kk(b) se determină din condiţia de ortogonalitate

b− Axk⊥Kk(b) (17.12)

Dacă (ui)1≤i≤k+1 este un sistem de vectori ortonormaţi pentru care are loc de-
scompunerile Arnoldi (17.5) şi (17.6) atunci condiţia de ortogonalitate se poate
scrie

UT
k (b− Axk) = 0, (17.13)

unde Uk = [u1u2 . . . uk]. Ţinând seama de faptul că u1 = b
‖b‖2 din (17.13) urmează

că
UT
k Axk = UT

k b = ‖b‖2U
T
k u1 = ‖b‖2e

(k)
1 . (17.14)

Indicele superior precizează dimensiunea vectorului.
Deoarece xk se reprezintă sub forma xk = Ukξk cu relaţia (17.14) devine

UT
k AUkξk = ‖b‖2e

(k)
1 ,

şi ı̂n virtutea lui (17.5)
Hkξk = ‖b‖2. (17.15)

Astfel rezolvarea sistemului (17.9), de dimensiune n s-a redus la rezolvarea unui
sistem algebric de ecuaţii liniare de dimensiune k.

17.3.2 Varianta reziduului minimal

Aproximaţia xk se determină ca soluţia problemei de optimizare

‖b− Axk‖2 = min
x∈Kk(b)

‖b− Ax‖2 (17.16)

Din u1 = b
‖b‖2 deducem

b = ‖b‖2u1 = ‖b‖2Uk+1e
(k+1)
1 , e

(k+1)
1 ∈ Rk+1.

Un element x ∈ Kk(b) se reprezintă prin x = Uky, cu y ∈ Rk şi utilizând (17.6)
deducem

Ax = AUky = Uk+1Hk+1,ky.

Astfel funcţionala cost devine

‖b− Ax‖2 = ‖ ‖b‖2Uk+1e
(k+1)
1 − Uk+1Hk+1,ky‖2 =
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= ‖Uk+1(‖b‖2e
(k+1)
1 −Hk+1,ky‖2 = ‖(‖b‖2e

(k+1)
1 −Hk+1,ky‖2.

Utilizând tehnica dezvoltată pentru determinarea elementului de aproximare prin
metoda celor mai mici pătrate, determinăm yk ∈ Rk+1 ce minimizează ‖(‖b‖2e

(k+1)
1 −

Hk+1,ky‖2.
Dacă factorizarea QR a matricei Hk+1,k este Hk+1,k = QR atunci yk va fi

soluţia sistemului Ry = ‖b‖2Q
T e

(k+1)
1 .

Acestă metodă de rezolvare a unui sistem algebric de ecuaţii liniare este den-
umită GMRES (Generalized Minimum RESidual).

17.4 Calculul valorilor şi vectorilor propri

Fie A ∈ Mn(R). Vom găsi o aproximaţie a unei perechi propri (λ, x) deter-
minând o pereche proprie (λ, z) a matricei Hk, ce apare ı̂n descompunerea Arnoldi
(17.5)

Hk = λz

şi definind x = Ukz.
Atunci din (17.5) rezultă

AUkz = UkHkz + hk+1,kuk+1e
(k)
k

T
z,

de unde
Ax = λx+ hk+1,kuk+1zk.

Eroarea aproximării (λ, x) este dată de ‖Ax− λx‖2 = |hk+1,k| |zk|.

17.5 Calculul elementului de cea mai bună

aproximaţie prin elementele unui spaţiu Krylov

Ne propunem să determinăm elementul de cea mai bună aproximaţie a unui
element z ∈ Rn prin elementele subspaţiului Kk(A, x). Presupunem că s-a con-
struit descompunerea Arnoldi (17.5). Dacă y = Ukc este elementul de cea mai
bună aproximaţie a lui x prin elementele mulţimii Kk(A, x) atunci din condiţia

y − z ∈ Kk(A, x)⊥ ⇔ uTj (y − z) = 0, ∀j ∈ {1, . . . , k} ⇔ UT
k (y − z) = 0

deducem UT
k (Ukc− z) = 0, de unde c = UT

k z şi ı̂n consecinţă y = UkU
T
k z.
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Capitolul 18

Rezolvarea ecuaţiilor neliniare

18.1 Preliminarii de analiză funcţională

Inversarea operatorilor liniari

Presupunem cunoscută următoarea teoremă (Neumann)

Teorema 18.1.1 Dacă X este un spaţiu Banach şi A ∈ (X,X)∗, un operator
liniar şi continu astfel ı̂ncât ‖A‖ < 1 atunci

1. Operatorul I − A este inversabil;

2. (I − A)−1 =
∑∞

k=0A
k, convergenţa seriei fiind ceea a spaţiului Banach

(X,X)∗.

O consecinţă utilă este

Teorema 18.1.2 Fie X un spaţiu Banach şi operatorul L ∈ (X,X)∗. Au loc
afirmaţiile

1. Operatorul L este inversabil dacă şi numai dacă există un operator in-
versabil K ∈ (X,X)∗ astfel ı̂ncât ‖I −KL‖ < 1.

2. Dacă L este inversabil atunci au loc relaţiile:

L−1 =
∞∑
k=0

(I −KL)kK, (18.1)

‖L−1‖ ≤ ‖K‖
1− ‖I −KL‖

. (18.2)

349
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Demonstraţie. Necesitatea rezultă din alegerea K = L−1. Pentru A = I −KL
din Teorema 18.1.1 rezultă inversabilitatea operatorului [I − (I −KL)] = KL şi
(KL)−1 =

∑∞
k=0(I −KL)k. În consecinţă

(KL)−1K = (KL)−1(K−1)−1 = (K−1KL)−1 = L−1 =
∞∑
k=0

(I −KL)kK.

Diferenţiabilitatea unui operator definit ı̂ntr-un spaţiu nor-
mat

Fie X, Y spaţii normate, domeniul D ⊆ X şi operatorul T : D → Y. Ream-
intim

Definiţie 18.1.1 Operatorul T este diferenţiabil Fréchet ı̂n x ∈ D dacă există
un operator liniar şi continu L ∈ (X, Y )∗ astfel ı̂ncât

lim
h→0

‖T (x+ h)− T (x)− L(h)‖
‖h‖

= 0. (18.3)

Teorema 18.1.3 Dacă operatorul T este diferenţiabil Fréchet ı̂n x atunci oper-
atorul L este unic.

Operatorul L din Definiţia 18.1.1 se notează L = T ′(x) = dT (x) şi se numeşte
diferenţiala Fréchet a lui T ı̂n x.

Relaţia (18.3) se poate rescrie sub forma

T (x+ h) = T (x) + T ′(x)(h) + ‖h‖w(x, h), (18.4)

unde funcţia w(x, h) ∈ Y are proprietatea limh→0 w(x, h) = 0.
Asemeni funcţiilor reale

Teorema 18.1.4 Dacă operatorul T este diferenţiabil Fréchet ı̂n x atunci T este
continu ı̂n x.

Presupunând operatorul T diferenţiabil ı̂n fiecare punct x al domeniului D, se
introduce operatorul T ′ → (X, Y )∗ definit prin x 7→ T ′(x). Dacă acest operator
este diferenţiabil Fréchet ı̂n x atunci diferenţiala ei este diferenţiala Fréchet de
ordinul 2 a lui T ı̂n x. Notăm acest operator prin T ′′(x) ∈ (X, (X, Y )∗)∗. Recursiv,
se defineste diferenţiabilitatea Fréchet de ordin superior. T (k)(x) este un element
al mulţimii

T (k)(x) ∈ (X, (X, . . . , (︸ ︷︷ ︸
k paranteze

X, Y )∗)∗ . . .)∗︸ ︷︷ ︸
k paranteze

.
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Definiţie 18.1.2 Operatorul T este diferenţiabil Gateaux ı̂n x ∈ D după direcţia
h ∈ X dacă

∃ lim
t→0

T (x+ th)− T (x)

t
= T ′(x, h).

Definiţie 18.1.3 Operatorul T este diferenţiabil Gateaux ı̂n x ∈ D dacă este
diferenţiabil Gateaux ı̂n x ∈ D după orice direcţie h ∈ X.

Definiţie 18.1.4 Operatorul T este G-derivabil ı̂n x ∈ D dacă

• este diferenţiabil Gateaux ı̂n x;

• operatorul ∇T (x) : X → Y, definit prin ∇T (x)(h) = T ′(x, h) este un oper-
ator liniar şi continu.

Legătura dintre cele două tipuri de diferenţiabilitate este dată ı̂n următoarele
teoreme.

Teorema 18.1.5 Dacă operatorul T este diferenţiabil Fréchet ı̂n x atunci T este
G-derivabil ı̂n x şi T ′(x) = ∇T (x).

Demonstraţie. Scriind th, h ∈ X, t ∈ R∗ ı̂n loc de h, din (18.4) rezultă

T (x+ th) = T (x) + T ′(x)(th) + ‖th‖w(x, th),

de unde
T (x+ th)− T (x)

t
= T ′(x)(h) +

|t|
t
w(x, th).

Pentru t→ 0 se obţine ∇T (x)(h) = T ′(x)(h),∀h ∈ X, de unde concluziile teore-
mei.

Reciproc, G derivabilitatea implică diferenţiabilitatea Fréchet ı̂n condiţiile

Teorema 18.1.6 Dacă T : D ⊆ X → Y este un operator G derivabil ı̂ntr-

o vecinătate a lui x ∈ D şi operatorul x
∇7→ ∇T (x) este continu ı̂n topolo-

gia (X, (X, Y )∗)∗ atunci operatorul T este diferenţiabil Fréchet ı̂n x şi T ′(x) =
∇T (x).

Demonstraţie. Fie h ∈ X şi u = T (x+h)−T (x)−∇T (x)(h). Potrivit Teoremei
Hahn - Banach există o funcţională liniară şi continuă y∗ ∈ Y ∗ astfel ı̂ncât ‖y∗‖ =
1 şi y∗(u) = ‖u‖.
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Definim funcţia F : [0, 1]→ R prin F (t) = y∗(T (x+ th)). F (t) este derivabilă
ı̂n t ∈ (0, 1) şi F ′(t) = y∗(∇T (x+ th)(h)). Într-adevăr,

F ′(t) = lim
λ→0

F (t+ λ)− F (t)

λ
=

= lim
λ→0

y∗(
T (x+ (t+ λ)h)− T (x)

λ
) = y∗(∇T (x+ th)(h)).

Potrivit teoremei de medie a lui Lagrange, există θ ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât

F (1)− F (0) = F ′(θ) ⇔ y∗(T (x+ h)− T (x)) = y∗(∇T (x+ θh)(h)).

În sfârşit, utilizănd această egalitate şi proprietăţile normei operatorilor liniari
deducem

‖T (x+ h)− T (x)−∇T (x)(h)‖ = ‖u‖ = y∗(u) =

= y∗(T (x+ h)− T (x)−∇T (x)(h)) = y∗((∇T (x+ θh)−∇T (x))(h)) ≤

≤ |y∗((∇T (x+ θh)−∇T (x))(h))| ≤ ‖y∗‖ ‖(∇T (x+ θh)−∇T (x))(h))‖ ≤

≤ ‖∇T (x+ θh)−∇T (x)‖ ‖h‖.

Rezultă inegalitatea

‖T (x+ h)− T (x)−∇T (x)(h)‖
‖h‖

≤ ‖∇T (x+ θh)−∇T (x)‖ → 0

pentru h→ 0.
În acest cadru general, o dezvoltare tayloriană are proprietatea:

Teorema 18.1.7 Dacă T : D ⊆ X → Y este un operator de n ∈ N ori
diferenţiabil Fréachet ı̂n D atunci pentru orice x, y ∈ D are loc inegalitatea

‖T (y)− T (x)−
n−1∑
k=1

1

k!
T (k)(x) (y − x) . . . (y − x)︸ ︷︷ ︸

k ori

‖ ≤ 1

n!
‖y − x‖n sup

z∈[x,y]

‖T (n)(z)‖,

unde [x, y] = {z = tx+ (1− t)y : 0 ≤ t ≤ 1}.

Vom prezenta două demonstraţii ale acestei teoreme, deosebit de importantă.

Demonstraţia 1. În prealabil stabilim Teorema Bourbaki:

Teorema 18.1.8 Fie X un spacţiu normat real. Dacă
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1. f : [a, b]→ X este o funcţie continuă, derivabilă ı̂n (a, b) :

∀ x ∈ (a, b) ∃ lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x);

2. g : [a, b]→ R este o funcţie continuă, derivabilă ı̂n (a, b);

3. ‖f ′(x)‖ ≤ g′(x), ∀ x ∈ (a, b)

atunci ‖f(b)− f(a)‖ ≤ g(b)− g(a).

Demonstraţie. Fie ε > 0. Introducem mulţimea

U = {x ∈ [a, b] : ‖f(x)− f(a)‖ > g(x)− g(a) + ε(x− a) + ε} (18.5)

Dorim să arătăm că U = ∅.
Presupunem prin absurd că U 6= ∅. Atunci

(i) U este o mulţime deschisă, deoarece U = ϕ−1(R+), unde ϕ(x) = ‖f(x) −
f(a)‖ − [g(x)− g(a) + ε(x− a) + ε].

(ii) Există c = inf U.

(iii) c > a. Dacă c = a, din (18.5) rezultă relaţia contradictorie 0 ≥ ε > 0.

(iv) c 6∈ U. Dacă c ∈ U atunci există o vecinătate a lui c, (c − η1, c + η2) ⊂ U,
ceea ce contrazice faptul că c = inf U.

(v) c < b. Dacă c = b atunci U = {b} şi U n-ar mai fi mulţime deschisă.

(vi) Există η > 0 astfel ı̂ncât pentru c < x < c+ η∣∣∣∣∥∥∥∥f(x)− f(c)

x− c

∥∥∥∥− ‖f ′(c)‖∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥f(x)− f(c)

x− c
− f ′(c)

∥∥∥∥ < ε

2
(18.6)

şi ∥∥∥∥g(x)− g(c)

x− c
− g′(c)

∥∥∥∥ < ε

2
(18.7)

Pentru x ∈ (c, c+ η), din (18.6) şi (18.7) rezultă∥∥∥∥f(x)− f(c)

x− c

∥∥∥∥− ε

2
≤ ‖f ′(c)‖ ≤ g′(c) <

g(x)− g(c)

x− c
+
ε

2
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sau

‖f(x)− f(c)‖ < g(x)− g(c) + ε(x− c). (18.8)

Deoarece c 6∈ U,

‖f(c)− f(a)‖ ≤ g(c)− g(a) + ε(c− a) + ε. (18.9)

Din (18.8) şi (18.9), pentru x ∈ (c, c+ η) rezultă

‖f(x)− f(a)‖ ≤ ‖f(x)− f(c)‖+ ‖f(c)− f(a)‖ < g(x)− g(a) + ε(x− a) + ε.

Astfel (c, c+ η) ∩ U = ∅ şi ı̂n consecinţă c nu poate fi inf U.
Prin urmate U = ∅.
Pentru orice x ∈ [a, b] are loc inegalitatea

‖f(x)− f(a)‖ ≤ g(x)− g(a) + ε(x− a) + ε.

Dacă ε↘ 0 atunci ‖f(x)− f(a)‖ ≤ g(x)− g(a).

Teorema 18.1.9 Dacă v : [0, 1] → X este o funcţie de n ori derivabilă astfel
ı̂ncât ‖v(n)(t)‖ ≤M, ∀ t ∈ (0, 1) atunci∥∥∥∥v(1)− v(0)− 1

1!
v′(0)− 1

2!
v′′(0)− . . . 1

(n− 1)!
v(n−1)(0)

∥∥∥∥ ≤ M

n!
.

Demonstraţie. Introducem funcţiile f : [0, 1]→ X,

f(t) = v(t)− v(0) +
1− t

1!
v′(t) +

(1− t)2

2!
v′′(t) + . . .+

(1− t)n−1

(n− 1)!
v(n−1)(t),

g : [0, 1]→ R, g(t) = −M (1− t)n

n!

Atunci f ′(t) = (1−t)n−1

(n−1)!
vn(t) şi ı̂n consecinţă ‖f ′(t)‖ ≤ g′(t). Teorema Bourbaki

implică inegalitatea enunţată.

Reluăm demonstraţia Teoremei 18.1.7. Fie x, y ∈ D, h = y − x şi v(t) =
T (x + th), t ∈ [0, 1]. Atunci v(k)(t) = T (k)(x + th) (h) . . . (h)︸ ︷︷ ︸

k−ori

. Pentru M =

supz∈[x,y] ‖T (n)(z)‖ ‖h‖n, inegalitatea dorită rezultă din Teorema 18.1.9.
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Demonstraţia 2. Fie x, y ∈ D. Notând

u = T (y)− T (x)−
n−1∑
k=1

1

k!
T (k)(x) (y − x) . . . (y − x)︸ ︷︷ ︸

k ori

,

potrivit Teoremei Hahn - Banach există o funcţională liniară şi continuă y∗ ∈ Y ∗
astfel ı̂ncât ‖y∗‖ = 1 şi y∗(u) = ‖u‖.

Definim F : [0, 1]→ R prin F (t) = y∗(T (x+ t(y − x))). Atunci

F (k)(t) = y∗(T (k)(x+ t(y − x)) (y − x) . . . (y − x)︸ ︷︷ ︸
k ori

), k ∈ {1, . . . , n}. (18.10)

(18.10) se demonstrează prin inducţie matematică.
Există θ ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât

F (1)− F (0)−
n−1∑
k=1

1

k!
F (k)(0) =

1

n!
F (n)(θ)⇔

y∗(T (y)− T (x)−
n−1∑
k=1

1

k!
T (k)(x) (y − x) . . . (y − x)︸ ︷︷ ︸

k ori

) =

=
1

n!
y∗(T (n)(x+ θ(y − x)) (y − x) . . . (y − x)︸ ︷︷ ︸

n ori

).

Utilizând egalitatea anterioară şi proprietăţile normei operatorilor liniari obţinem

‖T (y)− T (x)−
n−1∑
k=1

1

k!
T (k)(x) (y − x) . . . (y − x)︸ ︷︷ ︸

k ori

‖ = ‖u‖ =

= y∗(u) = y∗(T (y)− T (x)−
n−1∑
k=1

1

k!
T (k)(x) (y − x) . . . (y − x)︸ ︷︷ ︸

k ori

) =

=
1

n!
y∗(T (n)(x+ θ(y − x)) (y − x) . . . (y − x)︸ ︷︷ ︸

n ori

) ≤

≤ 1

n!
|y∗(T (n)(x+ θ(y − x)) (y − x) . . . (y − x)︸ ︷︷ ︸

n ori

)| ≤

≤ 1

n!
‖y∗‖ ‖T (n)(x+ θ(y − x)) (y − x) . . . (y − x)︸ ︷︷ ︸

n ori

)‖ ≤

≤ 1

n!
‖T (n)(x+ θ(y − x))‖ ‖y − x‖n ≤ 1

n!
‖y − x‖n sup

z∈[x,y]

‖T (n)(z)‖.
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18.2 Metoda liniarizării (Newton – Kantorovici)

Fie X un spaţiu Banach şi T : X → X un operator diferenţiabil Fréchet. Ne
propunem să rezolvăm ecuaţia

T (x) = 0. (18.11)

Să presupunem că ecuaţia (18.11) are o soluţie x∗. Dacă x ∈ X este o aproximaţie
a lui x∗ atunci din diferenţiabilitatea operatorului T rezultă

0 = T (x∗) = T (x) + T ′(x)(x∗ − x) + ‖x∗ − x‖w(x, x∗ − x). (18.12)

Liniarizând, adică neglijând ultimul termen, (18.12) se scrie

0 ≈ T (x) + T ′(x)(x∗ − x).

Vom nota cu y soluţia ecuaţiei

0 = T (x) + T ′(x)(y − x),

şi cu ideea că y este o aproximaţie mai bună decât x, construim şirul de aproximaţii

0 = T (xk) + T ′(xk)(xk+1 − xk), (18.13)

sau, ı̂n cazul inversabilităţii operatorului T ′(xk)

xk+1 = xk − [T ′(xk)]−1T (xk). (18.14)

Metoda de rezolvare a ecuaţiei (18.11) corespunzăuare formulei (18.14) este cunos-
cută şi sub numele de metoda Newton - Kantorovici.

Teorema următoare fixează condiţii suficiente pentru existenţa unei soluţii
izolate x∗ a ecuaţiei (18.11), dând regiunea ı̂n care soluţia este unică şi eroarea
aproximaţiei xk.

Teorema 18.2.1 Fie X un spaţiu Banach, T : X → X un operator diferenţiabil
Fréchet şi x0 ∈ X. Presupunem că există numerele pozitive B0, K, η0 astfel ı̂ncât
au loc condiţiile

• ∃[T ′(x0)]−1 şi ‖[T ′(x0)]−1‖ ≤ B0;

• x1 = x0 − [T ′(x0)]−1T (x0) şi ‖x1 − x0‖ ≤ η0;

• ∃T ′′(x) ∀x ∈ B(x0, r) şi ‖T ′′(x)‖ ≤ K, r0 < r.
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Dacă h0 = η0KB0 ≤ 1
2

atunci şirul (xk)k∈N construit prin formula de recurenţă
(18.14) converge către o soluţie x∗ a ecuaţiei (18.11).

Această soluţie este unică ı̂n bila B(x0, r0), unde r0 = 1−
√

1−2h0
h0

η0.

Eroarea aproximaţiei xk este dată de inegalitatea

‖xk − x∗‖ ≤ 1

2k−1
(2h0)2k−1η0. (18.15)

Demonstraţie. 1. Arătăm la ı̂nceput că pentru orice k ∈ N există xk+1, definit
prin formula de recurenţă (18.14). Această problemă se ridică deoarece trebuie
inversat operatorul T ′(xk). Justificarea o facem doar pentru k = 1, raţionamentul
făcându-se ı̂n continuare analog, pe baza inducţiei matematice.

Existenţa inversei se bazează pe Teorema 18.1.2. Cu notaţiile acestei teoreme,
alegem

L = T ′(x1) K = [T ′(x0)]−1

şi trebuie verificată condiţia ‖I −KL‖ < 1. În cazul de faţă

‖I − [T ′(x0)]−1T ′(x1)‖ = ‖[T ′(x0)]−1(T ′(x0)− T ′(x1))‖ ≤

≤ ‖[T ′(x0)]−1‖ ‖(T ′(x0)− T ′(x1))‖.

Aplicând Teorema 18.1.7, inegalitatea anterioară devine

‖I − [T ′(x0)]−1T ′(x1)‖ ≤ B0K‖x1 − x0‖ ≤ η0KB0 = h0 ≤
1

2
< 1. (18.16)

Prin urmare, operatorul T ′(x1) este inversabil şi potrivit Teoremei 18.1.2, au loc
relaţiile

[T ′(x1)]−1 =
∞∑
k=0

(I − [T ′(x0)]−1T ′(x1))k[T ′(x0)]−1, (18.17)

‖[T ′(x1)]−1‖ ≤ ‖[T ′(x0)]−1‖
1− ‖I − [T ′(x0)]−1T ′(x1)‖

≤ B0

1− h0

def
= B1. (18.18)

2. Arătăm că ı̂n x1 au loc condiţii asemănătoare celor presupuse a avea loc ı̂n
x0.

Deoarece x2 = x1 − [T ′(x1)]−1T (x1),

x2 − x1 = −[T ′(x1)]−1T (x1) = −
∞∑
k=0

(I − [T ′(x0)]−1T ′(x1))k[T ′(x0)]−1T (x1).
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Prin urmare

‖x2 − x1‖ ≤
∞∑
k=0

‖I − [T ′(x0)]−1T ′(x1)‖k ‖[T ′(x0)]−1T (x1)‖.

Folosind (18.16) obţinem

‖x2 − x1‖ ≤
∞∑
k=0

hk0‖[T ′(x0)]−1T (x1)‖ =
1

1− h0

‖[T ′(x0)]−1T (x1)‖. (18.19)

Fie operatorul F0 : X → X definit prin F0(x) = x− [T ′(x0)]−1T (x). Atunci

F0(x0) = x1

F ′0(x) = I − [T ′(x0)]−1T ′(x) F ′0(x0) = 0
F ′′0 (x) = −[T ′(x0)]−1T ′′(x) ‖F ′′0 (x)‖ ≤ B0K.

Din egalitatea F0(x1) = x1 − [T ′(x0)]−1T (x1) se deduce

T ′(x0)]−1T (x1) = x1 − F0(x1) = −(F (x1)− F (x0)− F ′0(x0)(x1 − x0)).

Aplicând din nou Teorema 18.1.7 se obţine

‖T ′(x0)]−1T (x1)‖ = ‖F (x1)− F (x0)− F ′0(x0)(x1 − x0))‖ ≤

≤ 1

2
sup

x∈B(x0,r)

‖F ′′0 (x)‖ ‖x1 − x0‖ ≤ 1

2
η2

0KB0 =
1

2
η0h0.

Revenind ı̂n (18.19) avem

‖x2 − x1‖ ≤ 1

1− h0

‖[T ′(x0)]−1T (x1)‖ ≤ η0h0

2(1− h0)
def
= η1. (18.20)

Fie h1
def
= η1KB1. Din (18.18), (18.20) se obţine

h1 =
h2

0

2(1− h0)2
≤ 1

2
. (18.21)

Fie r1
def
= 1−

√
1−2h1
h1

η1. Pe baza formulelor de recurenţă pentru η1 şi h0 se obţine

egalitatea r1 = r0 − η0, ce implică B(x1, r1) ⊆ B(x0, r0). Într-adevăr, dacă x ∈
B(x1, r1) atunci

‖x− x0‖ ≤ ‖x− x1‖+ ‖x1 − x0‖ ≤ r1 + η0 = r0.

3. In felul acesta, existenţa şirului (xk)k∈N este dovedită, mai mult pentru
orice k ∈ N au loc afirmaţiile
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• ∃[T ′(xk)]−1 şi ‖[T ′(xk)]−1‖ ≤ Bk = Bk−1

1−hk−1
;

• xk+1 = xk − [T ′(xk)]−1T (xk) şi ‖xk+1 − xk‖ ≤ ηk = ηk−1hk−1

2(1−hk−1)
;

• hk = ηkKBk =
h2k−1

2(1−hk−1)2
≤ 1

2
;

• rk =
1−
√

1−2hk−1

hk−1
ηk−1 şi B(xk, rk) ⊆ B(xk−1, rk−1).

4. Au loc inegalităţile

hk ≤ 2h2
k−1 (18.22)

ηk ≤ ηk−1hk−1 (18.23)

rk ≤ 2ηk (18.24)

a caror demonstraţie revine la reducerea la ipoteza teoremei hk ≤ 1
2
.

Aplicată succesiv, inegalitatea (18.22) implică

hk ≤ 2h2
k−1 ≤ 2(2h2

k−2)2 = 21+2h22

k−2 ≤ . . . (18.25)

≤ 21+2+...+2k−1

h2k

0 =
1

2
(2h0)2k .

Din (18.23) deducem succesiv

ηk ≤ ηk−1hk−1 ≤ ηk−2hk−2hk−1 ≤ . . . ≤ η0h0h1 . . . hk−1

şi utilizând (18.25), se găseşte

ηk ≤ η0
1

2
(2h0)

1

2
(2h0)2 . . .

1

2
(2h0)2k−1

=
1

2k
(2h0)1+2+...+2k−1

η0 =
1

2k
(2h0)2k−1η0.

Din xk+p ∈ B(xk+p, rk+p) ⊆ B(xk, rk) rezultă

‖xk+p − xk‖ ≤ rk ≤
1

2k−1
(2h0)2k−1η0, ∀k ∈ N, (18.26)

adică (xk)k∈N este un şir fundamental, deci convergent.
5. Fie x∗ = limk→∞ x

k. Trecând la limită ı̂n formula de recurenţă (18.14)
scrisă sub forma T ′(xk)(xk+1 − xk) = −T (xk) se obţine T (x∗) = 0.

Pentru p→∞ din (18.26) rezultă evaluarea erorii (18.15).
6. Pentru a demonstra unicitatea soluţiei ecuaţiei (18.11) ı̂n bila B(x0, r0)

presupunem prin absurd că există ı̂n plus y∗ ∈ B(x0, r0) astfel ı̂ncât T (y∗) = 0.
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Fie operatori Fk : X → X definiţi prin Fk(x) = x− [T ′(xk)]−1T (x). Atunci

Fk(x
k) = xk+1

F ′k(x) = I − [T ′(xk)]−1T ′(x) F ′k(x
k) = 0

F ′′k (x) = −[T ′(xk)]−1T ′′(x) ‖F ′′k (x)‖ ≤ BkK.

Prin inducţie matematică aratăm că

xk ∈ B(y∗, rk) ⇔ ‖y∗ − xk‖ ≤ rk. (18.27)

Etapa de verificare, k = 0.

y∗ ∈ B(x0, r0) ⇔ ‖y∗ − x0‖ ≤ r0 ⇔ x0 ∈ B(y∗, r0).

Etapa de demonstraţie. Presupunând că

xk ∈ B(y∗, rk) ⇔ ‖y∗ − xk‖ ≤ rk

deducem succesiv

‖y∗ − xk+1‖ = ‖Fk(y∗)− Fk(xk)− F ′k(xk)(y∗ − xk)‖ ≤

≤ 1

2
sup

z∈[xk,y∗]

‖F ′′k (z)‖ ‖y∗ − xk‖2 ≤ 1

2
BkKr

2
k = rk+1,

adică xk+1 ∈ B(y∗, rk+1).
Pentru k →∞, din (18.27) rezultă x∗ = y∗.

18.3 Metoda liniarizării modificată

În locul formulei de recurenţă (18.14) se consideră formula

x̃ = x0

x̃k+1 = x̃k − [T ′(x0)]−1T (x̃k) k ∈ N. (18.28)

Astfel se elimină necesitatea inversării, ı̂n cadrul iteraţiilor iteraţii k > 0, a oper-
atorului T ′(xk). Acest fapt are ca efect micşorarea vitezei de convergenţă.

Metoda corespunzătoare formulei (18.28) este numită metoda liniarizării (New-
ton - Kantorovici) modificată.

Se observă că x1 = x̃1. Convergenţa procedeului este dată de teorema
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Teorema 18.3.1 Fie X un spaţiu Banach, T : X → X un operator diferenţiabil
Fréchet şi x0 ∈ X. Presupunem că există numerele pozitive B0, K, η0 astfel ı̂ncât
au loc condiţiile

• ∃[T ′(x0)]−1 şi ‖[T ′(x0)]−1‖ ≤ B0;

• x1 = x0 − [T ′(x0)]−1T (x0) şi ‖x1 − x0‖ ≤ η0;

• ∃T ′′(x) ∀x ∈ B(x0, r) şi ‖T ′′(x)‖ ≤ K, η0 < r.

Dacă h0 = η0KB0 <
1
2

atunci şirul (x̃k)k∈N construit prin formula de recurenţă
(18.28) converge către soluţia x∗ a ecuaţiei (18.11).
Eroarea aproximaţiei x̃k este dată de inegalitatea

‖x̃k − x∗‖ ≤ 2η0h0(1−
√

1− 2h0)k−1. (18.29)

Demonstraţie. Folosim din nou de operatorul F0 : X → X definit prin F0(x) =
x− [T ′(x0)]−1T (x) şi cu proprietăţile

F0(x̃k) = x̃k+1 ∀k ∈ N
F0(x∗) = x∗

F ′0(x) = I − [T ′(x0)]−1T ′(x) F ′0(x0) = 0
F ′′0 (x) = −[T ′(x0)]−1T ′′(x) ‖F ′′0 (x)‖ ≤ B0K.

Dacă M = B(x0, r0) ∩B(x∗, ‖x1 − x∗‖) atunci F (M) ⊆M.
Într-adevăr, dacă x ∈M atunci

•
‖F0(x)− x0‖ ≤ ‖F0(x)− x1‖+ ‖x1 − x0‖ =

= ‖F0(x)− F0(x0)− F ′0(x0)(x− x0)‖+ ‖x1 − x0‖ ≤

≤ 1

2
‖x− x0‖2 sup

z∈[x0,x]

‖F ′′0 (z)‖+ η0 ≤
1

2
r2

0B0K + η0 = r0,

adică F0(x) ∈ B(x0, r0).

•
‖F0(x)− x∗‖ = ‖F0(x)− F0(x∗)‖ ≤ ‖x− x∗‖ sup

z∈[x,x∗]

‖F ′0(z)‖.

Dearece z = θx+ (1− θ)x∗, θ ∈ [0, 1], utilizând evaluarea

‖F ′0(z)‖ = ‖F ′0(z)− F ′0(x0)‖ ≤ ‖z − x0‖ sup
y∈[x0,z]

‖F ′′0 (y)‖ ≤
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≤ B0K‖θx+ (1− θ)x∗ − x0‖ = B0K‖θ(x− x0) + (1− θ)(x∗ − x0)‖ ≤

≤ B0K(θ‖x− x0‖+ (1− θ)‖x∗ − x0‖) ≤

≤ B0K max{‖x− x0‖, ‖x∗ − x0‖} ≤ B0Kr0,

inegalitatea anterioară devine

‖F0(x)− x∗‖ ≤ B0Kr0‖x− x∗‖ = (1−
√

1− 2h0)‖x− x∗‖ ≤

≤ (1−
√

1− 2h0)‖x1 − x∗‖,

adică F0(x) ∈ B(x∗, ‖x1 − x∗‖).

Reţinem inegalitatea

‖F0(x)− x∗‖ ≤ (1−
√

1− 2h0)‖x− x∗‖, ∀x ∈M. (18.30)

Aplicând succesiv (18.30), rezultă

‖x̃k − x∗‖ = ‖F0(x̃k−1)− F0(x∗)‖ ≤ (18.31)

≤ (1−
√

1− 2h0)‖x̃k−1 − x∗‖ ≤ . . . ≤ (1−
√

1− 2h0)k−1‖x̃1 − x∗‖.

Din (18.15), deducem ‖x̃1 − x∗‖ = ‖x1 − x∗‖ ≤ 2h0η0, cu care (18.31) devine
(18.29). Din această inegalitate rezultă convergenţa şirului (x̃k)k∈N către x∗.

18.4 Rezolvarea numerică a sistemelor

algebrice de ecuaţii neliniare

Fie D un domeniu convex din Rn şi T1, . . . , Tn : D → R n funcţii având
derivate parţiale de ordinul ı̂ntâi şi doi continue. Considerăm sistemul algebic de
n ecuaţii neliniare cu necunoscutele x1, . . . , xn :

T1(x1, . . . , xn) = 0
. . .
Tn(x1, . . . , xn) = 0

(18.32)

şi dorim să determinăm o soluţie a sistemului, adică un element x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n) ∈

D astfel ı̂ncât Ti(x
∗) = Ti(x

∗
1, . . . , x

∗
n) = 0, i = 1, . . . , n. În cazul n = 1 se

foloseşte termenul de ecuaţie ı̂n locul celui de sistem.
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Definind operatorul T : D → Rn prin

T (x) =

 T1(x)
. . .
Tn(x)

 , x = (x1, . . . , xn),

sistemul (18.32) se rescrie sub forma (18.11).
Pentru rezolvarea sistemului (18.32) se aplică metoda liniarizării (Newton –

Kantorovici) sau metoda liniarizării modificată, tratate anterior.

Exemplul 18.4.1 Să se verifice condiţiile Teoremei 18.2.1 ı̂n cazul sistemului
algebric de ecuaţii neliniare

10x1 + x2
1 − 2x2x3 − 0.1 = 0

10x2 − x2
2 + 3x1x3 + 0.2 = 0

10x3 + x2
3 + 2x1x2 − 0.3 = 0

şi x0 =

 x0
1

x0
1

x0
1

 =

 0
0
0

 .

Operatorul T este definit prin T = (T1, T2, T3), unde

T1(x) = T1(x1, x2, x3) = 10x1 + x2
1 − 2x2x3 − 0.1

T2(x) = T2(x1, x2, x3) = 10x2 − x2
2 + 3x1x3 + 0.2

T3(x) = T3(x1, x2, x3) = 10x3 + x2
3 + 2x1x2 − 0.3

iar

T ′(x) =

 ∂T1
∂x1

(x) ∂T1
∂x2

(x) ∂T1
∂x3

(x)
∂T2
∂x1

(x) ∂T2
∂x2

(x) ∂T2
∂x3

(x)
∂T3
∂x1

(x) ∂T3
∂x2

(x) ∂T3
∂x3

(x)

 =

 2x1 + 10 −2x3 −2x2

3x3 −2x2 + 10 3x1

2x2 2x1 2x3 + 10

 .

În cele ce urmează se va utiliza norma ‖ · ‖∞.
Atunci [T ′(x0)]−1 = (10I)−1 = 0.1I, deci

‖[T ′(x0)]−1‖ = ‖0.1I‖ = 0.1
def
= B0.

Formulele de recurenţă (18.14) corespunzătoare metodei liniarizării sunt xk+1
1

xk+1
1

xk+1
1

 =

 xk1
xk1
xk1

−
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−

 2xk1 + 10 −2xk3 −2xk2
3xk3 −2xk2 + 10 3xk1
2xk2 2xk1 2xk3 + 10

−1

·

 10xk1 + (xk1)2 − 2xk2x
k
3 − 0.1

10xk2 − (xk2)2 + 3xk1x
k
3 + 0.2

10xk3 + (xk3)2 + 2xk1x
k
2 − 0.3

 .

Pentru k = 0, găsim x1 =

 x1
1

x1
1

x1
1

 =

 0.01
−0.02
0.03

 , astfel ı̂ncât ‖x1 − x0‖ =

0.3
def
= η0.

Diferenţiala de ordinul doi T ′′(x) ∈ (R3, (R3,R3)∗)∗ se poate reprezenta prin

T ′′(x) =

=


∂2T1

∂x21
(x) ∂2T1

∂x2∂x1
(x) ∂2T1

∂x3∂x1
(x) ∂2T1

∂x1∂x2
(x) ∂2T1

∂x22
(x) ∂2T1

∂x3∂x2
(x) ∂2T1

∂x1∂x3
(x) ∂2T1

∂x2∂x3
(x) ∂2T1

∂x23
(x)

∂2T2

∂x21
(x) ∂2T2

∂x2∂x1
(x) ∂2T2

∂x3∂x1
(x) ∂2T2

∂x1∂x2
(x) ∂2T2

∂x22
(x) ∂2T2

∂x3∂x2
(x) ∂2T2

∂x1∂x3
(x) ∂2T2

∂x2∂x3
(x) ∂2T2

∂x23
(x)

∂2T3

∂x21
(x) ∂2T3

∂x2∂x1
(x) ∂2T3

∂x3∂x1
(x) ∂2T3

∂x1∂x2
(x) ∂2T3

∂x22
(x) ∂2T3

∂x3∂x2
(x) ∂2T3

∂x1∂x3
(x) ∂2T3

∂x2∂x3
(x) ∂2T3

∂x23
(x)

 =

=

 2 0 0 0 0 −2 0 −2 0
0 0 3 0 −2 −2 3 0 0
0 2 0 2 0 −2 0 0 2

 ,

interpretat ı̂n sensul

T ′′(x)(h) =



∂2T1
∂x2

1

(x)h1 +
∂2T1

∂x2∂x1
(x)h2 +

∂2T1
∂x3∂x1

(x)h3
∂2T1

∂x1∂x2
(x)h1 +

∂2T1
∂x2

2

(x)h2 +
∂2T1

∂x3∂x2
(x)h3

∂2T1
∂x1∂x3

(x)h1 +
∂2T1

∂x2∂x3
(x)h2 +

∂2T1
∂x2

3

(x)h3

∂2T2
∂x2

1

(x)h1 +
∂2T2

∂x2∂x1
(x)h2 +

∂2T2
∂x3∂x1

(x)h3
∂2T2

∂x1∂x2
(x)h1 +

∂2T2
∂x2

2

(x)h2 +
∂2T2

∂x3∂x2
(x)h3

∂2T2
∂x1∂x3

(x)h1 +
∂2T2

∂x2∂x3
(x)h2 +

∂2T2
∂x2

3

(x)h3

∂2T3
∂x2

1

(x)h1 +
∂2T3

∂x2∂x1
(x)h2 +

∂2T3
∂x3∂x1

(x)h3
∂2T3

∂x1∂x2
(x)h1 +

∂2T3
∂x2

2

(x)h2 +
∂2T3

∂x3∂x2
(x)h3

∂2T3
∂x1∂x3

(x)h1 +
∂2T3

∂x2∂x3
(x)h2 +

∂2T3
∂x2

3

(x)h3

 .

Atunci

‖T ′′(x)‖ = sup
‖h‖≤1

‖T ′′(x)(h)‖ = sup
‖h‖≤1

‖

 2h1 −2h3 −2h2

3h3 −2h2 3h1

2h2 2h1 2h3

 ‖ =

= sup
‖h‖≤1

max{2|h1|+2|h3|+2|h2|, 3|h3|+2|h2|+3|h1|, 2|h2|+2|h1|+2|h3|} ≤ 8
def
= K.

Prin urmare h0 = η0KB0 = 0.024 < 1
2
.



18.5. REZOLVAREA ECUAŢIILOR ALGEBRICE 365

18.5 Rezolvarea ecuaţiilor algebrice

Fie T : R→ R o funcţie derivabilă.

Metoda tangentei. În cazul n = 1, metoda liniarizării aplicată rezolvării
ecuaţiei algebrice T (x) = 0 conduce la formarea şirului

xk+1 = xk − T (xk)

T ′(xk)
k ∈ N. (18.33)

Relaţiile (18.33) au următoarea interpretare geometrică care justifică numele
metodei: xk+1 reprezintă intersecţia tangentei ı̂n xk la graficul funcţiei T (x) cu
axa 0x.

În cazul ecuaţiei polinomiale

T (z) = a0z
n + a1z

n−1 + . . .+ an−1z + an = 0

metoda tangentei considerată ı̂n corpul numerelor complexe C permite deter-
minarea atât a rădăcinilor reale cât şi a celor complexe.

Metoda funcţiei inverse. Presupunem că funcţia T satisface următoarele
ipoteze:

• Funcţia T este inversabilă ı̂n intervalul I=(a,b) şi F = T−1 :

• Ecuaţia T (x) = 0 are o soluţie x∗ ı̂n intervalul I;

• Funcţiile T şi F au derivate continue până la ordinul m+ 1.

Din aceste ipoteze rezultă că soluţia x∗ este unică şi

x∗ = F (0).

Deoarece funcţia F nu este cunoscută, o vom aproxima cu o funcţie ϕ

F (y) = ϕ(y) +R(y).

Atunci x∗ ≈ ϕ(0).
Asupra funcţiei ϕ se impun cerinţele ca să aproximeze cât mai bine funcţia F

şi să poată fi uşor calculabilă. Astfel vom avea

• Metoda funcţiei inverse cu polinomul lui Taylor (sau metoda lui Ceb̂ışev)
ı̂n care ϕ este un polinom Taylor ataşat funcţiei F. Acest caz generalizează
metoda tangentei.
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• Metoda funcţiei inverse cu polinomul lui Lagrange ı̂n care ϕ este un polinom
de interpolare Lagrange.

Metoda funcţiei inverse cu polinomul lui Taylor. În dezvoltarea tayloriană
a funcţiei F ı̂n jurul punctului y0

F (y) = F (y0) +
m∑
i=1

F (i)(y0)

i!
(y − y0)i +

F (m+1)(ξ)

(m+ 1!
(y − y0)m+1

alegând y = 0 şi y0 = T (x) cu x ∈ I, obţinem

x∗ = F (0) = x+
m∑
i=1

(−1)i
F (i)(T (x))

i!
T i(x) + (−1)m+1F

(m+1)(ξ)

(m+ 1)!
Tm+1(x).

Rezultă că expresia x+
∑m

i=1(−1)i F
(i)(T (x))
i!

T i(x) furnizează o aproximaţie a soluţiei
x∗. Pe baza acestei observaţii construim şirul de aproximaţii succesive

xk+1 = xk +
m∑
i=1

(−1)i
F (i)(T (xk))

i!
T i(xk) k ∈ N, x0 ∈ I.

Derivând succesiv identitatea F (T (x)) = x obţinem

F ′(T (x))T ′(x) = 1
F ′′(T (x))[T ′(x)]2 + F ′(T (x))T ′′(x) = 0
F (3)(T (x))[T ′(x)]3 + 3F ′′(T (x))T ′(x)T ′′(x) + F ′(x)T (3) = 0,

de unde

F ′(T (x)) =
1

T ′(x)
, F ′′(T (x)) = − T ′′(x)

[T ′(x)]3
,

F (3)(T (x)) =
3[T ′′(x)]2

[T ′(x)]5
− T (3)(x)

[T ′(x)]4
, etc.

Pentru m = 1 găsim xk+1 = xk − T (xk)
T ′(xk)

, adică se regăseşte şirul construit prin
metoda tangentei, iar pentru m = 2 găsim

xk+1 = xk − T (xk)

T ′(xk)
− T ′′(xk)[T (xk)]2

2[T ′(xk)]3
.

În continuare ne propunem să studiem convergenţa şirului (xk)k∈N , construit
prin metoda funcţiei inverse. Vom stabili ı̂n prealabil câteva rezultate preliminare.

Fie (X, ‖·‖) un spaţiu normat. Un operator ϕ : X → X se numeşte contracţie
dacă există o constantă a ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât ‖ϕ(x)−ϕ(y)‖ ≤ a‖x−y‖, ∀a, y ∈
X. Dacă ϕ(x) = x atunci x se numeşte element fix al operatorului ϕ.
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Teorema 18.5.1 (de punct fix a lui Banach) Dacă X este un spaţiu Banach
(spaţiu normat şi complet) şi ϕ : X → X este o contracţie atunci ϕ are un singur
punct fix.

Demonstraţie. Fie x0 ∈ X şi considerăm şirul (xn)n∈N definit prin formula de
recurenţă xn+1 = ϕ(xn), n ∈ N. Utilizând proprietatea de contracţie a operatoru-
lui ϕ obţinem

‖xn+1 − xn‖ = ‖ϕ(xn)− ϕ(xn−1)‖ ≤ a‖xn − xn−1‖ =

= a‖ϕ(xn−1)− ϕ(xn−2)‖ ≤ a2‖xn−1 − xn−2‖ ≤ . . . ≤ an‖x1 − x0‖.

Şirul (xn)n∈N este fundamental. Într-adevăr

‖xn+p − xn‖ ≤
n+p−1∑
k=n

‖xk+1 − xk‖ ≤
n+p−1∑
k=n

ak‖x1 − x0‖ ≤ an

1− a
‖x1 − x0‖.

Din proprietatea de completitudine rezultă că şirul (xn)n∈N este convergent. Fie
x∗ = limn→∞ x

n. Trecând la limită ı̂n formula de recurenţă (ϕ fiind contracţie
este continuă) obţinem x∗ = ϕ(x∗), adică x∗ este punct fix al operatorului ϕ.

Dacă x∗1 şi x∗2 sunt puncte fixe ale operatorului ϕ atunci din relaţiile

‖x∗1 − x∗2‖ = ‖ϕ(x∗1)− ϕ(x∗2)‖ ≤ a‖x∗1 − x∗2‖

deducem
(1− a)‖x∗1 − x∗2‖ ≤ 0.

Cum 1− a > 0, ı̂n mod necesar ‖x∗1 − x∗2‖ = 0, adică x∗1 = x∗2.

Teorema 18.5.2 Fie X este un spaţiu Banach, B(x0, r) = {x ∈ X : ‖x− x0‖ ≤
r} şi ϕ : B(x0, r)→ X o contracţie de parametru a. Dacă ‖ϕ(x0)−x0‖ ≤ (1−a)r
atunci varphi are un singur punct fix.

Demonstraţie. Arătăm la ı̂nceput că ϕ(B(x0, r)) ⊆ B(x0, r). Într-adevăr, dacă
x ∈ B(x0, r) atunci au loc relaţiile

‖ϕ(x)− x0‖ ≤ ‖ϕ(x)− ϕ(x0)‖+ ‖ϕ(x0)− x0‖ ≤

≤ a‖x− x0‖+ (1− a)r ≤ ar + (1− a)r = r.

Reluând justificarea teoremei de punct fix a lui Banach rezultă concluzia teoremei.
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Teorema 18.5.3 Fie I un interval deschis şi ϕ : I → R o funcţie cu derivata
continuă ı̂n I. Dacă |ϕ′(x0)| < 1, x0 ∈ I atunci există r > 0 astfel ı̂ncât ϕ este
contracţie ı̂n mulţimea [x0 − r, x0 + r].

Demonstraţie. Fie 0 < ε < 1 − |ϕ′(x0)|. Din continuitatea lui ϕ′ ı̂n x0 rezultă
că există δ > 0 astfel ı̂ncât

|x− x0| < δ ⇒ |ϕ′(x)− ϕ′(x0)| < ε.

Atunci, pentru orice x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∪ I

|ϕ′(x)| ≤ |ϕ′(x)− ϕ′(x0)|+ |ϕ′(x0)| < ε+ |ϕ′(x0)| = a < 1.

Există r ∈ (0, δ) astfel ı̂ncât [x0−r, x0+r] ⊂ I. Pentru orice x, y ∈ [x0−r, x0+r]
utilizând teorema de medie a lui Lagrange, obţinem

|ϕ(x)− ϕ(x0)| = |ϕ′(c)||x− y| ≤ a|x− y|.

Teorema 18.5.4 În ipotezele teoremei anterioare, dacă ϕ(x∗) = 0 şi |ϕ′(x∗)| < 1
atunci există r > 0 astfel ı̂ncât şirul (xk)k∈N definit prin formula de recurenţă
xk+1 = ϕ(xk), k ∈ N, converge către x∗, oricare ar fi x0 ∈ [x∗ − r, x∗ + r].

Demonstraţie. Din teorema 18.5.3 rezultă existenţa lui r astfel ı̂ncât ϕ este
contracţie ı̂n mulţimea [x∗ − r, x∗ + r]. Fie a constanta de contracţie. Deoarece

|ϕ(x∗)− x∗| = 0 < (1− a)r,

ţinând seama de teoremele 18.5.1 şi 18.5.2 rezultă că şirul (xk)k∈N converge către
x∗, unicul punct fix al lui ϕ.

Proprietatea de convergenţă a şirului (xk)k∈N , construit prin metoda funcţiei
inverse cu polinomul lui Taylor este formulată ı̂n teorema

Teorema 18.5.5 Dacă aproximaţia iniţială x0 este ”suficient de apropiată” de
x∗, soluţia ecuaţiei T (x) = 0 din intervalul I, atunci şirul (xk)k∈N , construit prin
metoda funcţiei inverse cu polinomul lui Taylor converge către x∗.

Demonstraţie. Definim funcţia ϕm : I → R prin

ϕm(x) = x+
m∑
i=1

(−1)i
F (i)(T (x))

i!
T i(x)
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Derivata acestei funcţii este

ϕ′(x) = 1 +
m∑
i=1

(−1)i[
1

(i− 1)!
F (i)(T (x))T i−1(x)T ′(x)+

1

i!
F (i+1)(T (x))T i(x)T ′(x)] = 1− F ′(T (x)T ′(x)+

+
m∑
i=2

(−1)i

(i− 1)!
F (i)(T (x))T i−1(x)T ′(x) +

m∑
i=1

(−1)i

i!
F (i+1)(T (x))T i(x)T ′(x)].

Prin schimbarea de indice ı̂n a doua sumă, expresia derivatei devine

ϕ′(x) =
m∑
j=2

(−1)j

(j − 1)!
F (j)(T (x))T j−1(x)T ′(x)+

+
m+1∑
j=2

(−1)j−1

(j − 1)!
F (j)(T (x))T j+1(x)T ′(x)] =

=
(−1)m

m!
F (m+1)(T (x))Tm(x)T ′(x).

Au loc egalităţile ϕm(x∗) = x∗ şi ϕ′(x∗) = 0. Potrivit teoremei 18.5.4, dacă x0

este ”suficient de aproape” de x∗, atunci şirul (xk)k∈N converge către x∗.

Metoda funcţiei inverse cu polinomul lui Lagrange.1 Fie m ∈ N ,
x1, x2, . . . , xm+1 puncte distincte ale intervalului I şi yi = T (xi), i ∈ {1, 2, . . . ,m+
1}.

În egalitatea

F (y) = L(Pm; y1, . . . , ym+1;F )(y) +
m+1∏
i=1

(y − yi)
F (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
,

alegând y = 0, obţinem

x∗ = F (0) = L(Pm; y1, . . . , ym+1;F )(0) +
m+1∏
i=1

(−yi)
F (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
.

1Pentru aceast paragraf este necesar cunoaşterea polinomului de interpolare Lagrange.
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Expresia L(Pm; y1, . . . , ym+1;F )(0) furnizează o aproximaţie a soluţiei x∗ pe care
o notăm xm+2. În continuare se reia procedeul cu x2, x3, . . . , xm+2. În general,
dacă s-au determinat xk, xk+1, . . . , xm+k atunci

xk+m+1 = L(Pm; yk, yk+1, . . . , yk+m;F )(0) (yi = T (xi)).

Dacă uk(y) =
∏k+m

j=k (y − yj) atunci

xk+m+1 = −uk(0)
k+m∑
i=k

xi
yiu′k(yi)

. (18.34)

Din egalitatea uk+1(y) = uk(y)y−yk+m+1

y−yk
deducem formulele de recurenţă

uk+1(0) =
yk+m+1

yk
uk(0), u′k+1(yi) =

{
u′k(yi)

yi−yk+m+1

yi−yk
i ∈ {k + 1, . . . , k +m}

uk(yk+m+1)

yk+m+1−yk
i = k +m+ 1

Utilizând formula baricentrică a polinomului de interpolare Lagrange, formula
(18.34) se scrie

xk+m+1 =

∑k+m
i=k

xi
yiu′k(yi)∑k+m

i=k
1

yiu′k(yi)

Pentru m = 1 găsim

xk+2 =
xkyk+1 − xk+1yk

yk+1 − yk
,

cunoscută sub numele de metoda coardei, deoarece xk+2 reprezintă intersecţia
dreptei ce uneşte punctele de coordonate (xk, yk), (xk+1, yk+1) cu axa Ox.

Metoda funcţiei inverse cu polinomul lui Lagrange nu face apel la derivatele
funcţiei T.

18.6 Rezolvarea ecuaţiilor polinomiale

Fie polinomul P ∈ C[X], P (z) = zn + a1z
n−1 + . . . + an−1z + an. Deoarece

polinomul P are n rădăcini reale sau complexe, specificul rezolvării unei ecuaţii
polinomiale

P (z) = 0 (18.35)

constă ı̂n cerinţa determinării tuturor rădăcinilor sale.
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Metodele prezentate ı̂n continuare permit determinarea simultană (paralelă)
a celor n rădăcini.

Fie Ω ∈ Cn o mulţime deschisă, T : Ω→ Cn, T (z) =

 T1(z)
...

Tn(z)

 un operator

de m (≥ 2) ori diferenţiabil, având diferenţiala de ordin m continuă ı̂n Ω şi şirul
(z(k))k∈N construit prin formula de recurenţă

z(k+1) = T (z(k)), z(k) =

 z
(k)
1
...

z
(k)
n

 ⇔ z
(k+1)
i = Ti(z

(k)), (18.36)

∀ i ∈ {1, 2, . . . , n}, k ∈ N.
În Cn se va utiliza norma ‖z‖ = max{|z1|, |z2|, . . . , |zn|}.

Notăm prin α =

 α1
...
αn

 vectorul format de rădăcinile polinomului P.

Teorema 18.6.1 Dacă

1. T (α) = α,

2. T ′(α) = T ′′(α) = . . . = T (m−1)(α) = 0

atunci există r > 0 astfel ı̂ncât pentru orice z(0) ∈ Cn, ‖z(0) − α‖ < r, şirul
construit prin formula de recurenţă z(k+1) = T (z(k)), k ∈ N, (18.36) converge
către α.

Demonstraţie. Fie r0 > 0 astfel ı̂ncât V0 = {z ∈ Cn : ‖z − α‖ ≤ r0} ⊂ Ω şi
C0 = maxz∈V0 ‖T (m)(z)‖.

Există 0 < r ≤ r0 astfel ı̂ncât

C0r
m

m!
< r ⇔

(
C0

m!

) 1
m−1

r < 1.

Notăm V = {z ∈ Cn : ‖z − α‖ ≤ r}. Dacă z ∈ V atunci Teorema 18.1.7 şi
ipotezele prezente implică

‖T (z)− α‖ = ‖T (z)− T (α)−
m−1∑
j=1

1

j!
T (j)(α) (z − α) . . . (z − α)︸ ︷︷ ︸

j ori

‖ ≤
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≤ 1

m!
‖z − α‖m sup

ζ∈[α,z]

‖T (m)(ζ)‖ ≤ C0r
m

m!
< r,

adică T (z) ∈ V.
În particular, pentru z = z(k) din relaţiile anterioare deducem

‖z(k+1) − α‖ = ‖T (z(k))− α‖ ≤ C0

m!
‖z(k) − α‖m. (18.37)

Utilizând repetat inegalitatea (18.37) găsim

‖z(k) − α‖ ≤ C0

m!
‖z(k−1) − α‖m ≤ C0

m!
(
C0

m!
‖z(k−2) − α‖m)m =

= (
C0

m!
)1+m‖z(k−2) − α‖m2 ≤ . . . ≤ (

C0

m!
)1+m+...+mk−1‖z(0) − α‖mk <

< (
C0

m!
)
mk

m−1‖z(0) − α‖mk ≤
(

(
C0

m!
)

1
m−1 r

)mk
→ 0, k →∞.

Din inegalitatea (18.37) deducem totodată faptul că ordinul de convergentă
al şirului (z(k))k∈N este cel puţin m (Anexa F).

În cele ce urmează vom presupune că rădăcinile polinomului P sunt simple.
Întotdeauna putem elimina rădăcinile multiple considerând ı̂n locul lui P,

polinomul P

cmmdc(P,P ′)
, ale cărei rădăcini coincid cu cele ale lui P şi sunt simple.

În acest caz există o vecinătate a lui α astfel ı̂ncât pentru orice z, cuprins ı̂n
acea vecinătate, are componentele distincte două câte două.

Vom utiliza notaţiile

z =

 z1
...
zn

 şi Qi(z) =
n∏
j=1

j 6=i

(zi − zj).

Astfel z va reprezenta un număr complex ı̂n timp ce z reprezintă un vector având
ca şi componente numere complexe.

Dacă z1, . . . , zn sunt numere complexe, notăm

u(z) =
n∏
j=1

(z − zj)

ui(z) =
u(z)

z − zi
=

n∏
j=1

j 6=i

(z − zj)
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Metoda Durand-Kerner. Scriem egalitatea P (z) = (z − α1) . . . (z − αn)
sub forma

z − αi =
P (z)∏n

j=1

j 6=i
(z − αj)

sau αi = z − P (z)∏n
j=1

j 6=i
(z − αj)

. (18.38)

Dacă z(k) =

 z
(k)
1
...

z
(k)
n

 este o aproximaţie a lui α atunci, ı̂nlocuind ı̂n membrul

drept din (18.38) componentele lui α cu componentele corespunzătoare ale lui
z(k), formula (18.38) sugerează formulele de recurenţă

z
(k+1)
i = z

(k)
i −

P (z
(k)
i )∏n

j=1

j 6=i
(z

(k)
i − z

(k)
j )

= z
(k)
i −

P (z
(k)
i )

Qi(z(k))
, i ∈ {1, 2, . . . , n}, k ∈ N.

În acest caz, expresia funcţiei Ti(z) este

Ti(z) = zi −
P (zi)

Qi(z)
.

Evident Ti(α) = αi. Calculăm derivatele parţiale ale funcţiei Ti(z).

∂Ti(z)

∂zi
= 1− P ′(zi)

Qi(z)
+
P (zi)

Q2
i (z)

∂Qi(z)

∂zi
.

Deoarece P ′(αi) =
∏n

j=1

j 6=i
(αi − αj) = Qi(α), rezultă ∂Ti(α)

∂zi
= 0.

Pentru i 6= j
∂Ti(z)

∂zj
=
P (zi)

Q2
i (z)

∂Qi(z)

∂zj
,

deci ∂Ti(α)
∂zj

= 0.

În consecinţă T ′(α) = 0, deci ordinul de convergenţă al şirului (z(k))k∈N este
2.

Dacă αj din membrul drept al lui (18.38) se ı̂nlocuieşte cu z
(k)
j −

P (z
(k)
j )

Qj(z(k))
atunci

se obţine metoda Durand-Kerner ı̂mbunătăţită, având ordinul de convergenţă 3,

z
(k+1)
i = z

(k)
i −

P (z
(k)
i )∏n

j=1

j 6=i

(
z

(k)
i − z

(k)
j +

P (z
(k)
j )

Qj(z(k))

) , i ∈ {1, 2, . . . , n}, k ∈ N.
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Metoda Ehrlich. Fie z1, . . . , zn numere compleze distincte două câte două.
Pentru calcului rădăcinii αi utilizăm metoda tangentei ı̂n cazul ecuaţiei

P (z)

ui(z)
= 0.

În prealabil calculăm(
P (z)

ui(z)

)′
=
P ′(z)

ui(z)
− P (z)

ui(z)

u′i(z)

ui(z)
=
P ′(z)

ui(z)
− P (z)

ui(z)

n∑
j=1

j 6=i

1

z − zj
.

Pentru z = zi, presupunând P ′(zi) = ui(zi) – adevărată, dacă zi = αi,∀i – vom
avea (

P (z)

ui(z)

)′
|z=zi ≈ 1− P (zi)

ui(zi)

n∑
j=1

j 6=i

1

zi − zj
= 1− P (zi)

Qi(z)

n∑
j=1

j 6=i

1

zi − zj
.

Metoda tangentei conduce la formulele de recurenţă

z
(k+1)
i = z

(k)
i −

P (z
(k)
i )

Qi(z(k))

1− P (z
(k)
i )

Qi(z(k))

∑n
j=1

j 6=i
1

z
(k)
i −z

(k)
j

= z
(k)
i −

P (z
(k)
i )

Qi(z(k))− P (z
(k)
i )
∑n

j=1

j 6=i
1

z
(k)
i −z

(k)
j

,

i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ N. Binêınţeles z(k) =

 z
(k)
1
...

z
(k)
n

 .

Ordinul de convergenţă al metodei Ehrlich este 2.

Metoda Nourein. Din nou fie z1, . . . , zn numere compleze distincte două
câte două. P (z)−u(z) este un polinom de grad n−1, deci coincide cu polinomul
de interpolare L(Pn−1; z1, . . . , zn;P − u)(z) = L(Pn−1; z1, . . . , zn;P )(z)

P (z)− u(z) = L(Pn−1; z1, . . . , zn;P )(z) =
n∑
j=1

P (zj)
u(z)

(z − zj)u′(zj)
.

Pentru z = αi obţinem

−1 =
P (zi)

(αi − zi)u′(zi)
+

n∑
j=1

j 6=i

P (zj)

(αi − zj)u′(zj)
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şi explicitând αi − zi găsim

αi = zi −
P (zi)
ui(zi)

1 +
∑n

j=1

j 6=i

P (zj)

(αi−zj)u′(zj)

. (18.39)

Reluând raţionamentul făcut la metoda Durand-Kerner obţinem formulele de
recurenţă

z
(k+1)
i = z

(k)
i −

P (z
(k)
i )

Qi(z(k))

1 +
∑n

j=1

j 6=i

P (zj)

(z
(k)
i −z

(k)
j )Qj(z(k))

, i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ N.

Ordinul de convergenţă al metodei Nourein este 3.

Dacă αi din membrul drept al lui (18.39) se ı̂nlocuieşte cu z
(k)
i −

P (z
(k)
i )

Qi(z(k))
atunci

se obţine metoda Nourein ı̂mbunătăţită, având ordinul de convergenţă 4,

z
(k+1)
i = z

(k)
i −

P (z
(k)
i )

Qi(z(k))

1 +
∑n

j=1

j 6=i

P (z
(k)
j )

(z
(k)
i −

P (z
(k)
i

)

Qi(z
(k))
−z(k)j )Qj(z(k))

, i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ N.

Metoda Wang-Zheng. Formulele de recurenţă ale acestei metode sunt

z
(k+1)
i = z

(k)
i −

1

P ′(z
(k)
i )

P (z
(k)
i )
− P ′′(z

(k)
i )

2P ′(z
(k)
i )
− P (z

(k)
i )

2P ′(z
(k)
i )

[(∑n
j=1

j 6=i
1

z
(k)
i −z

(k)
j

)2

+
∑n

j=1

j 6=i
1

(z
(k)
i −z

(k)
j )2

] ,

i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ N.
Ordinul de convergenţă al metodei Wang-Zheng este 4.

Determinarea aproximaţiilor initiale¸

Aşa cum s-a văzut, convergenţa metodei de rezolvare a unei ecuaţii polinomi-
ale depinde de alegerea adecvată a aproximaţiilor iniţiale ale rădăcinilor.

În acest sens sunt utile următoarele rezultate privind localizarea rădăcinilor
unui polinom.

Teorema 18.6.2 Rădăcinile polinomului P (z) = a0z
n + a1z

n−1 + . . . + an−1z +
an ∈ C[X] se află ı̂n discul B(0, R) cu R = 1 + b

|a0| , unde b = max{|a1|, . . . , |an|}.
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Demonstraţie. Pentru |z| > 1 au loc majorările

|a1z
n−1 + . . .+ an−1z + an| ≤ b(1 + |z|+ . . .+ |z|n−1) ≤ b

|z|n−1

|z| − 1
.

şi inegalităţile

|P (z)| ≥ |a0||z|n − |a1z
n−1 + . . .+ an−1z + an| ≥ |z|n

(
|a0| −

b

|z| − 1

)
.

Dacă

|a0| −
b

|z| − 1
> 0 ⇔ |z| > 1 +

b

|a0|
= R,

atunci |P (z)| > 0, adică polinomul P nu are rădăcini ı̂n afara discului B(0, R),
de unde concluzia teoremei.

Teorema 18.6.3 Fie Q ⊂ C un pătrat cu centrul ı̂n a şi semidiagonala r şi
polinomul P (z) = b0(z− a)n + b1(z− a)n−1 + . . .+ bn−1(z− a) + bn ∈ C[X]. Dacă

|P (a)| > |b0|rn + |b1|rn−1 + . . .+ |bn−1|r

atunci polinomul P nu are nici o rădăcină ı̂n pătratul Q.

Demonstraţie. Dacă z ∈ Q atunci |z − a| ≤ r. Deoarece

|P (z)− P (a)| = |b0(z − a)n + b1(z − a)n−1 + . . .+ bn−1(z − a)| ≤

≤ |b0|rn + |b1|rn−1 + . . .+ |bn−1|r
din inegalitatea

|P (z)| = |P (a)− (P (a)− P (z))| ≥ |P (a)| − |P (z)− P (a)| ≥

≥ |P (a)| − (|b0|rn + |b1|rn−1 + . . .+ |bn−1|r) > 0,

deducem că polinomul P nu are rădăcini ı̂n pătratul Q.

Probleme şi teme de seminar

P 18.1 Metoda Halley. Fie f o funcţie de cel puţin două ori derivabilă ı̂ntr-un
interval I unde există un singur zero, x∗. Pornind de la dezvoltarea

0 = f(x∗) = f(xk) + f ′(xk)(x
∗ − xk) +

f ′′(xk)

2
(x∗ − xk)2 + . . .
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notăm prin xk+1 numărul pentru care

0 = f(xk) + f ′(xk)(xk+1 − xk) +
f ′′(xk)

2
(xk+1 − xk)2.

Atunci xk+1 = xk − f(xk)

f ′(xk)+
f ′′(xk)

2
(xk+1−xk)

. Înlocuind xk+1 − xk din membrul drept

cu − f(xk)
f ′(xk)

- sugerat de metoda tangentei - se obţine formula de recurenţă pentru
metada Halley

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)

(
1− f(xk)f

′′(xk)

2f ′(xk)2

)−1

.

Să se demonstreze că dacă aproximaţia iniţială este aleasă ı̂ntr-o vecinătate
convenabilă a lui x∗, atunci şirul (xk)k∈N converge către x∗.

R. Pentru ϕ(x) = x− f(x)
f ′(x)

A(x), A(x) =
(

1− f(x)f ′′(x)
2f ′(x)2

)−1

se verifică proprietăţile

ϕ(x∗) = x∗ şi ϕ′(x∗) = 0.

P 18.2 Trei puncte din plan Pi(xi, yi), i = 1, 2, 3, astfel ı̂ncât x1 < x2 < x3, se
află pe graficul unei funcţii de forma y = a ln (bx+ c).

Ce condiţii satisfac numerele y1, y2, y3 ?
Cunoscând coordonatele punctelor Pi să se determine parametrii funcţiei a, b, c.
Să se studieze existenţa şi unicitatea soluţiei.
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Partea IV

REZOLVAREA ECUAŢIILOR
PRIN METODE DE

OPTIMIZARE

379





Capitolul 19

Elemente din teoria optimizării

Fie X un spaţiu normat, domeniul D ⊆ X şi F : D → R o funcţională
diferenţiabilă Fréchet, mărginită inferior. Problema de optimizare (PO) constă
ı̂n determinarea

1. f ∗ = infx∈D f(x);

2. x∗ ∈ D (dacă există) astfel ı̂ncât f(x∗) = infx∈D f(x).

Dacă a ∈ R, atunci notăm prin Ma mulţimea Ma = {x ∈ D : f(x) ≤ a}.
În cazul X = Rn există mai multe metode eficiente de rezolvare a problemei

de mai sus.
În continuare vom presupune că D este un domeniu convex.
Drept aplicaţii, există posibilitatea rezolvării unei ecuaţii liniare sau neliniare

prin intermediul unei probleme de optimizare adecvatate.

19.1 Funcţionale diferenţiabile

În cazul funcţionalelor, diferenţiabilitatea Fréchet coincide cu G-derivabilitatea.
Într-adevăr, pentru x, x+h ∈ D funcţionala f este G- derivabilă ı̂n x dacă există
operatorul liniar ∇f(x) ∈ (X,X)∗ astfel ı̂ncât

lim
t→0

f(x+ th)− f(x)

t
= ∇f(x)(h).

Pentru h ∈ X, notăm h0 = h
‖h‖ şi t = ‖h‖ şi găsim

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)−∇f(x)(h)

‖h‖
= lim

t→0

[
f(x+ th0)− f(x)

t
−∇f(x)(h0)

]
= 0.

381
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Pentru x, x + h ∈ D fixaţi introducem funcţia ϕ : [0, 1] → R definită prin
ϕ(t) = f(x+ th). Au loc proprietăţile:

Teorema 19.1.1 1. Dacă funcţionala f : D → R este diferenţiabilă Fréchet
atunci

ϕ′(t) = f ′(x+ th)(h); (19.1)

f(x+ h)− f(x) =
∫ 1

0
f ′(x+ th)(h)dt; (19.2)

2. Dacă funcţionala f : D → R este de două ori diferenţiabilă Fréchet atunci

ϕ′′(t) = f ′′(x+ th)(h)(h); (19.3)

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)(h) +
∫ 1

0
(1− t)f ′′(x+ th)(h)(h)dt. (19.4)

Demonstraţie. Au loc egalităţile

ϕ(t) = lim
s→0

ϕ(t+ s)− ϕ(t)

s
= lim

s→0

f(x+ (t+ s)h)− f(x+ th)

s
=

= ∇f(x+ th)(h) = f ′(x+ th)(h),

deoarece diferenţiabilitatea Fréchet implică G-derivabilitatea.

Cealaltă relaţie reprezintă transcrierea egalităţii

ϕ(1)− ϕ(0) =

∫ 1

0

ϕ′(t)dt.

Pct. 2 al teoremei se arată asemănător. (19.4) reprezintă transcrierea egalităţii

ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) +

∫ 1

0

(1− t)ϕ′′(t)dt.

Exemplul 19.1.1 Fie X un spaţiu prehilbertian real cu produsul scalar notat
prin < ·, · > . Dacă A ∈ (X,X)∗, b ∈ X atunci funcţionala

f(x) =
1

2
< A(x), x > − < b, x >, f : X → X,

este diferenţiabilă Fréchet şi f ′(x) = A(x)− b.
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Teorema 19.1.2 Dacă funcţionala f : D → R este diferenţiabilă Fréchet cu
derivata lipschitziană, adică există L > 0 astfel ı̂ncât

‖f ′(x)− f ′(y)‖ ≤ L‖x− y‖, ∀x, y ∈ D,

atunci pentru orice x, x+ h ∈ D are loc inegalitatea

f(x+ h) ≤ f(x) + f ′(x)(h) +
L

2
‖h‖2

Demonstraţie. Utilizând (19.2) au loc relaţiile

f(x+ h)− f(x) =

∫ 1

0

[f ′(x+ th)(h)− f ′(x)(h)]dt+

∫ 1

0

f ′(x)(h)dt ≤

≤ f ′(x)(h)+

∣∣∣∣∫ 1

0

[f ′(x+ th)− f ′(x)](h)dt

∣∣∣∣ ≤ f ′(x)(h)+

∫ 1

0

|[f ′(x+th)−f ′(x)] (h)|dt ≤

≤ f ′(x)(h) +

∫ 1

0

‖f ′(x+ th)− f ′(x)‖ ‖h‖ dt ≤ f ′(x)(h) +
L

2
‖h‖.

19.2 Funcţionale convexe

Fie D un domeniu convex a unui spaţiu normat X.
Funcţionala F : D → R este convexă este

• conveză dacă

f(ax+ (1− a)y) ≤ af(x) + (1− a)f(y), ∀x, y ∈ D; ∀a ∈ (0, 1).

• strict conveză dacă

f(ax+ (1− a)y) < af(x) + (1− a)f(y), ∀x, y ∈ D, x 6= y; ∀a ∈ (0, 1).

• tare conveză dacă există m > 0 astfel ı̂ncât

ma(1− a)‖x− y‖2 + f(ax+ (1− a)y) ≤ af(x) + (1− a)f(y),

∀x, y ∈ D; ∀a ∈ (0, 1).
În cazul unei funcţionale diferenţiabilă Fréchet tare convexitatea se poate

caracteriza prin
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Teorema 19.2.1 Fie f : D ⊂ X → R o funcţională diferenţiabilă Fréchet.
Următoarele afirmaţii sunt echivalente

(i) f este tare convexă;

(ii) Pentru orice x, x0 ∈ D are loc inegalitatea

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)(x− x0) +m‖x− x0‖2; (19.5)

(iii) Pentru orice x, x0 ∈ D are loc inegalitatea

[f ′(x)− f ′(x0)](x− x0) ≥ 2m‖x− x0‖2; (19.6)

Dacă f este de două ori diferenţiabil Fréchet atunci afirmaţiile anterioare sunt
echivalente cu

(iv) Pentru orice x ∈ D şi orice h ∈ X are loc inegalitatea

f ′′(x)(h)(h) ≥ 2m‖h‖2. (19.7)

Demonstraţie.

(i)⇒(ii) Din inegalitatea

f(tx+ (1− t)x0) +mt(1− t)‖x− x0‖2 ≤ tf(x) + (1− t)f(x0)

scăzând f(x0) şi ı̂mpăţind la t ∈ (t, 1] se obţine

f(tx+ (1− t)x0)− f(x0)

t
+m(1− t)‖x− x0‖2 ≤ f(x)− f(x0).

Pentru t→ 0 rezultă

f ′(x0)(x− x0) +m‖x− x0‖2 ≤ f(x)− f(x0).

(ii)⇒(i) Au loc inegalităţile

f(x)− f(tx+ (1− t)y) ≥ (1− t)f ′(tx+ (1− t)y)(x− y) +m(1− t)2‖x− y‖2

f(y)− f(tx+ (1− t)y) ≥ (1− t)f ′(tx+ (1− t)y)(y − x) +mt2‖x− y‖2

Înmulţind prima inegalitate cu t, pe a doua cu 1− t şi adunând găsim

tf(x) + (1− t)f(y)− f(tx+ (1− t)y) ≥ mt(1− t)‖x− y‖2.
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(ii)⇒(iii) Adunând inegalităţile

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)(x− x0) +m‖x− x0‖2

f(x0)− f(x) ≥ f ′(x)(x0 − x) +m‖x− x0‖2

rezultă
0 ≥ [f ′(x)− f ′(x0)](x0 − x) + 2m‖x− x0‖2

sau
[f ′(x)− f ′(x0)](x− x0) ≥ 2m‖x− x0‖2.

(iii)⇒(ii) Folosind (19.1) deducem succesiv

f(x)− f(x0) =

∫ 1

0

f ′(x0 + t(x− x0))(x− x0)dt =

=

∫ 1

0

[f ′(x0 + t(x− x0))− f ′(x0)](x− x0)dt+

∫ 1

0

f ′(x0)(x− x0)dt ≥

≥ 2m‖x− x0‖2

∫ 1

0

tdt+ f ′(x0)(x− x0) = m‖x− x0‖2 + f ′(x0)(x− x0).

(iii)⇒(iv) Împărţind cu t2 inegalitatea

[f ′(x+ th)− f ′(x)](th) ≥ 2mt2‖h‖2

obţinem
f ′(x+ th)− f ′(x)

t
(h) ≥ 2m‖h‖2.

Pentru t→ 0 rezultă

f ′′(x+ th)(h)(h) ≥ 2m‖h‖2.

(iv)⇒(iii) Utilizând (19.4) avem

f(x) = f(x0)+f ′(x0)(x−x0)+

∫ 1

0

(1−t)f ′′(x0+t(x−x0))(x−x0)(x−x0)dt ≥

≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +m‖x− x0‖2.

Pentru funcţionale convexe formularea teoremei anterioare este
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Teorema 19.2.2 Fie f : D ⊂ X → R o funcţională diferenţiabilă Fréchet.
Următoarele afirmaţii sunt echivalente

(i) f este convexă;

(ii) Pentru orice x, x0 ∈ D are loc inegalitatea

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)(x− x0); (19.8)

(iii) Pentru orice x, x0 ∈ D are loc inegalitatea

[f ′(x)− f ′(x0)](x− x0) ≥ 0; (19.9)

Dacă f este de două ori diferenţiabil Fréchet atunci afirmaţiile anterioare sunt
echivalente cu

(iv) Pentru orice x ∈ D şi orice h ∈ X are loc inegalitatea

f ′′(x)(h)(h) ≥ 0. (19.10)

19.3 Proprietăţi ale problemei de optimizare

Mărginirea inferioară a funcţionalei problemei de optimizare (PO) este garan-
tată de

Teorema 19.3.1 Dacă

1. funcţioanla f : D → R este diferenţiabilă Fréchet cu derivata lipschtziană,

∃L > 0, astfel ı̂ncât ‖f ′(x)− f ′(y)‖ ≤ L‖x− y‖, ∀x, y ∈ D;

2. există a ∈ R astfel ı̂ncât mulţimea Ma este mărginită;

atunci f este mărginită inferior.

Demonstraţie. Mărginirea mulţimii Ma ı̂nseamnă existenţa unui număr r > 0
cu proprietatea că ‖x‖ ≤ r

2
, pentru orice x ∈Ma.

Fie x, x0 ∈Ma şi h = x−x0. Atunci ‖h‖ ≤ ‖x‖+‖x0‖ ≤ r. Procedând analog
calculului din demonstraţia Teoremei 19.1.2, avem

|f(x)− f(x0)| = |f(x0 + h)− f(x0)| =
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= |
∫ 1

0

[f ′(x0 + th)− f ′(x0)]hdt+

∫ 1

0

f ′(x0)(h)dt| ≤

≤ L‖h‖2

2
+ ‖f ′(x0)‖ ‖h‖ ≤ Lr2

2
+ ‖f ′(x0)‖r,

sau

f(x) ≥ f(x0)− Lr2

2
− ‖f ′(x0)‖r.

O caracterizare a soluţiei (PO) este furnizată de următoarea teoremă

Teorema 19.3.2 O condiţie necesară ca x∗ să fie soluţie pentru (PO) este

f ′(x∗)(x− x∗) ≥ 0. (19.11)

Dacă funcţionala f este convexă atunci condiţia este şi suficientă.

Demonstraţie. Pentru x ∈ D şi t > 0 suficient de mic x∗ + t(x− x∗) ∈ D şi ı̂n
consecinţă

f(x∗ + t(x− x∗)) ≥ f(x∗),

sau
f(x∗ + t(x− x∗))− f(x∗)

t
≥ 0.

Pentru t→ 0 rezultă f ′(x∗)(x− x∗) ≥ 0.
Reciproc, dacă f este o funcţională convexă atunci, din (19.8) avem

f(x)− f(x∗) ≥ f ′(x∗)(x− x∗) ≥ 0.

Referitor la unicitatea soluţiei, pentru funcţionale strict convexe (PO) a cel
mult o soluţie.

În cazul funcţionalelor tare convexe are loc următorul rezultat privind evalu-
area erorii

Teorema 19.3.3 Dacă x∗ este punctul de minim al funcţionalei tare convexe f
atunci are loc inegalitatea

‖x− x∗‖2 ≤ 2

m
[f(x)− f(x∗)]. (19.12)

Demonstraţie. Proprietatea de minim a lui x∗ implică f(x∗) ≤ f(1
2
x+1

2
x∗), ∀x ∈

D, iar din tare convexitate deducem

f(x∗) ≤ f(
1

2
x+

1

2
x∗) ≤

1

2
f(x) +

1

2
f(x∗)−

1

4
m‖x− x∗‖2,

de unde se obţine (19.12).
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19.4 Metode de descreştere

Rezolvarea PO printr-o metodă de descreştere constă ı̂n construirea şirului

xn+1 = xn + µnhn (19.13)

unde (xn)n∈N reprezintă aproximaţii ale soluţiei PO, hn ∈ X este direcţia de
descreştere şi µn ∈ R este un coeficient.

Un criteriu de alegere a direcţiei de descreştere este

Teorema 19.4.1 Fie f : X → R o funcţie diferenţiabilă Fréchet. Dacă f ′(x)(h) <
0 atunci există µ0 > 0 astfel ı̂ncât

f(x+ µh) < f(x) ∀µ ∈ (0, µ0).

Demonstraţie. Limita

lim
µ→0

f(x+ µh)− f(x)

µ
= f ′(x)(h)

implică
∀ 0 < ε < −f ′(x)(h) ∃ µ0 > 0 astfel ı̂ncât

f(x+ µh)− f(x)

µ
− f ′(x)(h) < ε ∀ µ ∈ (0, µ0),

de unde
f(x+ µh)− f(x) < µ(f ′(x)(h) + ε) < 0.

Definiţie 19.4.1 Un element h ∈ X, ‖h‖ = 1 este o direcţie de cea mai mare
descreştere a funcţionalei f ı̂n x dacă

f ′(x)(h) = inf
‖y‖=1

f ′(x)(y) (19.14)

Teorema 19.4.2 Dacă h este o direcţie de cea mai mare descreştere a funcţionalei
f ı̂n x atunci f ′(x)(h) = −‖f ′(x)‖.

Demonstraţie. Utilizând definiţia normei unui operator liniar, găsim

f ′(x)(h) = inf
‖y‖=1

f ′(x)(y) = − sup
‖y‖=1

−f ′(x)(y) = −‖ − f ′(x)‖ = −‖f ′(x)‖.
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Observaţie 19.4.1 Fie X = Rn şi f : Rn → R o funcţie diferenţiabilă. Dacă

notăm ∇f(x) =
(
∂f(x)
∂xi

)
1≤i≤n

- gradientul funcţiei f ı̂n x - atunci

f ′(x)(h) =< ∇f(x), h >=
n∑
i=1

∂f(x)

∂xi
hi h = (hi)1≤i≤n ∈ Rn.

În acest caz h = − ∇f(x)
‖∇f(x)‖ este o direcţie de cea mai mare descreştere a lui f ı̂n

x.

Metoda de descreştere cu alegerea la fiecare pas a antigradientul ca direcţie
de descrȩtere poartă numele de metoda gradientului.

19.5 Metoda gradientului

Fie X un spaţiu normat real. Pentru minimizarea funcţionalei diferenţiabile
Fréchet f : X → R se consideră şirul definit prin formula de recurenţă

xn+1 = xn + µnhn,

cu

hn = −f ′(xn)

şi µn soluţia problemei de optimizare unidimensională

f(xn+1) = f(xn + µnhn) = min
µ>0

f(xn + µhn).

Rezultatele următoare prezintă proprietăţi de convergenţa legate de şirul (xn)n∈N.

Teorema 19.5.1 Dacă

1. derivata Fréchet f ′(x) este lipschitziană, adică

∃L > 0 astfel ı̂ncât ‖f ′(x)− f ′(y)‖ ≤ L‖x− y‖, ∀x, y ∈ X;

2. mulţimea Mf(x0) este mărginită

atunci limn→∞ f
′(xn) = 0.
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Demonstraţie. Teoreme 19.3.1 implică marginirea inferioară a şitului (f(xn))n∈N
iar din determinarea parametrului de descreştere µn rezultă ca acest şir este de-
screscător. În consecinţă există limn→∞ f(xn).

Fie µ > 0. Potrivit Teoremei 19.1.2 avem

f(xn+1) ≤ f(xn + µhn) ≤ f(xn) + µf ′(xn)(hn) +
Lµ2

2
.

Deoarece hn este o direcţie de cea mai mare descreştere a funcţionalei f ı̂n xn,
din inegalitatea anterioară deducem

‖f ′(xn)‖ = −f ′(xn)(hn) ≤ f(xn)− f(xn+1)

µ
+
Lµ

2
. (19.15)

Fie ε > 0 şi µ > 0 astfel ı̂ncât Lµ
2
< ε

2
. Deoarece limn→∞

f(xn)−f(xn+1)
µ

= 0 există

n0 ∈ N astfel ı̂ncât f(xn)−f(xn+1)
µ

< ε
2

pentru orice n > n0.

Din (19.15) rezultă ‖f ′(xn)‖ < ε pentru orice n > n0, adică limn→∞ f
′(xn) =

0.

Teorema 19.5.2 Dacă ı̂n plus, funcţionala f este convexă atunci există α > 0
astfel ı̂ncât

f(xn)− f ∗ ≤ α‖f ′(xn)‖, ∀n ∈ N,

unde f ∗ = infx∈Mf(x0)
f(x).

Demonstraţie. Din mărginirea mulţimii Mf(x0) rezultă că şi mulţimea Mf(x0)−
Mf(x0) este mărginită, adică există α > 0 astfel ı̂ncât

Mf(x0) −Mf(x0) ⊆ B(0, α).

Dacă y ∈ Mf(x0) atunci y − xn ∈ Mf(x0) − Mf(x0) ⊆ B(0, α) şi din egalitatea
y = xn + (y − xn) deducem incluziunea

Mf(x0) ⊆ xn +B(0, α). (19.16)

Fie h ∈ X, cu ‖h‖ ≤ α. Deoarece xn+h ∈ xn+B(0, α), relaţia (19.16) implică

inf
‖h‖≤α

f(xn + h) ≤ inf
x∈Mf(x0)

f(x) = f ∗

şi
f ∗ − f(xn) ≥ inf

‖h‖≤α
f(xn + h)− f(xn). (19.17)
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Potrivit Teoremei 19.2.2, convexitatea funcţionalei f implică inegalitatea

f(xn + h)− f(xn) ≥ f ′(xn)(h).

Utilizând (19.17) deducem

f ∗ − f(xn) ≥ inf
‖h‖≤α

f(xn + h)− f(xn) ≥ inf
‖h‖≤α

f ′(xn)(h).

Deoarece

inf
‖h‖≤α

f ′(xn)(h) = α inf
‖h‖≤1

f ′(xn)(h) = −α sup
‖h‖≤1

−f ′(xn)(h) = −α‖f ′(xn)‖

inegalitatea de mai sus devine f ∗ − f(xn) ≥ −α‖f ′(xn)‖.
Din Teoremele 19.3.3 şi 19.5.2 rezultă

Teorema 19.5.3 Dacă ı̂n plus, funcţionala f este tare convexă şi x∗ este soluţia
problemei de optimizare atunci limn→∞ xn = x∗.
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Capitolul 20

Rezolvarea ecuaţiilor prin
optimizare

20.1 Rezolvarea unui sistem algebric liniar

prin metoda celor mai mici pătrate

Un sistem algebric de ecuaţii liniare

Ax = b (20.1)

cu A ∈Mm,n(R), b ∈ Rm şi m > n, este ı̂n general incompatibil.
Se numeşte soluţie ı̂n sensul metodei celor mai mici pătrate, elementul x ∈ Rn

care minimizează funcţia f(x) = ‖Ax− b‖2.
Aspecte teoretice legate de soluţia ı̂n sensul metodei celor mai mici pătrate

au fost prezentate ı̂n secţiunea 13.8
Determinarea soluţiei ı̂n sensul metodei celor mai mici pătrate.

Deducem o metodă numerică pentru minimizarea funcţionalei

f : Rn → R, f(x) =
1

2
‖Ax− b‖2

2 =
1

2
(‖Ax‖2

2 − 2 < Ax, b > +‖b‖2
2).

utilizând metoda gradientului.
Deoarece f ′(x) = AT (Ax− b), direcţia de descreştere va fi

hk = −AT (Axk − b). (20.2)

Minimul funcţiei ϕ(µ) = f(xk + µhk) = 1
2
(‖Axk − b‖2

2 + 2µ < Axk − b, Ahk >

+µ2‖Ahk‖2
2) se obţine pentru µk := µ = − ‖hk‖22

‖Ahk‖22
.

393
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Rezultă formula de recurenţă

xk+1 = xk −
‖hk‖2

2

‖Ahk‖2
2

hk, (20.3)

iar hk este dat de (20.2).

20.2 Rezolvarea unui sistem algebric neliniar

prin metoda celor mai mici pătrate

Fiind date funcţiile diferenţiabile Ti : Rn → R, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, pentru
rezolvarea sistemului algebric de ecuaţii neliniare

T (x) = 0 ⇔


T1(x1, . . . , xn) = 0
...
Tm(x1, . . . , xn) = 0

(20.4)

se minimizează funcţionala f : Rn → R definită prin

f(x) =
m∑
i=1

T 2
i (x) = ‖T (x)‖2

2. (20.5)

Dacă f(x) = 0 atunci x este un punct de minim al funcţionalei f şi soluţie a
sistemului (20.4).

Pentru minimizarea funcţionalei f utilizăm metode gradientului. Gradientul
lui f este

f ′(x) =


∂f(x)
∂x1
...

∂f(x)
∂xn

 = 2


∂T1(x)
∂x1

. . . ∂Tm(x)
∂x1

... . . .
...

∂T1(x)
∂xn

. . . ∂Tm(x)
∂xn


 T1(x)

...
Tm(x)

 = 2(T ′(x))TT (x).

Coeficientul de descreştere µ se obţine din minimizarea funcţiei

ϕ(µ) = f(x−µf ′(x)) =
m∑
i=1

T 2
i (x−µf ′(x)) =

m∑
i=1

[
Ti(x)− µ(T ′i (x))Tf ′(x) + . . .

]2
,

a cărei primă aproximaţie este polinomul de gradul al doilea

ψ(µ) =
m∑
i=1

[
Ti(x)− µ(T ′i (x))Tf ′(x)

]2
=
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= ‖T (x)‖2
2 − 2µ

m∑
i=1

Ti(x)(T ′i (x))Tf ′(x) + µ2

m∑
i=1

[
(T ′i (x))Tf ′(x)

]2
.

Drept coeficient de descreştere se alege punctul de minim al funcţiei ψ(µ).
Deoarece (T ′i (x))Tf ′(x) = 2(T ′i (x))T (T ′(x))TT (x) sunt componentele vectoru-

lui

2

 (T ′1(x))T

...
(T ′m(x))T

 (T ′(x))TT (x) = 2T ′(x)(T ′(x))TT (x)

expresia funcţiei ψ(µ) devine

ψ(µ) = ‖T (x)‖2
2 − 4µ(T (x))TT ′(x)(T ′(x))TT (x) + 4µ2‖T ′(x)(T ′(x))TT (x)‖2

2 =

= ‖T (x)‖2
2 − 4µ‖T ′(x))TT (x)‖2

2 + 4µ2‖T ′(x)(T ′(x))TT (x)‖2
2.

Aşadar

µ = argmin ψ(µ) =
‖(T ′(x))TT (x)‖2

2

2‖T ′(x)(T ′(x))TT (x)‖2
2

.

Aproximarea unei soluţii a sistemului (20.4) se găseşte cu şirul (x(k))k∈N definit
prin formula de recurenţă

x(k+1) = x(k) − ‖(T ′(x(k)))TT (x(k))‖2
2

‖T ′(x(k))(T ′(x(k)))TT (x(k))‖2
2

(T ′(x(k)))TT (x(k)). (20.6)

20.3 Rezolvarea unei ecuaţii liniare prin metode

de optimizare

Fie X un spaţiu Hilbert real, D(A) un subspaţiu liniar al lui X, un operator
liniar A ∈ (D(A), X)# şi b ∈ X. Problema studiată ı̂n această secţiune este
rezolvarea ecuaţiei

A(x) = b (20.7)

Definiţie 20.3.1 Operatorul liniar A ∈ (D(A), X)# este

• simetric dacă < A(x), y >=< x,A(y) >, ∀x, y ∈ D(A);

• pozitiv dacă < A(x), x >≥ 0, ∀x ∈ D(A);

• strict pozitiv dacă < A(x), x >> 0, ∀x ∈ D(A)\{0};
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• tare pozitiv dacă ∃m > 0 astfel ı̂ncât < A(x), x >≥ m‖x‖2, ∀x ∈ D(A).

Dacă operatorul A este strict pozitiv atunci ecuaţia (20.7) are cel mult o
soluţie.

Ataşam ecuaţiei (20.7) funcţionala J : D(A)→ X definită prin

J(x) =< A(x), x)− 2 < b, x > (20.8)

Au loc următoarele proprietăţi simple ale funcţionalei J.
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Anexa A

Noţiuni de teoria erorilor

În cursul rezolvării unei probleme numerice apar erori. Potrivit sursei, se pot
distinge trei tipuri de erori:

1. Erori inerente, care provin din simplificarea modelului fizic ı̂n procesul
de modelare matematica, din măsurătorile iniţiale, din calculele anterioare
problemei, etc.

2. Erori de metodă. În general metoda de calcul numeric construieşte un şir
de aproximaţii convergent către soluţia problemei de calcul numeric, iar din
punct de vedere practic se calculează un element al şirului de aproximaţii.

3. Erori de rotunjire ı̂n datele de intrare, ı̂n calcule si ı̂n datele de ieşire ca
urmare a utilizării unui sistem de calcul ce foloseşte un mod specific de
reprezentare a numerelor.

A.1 Eroare absolută şi eroare relativă

Fie x o aproximaţie a valorii exacte a ∈ R.

Definiţia 1 ∆x = a− x este eroarea aproximaţiei x;
|∆x| = |a− x| este eroarea absolută a aproximaţiei x;

δx = |∆x|
|a| este eroarea relativă a aproximaţiei x , (a 6= 0).

Noţiunile introduse se extind pentru elemente ale unui spaţiu liniar normat
prin

||∆x|| = ||a− x||, δx =
||∆x||
||a||

.
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A.2 Reprezentarea numerelor ı̂n virgulă mobilă

Fie t, r, b ∈ N∗, b > 1 şi notăm:
b1 = b− 1 (cea mai mare cifră ı̂n baza b);
q = b1 . . . b1︸ ︷︷ ︸

r cifre

(cel mai mare număr ı̂n baza b având r cifre).

În cele ce urmează toate numerele naturale sunt scrise ı̂n baza b.
Orice număr a ∈ R+ se scrie succesiv

a = aeb
e + ae−1b

e−1 + . . .+ a1b+ a0 +
a−1

b
+
a−2

b2
+ . . . = (A.1)

=

(
∞∑
k=0

ae−kb
−k

)
be =

(
t∑

k=0

ae−kb
−k

)
be +

(
∞∑

k=t+1

ae−kb
t−k

)
be−t.

Notând f̃ =
∑t

k=0 ae−kb
−k şi g̃ =

∑∞
k=t+1 ae−kb

t−k relaţia (A.1) devine

a = f̃ be + g̃ be−t (A.2)

Exemplul A.2.1 Fie t = 4, s = 2, b = 10 şi a = 1492.631435.

Atunci a = 1.492631435 103 = 1.4926 103 + 0.31435 10−1.

Considerăm mulţimea

Vt,r,b = {x ∈ R : x = s f be} ∪ {0}

unde:

• f este un număr având t cifre după punctul zecimal şi cu partea ı̂ntreagă
formată dintr-o singură cifră nenulă. f = f0.f−1 . . . f−tb, f0 6= 0. f se
numeşte mantisă şi ı̂n acelaşi timp vom spune că f este o formă normalizată.

• e este un număr ı̂ntreg de cel mult r cifre.

• s corespunde semnului, s = 1 sau s = −1.

Astfel reprezentarea unui număr real a ı̂n virgulă mobilă este caracterizată de
tripletul (s, e, f). Reprezentarea lui 0 = 0b−q este (±1,−q, 0).

Cel mai mic şi cel mai mare număr pozitiv ale mulţimii Vt,r,b, sunt
m = 1.0 b−q şi respectiv M = b1.b1 . . . b1︸ ︷︷ ︸

t cifre

bq.
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Astfel Vt,r,b este o submulţime de numere raţionale a mulţimii

[−M,−m] ∪ {0} ∪ [m,M ].

Reprezentarea unui număr real a ∈ R∗ ı̂n virgulă mobilă se obţine aproximând
a printr-un element al mulţimii Vt,r,b.

Pornind de la reprezentarea (A.2) pentru |a| = f̃ be + g̃ be−t, cu f̃ formă
normalizată şi e având cel mult r cifre, există mai multe procedee de construire
a unei aproximaţii a lui a prin elementele mulţimii Vt,s,b.

1. Aproximarea prin trunchiere: x = f̃ be.

2. Aproximarea prin rotunjire: x =

{
f̃ dacă g < 1

2
be−t

f̃ + be−t dacă g ≥ 1
2
be−t

Aproximaţia lui a ı̂n Vt,r,b va fi fl(a) = sgn(a)x.

A.3 Aritmetica numerelor reale reprezentate ı̂n

virgulă mobilă

Definim operaţiile aritmetice ı̂n Vt,s,b:
Adunarea / Scăderea. Pentru a aduna/scădea numerele fl(a1), fl(a2) se efectuează

următoarele operaţii:

1. Se aduc numerele fl(a1) şi fl(a2) la exponentul cel mai mare, păstrân-du-se
numărul de zecimale (t) ale mantiselor;

2. Se adună/scad mantisele;

3. Se renormează rezultatul: dacă mantisa este diferită de 0 atunci se modifică
exponentul astfel ı̂ncât mantisa să fie o formă normalizată; dacă mantisa
este 0, atunci exponentului i se atribuie valoarea −q.

Rezultatul astfel obţinut ı̂l notăm fl(a1)⊕ fl(a2).

Exemplul A.3.1 Fie t = 4, r = 2, b = 10 şi a1 = 99.01325, a2 = 0.98724. Să
se calculeze fl(a1)⊕ fl(a2).

Atunci fl(a1) = 9.9013 101, fl(a2) = 9.8724 10−1 şi

9.9013 101 + 0.0987 101 = 10.0000 101 → 1.0000 · 102 = fl(a1)⊕ fl(a2).
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Observaţie A.3.1 În general adunarea nu este asociativă, după cum rezultă din
exemplul (t=4, r=2, b=10).

Exemplul A.3.2 Fie a1 = 0.0123, a2 = 5678, a3 = −5678.

Ţinând seama de egalităţile:

fl(a1) = 1.2300 10−2, fl(a2) = 5.6780 103, fl(a3) = −5.6780 103

obţinem

(fl(a1)⊕ fl(a2))⊕ fl(a3) = (0.0000 103 + 5.6780 103)⊕ fl(a3) =

= 5.6780 103 − 5.6780 103 = 0.0000 103 → 0.0000 10−99

şi

fl(a1)⊕ (fl(a2)⊕ fl(a3)) = fl(a1)⊕ (5.6780 103 − 5.6780 103) =

= 1.2300 10−2 + 0.0000 10−99 = 1.2300 10−2 + 0.0000 10−2 = 1.2300 10−2.

Înmulţirea/̂ımpărţirea. Produsul/câtul dintre fl(a1), fl(a2) se obţine efectuând
operaţiile:

1. Se ı̂nmulţesc/̂ımpart mantisele şi se adună/scad exponenţii;

2. Se renormează rezultatul ı̂n sensul precizat la adunare/scădere.

Rezultatul se notează cu fl(a1)� fl(a2).

Exemplul A.3.3 Fie t = 4, s = r, b = 10 şi a1 = 40.1345, a2 = 0.06346. Să
se calculeze fl(a1)� fl(a2).

Atunci fl(a1) = 4.0134 101 şi fl(a2) = 6.3460 10−2. Rezultă:

4.0134 101 · 6.3460 10−2 = 25.4690364 10−1 → 2.5469 100 = fl(a1)� fl(a2).

Observaţie A.3.2 În general, ı̂nmulţirea nu este asociativă.
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A.4 Protocolul IEEE 754

Protocolul IEEE (Institute for Electrical and Electronics Engineers) 754 fix-
ează detaliile de implementare a reprezentării numerelor reale ı̂n virgulă mobilă.

Baza de numerotaţie este b = 2.

Fie x = s f 2e ∈ Vt,r,2 reprezentarea ı̂n virgulă mobilă a unui număr a. În
memoria calculatorului se va reţine tripletul (σ, ε, φ) unde:

• σ corespunde semnului:

0 pentru numere pozitive
1 pentru numere negative

• φ corespunde mantisei f. Cifra unităţilor fiind diferită de 0 este neapărat
1. Această cifra nu este ı̂nregistrată. Dacă f = f0.f−1 . . . f−tb atunci φ este
şirul de cifre binare φ = (f−1, . . . , f−t).

• Presupunem că e ∈ {emin, . . . , emax}, emin, emax ∈ Z, cu cel mult r cifre
binare. La exponentul e se adună o constantă E astfel ı̂ncât pentru orice e ∈
{emin, . . . , emax}, e ∈ Z, suma e+E să fie un număr natural având cel mult
r cifre binare. În felul acesta semnul exponentului nu mai trebuie precizat
explicit. ε este şirul cifrelor binare ale sumei e+ E, ε = (εr−1, . . . , ε1, ε0).

Protocolul IEEE 754 permite şi reprezentarea unor numere pentru care ı̂n
relaţia (A.2) corespunzătoare, are loc inegalitatea e < emin. În acest caz ε = 01 iar
f este o formă nenormalizată, f = 0.f−1 . . . f−t2. Cel mai mic număr reprezentabil
va fi 2−E−t, căruia ı̂i corespunde φ = (0, 0, . . . , 0, 1)︸ ︷︷ ︸

t elemente

.

Ultima cifră a mantisei φ se obţine prin rotunjire.

Numărului 0 ı̂i corespund ε = 0 şi φ = 0.

Dacă ε = (1, 1, . . . , 1, 1)︸ ︷︷ ︸
r elemente

şi φ = 0 atunci reprezentarea corespunde pentru s∞.

Dacă ε = (1, 1, . . . , 1, 1)︸ ︷︷ ︸
r elemente

şi φ 6= 0 atunci semnificaţia reprezentării este NaN

(Not a Number).

Parametri utilizaţi pentru reprezentarea ı̂n simplă şi dublă precizie.

1Prin 0 s-a notat şirul cu toate elementele egale cu 0.
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Reprezentarea pe
4 octeţi (simplă precizie) 8 octeţi (dublă precizie)

emin -126 -1022
emax 127 1023
E 127 1023
r 8 11
t 23 52

Exemplu. Fie a = 0.1. Reprezentarea ı̂n baza 2 a lui a este

a = 0.000(1100)2 = 1.(1001)2 2−4.

1. Reprezentarea ı̂n simplă precizie. e + E = 123 = 11110112. Se obţine
reprezentarea

3 2 1
10987654 32109876 54321098 76543210
σε φ

00111101 11001100 11001100 11001101

Octeţii reprezentării conţin valorile: 61,204,204,205.

2. Reprezentarea ı̂n dublă precizie. e + E = 1019 = 11111110112. Se obţine
reprezentarea

6 5 4
32109876 54321098 76543210 89765432
σε φ

00111111 10111001 10011001 10011001

3 2 1
10987654 32109876 54321098 76543210

10011001 10011001 10011001 10011010

Octeţii reprezentării conţin valorile: 63,185,153,153,153,153,153,154.

Mediul de programare Java utilizează standardul IEEE 754 pentru reprezentarea
numerelor reale – tipurile predefinite float, double – ı̂n virgulă mobilă.

A.5 Controlul erorii

Exemplificăm apariţia şi controlul erorii de metodă ı̂n problema calculului
numărului

√
e astfel ı̂ncât eroarea absolută să fie cel mult ε = 10−3.



A.5. CONTROLUL ERORII 405

Din egalitatea

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+
eθ·x · xn+1

(n+ 1)!
(0 < θ < 1)

pentru x = 1
2

obţinem

√
e = 1 +

1

1!
· 1

2
+

1

2!
· 1

22
+ . . .+

1

n!
· 1

2n
+

e
θ
2

(n+ 1)!
· 1

2n+1
.

Potrivit relaţiei de mai sus, aproximaţia lui
√
e va fi

x = 1 +
1

1!
· 1

2
+

1

2!
· 1

22
+ . . .+

1

n!
· 1

2n

termenul e
θ
2

(n+1)!
· 1

2n+1 exprimă eroarea metodei de calcul. Pentru a putea efectua
calculele trebuie să determinăm parametrul n, pe care ı̂l alegem drept cel mai
mic număr natural pentru care

e
θ
2

(n+ 1)!
· 1

2n+1
≤ ε.

Deoarece θ ∈ (0, 1), avem e
θ
2 ≤ e

1
2 ≤ e ≤ 3 şi ı̂n consecinţă inegalităţile:

e
θ
2

(n+ 1)!
· 1

2n+1
≤ 3

2n+1 · (n+ 1)!
≤ 10−3

au loc pentru n ≥ 4. Pentru n = 4 găsim

x = 1 +
1

1!
· 1

2
+

1

2!
· 1

22
+

1

3!
· 1

23
+

1

4!
· 1

24
=

1265

768
.

În general, suntem interesaţi ı̂n scrierea rezultatului sub formă de fracţie zec-
imală. În cazul nostru rezultatul 1265

768
apare ca o fracţie periodică mixtă, dar din

considerente practice rezultatul se va rotunji la un număr de zecimale. În felul
acesta apare ı̂nca o eroare de trunchiere.

Fie numerele pozitive ε1, ε2 astfel ı̂ncât ε1 + ε2 = ε. Vom impune condiţia ca
eroarea metodei să fie mai mică decât ε1 iar rotunjirea se va face la un număr de
zecimale astfel ı̂ncât eroarea de trunchiere să fie mai mică decât ε2.

Reamintim regulile de rotunjire ale unui număr

a = ap · 10p + ap−1 · 10p−1 + . . . =
∞∑
k=0

ap−k · 10p−k

scris ı̂n baza 10 la m cifre:
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• dacă prima cifră omisă este mai mică decât 5, atunci ultima cifră păstrată
se lasă nemodificată;

• dacă prima cifră omisă este mai mare decât 5, atunci ultima cifră păstrată
se măreşte cu o unitate;

• dacă prima cifră omisă este 5 şi dacă după 5 urmează cifre diferite de
0, atunci ultima cifră păstrată se măreşte cu o unitate, iar dacă după 5
urmează numai zerouri, atunci ultima cifră păstrată se măreşte sau nu cu
o unitate după cum este pară sau impară.

Eroarea absolută care se face ı̂n urma rotunjirii la m cifre este

|∆x| ≤ 1

2
· 10p−m+1

Reluăm problema iniţială, luând ε1 = ε2 = 1
2
· 10−3. Inegalitatea

3

2n+1 · (n+ 1)!
<

1

2
· 10−3

are loc pentru orice n ≥ 5. Pentru n = 5 obţinem

x = 1 +
1

1!
· 1

2
+

1

2!
· 1

22
+

1

3!
· 1

23
+

1

4!
· 1

24
+

1

5!
· 1

25
.

Determinăm numărul cifrelor la care efectuăm rotunjirea drept cel mai mic
număr natural m pentru care

|∆y| = |x− y| ≤ 1

2
· 10−m+1 <

1

2
· 10−3.

Rezultă m = 4 şi ı̂n consecinţă y = 1.6487.

O conexiune ı̂ntre o aproximaţie x a unui număr, rotunjirea lui x la m zecimale
şi aproximaţiile prin lipsă şi adaus ale numărului este dată de

Dacă x este o aproximaţie a numărului subunitar a astfel ı̂ncât |∆x| < 1
2
·

10−m, atunci rotunjirea lui x la m zecimale coincide sau cu aproximarea prin
lipsă, sau cu aproximarea prin adaus a lui a la m zecimale.

Într-adevăr, dacă a =
∑∞

k=1
a−k
10k

, atunci aproximarea prin lipsă şi prin adaus
a lui a la m zecimale sunt:
σm =

∑m
k=1

a−k
10k

şi respectiv τm = σm + 1
10m

.
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Fie y rotunjirea lui x la m zecimale. Din inegalitatea |∆y| = |y−x| ≤ 1
2
·10−m

deducem |a− y| ≤ |a− x|+ |x− y| < 10−m.
Rezultă inegalităţile

σm − 10−m ≤ a− 10−m < y < a+ 10−m ≤ τm + 10−m = σm + 2 · 10−m.

Multiplicând cu 10m, găsim

10m · σm − 1 < 10m · y < 10m · σm + 2.

Deoarece 10m · σm, 10m · y ∈ N , urmează că

10m · y = 10m · σm

sau
10m · y = 10m · σm + 1,

adică y = σm sau y = σm + 10−m = τm.

Probleme şi teme de seminar

P A.1 Să se elaboreze un program Java care să se verifice reprezentarea nu-
merelor reale ı̂n virgulă mobilă.

import java.io.*;

public class Reprez{

public static void main(String args[]){

byte b[]=new byte[10];

int x;

try{

ByteArrayOutputStream bos=new ByteArrayOutputStream();

DataOutputStream dos=new DataOutputStream(bos);

double a=0.1;

System.out.println("a="+a);

dos.writeDouble(a);

b=bos.toByteArray();

dos.close();

bos.close();

for(int i=0;i<b.length;i++){

if(b[i]<0)

x=256+b[i];

else

x=b[i];

System.out.println(x);

}

}

catch(IOException e){

System.out.println(e.getMessage());

}

}

}
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P A.2 Integrala In =
∫ 1

0
xn

x+5
dx satisface relaţia de recurenţă In+5In−1 = 1

n
, I0 =

ln 6
5
. Să se arate că utilizând formula de recurenţă, ı̂ntr-un program de calculator

cu In reprezentat ı̂n virgula mobilă, se va obţine In < 0. Problema apare datorită
erorilor de rotunjire.



Anexa B

Implementarea metodelor
iterative

Metodele numerice iterative conduc la construirea unui şir de aproximaţii
succesive (xk)k∈N ale unei soluţii căutate. Programarea metodei iterative necesită
o regulă de opirire.

Este utilizată frecvent următoarea regulă de oprire:

Dacă distanţa ı̂ntre două aproximaţii succesive xk = X şi xk+1 = Y este mai
mică decât un număr pozitiv EPS, sau dacă numărul de iteraţii executate NI este
egal cu numărul maxim admis de iteraţii NMI atunci programul se opreşte; iar
ı̂n caz contrar se trece la o nouă iteraţie.

În cazul opririi calculelor, se poziţionează un indicator de răspuns IND pe 0,
dacă distanţa dintre aproximaţiile succesive X şi Y este mai mică decât EPS, iar
ı̂n caz contrar pe 1.

Regula de oprire are schema logică:

?

�
��
�
�

H
HH

H
H

HH
HHH

��
���

||X − Y || ≤ EPS
DA NU

? ?

IND = 0
HH

HH

��
��

HH
H
H

��
�
�NI = NMI

IND = 1
?

DA -
NU spre o

nouă
iteraţie

?�� ��STOP 409
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Schema logică a unui algoritm relativ la o metodă iterativă este:

�� ��START

?
Pregătirea primei

iteraţii X

?
NI = 0

?
NI = NI + 1

?
Calculul iteraţiei
următoare Y

?
���

��

HHH
HH

HH
HH

H

��
�
��

?
sfârşit�� ��STOP

Regula de oprire -sfârşit Pregătirea
iteraţiei următoare

X ← Y

�



Anexa C

Identităţi trigonometrice

Au loc identităţile:

1.
∑n

k=1 sin (a+ (k − 1)h) =
sin nh

2

sin h
2

sin (a+ n−1
2
h).

2.
∑n

k=1 cos (a+ (k − 1)h) =
sin nh

2

sin h
2

cos (a+ n−1
2
h).

3. 1
2

+
∑n

k=1 cos ka =
sin (n+ 1

2
)a

2 sin a
2
.

4. 1 + 2
∑n−1

k=1 cos ka+ cosna = cot a
2

sinna.

5. n+ 2
∑n−1

k=1(n− k) cos ka =
(

sin na
2

sin a
2

)2

.

6.
∏n−1

k=0 sin (t+ k π
n
) = sinnt

2n−1 , 0 < t < π
n
.

4.

cot
a

2
sinna =

sin (n+ 1
2
)a

2 sin a
2

+
sin (n− 1

2
)a

2 sin a
2

şi se aplică identitatea de la pct. 3.

5. Considerăm descompunerea ı̂n factori a polinomului zn − ei2nt :

zn − ei2nt =
n−1∏
k=0

(z − cos
2nt+ 2kπ

n
− i sin

2nt+ 2kπ

n
).

Pentru z := 1 rezultă

−2i sinnt(cosnt+i sinnt) =
n−1∏
k=0

(
−2i sin (t+

kπ

n
)(cos (t+

kπ

n
) + i sin (t+

kπ

n
))

)
.

Din egalitatea modulelor rezultă identitatea cerută.

411
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Anexa D

Determinarea parametrilor unor
metode numerice

Pentru a putea folosi o metodă numerică, parametrii care intervin trebuie
determinate exact. În acest scop se pot utiliza produse program de calcul simbolic.
Aplicaţiile care urmează se bazează pe Derive.

1. Numerele lui Côtes sunt

Cn,i =
(−1)n−i

ni!(n− i)!

∫ n

0

q(q − 1) . . . (q − i+ 1)(q − i− 1) . . . (q − n)dq.

Programarea ı̂n Derive este

#1: cotes(n,i):=(-1)^i/(n i!(n-i)!) int(product(if(j 6=i,q-j,1),

j,0,n),q,0,n)

Tabloul numerelor lui Côtes se obţine prin simplificarea expresiei

#2: vector(vector(cotes(n,i),i,0,n),n,1,4)

Rezultă:

#3: [[1
2
, 1

2
], [1

6
, 2

3
, 1

6
], [1

8
, 3

8
, 3

8
, 1

8
], [ 7

90
, 16

45
, 2

15
, 16

45
, 7

90
]]

2. Calculul nodurilor şi coeficienţilor formulei de integrare numerică
de tip Gauss ρ(x) = 1. Polinoamele ortogonale cu ponderea ρ(x) = 1, ı̂n

413
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intervalul [a, b] sunt polinoamele lui Legendre

Pn(x) =
n!

(2n)!
[(x− a)n(x− b)n](n)

#1: p(n,x):=n!/(2n)! dif((x-a)^n(x-b)^n,x,n)

Pentru formula de integrare numerică Gauss cu n noduri, acestea sunt
rădăcinile polinomului Legendre Pn(x).

#2 #2: nod(n):=solve([p(n,x)=0],x)

Nodurile formulelor de integrare numerică pentru n ∈ {1, 2, 3, , 4} sunt

#3: vector(nod(n),n,1,4)

Comanda Simplify produce

#4: [[x = a+b
2

], [x =
√

3·|a−b|
6

+ a+b
2
, x =

√
3·|a−b|

6
− a+b

2
],

[x = a+b
2
, x =

√
15·|a−b|

10
+ a+b

2
, x =

√
15·|a−b|

10
− a+b

2
],

[x =
√√

30
70

+ 3
28
· |a− b|+ a+b

2
, x = a+b

2
−
√√

30
70

+ 3
28
· |a− b|,

x =
√

3
28
−
√

30
70
· |a− b|+ a+b

2
, x = a+b

2
−
√

3
28
−
√

30
70
· |a− b|]]

Coeficienţii formulei de integrare numerica Gauss se pot obţine ı̂n Derive
folosind formula

Ai =
(n!)4(b− a)2n+1

(2n!)2(xi − a)(b− xi)[P ′n(xi)]2
=

(n!)4(b− a)2n+1

(2n!)2(xi − a)(b− xi)
∏n

j=1

j 6=i
(xi − xj)2

.

#5: C(n,i):=(n!)^4(b-a)^(2n+1)/(((2n)!)^2

(rhs(nod(n)sub i)-a)(b-rhs(nod(n) sub i))

product(

if(j=i,1,(rhs(nod(n) sub i)-rhs(nod(n) sub j))^2),
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j,1,n))

Formăm vectorul coeficienţilor

#6: coef(n):=vector(C(n,i),i,1,n)

şi simplificăm expresia

#7: vector(coef(n),n,1,3)

#8: [[b− a], [ b−a
2
, b−a

2
], [4·(b−a)

9
, 5·(b−a)

18
, 5·(b−a)

18
]]

Pentru n ≥ 4, fixăm valorile lui a = −1 şi b = 1 şi deoarece calculele se
efectuează numeric, utilizăm programul

#1: a:=-1

#2: b:=1

#3: p(n,x):=n!/(2n)! dif((x-a)^n(x-b)^n,x,n)

#4: nod(n):=nsolutions(p(n,x),x)

#5: C(n,i):=(n!)^4(b-a)^(2n+1)/(((2n)!)^2

(nod(n) sub i-a)(b-nod(n) sub i)

product(

if(j=i,1,(nod(n) sub i-nod(n) sub j)^2),

j,1,n))

#6: coef(n):=vector(C(n,i),i,1,n)

Cu comanda Simplify/Approximate expresiile nod(4) şi coef(4) produc
nodurile

[0.8611363115, -0.8611363115, 0.3399810435, -0.3399810435]

şi respectiv coeficienţii formulei de integrare numerică

[0.3478548451, 0.3437548451, 0.6521451548, 0.6521451548]
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3. Calculul coeficienţilor schemei de calcul Adams sunt

βj = (−1)j
r∑
i=j

(
i
j

)
αi j = 0, 1, . . . , r

unde
α0 = p+ q
αi = 1

i!

∫ p
−q z(z + 1) . . . (z + i− 1)dz i = 1, 2, . . . , r.

Calculul acestor coeficienţi se programează ı̂n Derive prin

#1 α(i,p,q):=if(i=0,p+q,1/i!int(product(z+j,j,0,i-1),z,-q,p))
#2 β(r,j,p,q):=(-1)^j sum(comb(k,j)α(k,p,q),k,j,r)

Coeficienţii schemei de calcul Adams - Bashforth (p = 1, q = 0) se obţin
din

#3 vector(vector(β (r,j,1,0),j,0,r),r,1,5)

#4 [[3
2
,−1

2
], [23

12
,−4

3
, 5

12
], [55

24
,−59

24
, 37

24
,−3

8
], [1901

720
,−1387

360
, 109

30
,−637

360
, 251

720
],

[4277
1440

,−2641
480

, 4991
720

,−3649
720

, 959
480
,− 95

288
]]

Coeficienţii schemei de calcul Adams - Moulton (p = 0, q = 1) se obţin din

#5 vector(vector(β (r,j,0,1),j,0,r),r,1,5)

#6 [[1
2
, 1

2
], [ 5

12
, 2

3
,− 1

12
], [ 3

24
, 19

24
,− 5

24
, 1

24
], [251

720
, 323

360
,−11

30
, 53

360
,− 19

720
],

[ 95
288
, 1427

1440
,−133

240
, 241

720
,− 173

1440
, 3

160
]]



Anexa E

Îmbunătăţirea convergenţei

E.1 Ordinul de convergenţă al unui şir

Definiţie E.1.1 Fie (xn)n∈N un şir convergent ı̂ntr-un spaţiu normat, limn→∞ xn =
x∗. Dacă există un număr r > 0 astfel ı̂ncât

lim
n→∞

‖xn+1 − x∗‖
‖xn − x∗‖r

= c, 0 < c <∞,

atunci şirul (xn)n∈N are ordinul de convergenţă r.

În funcţie de r se utilizează terminologia:

convergenţă liniară r = 1
convergenţă superliniară 1 < r < 2
convergenţă pătratică r = 2

Observaţie E.1.1 Dacă există M > 0 astfel ı̂ncât

‖xn+1 − x∗‖ ≤M‖xn − x∗‖s, ∀n ≥ n0

atunci ordinul de convergenţă este cel puţin s.

Fie r ordinul de convergenţă al şirului (xn)n∈N. Dacă r < s atunci

‖xn+1 − x∗‖
‖xn − x∗‖s

=
‖xn+1 − x∗‖
‖xn − x∗‖r

1

‖xn − x∗‖s−r
→∞, n→∞,

ceea ce contrazice condiţia din observaţie.

Definiţie E.1.2 Dacă limn→∞ xn = x∗ şi limn→∞
yn−x∗
xn−x∗ = 0 atunci şirul (yn)n

converge mai rapid decât şirul (xn)n.

417
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E.2 Îmbunătăţirea convergenţei unui şir

Teorema E.2.1 Dacă

• limn→∞ an = a

• limn→∞
an+1−a
an−a = k, k 6= 1

atunci şirul xn = an− (an+1−an)2

an+2−2an+1+an
converge mai repede către a decât şirul (an)n.

Demonstaţie. Notăm en = an − a. Ipotezele teoremei se scriu limn→∞ rn = 0 şi
limn→∞

en+1

en
= k. Au loc egalităţile

xn − a
an − a

=
en − (en+1−en)2

en+2−2en+1+en

en
=

en+2en − e2
n+1

en(en+2 − 2en+1 + en)
=

=

en+2

en+1

en
en+1
− 1

en
en+1

( en+2

en+1
− 2 + en

en+1
)
.

În consecinţă
xn − a
an − a

=
k 1
k
− 1

1
k
(k − 2 + 1

k
)

= 0.

E.3 Transformarea lui Euler

Fie seria alternantă S(x) =
∑∞

k=0(−1)kakx
k căruia ı̂i asociem seria

S̃(x) =
1

x+ 1
(a0 +

∞∑
k=1

(−1)k4ak−1x
k),

unde 4ak−1 = ak − ak−1.
Introducem sumele parţiale

Sn(x) =
n∑
k=0

(−1)kakx
k

S̃n(x) =
1

x+ 1
(a0 +

n∑
k=1

(−1)k4ak−1x
k)
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Au loc egalităţile

S̃n(x) =
1

x+ 1
(a0 +

n∑
k=1

(−1)k(ak − ak−1)xk) =

=
1

x+ 1
(
n∑
k=0

(−1)kakx
k −

n∑
k=1

(−1)kak−1x
k) =

=
1

x+ 1
(
n∑
k=0

(−1)kakx
k)−

n−1∑
k=0

(−1)k+1akx
k+1) = Sn−1(x) +

(−1)nanx
n

x+ 1
.

Dacă seria S(x) este convergentă atunci din egalitatea de mai sus rezultă că şi
seria S̃(x) este convergentă, având aceaşi sumă

S(x) = S̃(x) =
1

x+ 1
(a0 +

∞∑
k=1

(−1)k4ak−1x
k). (E.1)

Aplicând repetat egalitatea (E.1) se obţin succesiv egalităţile

S(x) =
1

x+ 1
(a0 +

∞∑
k=1

(−1)k4ak−1x
k) =

a0

x+ 1
− x

x+ 1

∞∑
k=0

(−1)k4akxk =

=
a0

x+ 1
− x

(x+ 1)2
(4a0 +

∞∑
k=1

(−1)k42ak−1x
k) =

=
a0

x+ 1
− x4a0

(x+ 1)2
+ (

x

x+ 1
)2

∞∑
k=0

(−1)k42akx
k =

=
a0

x+ 1
− x4a0

(x+ 1)2
+

x2

(x+ 1)3
(42a0 +

∞∑
k=1

(−1)k43akx
k) =

. . . =
1

x+ 1

∞∑
k=0

(−1)k4ka0(
x

x+ 1
)k.

Definiţie E.3.1 Transformata Euler a seriei S(x) =
∑∞

k=0(−1)kakx
k este seria

S(x) =
1

x+ 1

∞∑
k=0

(−1)k4ka0(
x

x+ 1
)k.

În particular, pentru x = 1 se obţine
∞∑
k=0

(−1)kak =
∞∑
k=0

(−1)k
1

2k+1
4ka0.
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Probleme şi teme de seminar

P E.1 Utilizând transformata Euler să se arate egalităţile

ln 2 =
∞∑
k=0

(−1)k

k + 1
=

∞∑
k=0

1

(k + 1)2k+1

π

4
=
∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
=

1

2

∞∑
k=0

k!

(2k + 1)!!



Anexa F

Determinarea ordinelor de
convergenţă ale metodelor de
rezolvare paralelă a ecuaţiilor
polinomiale utilizând instrumente
de calcul simbolic

Este suficient să să considerăm polinomul P (z) = (z−a)(z−b)(z−c) şi prima
componenta T1(z) a unei metode de calcul paralel a rădăcinilor unui polinom
z(k+1) = T (z(k)).

Pentru a verifica condiţiile Teoremei 18.6.1, datorită proprietăţilor de simetrie
este suficient să calculăm

∂T1(z)
∂z1

∂T1(z)
∂z2

∂2T1(z)

∂z21

∂2T1(z)
∂z1∂z2

∂2T1(z)

∂z22

∂2T1(z)
∂z2∂z3

∂3T1(z)

∂z31

∂3T1(z)

∂z21∂z2

∂3T1(z)

∂z1∂z22

∂3T1(z)

∂z32

∂3T1(z)

∂z22∂z3

∂4T1(z)

∂z41

∂4T1(z)

∂z31∂z2

∂4T1(z)

∂z21∂z
2
2

∂4T1(z)

∂z1∂z32

∂4T1(z)

∂z42

∂4T1(z)

∂z32∂z3

∂4T1(z)

∂z22∂z
2
3

...

Se vor calcula succesiv elementele liniilor de mai sus până la apariţia primului
element nenul.

Programul de calcul simbolic utilizat este Mathematica.

421



422 ANEXA F. DETERMINAREA ORDINELOR DE CONVERGENŢĂ

• Metoda Durand-Kerner

T1(z1, z2, z3) = z1 −
P (z1)

(z1 − z2)(z1 − z3)

Programul Mathematica este

In[1]:=

T1[z1,z2,z3]:=

z1-(z1-a)*(z1-b)*(z1-c)/((z1-z2)*(z1-z3))

In[2]:=

D[T1[z1,z2,z3],z1]/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Out[2]:= 0

In[3]:=

D[T1[z1,z2,z3],z2]/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Out[3]:= 0

In[4]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],z1,z2]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[4]:= 1
−a+b

• Metoda Erlich

T1(z1, z2, z3) = z1 −
P (z1)

(z1 − z2)(z1 − z3)− P (z1)
(

1
z1−z2 + 1

z1−z3

)
Programul Mathematica corespunzător este

In[1]:=

T1[z1,z2,z3]:=

z1-(z1-a)*(z1-b)*(z1-c)/((z1-z2)*(z1-z3)-

(z1-a)*(z1-b)*(z1-c)*

(1/(z1-z2)+1/(z1-z3)))

In[2]:=

D[T1[z1,z2,z3],z1]/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Out[2]:= 0

In[3]:=

D[T1[z1,z2,z3],z2]/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Out[3]:= 0

In[4]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],{z1,2}]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]
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Out[4]:=
2(−2a+b+c)
(a−b)(a−c)

• Metoda Nourein

T1(z1, z2, z3) = z1−
P (z1)

(z1 − z2)(z1 − z3)
[
1 + P (z2)

(z2−z1)(z2−z3)(z1−z2) + P (z3)
(z3−z1)(z3−z2)(z1−z3)

] =

= z1 −
P (z1)

(z1 − z2)(z1 − z3) + (z1−z3)P (z2)
(z2−z1)(z2−z3)

+ (z1−z2)P (z3)
(z3−z1)(z3−z2)

Programul Mathematica este

In[1]:=

T1[z1,z2,z3]:=

z1-(z1-a)*(z1-b)*(z1-c)/((z1-z2)*(z1-z3)+

(z2-a)*(z2-b)*(z2-c)*(z1-z3)/((z2-z1)*(z2-z3))+

(z3-a)*(z3-b)*(z3-c)*(z1-z2)/((z3-z1)*(z3-z2)))

In[2]:=

D[T1[z1,z2,z3],z1]/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Out[2]:= 0

In[3]:=

D[T1[z1,z2,z3],z2]/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Out[3]:= 0

In[4]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],{z1,2}]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[4]:= 0

In[5]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],z1,z2]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[5]:= 0

In[6]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],{z2,2}]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[6]:= 0

In[7]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],z2,z3]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[7]:= 0

In[7]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],{z1,2},z2]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[4]:=− 2
(a−b)2
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• Metoda Wang-Zheng

T1(z1, z2, z3) = z1−

− 2P (z1)P ′(z1)

2P ′2(z1)− P (z1)P ′′(z1)− 2P 2(z1)
(

1
(z1−z2)2

+ 1
(z1−z2)(z1−z3)

+ 1
(z1−z3)2

)
Programul Mathematica este

In[1]:=

P[x_]:=x^3-(a+b+c)*x*x+(a*b+b*c+c*a)*x-a*b*c

D1P[x_]:=3*x*x-2*(a+b+c)*x+a*b+b*c+c*a

D2P[x_]:=6*x-2*(a+b+c)

In[2]:=

T1[z1,z2,z3]:=

z1-2*P[z1]*D1P[z1]/(2*D1P[z1]*D1P[z1]-P[z1]*D2P[z1]-

2*P[z1]*P[z1]*

(1/(z1-z2)^2+1/((z1-z2)*(z1-z3))+1/(z1-z3)^2))

In[3]:=

D[T1[z1,z2,z3],z1]/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Out[3]:= 0

In[4]:=

D[T1[z1,z2,z3],z2]/.{z1->a,z2->b,z3->c}

Out[4]:= 0

In[5]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],{z1,2}]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[5]:= 0

In[6]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],z1,z2]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[6]:= 0

In[7]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],{z2,2}]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[7]:= 0

In[8]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],z2,z3]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[8]:= 0

In[9]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],{z1,3}]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[9]:= 0

In[10]:=
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Simplify[D[T1[z1,z2,z3],{z1,2},z2]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[10]:= 0

In[11]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],z1,{z2,2}]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[11]:= 0

In[12]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],{z2,3}]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[12]:= 0

In[13]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],{z2,2},z3]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[13]:= 0

In[14]:=

Simplify[D[T1[z1,z2,z3],{z1,3},z2]/.{z1->a,z2->b,z3->c}]

Out[14]:=
6(−3a+b+2c)
(a−b)3(a−c)
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Anexa G

Deducerea schemelor de calcul
de tip Runge – Kutta
cu ajutorul calculului simbolic

Deducerea tabelelor Butcher care definesc schemele de calcul de tip Runge –
Kutta, ı̂n cazul ordinelor de consistyenţă mai mare decât 2 este foarte laborioasă.

Această problemă se poate rezolva eficient utilizând produse informatice de
calcul simbolic (Mathematica sau Maple).

Fie problema Cauchy

ẋ(t) = f(t, x(t) t ∈ [0, T ] = I (G.1)

x(0) = x0 (G.2)

unde f : I × Rd → Rd şi presupunem că problema (G.1) – (G.2) are o soluţie
unică x(t) definită ı̂n I.

Fie m,n ∈ N∗, h = T
n
. În I se consideră nodurile ti = ih,∀i ∈ {0, 1, . . . , n}

şi se notează prin uh = {ui 0 ≤ i ≤ n o soluţie discretă (adică ui aproximează
x(ti)).

Schema de calcul de tip Runge – Kutta cu m trepte este{
ui+1−ui

h
− Fm(h, ti, ui; f) = 0, 0 ≤ i ≤ n− 1

u0 = x0 (G.3)

unde Fm(h, t, x; f) =
∑m

i=1 piki(h), cu

ki(h) = f(t+ aih, x+ h

m∑
j=1

bi,jkj(h)) 1 ≤ i ≤ m.
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Parametrii necunoscuţi (pi)i, (ai)i, (bi,j)i,j se determină astfel ı̂ncât să se maxi-
mizeze ordinul de consistenţă r: dacă x(t) este soluţia problemei Cauchy (G.1) –
(G.2) atunci

x(t+ h)− x(t)

h
− Fm(h, t, x(t); f) = hrΦ(t, h), Φ(t, 0) 6= 0. (G.4)

Condiţia (G.4) se reformulează prin: h = 0 este un zero de multiplicitate r + 1
pentru funcţia qm(h) = x(t+ h)− x(t)− hFm(h, t, x(t); f), sau

q(i)
m (0) = 0 0 ≤ i ≤ r. (G.5)

Aceste condiţii conduc la un sistem algebric de ecuaţii neliniare.
Soluţia obţinută se prezintă sub forma tabelei Butcher

a1 b1,1 . . . b1,m

a2 b2,1 . . . b2,m

. . . . . . . . . . . .
am bm,1 . . . bm,m

p1 . . . pm

Dacă a1 = 0 şi bi,j = 0 pentru j ≥ i atunci schema de calcul de tip Runge –
Kutta este explicită.

În cele ce urmează deducem schema de calcul explicită de tip Runge Kutta ı̂n
4 trepte cât şi pe cea implicită ı̂n două trepte, utilizând Mathematica.

G.1 Schema de calcul explicită de tip Runge –

Kutta ı̂n 4 trepte

Se utilizează derivarea globală Dt, substituţia /. şi substituţia repetată //.
La ı̂nceput deducem expresia derivatelor lui x(t)

In[1]:= e1:=f[t,x[t]]

In[2]:= e2:=Dt[e1,t]/.x’[t]->f[t,x[t]]

e2

Out[3]= f [t, x[t]]f (0,1)[t, x[t]] + f (1,0)[t, x[t]]
In[4]:= e3:=Simplify[Dt[e2,t]/. x’[t]->f[t,x[t]]

e3

Out[5]= f [t, x[t]]2f (0,2)[t, x[t]] + f (0,1)[t, x[t]]f (1,0)[t, x[t]]+

f [t, x[t]]
(
f (0,1)[t, x[t]]2 + 2f (1,1)[t, x[t]]

)
+ f (2,0)[t, x[t]]
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In[6]:= e4:=Simplify[Dt[e3,t]/. x’[t]->f[t,x[t]]

e4

Out[7]= f [t, x[t]]3f (0,3)[t, x[t]]+

f (0,1)[t, x[t]]2f (1,0)[t, x[t]] + 3f (1,0)[t, x[t]]f (1,1)[t, x[t]]+

f [t, x[t]]2
(
4f (0,1)[t, x[t]]f (0,2)[t, x[t]] + 3f (1,2)[t, x[t]]

)
+

f (0,1)[t, x[t]]f (2,0)[t, x[t]]+

f [t, x[t]](f (0,1)[t, x[t]]3 + 5f (0,1)[t, x[t]]f (1,1)[t, x[t]] +

3(f (0,2)[t, x[t]]f (1,0)[t, x[t]] + f (2,1)[t, x[t]])) + f (3,0)[t, x[t]]

În continuare fixăm datele schemei ce calcul explicită de tip Runge – Kutta

In[8]:=

k1[h_]:=f[t,x[t]]

k2[h_]:=f[t+a[2]*h,x[t]+h*b[2,1]*k1[h]]

k3[h_]:=f[t+a[3]*h,x[t]+h*b[3,1]*k1[h]+h*b[3,2]*k2[h]]

k4[h_]:=f[t+a[4]*h,x[t]+h*b[4,1]*k1[h]+

h*b[4,2]*k2[h]+h*b[4,3]*k3[h]]

q[h_]:=x[t+h]-x[t]-h*(p[1]*k1[h]+p[2]*k2[h]+

p[3]*k3[h]+p[4]*k4[h])

şi calculăm expresiile q(s)(0), s = 1, 2, 3, 4.

In[13]:= ex1:=Simplify[Dt[q[h],h]/.Dt[t,h]->0]

In[14]:= ex2:=Simplify[ex1//.{h->0, x’[t]->e1}]

ex2

Out[15]= −f [t, x[t]](−1 + p[1] + p[2] + p[3] + p[4])

De unde găsim ecuaţia
p1 + p2 + p3 + p4 = 1 (G.6)

In[16]:= q1[h_]:=ex1

In[17]:= ex3:=Simplify[Dt[q1[h],h]/.Dt[t,h]->0]

In[18]:= ex4:=Simplify[ex3//.{h->0,x’[t]->e1,x’’[t]->e2}]

ex4

Out[20]= −f [t, x[t]](−1 + 2b[2, 1]p[2] + 2b[3, 1]p[3] + 2b[3, 2]p[3]+

2b[4, 1]p[4] + 2b[4, 2]p[4] + 2b[4, 3]p[4])f (0,1)[t, x[t]]−
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(−1 + 2a[2]p[2] + 2a[3]p[3] + 2a[4]p[4])f (1,0)[t, x[t]]

Ecuaţiile găsite sunt

b2,1p2 + (b3,1 + b3,2)p3 + (b4,1 + b4,2 + b4,3)p4 =
1

2
(G.7)

a2p2 + a3p3 + a4p4 =
1

2
(G.8)

In[21]:= q2[h_]:=ex3

In[22]:= ex5:=Simplify[Dt[q2[h],h]/.Dt[t,h]->0]

In[23]:= ex6:=Simplify[ex5//.{h->0,x’[t]->e1,x’’[t]->e2,

D[x[t],{t,3}]=e3}]

ex6

Out[24]= −f [t, x[t]]2

(−1 + 3b[2, 1]2p[2] + 3(b[3, 1] + b[3, 2])2p[3] + 3(b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3])2p[4])

f (0,2)[t, x[t]]− (−1 + 6a[3]b[4, 3]p[4] + 6a[2](b[3, 2]p[3] + b[4, 2]p[4]))

f (0,1)[t, x[t]]f (1,0)[t, x[t]]− f [t, x[t]]

((−1 + 6(b[3, 1] + b[3, 2])b[4, 3]p[4] + 6b[2, 1](b[3, 2]p[3] + b[4, 2]p[4]))

f (0,1)[t, x[t]]2 + 2(−1 + 3a[2]b[2, 1]p[2] + 3a[3](b[3, 1] + b[3, 2])p[3]+

3a[4](b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3])p[4])f (1,1)[t, x[t]])−

(−1 + 3a[2]2p[2] + 3a[3]2p[3] + 3a[4]2p[4])f (2,0)[t, x[t]]

Se obţin ecuaţiile

b2
2,1p2 + (b3,1 + b3,2)2p3 + (b4,1 + b4,2 + b4,3)2p4 =

1

3
(G.9)

a2b3,2p3 + (a2b4,2 + a3b4,3)p4 =
1

6
(G.10)

b2,1b3,2p3 + (b2,1b4,2 + (b3,1 + b3,2)b4,3)p4 =
1

6
(G.11)

a2b2,1p2 + a3(b3,1 + b3,2)p3 + a4(b4,1 + b4,2 + b4,3)p4 =
1

3
(G.12)

a2
2p2 + a2

3p3 + a2
4p4 =

1

3
(G.13)

In[25]:= q3[h_]:=ex5

In[26]:= ex7:=Simplify[Dt[q3[h],h]/.Dt[t,h]->0]
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In[27]:= ex8:=Simplify[ex3//.{h->0,x’[t]->e1,x’’[t]->e2,

D[x[t],{t,3}]=e3,D[x[t],{t,4}]=e4}]

ex8

Out[28]= −f [t, x[t]]3

(−1 + 4b[2, 1]3p[2] + 4(b[3, 1] + b[3, 2])3p[3] + 4(b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3])3p[4])

f (0,3)[t, x[t]]− (1 + 24a[2]b[3, 2]b[4, 3])f (0,1)[t, x[t]]2f (1,0)[t, x[t]]−

3(−1 + 8a[2]a[3]b[3, 2]p[3] + 8a[4](a[2]b[4, 2] + a[3]b[4, 3])p[4])

f (1,0)[t, x[t]]f (1,1)[t, x[t]] + f [t, x[t]]2

(−4(−1 + 3b[2, 1]b[3, 2](b[2, 1] + 2(b[3, 1] + b[3, 2]))p[3] + 3(b[2, 1]2b[4, 2]+

2b[2, 1]b[4, 2](b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3]) + (b[3, 1] + b[3, 2])b[4, 3]

(b[3, 1] + b[3, 2] + 2(b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3])))p[4])f (0,1)[t, x[t]]

f (0,2)[t, x[t]]− 3(−1 + 4a[2]b[2, 1]2 + 4a[3](b[3, 1] + b[3, 2])2p[3]+

4a[4](b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3])2p[4])f (1,2)[t, x[t]])−

(−1 + 12a[3]2b[4, 3]p[4] + 12a[2]2(b[3, 2p[3] + b[4, 2p[4]))

f (0,1)[t, x[t]]f (2,0)[t, x[t]] + f [t, x[t]]((1− 24b[2, 1]b[3, 2]b[4, 3]p[4])f (0,1)[t, x[t]]3−

3(−1 + 8(a[2]b[3, 2](b[3, 1] + b[3, 2])p[3]+

(b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3])(a[2]b[4, 2] + a[3]b[4, 3])p[4]))

f (0,2)[t, x[t]]f (1,0)[t, x[t]]− (−5 + 24((a[2] + a[3])b[2, 1]b[3, 2]p[3]+

((a[2] + a[4])b[2, 1]b[4, 2] + (a[3] + a[4])(b[3, 1] + b[3, 2])b[4, 3])p[4]))

f (0,1)[t, x[t]]f (1,1)[t, x[t]]− 3(−1 + 4a[2]2b[2, 1]p[2] + 4a[3]2(b[3, 1] + b[3, 2])

p[3] + 4a[4]2(b[4, 1] + b[4, 2] + b[4, 3])p[4]f (2,1)[t, x[t]])−

(−1 + 4a[2]3p[2] + 4a[3]3p[3] + 4a[4]3p[4])f (3,0)[t, x[t]]

Ultimele ecuaţii sunt

b3
2,1p2 + (b3,1 + b3,2)3p3 + (b4,1 + b4,2 + b4,3)3p4 =

1

4
(G.14)

a2b3,2b4,3p4 =
1

24
(G.15)

a2a3b3,2p3 + a4(a2b4,2 + a3b4,3)p4 =
1

8
(G.16)

b2,1b3,2(b2,1 + 2(b3,1 + b3, 2))p3 + (b2
2,1b4,2 + 2b2,1b4,2(b4,1 + b4,2 + b4,3) +
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(b3,1 + b3,2)b4,3(b3,1 + b3,2 + 2(b4,1 + b4,2 + b4,3)))p4 =
1

3
(G.17)

a2b
2
2,1p2 + a3(b3,1 + b3,2)p3 + a4(b4,1 + b4,2 + b4,3)2p4 =

1

4
(G.18)

a2
2b3,2p3 + (a2

2b4,2 + a2
3b4,3)p4 =

1

12
(G.19)

b2,1b3,2b4,3p4 =
1

24
(G.20)

a2b3,2(b3,1 + b3,2)p3 + (b4,1 + b4,2 + b4,3)(a2b4,2 + a3b4,3)p4 =
1

8
(G.21)

(a2 + a3)b2,1b3,2p3 + ((a2 + a4)b2,1b4,2 + (a3 + a4)(b3,1 + b3,2)b4,3)p4 =
5

24
(G.22)

a2
2b2,1p2 + a2

3(b3,1 + b3,2)p3 + a2
4(b4,1 + b4,2 + b4,3)p4 =

1

4
(G.23)

a3
2p2 + a3

3p3 + a3
4p4 =

1

4
(G.24)

Din (G.15) şi (G.20) rezultă că a2 = b2,1; din (G.10) şi (G.11) rezultă că
a3 = b3,1 + b3,2; din (G.7) şi (G.8) rezultă că a4 = b4,1 + b4,2 + b4,3.

Se observă că ı̂ntre ecuaţiile (G.6)-(G.24) au loc echivalenţele (G.7) ≡ (G.8);
(G.13) ≡ (G.12) ≡ (G.9); (G.24) ≡ (G.23) ≡ (G.18) ≡ (G.14); (G.16) ≡ (G.21);
(G.15) ≡ (G.22); (G.22) ≡ (G.16) + (G.19); (G.17) ≡ 2 (G.16) + (G.19).

Sistemul redus devine

In[29]:= eq1:=p[1]+p[2]+p[3]+p[4]==1

eq2:=b[2,1]*p[2]+(b[3,1]+b[3,2])*p[3]+

(b[4,1]+b[4,2]+b[4,3])*p[4]==1/3

eq3:=b[2,1]^2*p[2]+(b[3,1]+b[3,2])^2*p[3]+

(b[4,1]+b[4,2]+b[4,3])^2*p[4]==1/3

eq4:=b[2,1]^3*p[2]+(b[3,1]+b[3,2])^3*p[3]+

(b[4,1]+b[4,2]+b[4,3])^3*p[4]==1/4

eq5:=b[2,1]*b[3,2]*p[3]+

(b[2,1]*b[4,2]+(b[3,1]+b[3,2])*b[4,3])*p[4]==1/6

eq6:=b[2,1]*(b[3,1]+b[3,2])b[3,2]*p[3]+(b[4,1]+b[4,2]+b[4,3])*

(b[2,1]*b[4,2]+(b[3,1]+b[3,2])*b[4,3])*p[4]==1/8

eq7:=b[2,1]^2*b[3,2]*p[3]+

(b[2,1]^2*b[4,2]+(b[3,1]+b[3,2])^2*b[4,3])*p[4]==1/12

eq8:=b[2,1]*b[3,2]*b[4,3]*p[4]==1/24

Dacă
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In[30]:= b[2,1]:=1/2

b[3,2]:=1/2

atunci

In[31]:= Solve[{eq1,eq2,eq3,eq4,eq5,eq6,eq7,eq8},

{p[1],p[2],p[3],p[4],b[3,1],b[4,1],b[4,2],b[4,3]}]

Out[31]= {{p[1]→ 0, p[2]→ 2
3
, p[3]→ 1

6
, b[3, 1]→ −1

2
, b[4, 1]→ −3

2
,

b[4, 2]→ 3

2
, b[4, 3]→ 1, p[4]→ 1

6
}, {p[1]→ 1

6
, p[2]→ 1

3
, p[3]→ 1

3
,

b[3, 1]→ 0, b[4, 1]→ 0, b[4, 2]→ 0, b[4, 3]→ 1, p[4]→ 1

6
}}

Ultima soluţie corespunde schemei de calcul clasice de tip Runge – Kutta ı̂n 4
trepte.

G.2 Schema de calcul implicită de tip Runge –

Kutta ı̂n 2 trepte

Într-o foaie nouă de calcul calculăm din nou derivatele pentru ẋ(t) = f(t, x(t)).
Datele schemei de calcul implicită de tip Runge – Kutta ı̂n 2 trepte sunt

In[6]:=

r1[h_]:=f[t+a[1]*h,x[t]+h*b[1,1]*k1[h]+h*b[1,2]*k2[h]]

r2[h_]:=f[t+a[2]*h,x[t]+h*b[2,1]*k1[h]+h*b[2,2]*k2[h]]

q[h_]:=x[t+h]-x[t]-h*(p[1]*r1[h]+p[2]*r2[h]

şi calculăm expresiile q(s)(0), s = 1, 2, 3.

In[7]:= ex1:=Simplify[Dt[q[h],h]/.Dt[t,h]->0]

In[8]:= ex2:=Simplify[ex1//.{h->0, x’[t]->e1}]

ex2

Out[9]= −f [t, x[t]](−1 + p[1] + p[2])
In[10]:= r11:=Simplify[Dt[r1[h],h]//.{Dt[t,h]->0,h->0,

k1[0]->r1[0],k2[0]->r2[0]}]

In[11]:= r21:=Simplify[Dt[r2[h],h]//.{Dt[t,h]->0,h->0,

k1[0]->r1[0],k2[0]->r2[0]}]

In[12]:= q1[h_]:=ex1

In[13]:= ex3:=Simplify[Dt[q1[h],h]/.Dt[t,h]->0]

In[14]:= ex4:=Simplify[ex3//.{h->0,x’[t]->e1,x’’[t]->e2,
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k1[0]->r1[0],k2[0]->r2[0]}]

ex4

Out[15]= −f [t, x[t]](−1 + 2b[1, 1]p[1] + 2b[1, 2]p[1] + 2b[2, 1]p[2] + 2b[2, 2]p[2])

f (0,1)[t, x[t]] + (1− 2a[1]p[1]− 2a[2]p[2])f (1,0)[t, x[t]]

In[16]:= q2[h_]:=ex3

In[17]:= ex5:=Simplify[Dt[q2[h],h]/.Dt[t,h]->0]

In[18]:= ex6:=Simplify[ex5//.{h->0,x’[t]->e1,x’’[t]->e2,

D[x[t],{t,3}]->e3,k1[0]->r1[0],k2[0]->r2[0],k1’[0]->r11,k2’[0]->r21}]

ex6

Out[19]= −f [t, x[t]]2

(−1 + 3(b[1, 1] + b[1, 2])2p[1] + 3(b[2, 1] + b[2, 2])2p[2])f (0,2)[t, x[t]]−

(−1 + 6a[1](b[1, 1]p[1] + b[2, 1]p[2]) + 6a[2](b[1, 2]p[1] + b[2, 2]p[2]))

f (0,1)[t, x[t]]f (1,0)[t, x[t]]− f [t, x[t]]

((−1 + 6(b[1, 1]2 + b[1, 1]b[1, 2] + b[1, 2](b[2, 1] + b[2, 2]))p[1]+

6((b[1, 1] + b[1, 2])b[2, 1] + b[2, 1]b[2, 2] + b[2, 2]2)p[2])f (0,1)[t, x[t]]2+

2(−1 + 3a[1](b[1, 1] + b[1, 2])p[1] + 3a[2](b[2, 1] + b[2, 2])p[2])f (1,1)[t, x[t]])+

(1− 3a[1]2p[1]− 3a[2]2p[2])f (2,0)[t, x[t]]

Rezultă sistemul algebric neliniar

p1 + p2 = 1 (G.25)

a1p1 + a2p2 =
1

2
(G.26)

(b1,1 + b1,2)p1 + (b2,1 + b2,2)p2 =
1

2
(G.27)

a2
1p1 + a2

2p2 =
1

3
(G.28)

a1(b1,1 + b1,2)p1 + a2(b2,1 + b2,2)p2 =
1

3
(G.29)

(b1,1 + b1,2)2p1 + (b2,1 + b2,2)2p2 =
1

3
(G.30)

(a1b1,1 + a2b1,2)p1 + (a1b2,1 + a2b2,2)p1 =
1

6
(G.31)

(b1,1(b1,1 + b1,2) + b1,2(b2,1 + b2,2))p1 + (b2,1(b1,1 + b1,2) + b2,2(b2,1 + b2,2))p2 =
1

6
(G.32)
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Dacă a1 = b1,1 + b1,2, a2 = b2,1 + b2,2, p1 = p2 = 1
2

atunci se deduce soluţia
uzuală

In[20]:= eq1:=b[1,1]+b[1,2]+b[2,1]+b[2,2]==1

eq2:=(b[1,1]+b[1,2])^2+(b[2,1]+b[2,2])^2==2/3

eq3:=(b[1,1]+b[2,1])(b[1,1]+b[1,2])+

(b[1,2]+b[2,2])*(b[2,1]+b[2,2])==1/3

b[1,1]:=β
In[24]:= Solve[{eq1,eq2,eq3},{b[1,2],b[2,1],b[2,2]}]

Out[24]=

{{b[1, 2]→ 1

6
(3−

√
3− 6β), b[2, 1]→ 1

6
(3 +

√
3− 6β), b[2, 2]→ β},

{b[1, 2]→ 1

6
(3 +

√
3− 6β), b[2, 1]→ 1

6
(3−

√
3− 6β), b[2, 2]→ β}}
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Anexa H

Reprezentarea mulţimii de
A-stabilitate

Cazul schemei de calcul de tip Runge – Kutta

Mulţimii de A-stabilitate a unei scheme de calcul de tip Runge–Kutta explicită
este dată de soluţia inecuaţie |R(z)| ≤ 1, unde R(z) este funcţia de stabilitate.

Pentru a obţine frontiera ei se rezolvă ecuaţia R(z) = eit, ı̂n necunoscuta z,
pentru o mulţime discretă de valori t ∈ [0, 2kπ], k ∈ N.

Programul MathCAD (̂ın cazul schemei de calcul Euler ı̂mbunătăţită) este

R(z) := 1 + z +
z2

2
p(u, v, t) := Re(R(u+ i · v))− cos(t)

q(u, v, t) := Im(R(u+ i · v))− sin(t)

n := 30 h :=
2 · π
n

k := 2

i := 0..k · n− 1 si := i · h

r(u, v, t, i) := (t− si)2

Given

p(u, v, t) = 0

q(u, v, t) = 0

r(u, v, t, i) = 0

437
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 xi
yi
τi

 := Find(u, v, t)

Şirul (xi, yi)i reprezintă coordonatele unor puncte de pe frontiera domeniului de
A-stabilitate. Utilizarea acestui program ı̂n cazul altor scheme de calcul de tip
Runge – Kutta presupune modificarea expresia funcţiei de stabilitate R(z) şi
eventual a parametrilor n, k.

Cazul schemei de calcul de tip Adams

Pentru o schemă de calcul de tip Adams scrisă sub forma

apuk+p + ap−1uk+p−1 + . . .+ a0uk−

−h[bpf(tk+p, uk+p) + bp−1f(tk+p−1, uk+p−1) + . . .+ b0f(tk, uk)] = 0.

ecuaţia caracteristică corespunzătoare problemei de test este

ρ(x)− zσ(x) = 0

unde

ρ(x) = apx
p + ap−1x

p−1 + . . .+ a1x+ a0

σ(x) = bpx
p + bp−1x

p−1 + . . .+ b1x+ b0

Frontiera mulţimii de A-stabilitate este dată de

z =
ρ(eit)

σ(eit)
t ∈ [0, 2π]

Programul MathCAD (̂ın cazul schemei de calcul Adams-Bashforth, r=2) este

ρ(z) := z3 − z2 σ(z) :=
1

12
· (23 · z2 − 16 · z + 5)

n := 50 h :=
2π

n
i := 0..2 ∗ n− 1 si := i · h

xi := Re

(
ρ(ei·si)

σ(ei·si)

)
yi := Re

(
ρ(ei·si)

σ(ei·si)

)
Şirul (xi, yi)i reprezintă coordonatele unor puncte de pe frontiera domeniului de
A-stabilitate. Utilizarea acestui program ı̂n cazul altor scheme de calcul de tip
Adams presupune modificarea polinoamelor ρ, σ şi eventual a parametrului n.
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(litografiat)

[10] GODUNOV S.R., REABENKI V.S., 1977, Scheme de calcul cu diferenţe.
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[11] IACOB C., HOMENTCOVSCHI D., MARCOV N., NICOLAU A., 1983,
Matematici clasice şi moderne. vol. IV, Ed. Tehnică, Bucureşti.
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