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4. MECANICA ANALITICA

4.1. Introducere

Mecanica newtoniand studiaza miscarea corpurilor macroscopice care se
deplaseazd cu viteze mici Tn comparatie cu viteza luminii pe baza unei abordari
locale a problemei. Afirmam aceasta in sensul ca, asa cum am discutat anterior, o
datd cunoscute pozitia si viteza unui corp la un anumit moment de timp t si stiind
fortele care actioneaza asupra corpului, se pot afla pozitia si viteza corpului la
momentul de timp t'=t+dt si, in consecintd, prin integrarea ecuatiilor de
migcare, pozitia si viteza la orice moment de timp.

Studiul evolutiei unui sistem fizic se poate face Insd si pe baza unei
abordari globale a problemei, tratarea miscarii pe care o poate avea un corp intr-
un camp de forte conservativ fiind bazatd pe un principiu de extremum. Un
astfel de principiu aratd cd miscarea are loc Intotdeauna pe acea traiectorie pentru
care o anumitd functie care descrie starea sistemului isi atinge extremumul. In
cazul mecanicii clasice, o astfel de formulare este mecanica analitica elaborata
de Lagrange si Hamilton la sfarsitul sec. al XVIlI-lea si, respectiv, in secolul al
XIX-lea. Mecanica analitica este folositd in studiul sistemelor mecanice alcatuite
dintr-un numar mare de constituienti, asa cum sunt sistemele de particule studiate
de fizica statisticd, cat §i pentru sistemele mecanice cu legaturi.

De altfel, studiul unui proces fizic pe baza unui principiu de extremum
dateazad anterior formularii de catre Hamilton a principiului de extremum care-i
poarta numele si care sta la baza elaborarii mecanicii analitice.

Astfel, In optica, principiul lui Fermat afirma ca lumina se propaga intre
doua puncte din spatiu pe acel drum I" pentru care timpul necesar propagarii este

minim:
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2
Idtzmin. 4.1)
1r
Dintre toate drumurile virtual posibile IT" (fig. 4.1), drumul real I" fiind cel care
satisface principiul lui Fermat, inseamna ca la trecerea de pe acesta pe oricare din

drumurile I trebuie ca variatia integralei (4.1) sa fie
@ nula, adica:
T

2
i It 5[dt-o0. (4.2)
1F
Fig. 4.1 Tinand cont ca
at=32_1 ¢ g/ Tha (4.3)
v ¢c Vv c

unde 7 este indicele de refractie al mediului in care se propaga lumina, iar C este
viteza luminii in vid, rezultd ca principiul lui Fermat mai poate fi scris si sub
forma:

2
sjndzzo. (4.4)
r
Aceasta inseamna ca Intre doud puncte din spatiu lumina se propaga astfel incét
drumul optic sa fie minim.

Revenind acum la mecanica, si anume la studiul miscarii unui corp intr-un
camp de forte conservativ, s ne reamintim ca suma dintre energiile cinetica T si
potentiala U ale corpului, adicd energia totala E =T +U ramane constantd in
timpul miscarii.

In schimb, evolutia miscarii este data de transformarea energiei cinetice in
energie potentiala §i reciproc, aceasta transformare fiind descrisa cel mai bine de
functia lui Lagrange L :

def.
L=T-U (4.5)

a carei variatie in timpul miscarii este:

AL = 2AT = —2AU. (4.6)

Definind actiunea S ca integrala dupa timp a lui L de-a lungul treiectoriei I":
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def. 12 ty
s = [Ldt= [(T-U)dt (4.7)
Ny t,C

principiul de extremum al lui Hamilton, care reprezintd baza mecanicii analitice,
stipuleaza ca transformarea intre energia cinetica si potentiald are loc astfel incat
actiunea S sa prezinte un extremum. Aceasta revine la a spune ca variatia actiunii

intre traiectoria reald I" si orice treiectorie virtuald infinit apropiata este nula:

to ta
SS:SILdt:SI(T—U)dt:O. 4.8)
t4 1210

Traiectoria [' pentru care se realizeazd extremumul actiunii este
traiectoria reala.
Pentru a clarifica continutul ecuatiei

I" (4.8) ce exprimd principiul lui Hamilton este
167 s necesar sd precizdm semnificatia urmatoarelor
T dr s notatii. Notam prin diferentiala

d (d F,d\7,dt,etc.), diferenta a doua valori ale

unei mdrimi considerate intre douad puncte
vecine infinit apropiate plasate de-a lungul
aceleasi traiectorii §i prin variatia J, (SF, 6\7,etc.) , diferenta dintre valorile unei
marimi considerate la acelasi moment de timp, dar pe doua traiectorii diferite,
infinit apropiate (fig. 4.2).

Traiectoria realda si treiectoriile virtuale sunt considerate intre aceleasi
puncte, initial si final, astfel cd la momentele de timp t4 (initial) si to (final)
dr=0.

S& exemplificam principiul lui Hamilton pentru cazul simplu al aruncarii
unui corp pe verticald in cAmp gravitational uniform. In acest caz, stim ci pentru
un punct material de masa m energia cinetica i energia potentiald au expresiile:

T:mTyz, U=mgy. 4.9)

Pentru a diferentia traiectoria reald I' de traiectoriile virtuale "', vom nota
coordonata spatiald pentru traiectoria reald cu y si pentru traiectoriile virtuale I"

cu y=y+38y. Stiind ca 8t=0,8y(t)=0y(t;)=0 si tinand cont ca
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dy _
oy =86—=
y dt dt
cinetice:

8U =Up —Ur = Uly +8y)-Uly)= Uly) + %Sy uly)= dU (y)6y

(Sy), putem calcula variatia energiei potentiale si respectiv

m(. .. m . m (. . . . .
5T:TF'_TF:E(X+SV)2_EX2:E&2+2X5y+5y2)_52 = myay.

(4.10)
Astfel, principiul lui Hamilton:
8S =5 [(T-U)dt= [(6T-5U)dt=0 (4.11)
t tI
se va scrie:
2 g 24U
8S = jmyd (8y)dt - J.d—y(y)fiydt =0. (4.12)

ty ty

Luand prima integrala si calculand-o prin parti, obtinem:
t
J’ my 8y )dt = myay\ j my(Sy)dt = - j my(Sy)dt
ty Y

unde s-a tinut cont de conditiile 8y(t1):8y(t2):0. Astfel, principiul lui

Hamilton (4.11) conduce la:

to
SSz—I{my+M]8y-dt:O. (4.13)
dy
ty
Ecuatia (4.13) trebuie sa fie valabild pentru orice 8y, ceea ce implica
my =— du =F. (4.14)
dy

Constatam astfel ca, plecand de la principiul lui Hamilton, am regasit
ecuatia fundamentald a mecanicii newtoniene, ceea ce corespunde faptului ca cele
doua formalisme sunt echivalente.
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Inainte de a trece la prezentarea formalismelor Lagrange si Hamilton
trebuie sd luam in discutie problema fortelor de legatura. Acestea, spre deosebire
mqMmo r
2

de fortele fundamentale, cum ar fi forta gravitationala, F=k sau forta

r
Lorentz F = q(E +V X L3>) si de pseudofortele de inertie, nu sunt forte introduse

printr-o ecuatie de definitie, ci ele reprezintd forte de reactiune ale legaturilor,
acestea fiind definite prin ecuatiile ce stabilesc locul geometric al punctelor prin
care trece punctul material.

o Astfel, apare o problema inversa in

care fortele nu pot fi calculate decat dupa
aflarea legilor de miscare ale mobilului.
Pentru a intelege mai clar o astfel de

i situatie sd analizdm un exemplu simplu, si
¥ G =mg anume sa consideram un punct material de
masd m suspendat de un punct fix O

Fig. 4.3 printr-o bara rigidd de masa inertiala nula

si de lungime / (fig. 4.3).
Daca asupra punctului material nu se mai exercita alte constrangeri, atunci

2 2 _2

ecuatia care descrie legatura este X“ + y2 +z punctul material se misca

pe sfera de raza /), iar dacd migcarea are loc doar intr-un plan vertical, atunci

punctul material este supus la doua legaturi, date de ecuatiile:
x? +y%2=1%5iz=0. (4.15)

Conform acestora punctul material se misca pe cercul de raza [ in planul z=0.

In acest caz, forta de legatura este

mv2

F=Gr+——. (4.16)

Observam ca pentru a calcula forta (4.16) trebuie sd cunoastem viteza punctului

material care, tinand cont de legea conservarii energiei:
2
mv 0 _ mv 2
=mgh +

(4.17)



4. Mecanica analitica 131

poate fi calculatd doar daca se cunosc conditiile initiale ale miscarii.
Presupunand ca punctul material este aruncat din pozitia x =0,y =1/, cu

viteza initiala v =vq 'ix rezultd cd in punctul de coordonatd y =/—h viteza

este V= 1IV(Z) —2gh . Notand coordonata de-a lungul arcului de cerc cu s,
h= h(S) sl V= %, prin integrare se obtine S = S(t).

Forta de legatura (4.16) se obtine deci prin substituirea expresiei vitezei.

Eliminarea fortei de legatura si, ca atare, a caracterului de problema
inversd poate fi realizata observand ca, spre deosebire de un punct material liber
care posedd trei grade de libertate, descrise de coordonatele X,y,z, punctul
material din exemplul considerat, supus la cele doua constrangeri descrise de cele
doua ecuatii de legaturd, este obligat sd se miste pe traiectoria de raza / 1n planul
z=0, avand deci un singur grad de libertate descris de unghiul o, sau de
lungimea arcului de cerc corespunzator acestuia. Aceste variabile le vom numi
coordonate generalizate. Ele pot fi totdeauna obtinute pornind de la coordonatele
carteziene X,Y,Z si de la ecuatiile care descriu legaturile.

Ecuatiile (4.15), reprezentand un sistem de 2 ecuatii cu 3 necunoscute,
conduc, prin rezolvare, la o singurd variabild independentd atasata gradului de
libertate al sistemului. Explicit, solutiile ecuatiilor (4.15) sunt:

x =Isina
(4.18)
y=/cosa
respectiv componentele carteziene ale vitezei punctului material sunt:
X =lacosa
(4.19)
y = -lasina.

Dupa cum vom vedea in continuare, stabilirea coordonatelor independente
pe care le vom numi, aga cum am spus, coordonate generalizate ne permite prin
formalismul mecanicii analitice eliminarea fortelor de legaturd si obtinerea unui
algoritm direct de rezolvare a acestui tip de probleme.

Sa trecem, in continuare, la analiza cazului general al unui sistem format
din mai multe puncte materiale.
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Pentru un sistem de N puncte materiale care nu sunt supuse nici unei
constrangeri, numarul gradelor de libertate este:

fo = 3N (4.20)

iar coordonatele generalizate sunt chiar coordonatele carteziene X j»Yj»Zj, cu
j=12,..,N. Daca sistemul de N puncte materiale este supus unui numar de /
constrangeri, descrise de ecuatiile gs(xj,yj,zj)=0, cu s=12,...,/, atunci

numarul gradelor de libertate ale sistemului este f =3N —/.
Trebuie astfel sa se aleagd f coordonate generalizate, notate simbolic q;,

. A . . . dq, .
cu i=12,...,f, rezultand f viteze generalizate q; = d—? in functie de care se vor
exprima coordonatele si vitezele carteziene ale punctelor materiale ce alcatuiesc
sistemul:

xj=xj(@i) yj=vj@) zj=za) (4.21)

Dat fiind ca q; = qi(t), ec. (4.21) reprezinta functii implicite de timp care

prin derivare ne conduc la expresiile vitezelor carteziene, care se observa ca
depind atat de coordonatele generalizate q; cat si de vitezele generalizate q:

T ox;
ZTCh—X(qu% y] Z_Ch YJ(ql’Ch)

f

Z 2j(a;.Gi)- (4.22)
~ 5

Astfel, sistemul de N puncte materiale supuse la / constrangeri si, in
consecintd, avand f=3N—/ grade de libertate este descris complet de setul de
coordonate si viteze generalizate (ql- , q'l- ), cui=12,.....f.

Se defineste spatiul de configuratie ca fiind spatiul cu f dimensiuni ale
carui coordonate sunt coordonatele generalizate. Un punct din acest spatiu
reprezintd configuratia sistemului in sensul in care coordonatele unui punct din
spatiul de configuratie determind, prin intermediul ecuatiilor (4.21) coordonatele
carteziene ale tuturor punctelor sistemului si, ca atare, configuratia geometricad a
sistemului.
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Un proces mecanic, care reprezintd trecerea sistemului dintr-o stare initiala
24 Intr-o alta stare Xo, va fi reprezentat in spatiul de configuratie printr-o
traiectorie. Trebuie mentionat cd procesele ce pot fi reprezentate in spatiul de
configuratie sunt strict procese mecanice, care nu presupun sub nici o forma
existenta unor fenomene disipative prin care energia mecanica sa se transforme in
alta forma de energie.

4.2. Formalism Lagrange

Primul pas in formularea mecanicii analitice datd de Lagrange constd in
definirea functiei L = L(qi,qi,t), care-1 poartd numele, care este o functie de stare
ce descrie complet din punct de vedere mecanic starea sistemului.

Principiul lui Hamilton postuleaza existenta functiei S, numita actiune:

to
S = [Laa;t)dt (4.23)
ty
care inregistreaza un extremum pe traiectoria reala in raport cu valorile sale
calculate pe oricare din traiectoriile virtuale Tnvecinate cu traiectoria reala:

to
8S = 5 [ L(;,,)dt =0. (4.24)
t4
Reamintim ca traiectoria reald si
Z; cele virtuale sunt trasate intre aceleasi a
s si doua
A stiri, initiald Tq si finald S, (fig. 4.4),

astfel incat
3qi(ty)=8qi(t2)=0 (4.25)

variatiile coordonatelor generalizate fiind calculate la acelasi moment de timp,

Fig. 4.4

astfel cd, ot = 0. Din principiul lui Hamilton deriva imediat ecuatiile lui Lagrange.

Astfel, vom calcula:
to tor f

. oL oL ..
6S = | oLlq;,q;,t)dt = —0Q; + ) —06q; |dt.
t{(..) t{;aqi Y
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dai
dt

integrala se integreaza prin parti:

Tinand seama ca 4Q; = 8( j= iESqI , termenii celei de-a doua sume de sub

dt

———93q; dt.

oL d
}—5m—}——5dh e

d oL
o at I

Deoarece 8q;(tq)=8q;(tp)=0, rezulta:

to ¢
3S = —————1[6q;dt.
!;(aql dt oq; ] 4

Conform principiului lui Hamilton 8S=0 si cum variatiile 8qg; sunt

arbitrare si independente, acest lucru nu se poate realiza decat daca toate
parantezele care apar in termenii sumei de sub integrala sunt nule:

————-—=0, i=12...,f. (4.26)

Acestea sunt ecuatiile Lagrange care constituie un sistem de f ecuatii de
ordinul doi cu f necunoscute g; = qj(t) care reprezinta coordonatele generalizate.

Solutia generalda a ecuatiilor Lagrange va cuprinde un numar de 2f
constante care vor fi determinate din conditiile initiale.

Pentru un sistem de puncte materiale libere, drept coordonate generalizate
se pot lua chiar coordonatele carteziene Xj,Yj,Zj, lar ecuatiile Lagrange pentru

fiecare punct material sunt:

do_a

dtaXJ 5Xj

da o 427
dtoy; oy; '
dol o

Daca se inmultesc aceste ecuatii cu versorii axelor de coordonate si se
adunad, atunci, introducand notatiile:
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s 0 z 0 z O 0
—+y—+1L, —==

oX j 8y j 0z j ov j

(4.28)

- 0 z 0 z O 0
1y +1y +1, =—

OX j 6y j 0z j al’j

rezultd pentru fiecare punct material ecuatia:

d q—L = % . (4.29)
dt ov j 0 I’j

Se defineste, de asemenea, impulsul generalizat p;, conjugat unei
coordonate generalizate q;:

oL
Al 4.30
Pi o4, (4.30)
si forta generalizatia Q;, conjugatd cu o coordonata generalizatd q;:
L
Q= 431)
aq;

Pentru un punct material liber raportat la un referential cartezian impulsul

conjugat este:
_ 0L

= 4.32
=, (4.32)
iar forta conjugata este:
Fj = a. (4.33)
o]

Tinand cont de definitiile (4.30) si (4.31), ecuatiile Lagrange (4.26) se scriu:
pi = Q; (4.34)
si, in particular, pentru punctul material liber, ecuatia Lagrange (4.29) devine):
|Ej - 51 (4.35)

Ecuatia (4.35) nu este altceva decat legea a II-a a lui Newton 1n forma ei
cea mai generald, valabilda nu numai in mecanica clasica ci si Tn mecanica
relativista.
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Pentru un proces elementar care se desfdsoara intre o stare initiald X4,
pentru care coordonatele generalizate sunt ; si o stare invecinatd X,, de
coordonate generalizate q; + dq;, se defineste lucrul mecanic elementar d_ <~ :

f
dZ =>Q;dg;. (4.36)
i=1
Daca procesul se desfasoara intre doud stari oarecare de-a lungul unei

curbe I" date, atunci lucrul mecanic este:
2

f
sz = Y Qida;. (437)
1 i=1
Pentru un sistem de puncte materiale libere care evolueaza intre doua stari
invecinate definite fatd de un sistem cartezian, lucrul mecanic elementar este:

N
dZ =Y Fdf (4.38)
=1
1ar pentru un proces care are loc intre doud stari 24 si Xo lucrul mecanic este:
2N
7 = [ Fdi. (4.39)

Trebuie subliniat ca intr-un cAmp de forte conservative lucrul mecanic nu
depinde de drumul I urmat ci numai de starile initiala si finala.

4.3. Ecuatiile canonice ale lui Hamilton

In cadrul formalismului Lagrange starea unui sistem mecanic este descrisa
de coordonatele generalizate Q;, care dau configuratia sistemului, precum si de

vitezele generalizate j corespunzatoare fiecarei coordonate generalizate. Acestea

alcatuiesc un sistem de 2f parametri independenti care o data rezolvate ecuatiile
Lagrange si cunoscute conditiile initiale sunt perfect determinati si definesc
complet starea sistemului.

Se pot alege insd alaturi de coordonatele generalizate si alti parametrii
decat vitezele generalizate pentru a descrie starea sistemului i anume impulsurile
generalizate.
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Astfel, ansamblul acestor 2f parametri, adica f coordonate generalizate si
f impulsuri generalizate, defineste un spatiu cu 2f dimensiuni, numit spatiul
fazelor. Un punct din spatiul fazelor descrie complet starea sistemului iar evolutia
sistemului mecanic se traduce prin traiectoria urmatd de punctul reprezentativ al
starii sistemului in acest spatiu.

Spatiul de configuratie f dimensional, de coordonate qj, reprezinta un
subspatiu al spatiului fazelor si defineste doar configuratia sistemului de puncte
materiale spre deosebire de spatiul fazelor 2f dimensional care defineste stareca
dinamica a sistemului.

Fiecare din cele f perechi (pi,qi) poartd numele de variabile canonic
conjugate.

Hamilton a definit o noua functie de stare H, numiti hamiltoniana,
care depinde de variabilele canonice'

H(p.q.t) Zp.q. L(agt) (4.40)

unde in expresia lui H s-a notat pe scurt ansamblul celor f coordonate
generalizate cu q si, respectiv, impulsurile generalizate cu p.

Cu ajutorul hamiltonienei se poate obtine o noua formd a ecuatiilor de
migcare pornind tot de la principiul lui Hamilton, dar acum actiunea este

exprimata in functie de H:
to

S= JL(q-q,t)dt—f !Zp.Q. (p.q, )]dt- (4.41)
i=1

t t
Sa calculam acum variatia lui S:

S = tff{zf:piq - H(p,q,t)]dt =

t4 i=1

I{ZPIS‘“ZQ@H Z _8q Zg—:é’)pi}dt.

t1|1

Calculand prin parti integrala unui termen din prima suma si tinand seama ca
8q;(t1)=10,5q;(ty )= 0, obtinem:
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to to to

tdp
tjp.f")q.dt jp.—Sq.dt—p.Sql tfdt' 8q.dt—tj pida; dt.
1 1 1 1

Astfel, principiul lui Hamilton se scrie:

K . oH . oH
ﬂ Z(p. +a—qij6q +Z(q| a—m}p.}dt—o‘
Pentru ca integrala sa fie nula oricare ar fi variatiile 6Q; si 0p; independente
trebuie ca fiecare paranteza de sub sumele de mai sus sa fie nula, ceea ce implica:
oH
aq
_oH
qi = o
Acest sistem de 2f ecuatii diferentiale de ordinul intdi pentru variabilele
canonice Pj §i Qi constituie ecuatiile canonice ale lui Hamilton. Prin integrarea

(4.42)

ecuatiilor Hamilton se obtin expresiile explicite ale variabilelor canonice care
contin 2f constante de integrare ce pot fi determinate daca se cunosc conditiile
initiale ale migcarii:

pi =pi(t.C1,....Cor)

gi = qi(t.Cy,....Cor )

Pentru sistemele izolate, sau care se miscd in campuri de forte
conservative, una dintre constantele de integrare arbitrare poate fi ales momentul
de timp to , astfel ca pi = pi(to,C»],...,sz_»]) si qgi = qi(to,C1,...,C2f_1). Daca
se elimind timpul intre cele 2f ecuatii reprezentate de expresiile variabilelor
canonice se pot obtine cele 2f —1 constante arbitrare ca functii de variabilele
canonice:

Ck = Ck(p1,...,pf;Q1,...,Qf) unde k = 1,,2f -1.

Aceste marimi isi pastreazd valoarea constantd in timpul miscarii si se
numesc integrale prime ale miscarii. Ele satisfac conditiile:
dCy 0 0Ck
at ot

=0.
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Pentru punctele materiale libere a caror miscare este raportatd la un
referential cartezian, ecuatiile lui Hamilton sunt:

- oH
Pj Z_G_Fj
4.43
- oH ( )
f=—
apj

O alta alternativa de obtinere a ecuatiilor de miscare o reprezintd ecuatia
Hamilton — Jacobi care poate fi obtinuta plecand de la actiunea S definita in

functie de H:
S= I(Zplq, — H)dt.
Se observa ca expresia de sub integrala, Zpiqi dt-Hdt, reprezinta dS:

dS = ) pjdq; —Hdt. (4.44)

astfel ca S este o functie doar de q; si t. Atunci, calculand diferentiala functiei
S(q;,t), obtinem:

0S 0S
dS=) —dq; +—dt. 4.45
> 5 0%+ 5 (4.45)
Prin identificarea coeficientilor celor doua expresii ale lui dS, rezulta:
b; = 0S
=
o (4.46)
__S
ot

In a doua ecuatie (4.46), H+aa—? =0, tinand cont de faptul ca H= H(pi,qi,t), se

. L : oS . . . . .
inlocuiesc impulsurile p; = P si se obtine ecuatia Hamilton — Jacobi:
Qi

oS 0S 0S
H q4,....,9¢;—,...,—;t |+—=0. 4.47
[OH of; o ar j p (4.47)

Ecuatia Hamilton — Jacobi, a cdrei metoda de integrare este in general mai
dificila, este echivalenta cu ecuatiile Lagrange si Hamilton.
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4.4. Paranteze Poisson. Derivata totala in raport cu timpul
a unei marimi mecanice

Fie doua marimi mecanice care sunt functii de variabilele canonice si de timp:
¢ = o(p;, . t)
v = v(pi.ai.t)
Prin definitie, paranteza Poisson formata cu aceste doud functii, notata
[(p, w], este data de expresia:

f

op oy 0p oy

MM=§f—"———"—} (4.49)
1\ 0p;j 0qj  0q; Op;

Parantezele Poisson prezintd o serie de proprietati care, pornind de la

(4.48)

relatia de definitie, rezulta imediat:

[o.v]=-[w.0]
[p,const.]=0
lo—w]=-lo.w]=[-o.v] (4.50)

[o1+92.w]=[or.v]+[02.v]
[o1-02.w]=[o1. w02 + p1[02.w]

Derivata in raport cu timpul a unei paranteze Poisson este:

0 op oy
—lowv|=|— v |+| o,—|. 4.51
~Lov] [8t \v} {(Pat} (4.51)
Daca una din functii este o variabila canonica, atunci:
0
[(P’pk]:__q)
aqk
(4.52)
[pad= 2
9Pk

In cazul in care ambele functii ale parantezei Poisson sunt variabile
canonice, atunci:

[ok.ar]= 8k, (4.53)

unde dk, este simbolul lui Kronecker:
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1, k=7
dkr = ’ (4.54)
0, k=t

O problema de interes deosebit este calcularea derivatei totale in raport cu
timpul a unei marimi mecanice care, dupa cum vom vedea, poate fi exprimata cu

ajutorul parantezelor Poisson.
Astfel, pentru o marime mecanica ¢ = (p(pi,qi,t), derivata totald Tn raport

cu timpul este:
d 0
(P q) Z(—Ch o0 p|j~
[

Folosind ecuatiile Hamilton:

_oH
qi = op:
o
Lo
si inlocuind p; si §;, aceasta capata forma:
‘(’j—‘t" = Z—‘tp+ [Ho]. (4.55)

Astfel, dependenta explicita de timp a unei variabile mecanice este data de
derivata partiala dupa timp iar variatia implicitd este datd de paranteza Poisson a
hamiltonienei cu variabila mecanica considerata.

Folosind rezultatul obtinut, observam ca ecuatiile Hamilton pot fi scrise si

sub forma:
3, = [H.p:
PI [H.pi] (4.56)
Qi = [H, Qi]-
Trebuie mentionat ca pentru o constanta a miscarii Cy avem:
HC,]=o0. 457)

4.5. Legi de conservare

Asa cum s-a discutat, existd o serie de marimi numite constante ale
miscarii, care 1si pastrazd valoarea constantd in timp 1n decursul evolutiei
sistemului mecanic.
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Printre acestea, un rol aparte il joacd energia mecanicd totald, impulsul
total si momentul cinetic total ale unui sistem care, pentru cazul studiat aici, al
campurilor de forte conservative, sunt constante ale miscarii. Invarianta lor in
timp rezultd din ecuatiile Lagrange si Hamilton, dar ele au o semnificatie mult
mai profundad, datd de faptul cd legile de conservare ale acestor marimi sunt
echivalente cu proprietatile de uniformitate a timpului, respectiv, de omogenitate
si izotropie a spatiului.

Astfel, legea conservarii impulsului total exprima omogenitatea spatiului,
legea conservarii momentului cinetic total exprimd izotropia spatiului iar
uniformitatea timpului 1si gaseste expresia in legea conservarii energiei mecanice
totale.

Legea conservarii energiei mecanice totale

Consideram un sistem alcatuit din N puncte materiale, care evolueaza in
conditiile unui timp uniform. Din punct de vedere fizic, aceasta Tnseamna ca
fenomenele fizice se deruleaza la fel la orice moment de timp, ceea ce revine la a
spune cd rezultatul oricarui experiment fizic este acelasi indiferent de momentul
de timp la care este efectuat. Cum, din punct de vedere mecanic, evolutia unui
sistem este descrisa de functia Hamilton, aceasta revine la invarianta
hamiltonienei la orice translatie temporald. Astfel, considerand doud momente de

timp infinit apropiate t si respectiv, t'=t+ 6t, hamiltoniana va respecta egalitatea
H(t)= H(t + St), oricare ar fi ot. Aceasta revine la a spune ca H nu depinde

explicit de timp, adica % =0.

Conform ecuatiei (4.55):

dH oH

— =2+ |HH]|. 4.58

5~ o T HH] (4.58)
Deoarece [H, H] =0, si tinand seama de faptul ca % =0, rezulta:

dH

= =0 4.59

at (4.59)

adica
H(p;,q;) = const. =E . (4.60)
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Astfel, uniformitatea timpului implica cu necesitate conservarea energiei
mecanice totale a sistemului.

Se evidentiaza astfel o interdependentd fundamentala intre timp si energie
care vom vedea ca joaca un rol esential in mecanica cuantica.

Mai trebuie subliniat faptul ca ecuatia (4.60) reprezintd ecuatia unei
hipersuprafete 2f —1 dimensionala in spatiul fazelor. In conditiile date, evolutia
sistemului corespunde unei traiectorii n spatiul fazelor care este integral continuta
in hipersuprafata E = H = const.

Conservarea impulsului total

Consideram un sistem de N puncte materiale care evolueaza in conditiile
unui spatiu omogen. Din punct de vedere fizic aceasta Inseamna ca rezultatul unei
experiente trebuie sa fie acelasi indiferent de locul din spatiu in care aceasta se
desfasoara. Din punct de vedere mecanic, acesta revine la faptul ca hamiltoniana
trebuie sd fie invarianta la orice translatie de ansamblu a sistemului de puncte
materiale.

Pentru aceasta, sa consideram ca cele N puncte materiale ale sistemului,
de vectori de pozitie Tj, cu j=1...,N, suferd o aceeasi translatie 8r; = ¢, noii
vectori de pozitie fiind rj +31j =Tj + €, translatie ce trebuie si lase hamiltoniana

neschimbata, H(Fj)z H(FJ + 5) Aceasta inseamna ca la translatia de vector € a

punctelor sistemului variatia hamiltonianei trebuie sa fie nula:

N N
SHZZ%F} _yH 50,
Or; — Or;
=17 =171
Cum € este arbitrar si nenul rezulti ci:
N
Z@ =0.
=1 6!']'
Acum, tinand cont de (4.52), avem:
_ oH
I:H’ pJ ] = ___. .

o
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Daca lasam ca | sa parcurga toate valorile, j =1,...,N, si adunam aceste expresii,

rezulta:

N N

- —~ oH
HY B |- HP]--> Z -o.

, ~ or;

j=1 =17
Aceasta inseamna cd impulsul mecanic total al sistemului P:

N
P- Z 5j (4.61)

are paranteza Poisson cu hamiltoniana nula:
HP|=0 (4.62)

Cum impulsurile generalizate ale punctelor materiale nu depind explicit de timp,

P oP apj
e 0 , t i ] — = _
atunci si " E "

conformitate cu ecuatia (4.55), ca impulsul mecanic total al sistemului se conserva

=0 si tindnd cont de (4.62) rezultd, in

atunci cand miscarea sistemului are loc intr-un spatiu omogen:

% =0= P =const. (4.63)

Conservarea momentului cinetic total

Consideram un sistem de puncte materiale
oo care evolueaza in conditiile unui spatiu izotrop. Prin
spatiu izotrop intelegem ca indiferent de orientarea
sistemului rezultatul oricarei experiente fizice este
acelasi. Acesta revine la conditia ca hamiltoniana
sistemului sd fie invarianta la rotatii.

Sa admitem ca sistemul alcatuit din N puncte
materiale efectueaza o rotatie de acelasi unghi in jurul

unei axe fixe. Datoritd izotropiei spatiului rotatia
trebuie sa lase hamiltoniana sistemului neschimbata:

dH=0. (4.64)
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Pentru a calcula dH este comod sa consideram cd miscarea de rotatie este
raportata la un sistem de coordonate sferice r,0,¢ (fig. 4.5).

Fie 0¢ unghiul de rotatie al unui punct material corespunzator deplasarii

elementare dr . Vedem din fig. 4.5 ca ‘8?‘28([)-!’8“‘19 iar vectorul &r este

perpendicular pe planul format de 8¢ si r, astfel cd putem scrie:

8 =3¢ x r. (4.65)
De aici rezulta:

S\I:S(px[ (4.66)

op = dpxp.

Acum, pentru sistemul de N puncte materiale sa consideram ca toate
punctele efectueaza o rotatie in jurul unei axe cu acelasi unghi 3¢; = a., ceea ce

ne permite sa scriem:
57 = 8 =<
551 =6(_|5j Xﬁj =(_i><ﬁj.
Calculand 6H:

N N

N N
oH oH OH(. - oH (.
sH=> 08+ 5p = Y (ax T )+ > =6 xpj)
— O] O] : J . J
i=10n 9P =1 i=19Pi
si tinand cont ca é(B X 6): b(Cxa), ecuatia (4.64) devine:
N
|- oH _ oH
sH=a3 7 xHip Mg 4.67
jz%{J o P 591} o

Tindnd cont de proprietatile parantezelor Poisson (4.52), derivatele
hamiltonienei, date de:

oH -
EEI—P@J
§—;=[H,ﬁ-]

pot fi inlocuite 1n (4.67) si deoarece o # 0, rezulta:
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N
3 i< Hp)+p <] =o0. (4.68)
j=1
Pe de alta parte in conformitate cu proprietatile parantezelor Poisson se poate
arata ca pentru orice functie ¢ = (p(F,f)) este valabila relatia:
[o.7xp]= 7 x [5.p]+ [3.F]xp.

Tinand cont de aceasta relatie ecuatia (4.68) devine:

N N .
> HExpi]=[HY fxp; | =HM]=0 (4.69)
=1 j=1
unde
~ N
M= Tixp (4.70)
j=1

este momentul cinetic total al sistemului.

or; opi
Deaorece — = ,% =0 rezulta ca aa—l\t/l =0 si atunci tindnd cont de
(4.69), derivata totald in raport cu timpul a momentului cinetic total este nula:
ﬂ:ﬂ+[|-|,|\7|]:o_ @.71)
dt ot

Aceasta inseamna ca:
M = const. (4.72)

adicd momentul cinetic total este o constantd a miscarii In conditiile unui spatiu
1zotrop.

4.6. Teorema Liouville

Teorema Liouville afirma ca volumul ocupat in spatiul fazelor de un
domeniu A este invariant in raport cu evolutia starilor cuprinse in domeniu.
Fie un domeniu A care la momentul t ocupa in spatiu fazelor volumul:
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Q= J;;Ldp%...,dpf dCH,...,de .
A

Pentru domeniul considerat fiecare punct reprezinta o stare a sistemului si
in urma evolutiei starii respective, acesta va descrie o traiectorie in spatiul fazelor.
La un moment ulterior de timp t', domeniul A va ocupa volumul

Q':L}Ldp},...,dp}dq'1,..-,dq'f
A

Pentru fiecare stare, intre variabilele canonice p; si Qj, la momentul de
timp t'=t+dt si variabilele canonice p; si gj, la momentul de timp t, exista

relatiile:
pi = pj +p; dt
g =g + Gidt

Daca considerdm ca trecerea de la variabilele p; si q; la p; si q; este o

(4.73)

transformare de coordonate, atunci putem scrie:

jj dp'1,...,dp'qu'1,...,dq;c =Ij dpq,...,dps dqq,...,dqs
— —

A A
(4.74)
unde D, determinantul transformarii, tindnd cont de (4.73) este:

op1 op1  dpy  op- : : :

P1 b1 P11l Py Py Py

op1 Op2  OQq oq¢ op1 op2 aqs

Pz P2 Py Opp | P2y 0 P2y
D=|%P1 Op2  da1  dqr|_| 9P oas

gt aar| | Drgr L 1400y

ap1 .......... aqf ap1 aqf

Dezvoltind determinantul si neglijand termenii de ordin superior
(dtz,dt3,...,etc.), rezulta:



148 4. Mecanica analitica

f ~. f ~-
op;j oQ;

D=1+ ) —ldt+ Y —dt. 4.75
i;lﬁpi ;fich 47

Tinand cont cd p;j si Q; sunt date de ecuatiile Hamilton, expresia lui D

N EXR A s

i~ OP; - 0g;) " oa; | op;

Atunci, conform transformarii de coordonate (4.73) rezulta:

devine:

Q=0

rezultat care reprezinta chiar teorema Liouville.

4.7. Legea inertiei

Sa consideram un punct material care evolueazd in conditiile de spatiu
omogen si izotrop si timp uniform.
Datoritd omogenitatii spatiului si uniformitatii timpului am obtinut
anterior:
H(. 7. )= H(p).
In plus, datorita izotropiei spatiului, hamiltoniana nu depinde de orientarea

sistemului:

H=Hp?)
adica ea depinde doar de modulul impulsului, adica de p2. In acest caz, prima

ecuatie Hamilton se scrie:

) 2
5=_ﬂp_)=o (4.77)

or
ci:
p = const. (4.78)
A doua ecuatie Hamilton se scrie:
g_¢oHp?)_anb?) ofp-p) _,oHp?) (4.79)

op op? op op?



