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4. MECANICĂ ANALITICĂ 

 
 
 

4.1. Introducere 
 
 Mecanica newtoniană studiază mişcarea corpurilor macroscopice care se 
deplasează cu viteze mici în comparaţie cu viteza luminii pe baza unei abordări 
locale a problemei. Afirmăm aceasta în sensul că, aşa cum am discutat anterior, o 
dată cunoscute poziţia şi viteza unui corp la un anumit moment de timp t  şi ştiind 
forţele care acţionează asupra corpului, se pot afla poziţia şi viteza corpului la 
momentul de timp  şi, în consecinţă, prin integrarea ecuaţiilor de 
mişcare, poziţia şi viteza la orice moment de timp. 

tdt't +=

 Studiul evoluţiei unui sistem fizic se poate face însă şi pe baza unei 
abordări globale a problemei, tratarea mişcării pe care o poate avea un corp într-
un câmp de forţe conservativ fiind bazată pe un principiu de extremum. Un 
astfel de principiu arată că mişcarea are loc întotdeauna pe acea traiectorie pentru 
care o anumită funcţie care descrie starea sistemului îşi atinge extremumul. În 
cazul mecanicii clasice, o astfel de formulare este mecanica analitică elaborată 
de Lagrange şi Hamilton la sfârşitul sec. al XVIII-lea şi, respectiv, în secolul al 
XIX-lea. Mecanica analitică este folosită în studiul sistemelor mecanice alcătuite 
dintr-un număr mare de constituienţi, aşa cum sunt sistemele de particule studiate 
de fizica statistică, cât şi pentru sistemele mecanice cu legături. 
 De altfel, studiul unui proces fizic pe baza unui principiu de extremum 
datează anterior formulării de către Hamilton a principiului de extremum  care-i 
poartă numele şi care stă la baza elaborării mecanicii analitice. 
 Astfel, în optică, principiul lui Fermat afirmă că lumina se propagă între 
două puncte din spaţiu pe acel drum Γ  pentru care timpul necesar propagării este 
minim: 
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Dintre toate drumurile virtual posibile 'Γ  (fig. 4.1), drumul real Γ  fiind cel care 
satisface principiul lui Fermat, înseamnă că la trecerea de pe acesta pe oricare din 

drumurile 'Γ  trebuie ca variaţia integralei (4.1) să fie 
nulă, adică: 

 
 

Fig. 4.1 
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unde  este indicele de refracţie al mediului în care se propagă lumina, iar c  este 
viteza luminii în vid, rezultă că principiul lui Fermat mai poate fi scris şi sub 
forma: 

n
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Aceasta înseamnă că între două puncte din spaţiu lumina se propagă astfel încât 
drumul optic să fie minim. 
 Revenind acum la mecanică, şi anume la studiul mişcării unui corp într-un 
câmp de forţe conservativ, să ne reamintim că suma dintre energiile cinetică  şi 
potenţială  ale corpului, adică energia totală 

T
U UTE +=  rămâne constantă în 

timpul mişcării. 
 În schimb, evoluţia mişcării este dată de transformarea energiei cinetice în 
energie potenţială şi reciproc, această transformare fiind descrisă cel mai bine de 
funcţia lui Lagrange L : 

         (4.5) UTL
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a cărei variaţie în timpul mişcării este: 
 
  U2T2L Δ−=Δ=Δ .      (4.6) 
Definind acţiunea S ca integrala după timp a lui L de-a lungul treiectoriei Γ : 
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principiul de extremum al lui Hamilton, care reprezintă baza mecanicii analitice, 
stipulează că transformarea între energia cinetică şi potenţială are loc astfel încât 
actiunea S  să prezinte un extremum. Aceasta revine la a spune că variaţia acţiunii 
între traiectoria reală  şi orice treiectorie virtuală infinit apropiată este nulă: Γ

  .    (4.8) ( ) 0tdUTtdLS
2

1

2

1

t

t

t

t

=−δ=δ=δ ∫∫
ΓΓ

 Traiectoria Γ  pentru care se realizează extremumul acţiunii este 
traiectoria reală. 

 Pentru a clarifica conţinutul ecuaţiei 
(4.8) ce exprimă principiul lui Hamilton este 
necesar să precizăm semnificaţia următoarelor 
notaţii. Notăm prin diferenţiala 
( ).etc,td,vd,rdd

rr
, diferenţa a două valori ale 

unei mărimi considerate între două puncte 
vecine infinit apropiate plasate de-a lungul 

aceleaşi traiectorii şi prin variaţia δ , ( ).etc,v,r
rr
δδ , diferenţa dintre valorile unei 

mărimi considerate la acelaşi moment de timp, dar pe două traiectorii diferite, 
infinit apropiate (fig. 4.2). 

 
Fig. 4.2 

 Traiectoria reală şi treiectoriile virtuale sunt considerate între aceleaşi 
puncte, iniţial şi final, astfel că la momentele de timp  (iniţial) şi  (final) 
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 Să exemplificăm principiul lui Hamilton pentru cazul simplu al aruncării 
unui corp pe verticală în câmp gravitaţional uniform. În acest caz, ştim că pentru 
un punct material de masă  energia cinetică şi energia potenţială au expresiile: m
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 Pentru a diferenţia traiectoria reală Γ  de traiectoriile virtuale , vom nota 
coordonata spaţială pentru traiectoria reală cu  şi pentru traiectoriile virtuale  
cu 

'Γ
y 'Γ

yyy δ+= . Ştiind că ( ) ( ) 0ty,0t 2yt1 =δ=δ=δ  şi ţinând cont că 
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ydy δ=δ=δ& , putem calcula variaţia energiei potenţiale şi respectiv 

cinetice: 
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Astfel, principiul lui Hamilton: 
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se va scrie: 
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Luând prima integrală şi calculând-o prin părţi, obţinem: 
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unde s-a ţinut cont de condiţiile ( ) ( ) 0tyty 21 =δ=δ . Astfel, principiul lui 
Hamilton (4.11) conduce la: 
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Ecuaţia (4.13) trebuie să fie valabilă pentru orice yδ , ceea ce implică 

  F
yd
Udym =−=&& .      (4.14) 

 Constatăm astfel că, plecând de la principiul lui Hamilton, am regăsit 
ecuaţia fundamentală a mecanicii newtoniene, ceea ce corespunde faptului că cele 
două formalisme sunt echivalente. 
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 Înainte de a trece la prezentarea formalismelor Lagrange şi Hamilton 
trebuie să luăm în discuţie problema forţelor de legătură. Acestea, spre deosebire 

de forţele fundamentale, cum ar fi forţa gravitaţională, 
r
r

r
mmkF
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rr

= , sau forţa 

Lorentz ( )BvEqF
rrrr

×+=  şi de pseudoforţele de inerţie, nu sunt forţe introduse 
printr-o ecuaţie de definiţie, ci ele reprezintă forţe de reacţiune ale legăturilor, 
acestea fiind definite prin ecuaţiile ce stabilesc locul geometric al punctelor prin 
care trece punctul material. 

 
Fig. 4.3 

 Astfel, apare o problemă inversă în 
care forţele nu pot fi calculate decât după 
aflarea legilor de mişcare ale mobilului. 
Pentru a înţelege mai clar o astfel de 
situaţie să analizăm un exemplu simplu, şi 
anume să considerăm un punct material de 
masă  suspendat de un punct fix O 
printr-o bară rigidă de masă inerţială nulă 
şi de lungime l  (fig. 4.3). 

m

 Dacă asupra punctului material nu se mai exercită alte constrângeri, atunci 
ecuaţia care descrie legătura este  (punctul material se mişcă 
pe sfera de rază ), iar dacă mişcarea are loc doar într-un plan vertical, atunci 
punctul material este supus la două legături, date de ecuaţiile: 

2222 zyx l=++
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   şi 222 yx l=+ 0z = .     (4.15) 
 
Conform acestora punctul material se mişcă pe cercul de rază l  în planul . 
În acest caz, forţa de legătură este  

0z =
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Observăm că pentru a calcula forţa (4.16) trebuie să cunoaştem viteza punctului 
material care, ţinând cont de legea conservării energiei: 
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poate fi calculată doar dacă se cunosc condiţiile iniţiale ale mişcării. 
 Presupunând că punctul material este aruncat din poziţia , cu 
viteza iniţială  rezultă că în punctul de coordonată  viteza 

este 

l== y,0x
hy −= lx00 1vv

rr
⋅=

gh2−vv 2
0= . Notând coordonata de-a lungul arcului de cerc cu s , 

 şi ( )shh =
td
sdv = , prin integrare se obţine ( )tss = . 

 Forţa de legătură (4.16) se obţine deci prin substituirea expresiei vitezei. 
 Eliminarea forţei de legătură şi, ca atare, a caracterului de problemă 
inversă poate fi realizată observând că, spre deosebire de un punct material liber 
care posedă trei grade de libertate, descrise de coordonatele , punctul 
material din exemplul considerat, supus la cele douǎ constrângeri descrise de cele 
două ecuaţii de legătură, este obligat să se mişte pe traiectoria de rază  în planul 

, având deci un singur grad de libertate descris de unghiul , sau de 
lungimea arcului de cerc corespunzător acestuia. Aceste variabile le vom numi 
coordonate generalizate. Ele pot fi totdeauna obţinute pornind de la coordonatele 
carteziene  şi de la ecuaţiile care descriu legăturile. 

z,y,x

l
α0z =

z,y,x
 Ecuaţiile (4.15), reprezentând un sistem de 2 ecuaţii cu 3 necunoscute, 
conduc, prin rezolvare, la o singură variabilă independentă ataşată gradului de 
libertate al sistemului. Explicit, soluţiile ecuaţiilor (4.15) sunt: 
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respectiv componentele carteziene ale vitezei punctului material sunt: 
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 După cum vom vedea în continuare, stabilirea coordonatelor independente 
pe care le vom numi, aşa cum am spus, coordonate generalizate ne permite prin 
formalismul mecanicii analitice eliminarea forţelor de legătură şi obţinerea unui 
algoritm direct de rezolvare a acestui tip de probleme. 
 Să trecem, în continuare, la analiza cazului general al unui sistem format 
din mai multe puncte materiale. 
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 Pentru un sistem de  puncte materiale care nu sunt supuse nici unei 
constrângeri, numărul gradelor de libertate este: 

N

         (4.20) N3f0 =

iar coordonatele generalizate sunt chiar coordonatele carteziene , cu 

. Dacă sistemul de  puncte materiale este supus unui număr de l  
constrângeri, descrise de ecuaţiile 

jjj z,y,x

N,...,2,1j = N
( ) ,0z,y,xg jjjs =  cu l,...,2,1s = , atunci 

numărul gradelor de libertate ale sistemului este l−= N3f . 
 Trebuie astfel să se aleagă  coordonate generalizate, notate simbolic , 

cu , rezultând  viteze generalizate 
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exprima coordonatele şi vitezele carteziene ale punctelor materiale ce alcătuiesc 
sistemul: 
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 Dat fiind că , ec. (4.21) reprezintă funcţii implicite de timp care 
prin derivare ne conduc la expresiile vitezelor carteziene, care se observă că 
depind atât de coordonatele generalizate i  cât şi de vitezele generalizate i : 
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Astfel, sistemul de N  puncte materiale supuse la  constrângeri şi, în 
consecinţă, având  grade de libertate este descris complet de setul de 
coordonate şi viteze generalizate 

l
l−= N3f

( )ii qq &, , cu f,....,2,1i = . 

Se defineşte spaţiul de configuraţie ca fiind spaţiul cu  dimensiuni ale 
cărui coordonate sunt coordonatele generalizate. Un punct din acest spaţiu 
reprezintă configuraţia sistemului în sensul în care coordonatele unui punct din 
spaţiul de configuraţie determină, prin intermediul ecuaţiilor (4.21) coordonatele 
carteziene ale tuturor punctelor sistemului şi, ca atare, configuraţia geometrică a 
sistemului. 

f
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Un proces mecanic, care reprezintă trecerea sistemului dintr-o stare iniţială 
 într-o altă stare , va fi reprezentat în spaţiul de configuraţie printr-o 

traiectorie. Trebuie menţionat că procesele ce pot fi reprezentate în spaţiul de 
configuraţie sunt strict procese mecanice, care nu presupun sub nici o formă 
existenţa unor fenomene disipative prin care energia mecanică să se transforme în 
altă formă de energie. 

1Σ 2Σ

 
 
4.2. Formalism Lagrange 

 
Primul pas în formularea mecanicii analitice dată de Lagrange constă în 

definirea funcţiei , care-i poartă numele, care este o funcţie de stare 
ce descrie complet din punct de vedere mecanic starea sistemului. 

( t,q,qLL ii &= )
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Principiul lui Hamilton postulează existenţa funcţiei S , numită actiune: 
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care înregistrează un extremum pe traiectoria reală în raport cu valorile sale 
calculate pe oricare din traiectoriile virtuale învecinate cu traiectoria reală: 
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 Reamintim că traiectoria reală şi 
cele virtuale sunt trasate între aceleaşi două 
stări, iniţială Σ  şi finală  (fig. 4.4), 
astfel încât 

 
 

Fig. 4.4 

2Σ

 ( ) ( ) 0tqtq 2i1i ≡δ≡δ   (4.25) 

variaţiile coordonatelor generalizate fiind calculate la acelaşi moment de timp, 
astfel că,δ . Din principiul lui Hamilton derivă imediat ecuaţiile lui Lagrange. 
Astfel, vom calcula: 
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Ţinând seama că i
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Deoarece , rezultă: ( ) ( ) 0tqtq 2i1i ≡δ≡δ
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 Conform principiului lui Hamilton 0S ≡δ  şi cum variaţiile  sunt 
arbitrare şi independente, acest lucru nu se poate realiza decât dacă toate 
parantezele care apar în termenii sumei de sub integrală sunt nule: 
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 Acestea sunt ecuaţiile Lagrange care constituie un sistem de  ecuaţii de 
ordinul doi cu  necunoscute 

f
f ( )tqq ii =  care reprezintă coordonatele generalizate. 

 Soluţia generală a ecuaţiilor Lagrange va cuprinde un număr de  
constante care vor fi determinate din condiţiile iniţiale. 

f2

 Pentru un sistem de puncte materiale libere, drept coordonate generalizate 
se pot lua chiar coordonatele carteziene , iar ecuaţiile Lagrange pentru 

fiecare punct material sunt: 
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 Dacă se înmulţesc aceste ecuaţii cu versorii axelor de coordonate şi se 
adună, atunci, introducând notaţiile: 
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rezultă pentru fiecare punct material ecuaţia: 
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 Se defineşte, de asemenea, impulsul generalizat , conjugat unei 
coordonate generalizate : 
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şi forţa generalizată , conjugată cu o coordonată generalizată i : iQ q
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Pentru un punct material liber raportat la un referenţial cartezian impulsul 
conjugat este: 
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iar forţa conjugată este: 
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Ţinând cont de definiţiile (4.30) şi (4.31), ecuaţiile Lagrange (4.26) se scriu: 

         (4.34) ii Qp =&

şi, în particular, pentru punctul material liber, ecuaţia Lagrange (4.29) devine): 

  .       (4.35) jj pF &rr
=

 Ecuaţia (4.35) nu este altceva decât legea a II-a a lui Newton în forma ei 
cea mai generală, valabilă nu numai în mecanica clasică ci şi în mecanica 
relativistă. 
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 Pentru un proces elementar care se desfăşoară între o stare iniţială , 
pentru care coordonatele generalizate sunt i  şi o stare învecinată , de 
coordonate generalizate , se defineşte lucrul mecanic elementar 
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 Dacă procesul se desfăşoară între două stări oarecare de-a lungul unei 
curbe  date, atunci lucrul mecanic este: Γ
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 Pentru un sistem de puncte materiale libere care evoluează între două stări 
învecinate definite faţă de un sistem cartezian, lucrul mecanic elementar este: 
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iar pentru un proces care are loc între două stări 1Σ  şi 2Σ  lucrul mecanic este: 
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 Trebuie subliniat că într-un câmp de forţe conservative lucrul mecanic nu 
depinde de drumul Γ  urmat ci numai de stările iniţială şi finală. 
 
 
4.3. Ecuaţiile canonice ale lui Hamilton 
 
 În cadrul formalismului Lagrange starea unui sistem mecanic este descrisă 
de coordonatele generalizate , care dau configuraţia sistemului, precum şi de 
vitezele generalizate  corespunzătoare fiecărei coordonate generalizate. Acestea 
alcătuiesc un sistem de  parametri independenţi care o dată rezolvate ecuaţiile 
Lagrange şi cunoscute condiţiile iniţiale sunt perfect determinaţi şi definesc 
complet starea sistemului. 

iq

iq&

f2

 Se pot alege însă alături de coordonatele generalizate şi alţi parametrii 
decât vitezele generalizate pentru a descrie starea sistemului şi anume impulsurile 
generalizate. 
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 Astfel, ansamblul acestor  parametri, adică  coordonate generalizate şi 
 impulsuri generalizate, defineşte un spaţiu cu  dimensiuni, numit spaţiul 

fazelor. Un punct din spaţiul fazelor descrie complet starea sistemului iar evoluţia 
sistemului mecanic se traduce prin traiectoria urmată de punctul reprezentativ al 
stării sistemului în acest spaţiu. 

f2 f
f f2

 Spaţiul de configuraţie  dimensional, de coordonate , reprezintă un 
subspaţiu al spaţiului fazelor şi defineşte doar configuraţia sistemului de puncte 
materiale spre deosebire de spaţiul fazelor  dimensional care defineşte starea 
dinamică a sistemului. 

f iq

f2

 Fiecare din cele f  perechi ( )ii q,p  poartă numele de variabile canonic 
conjugate. 
 Hamilton a definit o nouă funcţie de stare , numită hamiltoniană, 
care depinde de variabilele canonice: 

H

       (4.40) ( ) (∑
=

−=
f

1i
ii t,q.qLqpt,q,pH && )

unde în expresia lui H s-a notat pe scurt ansamblul celor  coordonate 
generalizate cu  şi, respectiv, impulsurile generalizate cu p . 

f
q

 Cu ajutorul hamiltonienei se poate obţine o nouă formă a ecuaţiilor de 
mişcare pornind tot de la principiul lui Hamilton, dar acum acţiunea este 
exprimată în funcţie de H : 

  .  (4.41) ( ) ( ) tdt,q,pHqptdt,q.qLS
f

1i
ii

t

t

t

t

2

1

2

1
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−== ∑∫∫

=

&&

 Să calculăm acum variaţia lui S: 

( )

.tdp
p
Hq

q
Hpqqp      

tdt,q,pHqpS

2

1

2

1

t

t
i

i

f

1i

f

1i
i

i
iiii

f

1i
ii

t

t

∫ ∑∑ ∑ ∑

∑∫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
δ

∂
∂

−δ
∂
∂

−δ+δ=

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−δ=δ

= =

=

&&

&

 

Calculând prin părţi integrala unui termen din prima sumă şi ţinând seama că 
, obţinem: ( ) ( ) 0tq,0tq 2i1i ≡δ≡δ
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tdqptdq
td

pdqptdq
td

dptdqp
2

1

2

1

2

1

2
1

2

1

t

t
ii

t

t
i

i
t

t

t
tii

t

t
iiii ∫∫∫ ∫ δ−=δ−δ=δ=δ && . 

Astfel, principiul lui Hamilton se scrie: 

0tdp
p
Hqq

q
Hp

2

1

t

t
i

i
ii

i
i∫ ∑ ∑ =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−+δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+− && . 

Pentru ca integrala să fie nulă oricare ar fi variaţiile iqδ  şi ipδ  independente 
trebuie ca fiecare paranteză de sub sumele de mai sus să fie nulă, ceea ce implică: 

  
.

p
Hq

q
Hp

i
i

i
i

∂
∂

=

∂
∂

−=

&

&

       (4.42) 

 Acest sistem de  ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi pentru variabilele 
canonice  şi i  constituie ecuaţiile canonice ale lui Hamilton. Prin integrarea 
ecuaţiilor Hamilton se obţin expresiile explicite ale variabilelor canonice care 
conţin  constante de integrare ce pot fi determinate dacă se cunosc condiţiile 
iniţiale ale mişcării: 

f2
ip

f

q

2

   
( )
( ).C,...,C,tqq

C,...,C,tpp

f21ii

f21ii
=
=

 Pentru sistemele izolate, sau care se mişcă în câmpuri de forţe 
conservative, una dintre constantele de integrare arbitrare poate fi ales momentul 
de timp , astfel că  şi 0t ( )1f210ii C,...,C,tpp −= ( )1f210ii C,...,C,tqq −= . Dacă 

se elimină timpul între cele  ecuaţii reprezentate de expresiile variabilelor 
canonice se pot obţine cele 

f2
1f2 −  constante arbitrare ca funcţii de variabilele 

canonice:  
( )f1f1kk q,...,q;p,...,pCC =  unde 1f2,...,1k −= . 

 Aceste mărimi îşi păstrează valoarea constantă în timpul mişcării şi se 
numesc integrale prime ale mişcării. Ele satisfac condiţiile: 

0
t

C,0
td

Cd kk =
∂
∂

= . 
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 Pentru punctele materiale libere a căror mişcare este raportată la un 
referenţial cartezian, ecuaţiile lui Hamilton sunt: 

  
.

p
Hr

r
Hp

j
j

j
j

r&r

r&r

∂
∂

=

∂
∂

−=

       (4.43) 

 O altă alternativă de obţinere a ecuaţiilor de mişcare o reprezintă ecuaţia 
Hamilton – Jacobi care poate fi obţinută plecând de la acţiunea  definită în 
funcţie de : 

S
H

  . ( )∫ ∑ −= tdHqpS ii &

Se observă că expresia de sub integrală, tdHtdqp ii∑ −& , reprezintă : Sd

   = .     (4.44) Sd tdHqdp ii∑ −

astfel că  este o funcţie doar de  şi . Atunci, calculând diferenţiala funcţiei 
, obţinem: 

S iq t
( t,qS i )

  td
t
Sqd

q
SSd i

i
∑ ∂

∂
+

∂
∂

= .     (4.45) 

 Prin identificarea coeficienţilor celor două expresii ale lui , rezultă: Sd

  
.

t
SH

q
Sp
i

i

∂
∂

−=

∂
∂

=
       (4.46) 

În a doua ecuaţie (4.46), 0
t
SH =
∂
∂

+ , ţinând cont de faptul că , se 

înlocuiesc impulsurile 

( )t,q,pHH ii=

i
i q

Sp
∂
∂

= , şi se obţine ecuaţia Hamilton – Jacobi: 

  0
t
St;

q
S,...,

q
S;q,...,qH

f1
f1 =

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂ .   (4.47) 

 Ecuaţia Hamilton – Jacobi, a cărei metodă de integrare este în general mai 
dificilă, este echivalentă cu ecuaţiile Lagrange şi Hamilton. 
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4.4. Paranteze Poisson. Derivata totală în raport cu timpul  
       a unei mărimi mecanice 
 
     Fie două mărimi mecanice care sunt funcţii de variabilele canonice şi de timp: 

  
( )
( .t,q,p

t,q,p

ii

ii
ψ=ψ
ϕ

)
=ϕ

      (4.48) 

 Prin definiţie, paranteza Poisson formată cu aceste două funcţii, notată 
, este dată de expresia: [ ψϕ, ]

  [ ] ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ψ∂

∂
ϕ∂

−
∂
ψ∂

∂
ϕ∂

=ψϕ
f

1i iiii pqqp
, .    (4.49) 

 Parantezele Poisson prezintă o serie de proprietăţi care, pornind de la 
relaţia de definiţie, rezultă imediat: 

  

[ ] [ ]
[ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ].,,,

,,,
,,,

0.const,
,,

212121

2121
ψϕϕ+ϕψϕ=ψϕ⋅ϕ

ψϕ+ψϕ=ψϕ+ϕ
ψϕ−=ψϕ−=ψ−ϕ

=ϕ
ϕψ−=ψϕ

    (4.50) 

 Derivata în raport cu timpul a unei paranteze Poisson este: 

  [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
ψ∂

ϕ+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ψ
∂
ϕ∂

=ψϕ
∂
∂

t
,,

t
,

t
.    (4.51) 

 Dacă una din funcţii este o variabilă canonică, atunci: 

  
[ ]

[ ] .
p

q,

q
p,

k
k

k
k

∂
ϕ∂

=ϕ

∂
ϕ∂

−=ϕ

      (4.52) 

 În cazul în care ambele funcţii ale parantezei Poisson sunt variabile 
canonice, atunci: 

  [ ]        (4.53) ll kk q,p δ=

unde  este simbolul lui Kronecker: lkδ
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        (4.54) 
⎩
⎨
⎧

≠
=

=δ
.k,0

k,1
k

l

l
l

 O problemă de interes deosebit este calcularea derivatei totale în raport cu 
timpul a unei mărimi mecanice care, după cum vom vedea, poate fi exprimată cu 
ajutorul parantezelor Poisson. 
 Astfel, pentru o mărime mecanică ( )t,q,p iiϕ=ϕ , derivata totală în raport 
cu timpul este: 

  ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

=
ϕ f

1i
i

i
i

i
p

p
q

qttd
d && . 

Folosind ecuaţiile Hamilton: 

  

i
i

i
i

q
Hp

p
Hq

∂
∂

−=

∂
∂

=

&

&

 

şi înlocuind  şi , aceasta capătă forma: ip& iq&

  [ ϕ+
∂
ϕ∂

= ]ϕ ,H
ttd

d .      (4.55) 

 Astfel, dependenţa explicită de timp a unei variabile mecanice este dată de 
derivata parţială după timp iar variaţia implicită este dată de paranteza Poisson a 
hamiltonienei cu variabila mecanică considerată. 
 Folosind rezultatul obţinut, observăm că ecuaţiile Hamilton pot fi scrise şi 
sub forma: 

         (4.56) 
[ ]
[ .q,Hq

p,Hp

ii

ii
=
=

&

&

]
Trebuie menţionat că pentru o constantă a mişcării  avem: kC
  [ .       (4.57) ] 0C,H k =

 
4.5. Legi de conservare 
 
 Aşa cum s-a discutat, există o serie de mărimi numite constante ale 
mişcării, care îşi păstrază valoarea constantă în timp în decursul evoluţiei 
sistemului mecanic. 
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 Printre acestea, un rol aparte îl joacă energia mecanică totală, impulsul 
total şi momentul cinetic total ale unui sistem care, pentru cazul studiat aici, al 
câmpurilor de forţe conservative, sunt constante ale mişcării. Invarianţa lor în 
timp rezultă din ecuaţiile Lagrange şi Hamilton, dar ele au o semnificaţie mult 
mai profundă, dată de faptul că legile de conservare ale acestor mărimi sunt 
echivalente cu proprietăţile de uniformitate a timpului, respectiv, de omogenitate 
şi izotropie a spaţiului. 
 Astfel, legea conservării impulsului total exprimă omogenitatea spaţiului, 
legea conservării momentului cinetic total exprimă izotropia spaţiului iar 
uniformitatea timpului îşi găseşte expresia în legea conservării energiei mecanice 
totale. 
 
 Legea conservării energiei mecanice totale 

 Considerăm un sistem alcătuit din N  puncte materiale, care evoluează în 
condiţiile unui timp uniform. Din punct de vedere fizic, aceasta înseamnă că 
fenomenele fizice se derulează la fel la orice moment de timp, ceea ce revine la a 
spune că rezultatul oricărui experiment fizic este acelaşi indiferent de momentul 
de timp la care este efectuat. Cum, din punct de vedere mecanic, evoluţia unui 
sistem este descrisă de funcţia Hamilton, aceasta revine la invarianţa 
hamiltonienei la orice translaţie temporală. Astfel, considerând două momente de 
timp infinit apropiate t  şi respectiv, tt't δ+= , hamiltoniana va respecta egalitatea 

, oricare ar fi ( ) ( )ttHtH δ+= tδ . Aceasta revine la a spune că  nu depinde 

explicit de timp, adică 

H

0
t
H
=

∂
∂ . 

 Conform ecuaţiei (4.55): 

  [ H,H
t
H

td
Hd

+
∂
∂

= ] .      (4.58) 

Deoarece [ ] 0H,H = , şi ţinând seama de faptul cǎ 0
t
H
=

∂
∂ , rezultă: 

  0
td
Hd
=        (4.59) 

adică 
  ( ) E.constq,pH ii == .     (4.60) 
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 Astfel, uniformitatea timpului implică cu necesitate conservarea energiei 
mecanice totale a sistemului. 
 Se evidenţiază astfel o interdependenţă fundamentală între timp şi energie 
care vom vedea că joacă un rol esenţial în mecanica cuantică. 
 Mai trebuie subliniat faptul că ecuaţia (4.60) reprezintă ecuaţia unei 
hipersuprafeţe  dimensională în spaţiul fazelor. În condiţiile date, evoluţia 
sistemului corespunde unei traiectorii în spaţiul fazelor care este integral conţinută 
în hipersuprafaţa  

1f2 −

E = .constH =
 
 Conservarea impulsului total 

 Considerăm un sistem de N  puncte materiale care evoluează în condiţiile 
unui spaţiu omogen. Din punct de vedere fizic aceasta înseamnă că rezultatul unei 
experienţe trebuie să fie acelaşi indiferent de locul din spaţiu în care aceasta se 
desfăşoară. Din punct de vedere mecanic, acesta revine la faptul că hamiltoniana 
trebuie să fie invariantă la orice translaţie de ansamblu a sistemului de puncte 
materiale. 
 Pentru aceasta, să considerăm că cele  puncte materiale ale sistemului, 
de vectori de poziţie , cu 

N
jr
r

N,...,1j = , suferă o aceeaşi translaţie , noii 

vectori de poziţie fiind 

ε=δ jr
r

ε+=δ+
rrr

jj rr
r
rj , translaţie ce trebuie să lase hamiltoniana 

neschimbată, ( ) ( )ε+ r=
rr
jrHjrH . Aceasta înseamnă că la translaţia de vector  a 

punctelor sistemului variaţia hamiltonianei trebuie să fie nulă: 

ε
r

  0
r
Hr

r
HH

N

1j j
j

N

1j j
=ε⋅

∂
∂

=δ
∂
∂

=δ ∑∑
==

r
r

r
r . 

Cum  este arbitrar şi nenul rezultă că: ε
r

  0
r
HN

1j j
=

∂
∂∑

=
r . 

Acum, ţinând cont de (4.52), avem: 

  [ ]
j

j r
Hp,H r

r

∂
∂

−= . 
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Dacă lăsăm ca  să parcurgă toate valorile, j N,...,1j = , şi adunăm aceste expresii, 
rezultă: 

  [ ] 0
r
HP,Hp,H

N

1j j

N

1j
j =

∂
∂

−==
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
∑∑
==

r
rr

. 

Aceasta înseamnă că impulsul mecanic total al sistemului P
r

: 

         (4.61) ∑
=

=
N

1j
jpP
rr

are paranteza Poisson cu hamiltoniana nulă: 

  [ ] 0P,H =
r

       (4.62) 

Cum impulsurile generalizate ale punctelor materiale nu depind explicit de timp, 

0
t

p j =
∂

∂
r

, atunci şi 0
t

p
t
P j =

∂

∂
=

∂
∂ ∑

rr

 şi ţinând cont de (4.62) rezultă, în 

conformitate cu ecuaţia (4.55), că impulsul mecanic total al sistemului se conservă 
atunci când mişcarea sistemului are loc într-un spaţiu omogen: 

  .constP0
td
Pd

=⇒=
r

r

     (4.63) 

 
 Conservarea momentului cinetic total 

 Considerăm un sistem de puncte materiale 
care evoluează în condiţiile unui spaţiu izotrop. Prin 
spaţiu izotrop înţelegem că indiferent de orientarea 
sistemului rezultatul oricărei experienţe fizice este 
acelaşi. Acesta revine la condiţia ca hamiltoniana 
sistemului să fie invariantă la rotaţii. 

 

 Să admitem că sistemul alcătuit din  puncte 
materiale efectuează o rotaţie de acelaşi unghi în jurul 
unei axe fixe. Datorită izotropiei spaţiului rotaţia 
trebuie să lase hamiltoniana sistemului neschimbată: 

N

  0H =δ .   (4.64) 
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Pentru a calcula  este comod să considerăm că mişcarea de rotaţie este 
raportată la un sistem de coordonate sferice 

Hδ
ϕθ,,r  (fig. 4.5). 

 Fie δϕ  unghiul de rotaţie al unui punct material corespunzător deplasării 
elementare r

r
δ . Vedem din fig. 4.5 că θ⋅δϕ=δ sinrr

r
 iar vectorul r

r
δ  este 

perpendicular pe planul format de ϕδ
r

 şi r
r

, astfel că putem scrie: 

  r
r
δ  = ϕδ

r
 × r

r
.       (4.65) 

De aici rezultă: 

  
.pp

rv
rr
&rr

×δϕ=δ

×δϕ=δ        (4.66) 

 Acum, pentru sistemul de N  puncte materiale să considerăm că toate 
punctele efectuează o rotaţie în jurul unei axe cu acelaşi unghi α=ϕδ

rr
j , ceea ce 

ne permite să scriem: 

  
.ppp

rrr

jjjj

jjjj
rrrrr

rrrrr

×α=×ϕδ=δ

×α=×ϕδ=δ
 

Calculând : Hδ

( ) ( )∑∑∑∑
====

×α
∂
∂

+×α
∂
∂

=δ
∂
∂

+δ
∂
∂

=δ
N
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j

j

N

1j
j

j

N

1j
j

j
p

p
Hr

r
Hp

p
Hr

r
HH

rr
r

rr
r

r
r

r
r  

şi ţinând cont că ( ) ( acbcba )rrrrrr
×=× , ecuaţia (4.64) devine: 

0
p
Hp

r
HrH

N

1j j
j

j
j =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

×+
∂
∂

×α=δ ∑
=

r
r

r
rr     (4.67) 

 Ţinând cont de proprietăţile parantezelor Poisson (4.52), derivatele 
hamiltonienei, date de: 

  

[ ]

[ ]j
j

j
j

r,H
p
H

p,H
r
H

r
r

r
r

=
∂
∂

−=
∂
∂

 

pot fi înlocuite în (4.67) şi deoarece 0≠α
r , rezultă: 
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  .    (4.68) [ ] [ ]{ 0r,Hpp,Hr
N

1j
jjjj =×+×−∑

=

rrrr }

Pe de altă parte în conformitate cu proprietăţile parantezelor Poisson se poate 
arăta că pentru orice funcţie ( )p,r

rr
ϕ=ϕ  este valabilă relaţia: 

  [ ] [ ] [ ] pr,p,rpr,
rrrrrrrr

×ϕ+ϕ×=×ϕ . 

 Ţinând cont de această relaţie ecuaţia (4.68) devine: 

[ ] [ ] 0M,Hpr,Hpr,H
N

1j
jj

N

1j
jj ==

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
×=×∑ ∑

= =

rrrrr
   (4.69) 

unde 

         (4.70) ∑
=

×=
N

1j
jj prM
rrr

este momentul cinetic total al sistemului. 

 Deaorece 0
t

p
,0

t
r jj =

∂

∂
=

∂

∂
rr

 rezultă că 0
t
M

=
∂
∂
r

 şi atunci ţinând cont de 

(4.69), derivata totală în raport cu timpul a momentului cinetic total este nulă: 

  [ ] 0M,H
t
M

td
Md

=+
∂
∂

=
r

rr

.     (4.71) 

Aceasta înseamnă că: 

  .constM =
r

       (4.72) 

adică momentul cinetic total este o constantă a mişcării în condiţiile unui spaţiu 
izotrop. 
 
 
4.6. Teorema Liouville 
 
 Teorema Liouville afirmă ca volumul ocupat în spaţiul fazelor de un 
domeniu  este invariant în raport cu evoluţia starilor cuprinse in domeniu. Δ
 Fie un domeniu  care la momentul t  ocupă în spaţiu fazelor volumul: Δ
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  . f1f1 qd,...,qdpd,...,pd...
321
Δ

∫ ∫=Ω

 Pentru domeniul considerat fiecare punct reprezintă o stare a sistemului şi 
în urma evoluţiei stării respective, acesta va descrie o traiectorie în spaţiul fazelor. 
La un moment ulterior de timp , domeniul 't Δ  va ocupa volumul 

   '
f

'
1

'
f

'
1 qd,...,qdpd,...,pd...'

321
Δ

∫ ∫=Ω

 Pentru fiecare stare, între variabilele canonice  şi , la momentul de 
timp  şi variabilele canonice  şi , la momentul de timp , există 
relaţiile: 

'
ip '

iq
tdt't += ip iq t

        (4.73) 
.tdqqq

tdppp

ii
'
i

ii
'
i

&

&

+=

+=

 Dacă considerăm că trecerea de la variabilele  şi  la  şi  este o 
transformare de coordonate, atunci putem scrie: 

ip iq '
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iq

'
f
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'
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'
1 qd,...,qdpd,...,pd...

321
Δ

∫ ∫  = f1f1 qd,...,qdpd,...,pd...
321
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∫ ∫  

          (4.74) 
unde D , determinantul transformării, ţinând cont de (4.73) este: 
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. 

 Dezvoltând determinantul şi neglijând termenii de ordin superior 
( )etc.,...,td,td 32 , rezultă: 
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 Ţinând cont că  şi  sunt date de ecuaţiile Hamilton, expresia lui D  
devine: 
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Atunci, conform transformarii de coordonate (4.73) rezultă: 

'Ω=Ω  

rezultat care reprezintă chiar teorema Liouville. 
 
 
4.7. Legea inerţiei 
 
 Să considerăm un punct material care evoluează în condiţiile de spaţiu 
omogen şi izotrop şi timp uniform. 
 Datorită omogenităţii spaţiului şi uniformităţii timpului am obţinut 
anterior: 
  ( ) (pHt,r,pH

rrr
= ). 

 În plus, datorită izotropiei spaţiului, hamiltoniana nu depinde de orientarea 
sistemului: 

  ( )2pHH =  

adică ea depinde doar de modulul impulsului, adică de . În acest caz, prima 
ecuaţie Hamilton se scrie: 

2p

  ( ) 0
r
pHp

2
=

∂
∂

−= r&r       (4.77) 

ci: 
  .constp =

r
       (4.78) 

 A doua ecuaţie Hamilton se scrie: 
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