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Logica matematica este un capitol fundamental al culturii matematice gi prin
urmare ea trebuie sa-gi gaseasca locul in orice sistem de invatamant de nivel ridicat.
Aceasta se refera nu numai la Invatamantul universitar, ci si la un Invatamant
liceal cum este cel din tara noastra. De asemenea, logica matematica este implicata
organic in informatica, atat la nivel elementar cat si in zonele teoretice superioare.

Avand in vedere considerentele de mai sus, articolul de fata isi propune sa ofere
unui auditoriu cat mai larg o introducere elementara in logica matematica. Prin
caracter elementar intelegem faptul ca notiunile prezentate sunt exact notiunile de
logica matematica din manualul [14]; expunerea este insd mai ampla, aducand in
plus numeroase precizari pe care autorul le considera indispensabile bunei intelegeri
si folosiri corecte a logicii matematice.

O conceptie asemanatoare o are capitolul de logica matematica din [4], care de al-
tfel sta la baza prezentei prelegeri. Fata de [4], in aceasta lucrare apar noi comentarii
teoretice, exemple de aplicatii ale calculului proprozitiilor si calculul predicatelor in
matematica, precum gi semnalarea unor greseli pe care experienta didactica a au-
torului le relevi ca fiind frecvente. In schimb, intrucat articolul de fata nu se mai
adreseaza cu precadere elevilor (dar nici nu ii exclude), prezentarea este pe alocuri
mai concentrata decat in [4].

Trimiterile la algebra universala, algebrele booleene si programul de la Erlangen
sunt facultative; cititorii neavizati pot sa le omita fara a prejudicia intelegerea restu-
lui textului. Cei care au dificultati in intelegerea unora dintre comentariile cu grad
de abstractizare mai ridicat, sunt sfatuiti sa treaca mai departe la prima lectura,
urmand sa revina asupra lor dupa un anumit timp.

L Articolul a aparut in revista Gazeta de Informaticd nr. 10,11,12/1992 si 1/1993.



1 Elemente de calculul propozitiilor

1.1. Punctul de plecare al calculului propozitiilor consta in faptul ca se considera
data o multime P, de propozitii, fiecare din ele fiind adevarata sau falsa. In legatura
cu aceasta se impun trei precizari:

In primul rand trebuie inteleasa ipoteza — deloc banala — ca fiecare propozitie
are o valoare de adevar. Este clar ca propozitiile interogative (”Ce mai faci ?” etc),
cele exclamative ("Ce frumos este !” etc), precum si cele imperative (”Privegte !”
etc) nu au valoare de adevar. Raméan in discutie enunturile, altfel spus propozitiile
declarative (in engleza statements), adica propozitiile in care se fac anumite afirmatii.
Nu trebuie sa credem ca orice enunt este adevarat sau fals. In sprijinul ultimei
afirmatii redam mai jos o varianta moderna a paradoxului mincinosului, cunoscut
inca din antichitate.

Sa consideram proprozitia ” eu mint”, cu intelesul ” ceea ce spun in acest moment
este fals”. Fie p aceasta propozitie; deci p este afirmatia "p este falsa”. Urmeaza ca
daca p este adevarata, atunci p este falsa (conform insasi afirmatiei p), iar daca p
este falsa, atunci este fals ca p este falsa, deci p este adevarata. Intrucat fiecare din
cele doua ipoteze asupra valorii de adevar a propozitiei p conduce la o contradictie,
suntem nevoiti sa acceptam ca aceasta propozitie nu are valoare de adevar.

De asemenea, pare sa nu aiba sens atribuirea unor valori de adevar afirmatiilor
controversate exprimand subiectivitatea vorbitorilor; la fel in cazul unor afirmatii
vagi, al caror continut nu este clar. In aceastd ordine de idei semnaldm existenta
logicilor cu mai multe valori, in care, inafara de adevar si fals, se considera si alte
valori de adevar (conform, de exemplu, [3], [13]).

In articolul de fata ramanem in cadrul logicii clasice, adica in care se considera
numai doua valori de adevar.

In cele precedente am vazut exemple de propozitii in sensul gramatical care nu
intra in obiectul de studiu al logicii matematice, adica nu sunt propozitii in sensul
calculului propozitional. Dimpotriva, daca p, ¢ sunt propozitii in sensul logicii
matematice, atunci p sau q, p si q etc sunt propozitii in sensul logicii matematice,
dar din punctul de vedere al gramaticii acesteia din urma, nu sunt propozitii, ci
fraze. Asadar notiunea de propozitie cu care lucreaza calculul propozitional este
diferita de notiunea de propozitie din gramatica.

Aceasta este a doua precizare care trebuia facuta.

A treia precizare este ca problema determinarii valorilor de adevar ale propozi-
tiilor din multimea F, data la inceput nu apartine logicii matematice; de exemplu,
daca o propozitie p € F, este din domeniul chimiei, atunci stabilirea valorii de
adevar a propozitiei p este o problema a chimiei. Nu se presupune ca am cunoaste
efectiv valorile de adevar ale tuturor propozitiilor din Fy; de exemplu, Fy ar putea sa



contina propozitia ”pentru orice numar natural n > 2, ecuatia 2" 4+ y™ = 2" nu are
solutii (z,y, z) cu toate componentele pozitive” (cunoscuta sub numele impropriu de
marea teorema a lui Fermat), a carei valoare de adevar este necunoscuta in prezent.

1.2. Conform unei practici foarte raspandite, vom nota cu 0 si 1 valorile de
adevar ” fals” respectiv ” adevarat’; alte notatii frecvente in literatura folosesc initia-
lele cuvintelor fals si adevarat (in engleza False si True).

Cele discutate in sectiunea 1.1 se pot rezuma spunand ca se da o multime P de
enunturi gi o functie vy : PO — {0, 1}, atat Py cat si functia de adevar vy nefiind
specificate in mod concret.

1.3. Fie p, ¢ doua enunturi (conform cu 1.1). Vom nota cu

e pAgenuntul "p si ¢,

pV q enuntul ”p sau ¢,
e p — g enuntul ”p implica ¢° (care se mai poate citi si dacd p atunci ¢,

e p «—— q enuntul " p este echivalent cu ¢’ (care se mai poate citi si ”p daca i
numai dacd q"),

—p enuntul care neaga propozitia p si pe care il citim "non p” (desi ar trebui
sa il citim "nu p”; in unele cazuri concrete negatia poate apare in interiorul
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enuntului p; de exemplu = 7 Gina are o pisicd’ este ” Gina nu are o pisica™ .

Conectorii logici A, V,—,«—,— se numesc respectiv conjunctia, disjunctia,
implicatia, echivalenta si negatia.

Obiectul de studiu a calculului propozitiilor este multimea P a tuturor enuntu-
rilor care se obtin plecand de la enunturile din F, si aplicand repetat, in toate
modurile posibile, conectorii logici A,V, —,«—, —. Mai exact spus, multimea P
se defineste prin recurenta astfel:

1. Daca p € B, atunci p € P;
2. Daca p,q e PatuncipAq, pVq, p— q, p<—— q, 7p € P;
3. Orice propozitie p € P se obtine aplicand de un numar finit de ori regulile (1)

si (2).

1.4. Asociem acum fiecarei propozitii p € P o valoare de adevar v(p) € {0, 1}
prin urmatoarele reguli:



1. Daca p € By atunci v(p) = vo(p);

2. Daca p,q € P si am asociat propozitiilor p,q valorile de adevar v(p),v(q),
atunci asociem propozitiilor p A q, pV q, p — q, p «— q si —p valorile de
adevar v(p A q), v(pV q), v(p — q), v(p < q), v(—p) date de tabelele

v(p) v(g) |vipAgq) vipVg) vip—4q) v(—q)
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1
v(p) | v(=p)
0 1
1 0
Tabelele 1

Tinand seama de definitia din sectiunea 1.3, prin care multimea P se construieste
recurent intr-o infinitate numarabila de pasi, ne putem da seama ca prin aplicarea
intr-o infinitate numarabila de pasgi a regulilor (1) si (2) de mai sus, fiecarei propozitii
p € P ise va asocia in mod unic o valoare de adevar v(p) € {0,1}. Altfel spus, prin
aplicarea regulilor (1) si (2) de mai sus, functia vy : Py — {0, 1} din sectiunea 1.2
se extinde in mod unic la o functie de adevar v : P — {0, 1}.

O formulare si mai precisa este ca exista o unica functie v care:
(i) prelungeste functia wvo;
(ii) satisface conditiile exprimate prin Tabelele 1.

Demonstratia riguroasa a acestei ultime afirmatii se face cu metodele algebrei uni-
versale si depaseste cadrul acestui articol (conform, de exemplu, [18]).

Sa numim homomorfism orice functie v : P — {0,1} care satisface conditiile
din Tabelele 1. Atunci proprietatea anterioara se enunta sub forma: orice functie
vo : Py — {0,1} se prelungeste in mod unic la un homomorfism.

Corolarul 1 Ezista o bijectie intre mulfimea functiilor vy : Py — {0, 1} si muli-
mea homomorfismelor v : P — {0,1}. FEa se obtine asociind fiecarei functii vy
prelungirea ei homomorfa si reciproc, asociind fiecarui homomorfism restrictia sa la
submultimea Fy.



Observatia 1 In multe texte de calculul propozitiilor, Tabelele 1 sunt redate sub o
forma putin neglijenta, in sensul ca in locul capetelor de coloand v(p),v(q),v(p A
q),... figureaza doar p,q,p A q, ..., faptul ca este vorba de valorile de adevar ale
acestor propozitii $i nu de propozilitle insesi, subintelegandu-se in loc sa fie no-
tat explicit. Credem ca aceasta practica este nerecomandabila, deoarece favorizeaza
greseala de a considera p,q € {0,1} si de a gandi tabelele 1 ca reprezentind egalitatile
OANO=0,0V0=0,...,m0 = 1,21 = 0, ceea ce ar insemna tabelele operatiilor
A, V, —, «—— = din algebra booleand {0,1}.

In ultima instanta, confuzia intre propozitii si valorile lor de adevar conduce la
greseala pe care am putea-o numi suprema, de a crede ca exista doar doud propozitii:
0si1/

1.5.

1.5.1. Sa observam ca discutia din sectiunea 1.1 a anticipat asupra notiunii de
propozitie cu care lucram si care a fost definita abia in sectiunea 1.3. Conform celor
aratate in sectiunea 1.4, propozitiile cu care lucram au intr-adevar valori de adevar
bine determinate, aga cum se ceruse in sectiunea 1.1.

1.5.2. Faptul ca a studia numai propozitiile din multimea P definita in sectiunea
1.3 ar putea sa para o restrictie artificiala fata de ideea, atractiva la prima vedere, de
a considera multimea tuturor enunturilor. In realitate nu existd o astfel de multime,
fapt care se poate demonstra in teoria axiomatica a multimilor (pentru cititorii
avand cunostinte in acest domeniu adaugam ca ideea demonstratiei este de a arata
ca exista 7 cel putin tot atatea” enunturi cate multimi, asociind fiecarei multimi M
enuntul "M este o mulfime’). De altfel, cadrul pe care l-am fixat nici nu este
limitativ, deoarece el ne permite sa stabilim toate proprietatile care ne intereseaza,
iar atunci cand dorim sa specializam calculul propozitiilor intr-un anumit domeniu,
putem alege multimea F, suficient de cuprinzatoare, astfel incat multimea P sa
contina toate propozitiile care ne intereseaza in contextul respectiv.

1.5.3. Tabelele 1 constituie o definitie: ele definesc valorile de adevar ale
propozitiilor compuse in functie de valorile de adevar ale propozitiilor componente.
Profesorii trebuie sa explice elevilor faptul fundamental si totodata usor de inteles
ca in cazul conjunctiei, disjunctiei, echivalentei si al negatiei, aceasta definitie nu
face altceva decat sa reflecte intelesul pe care il au in mod obisnuit afirmatiile ”p si
q”, "psau q”, ”p daca si numai daca ¢” si negatia propozitiei p. In cazul implicatiei,
situatia este diferita si necesita unele precizari, pe care le facem in sectiunile 1.6,
1.7 i 1.9.

1.6. In vorbirea curenta, un enunt de forma ”daca p atunci q” subintelege
afirmarea unei legaturi cauzale, care poate fi directa, adica "p este cauza lui q”,



sau indirecta, ca in exemplul " daca astazi este joi, atunci maine va fi vineri’ . In
logica matematica, propozitia p — ¢ este desprinsa de orice astfel de subinteles,
determinarea valorii de adevar a acestei propozitii facandu-se pe baza valorilor de
adevar a propozitiilor p, ¢ si a Tabelelor 1.

Sa consideram, de exemplu, propozitiile:

"daca 2+ 2 =05 atunct 3+ 3 =47,

"daca balena este peste atunci apa este un lichid’,

"daca Napoleon a murit la Sfanta Elena, atunci fierul este un metal’.

In gandirea obignuita aceste propozitii vor fi considerate false sau chiar lipsite de
sens (si pot provoca ilaritate), deoarece in fiecare din ele nu exista nici o legatura
cauzala intre premisa p si concluzia q. In logica matematica abordarea este diferita:
deoarece 1n fiecare caz propozitiile componente p,q au valori de adevar si anume
v(p) = v(g) = 0 in primul exemplu, v(p) = 0, v(¢) = 1 in al doilea exemplu si
v(p) = v(q) = 1 in al treilea exemplu, rezulta ca in fiecare din cele trei exemple
propozitia p — ¢ este legitima si v(p — ¢) = 1 conform Tabelelor 1.

1.7. Examinarea Tabelelor 1 ne arata ca:

1. Daca premisa p este falsa, atunci implicatia p — ¢ este adevarata, oricum
ar fi q. Aceasta observatie ste cunoscuta sub numele de ” principiul implicatiei
adevarulut prin fals”; uneori ea se exprima sub forma ” falsul implica orice”.

2. Daca concluzia ¢ este adevarata, atunci implicatia p — ¢ este adevarata,
orcium ar fi p.

3. Daca premisa p si implicatia p — ¢ sunt adevarate, atunci concluzia ¢ este
adevarata. Aceasta observatie este cunoscuta sub numele de modus ponens.

Aceste trei observatii sunt importante, ele fiind folosite frecvent in matematica. De
fapt, despre modus ponens se poate spune mai mult: el este silogismul de baza al
gandirii noastre.

Observatia 2 Formularea ”falsul implica orice” a fost uneori interpretata in sen-
sul ca adoptarea unei premise false p ar fi o tehnica prin care in matematica am
putea “demonstra” orice concluzie q, deci in particular am putea demonstra orice
propozitie falsa ! In realitate observatia (1) nu afirma adevarul propozitiei q ci
adevarul propozitiei p — q (in sectiunea 1.6 nu sustinem ca 3 + 3 = 4 ci doar ca
propozitia "2+ 2 =5 — 3+ 3 =47 este adevdrata).

1.8. In calculul propozitiilor multimea de plecare P, si functia de adevar de
plecare vy : Py — {0, 1} raméan arbitrare, ceea ce confera studiului un grad inalt de
generalitate. In timp ce considerentele din sectiunea 1.6 au fost o aplicatie in care



am presupus in mod tacit ca functia vy este data de cunostintele noastre in diverse
domenii, la nivelul general - teoretic ne intereseaza acele proprietati propozitionale
care sunt independente de alegerea functiei vy, altfel spus proprietatile invariante
la orice schimbare a functiei vy.

Sa ne amintim acum ca o propozitie p € P este formata din propozitii combi-
nate intre ele cu ajutorul conectorilor logici; la randul lor, propozitiile componente
ar putea fi compuse din alte componente etc. Putem astfel considera mai multe
descompuneri ale propozitiei p, printre care o descompunere in propozitii din F.

(in algebra universala se demonstreaza ca descompunerea in propozitii din Fy
este unica gi tocmai aceasta unicitate asigura existenta unei prelungiri homomorfe
unice a functiei vy.)

in particular, p € P, daca si numai daca p nu se descompune in alte propozitii.

In general valoarea de adevar a unei propozitii p € P depinde de valorile de
adevar ale propozitiilor componente.

Spunem ca p este o tautologie si notam acest fapt sub forma

Fp

daca propozitia p este adevarata oricare ar fi valorile de adevar ale propozitiilor
componente.

Sa detaliem definitia de mai sus. Sa presupunem ca p se descompune in propozi-
tiile pi1,...,p, combinate intre ele cu ajutorul conectorilor logici. Spunem ca p
este o tautologie daca, oricare ar fi v(py),...,v(p,) € {0,1}, calculand v(p) din
v(p1),...,v(py) cu ajutorul Tabelelor 1, se obtine rezultatul v(p) = 1.

Acum este usor de vazut ca definitia se poate reformula in modul urmator:

"p este tautologie daca si numai daca v(p) = 1 oricare ar fi homomorfismul
v: P —{0,1}.

Ultima varianta a definitiei tautologiilor ne arata in acelasi timp ca prima vari-
anta este corecta, in sensul ca nu depinde de descompunerea aleasa a propozitiei p
considerate.

Sa mai observam ca o propozitie p € Py nu poate fi o tautologie.

1.9. Introducem urmatoarele notatii:

(D1) P =q inseamna Fp—q;
(D2) p <= q inseamna Fpe+——q.

(oral, = gi <= se citesc la fel ca — si respectiv «—).

Observatia 3

1. p=> q daca si numai daca pentru orice homomorfism v pentru care v(p) = 1
avem si v(q) = 1;



2. p <= q daca si numai dacd v(p) = v(q) pentru orice homomorfism v;
3. p <= q daca 1 numat daca p = q $i ¢ = p.

Demonstratie:

(1) Fie p = ¢; daca v este un homomorfism si v(p) = 1, atunci deoarece
v(p — q) = 1, Tabelele 1 ne arata ca nu putem avea v(q) = 0, deci v(q) = 1.
Reciproc, fie satisfacuta conditia din enunt; daca v este un homomorfism, artunci
nu putem avea v(p) = 1 si v(q) = 0, deci Tabelele 1 ne arata ca v(p — ¢) = 1.

(2), (3) se demonstreaza asemanator.

Observatia (1) arata ca acceptiunea (D1) data relatiei p = ¢ este In acord cu
folosirea semnului = in matematici. In primul rand in matematica folosim in mod
tacit Tabelele 1, adica faptul ca functia de adevar este un homomorfism. Atunci
cand demonstram o teorema p = ¢, presupunem ipoteza p, adica presupunem
v(p) = 1, dupa care demonstram v(q) = 1. Cu alte cuvinte, folosim caracterizarea
dati de observatia (1). In mod aseminitor se constatd ci acceptiunea (D2) dati
relatiei p <= ¢ este in acord cu folosirea semnului «— in matematica. Prin urmare
prezinta interes studierea relatiilor = si <= introduse prin (D1) si respectiv (D2).

In acelagi timp obtinem o justificare aposteriori a deifnitiei valorilor de adevar
pentru p — ¢; desi definitia este socanta la prima vedere (cf. 1.6), ea este de fapt
in concordanta cu practica demonstratiilor matematice, asa cum rezulta din cele
precedente.

1.10. Sa consemnam acum principalele proprietati ale relatiilor introduse.

Oricare ar fi propozitiile p, ¢, 7, p’, ¢', avem

) p=p;

) daca p <= q atunci ¢ <= p;

) daca p <= ¢ si ¢ <= r atunci p < r;

) daca p<=p ¢ g <= ¢ atunci
pAg<=p N, pVa<=p V¢, p—q=p —(,
pe—q=p —dq, p=p.

) PAgE==qAp, pVqg=qVp;

) pA(gAT) = (pAg AT, pV(gVr)<= (pVq)Vr;

) pA(pVg <=p,  pV{AQ =P

8) pAp<=p,  pVp=>p;

) pA(gVr)<=(pAg)V(pAr), pVgAr)<= PVOA(VT);

10) pA(mpVq) <=pAq, pV(PAG == DpVg

11) =(=p) <= p;;

12) =(pAg) <= Vg, —(pVq) = pA-g

13) Fpv-p,  F=(pA-p);

14) daca p = q si ¢ = r, atunci p — r;
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(15) (pA=q) — —p <= p—1q), (PA~q) —q = (p—q);
(16) p=pVyq, pPANqg=p;

(17) ¢=pVyq, pAqg=g¢;

(18) p—q <= —q— —p;

(19 p—4q <= —pVg

(20) =(p —q) <= pA g

(21) pA(p—q) <= pAg;

(22) p—(pNq) = p—¢

(23) (p—q) —q = pVg

(24) p—(¢g—71) = (pAg) —;

(25) pA(p—q) = ¢

(26) p=q—p;

27 (p—q)—r = p—(—71);

(28) (p—¢q) —(p—r) = p—(¢—r1);
(29) p—q = (r—p — (@ —q).

In virtutea observatiei (2) (observatiei (1)) din sectiunea 1.9, demonstratia unei
echivalente p <= ¢ (unei implicatii p = ¢q) se poate face dand valori de adevar in
toate modurile posibile propozitiilor care compun propozitiile p, ¢ si aratand ca in
fiecare caz v(p) = v(q) (respectiv v(p) = 0 sau v(p) = v(q) = 1).

In mod analog se pot demonstra proprietatile (2), (3), (4), (13), (14).

In general, aflam daca o propozitie oarecare p este o tautologie sau nu cu ajutorul
urmatorului algoritm. Fie descompunerea propozitiei p in propozitiile componente
P1,---,Pn € Py. parcurgem un ciclu care genereaza cei 2" vectori (ai,...,a,) €
{0,1}"; la fiecare pas calculam v(p) folosind valorile v(p;) = @; (1 <i < n). Daca la
un pas obtinem rezultatul v(p) = 0, algoritmul se opreste cu raspunsul ca p nu este
o tautologie; daca ciclul se termina, adica s-a obtinut rezultatul v(p) = 1 la fiecare
pas, atunci - p.

Faptul ca se poate stabili algoritmic daca o propozitie oarecare este tautologie
sau nu, constituie o proprietatea importanta, care se enunta de obicei sub forma:

Calculul propozitiilor este decidabil.

Demonstratia proprietatilor (1) — (29) poate fi scurtata, cu pretul pierderii car-
acterului algoritmic, daca folosim in mod judicios urmatoarele consecinte simple ale
Tabelelor 1 : pentru orice p,q € P :

(O1) daca v(p) =0 atunci v(p A q) =0siv(pV q) = v(q);

(O9) daca v(p) =1 atunci v(pVq) =1si v(p Aq) = v(q).

Sa demonstram de exemplu prima proprietate de distributivitate (9):

- Daca v(p) = 0 atunci v(p A (¢gVr)) =0, v(pAq) =0, vip Ar) =0 deci
v((pAg)V(pAg))=0;



- Daca v(p) = 1si v(q) = 0 atunci v(p A (gV 1)) =v(gVr)=uv(r), vi(pAq) =
0, v(pAr)=uv(r),deci v((pAq)V (pAT)) =u(r).

Cazul v(p) = v(q) = 1 si v(r) = 0 se trateaza analog.

- Daca v(p) =v(q) =v(r) =1l atunciv(qVr) =1, v(pA(qgVr)) =1, v(pAq) =
vipAr)=1,deciv((pAq)V(pAT)) =1.

Asadar, demonstratia s-a facut examinand doar 3 cazuri in loc de 8.

O alta modalitate de demonstratie, tot nealgoritmica, dar eleganta, consta in a
demonstra ca mai sus o parte din proprietati, celelalte fiind demonstrate prin calcul
pe baza proprietatilor deja stabilite. De exemplu, pentru a demonstra (20) putem
folosi pe rand (19), (12) si (11), impreuna cu (4):

~(p—4q) == ~(pVq = "PpA-q <= pA—q

de unde (20) rezulta aplicand tranzitivitatea (3).

Cititorul este indemnat sa demonstreze toate proprietatile (1) — (29) pe diverse
cai.

1.11. Incheiem acest paragraf cu cateva precizari si observatii.

1.11.1. S-a facut demult remarca simpla ca orice limba este constituita dintr-
un vocabular, o gramatica si totalitatea frazelor posibile ale limbii, construite pe
aza vocabularului si cu respectarea regulilor gramaticale. Prin analogie vorbim
de limbajul calcululur propozitiilor, al carui vocabular este format din elementele
multimii Fy, conectorii logici si parantezele, gramatica fiind data de regulile 1 — 3
din sectiunea 1.3, iar rolul frazelor este jucat de propozitiile multimii P. Semnele
F, = si <= nu fac parte din limbajul calculului propozitiilor, iar afirmatiile de
forma

Fp, p=4q p<q

sunt afirmatii despre limbajul calculului propozitiilor; spunem ca aceste afirmatii
fac parte din metalimbajul calculului propozitiilor. Asadar, cuvintele ”si”, ”daca”,
“atunci” care apar in aceste afirmatii dac parte din metalimbaj si ar fi gresit sa le
stenagrofiem cu semnele A, — din limbaj.

O observatie care marcheaza de asemenea diferenta dintre limbaj si metalimbaj
este ca semnele —, «— folosesc la constructia elementelor din P, in timp ce
—>, <= desemneaza doua relatii binare pe multimea P.

Observatia 4 In unele raspunsuri la examene sau chiar in unele texte de logica
matematica se noteaza propozititle compuse cu
pANg pVqg p——4q, p<—(q TP
iar proprietati cum sunt (1) — (29) se noteazd sub forma:
pe—pVp, pVqg<—qVp etc
Alteori propozitii compuse se noteaza cu
pANgqg, pVq p=—=¢q, p==gq, D
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war proprietatile se noteaza
p<E<pVp, pVqg<qVp etc.

Ambele variante tradeazd confuzia intre limbaj si metalimbaj, ceea ce constituie
o greseala grava. Putem folosi semnele = gi <=> in metalimbaj, dar atunci pro-
prietatile de tipul (1) —(29) trebuie notate folosind semnul &= in fata, iar proprietatile
in care intervin mai multe semne de implicatie, semnul principal trebuie marcat prin
not perechi de paranteze fata de scrierea din sectiunea 1.10; de exemplu, proprietatea
(27) se scrie
Flb=a=r1 = ==

1.12. Este instructiv sa recunoagtem printre tautologiile (1) — (29), cateva pro-
prietati care stau la baza unor scheme de rationament folosite mult in matematica
de toate nivelele. Astfel:

e Proprietatea (18) justifica faptul ca unele teoreme enuntate p = ¢ sunt
demonstrate sub forma —qg = —p;

e In proprietatea (15) recunoagtem doua din schemele reducerii la absurd: pen-
tru a demonstra p = ¢, presupunem ipoteza p si ipoteza de reducere la
absurd —q; daca reusim sa obtinem concluzia —p sau concluzia ¢, teorema este
demonstrata.

e Proprietatea (24) sta la baza asa numitei teoreme a deductiei, care arata ca
daca ipoteza unei teoreme este p iar concluzia este de forma ¢ — r, atunci
pentru a demonstra teorema trebuie sa presupunem ipotezele p si ¢ si sa demon-
stram concluzia r. Este surprinzator ca aceasta tehnica elementara provoaca
dificultati multor elevi si chiar unor studenti !

Observatia 5 In matematicd suntem adesea pust in situatia de a nega o proprozitie
de forma p — q. FEste trist sa constatam cat de mulfi practicanti ai matematici,
incluzand unii profesori, nu stiu sa faca acest lucru! Raspunsul corect, furnizat de
tautologia (20), este p A\ —q; acest fapt ar trebui sa fie evident pentru toata lumea,
deoarece a nega p — q inseamna a ne plasa in singurul caz in care p — q este falsa,
1ar acesta este cazul in care p este adevarata si q este falsa, adica in care p/\—q este
adevarata. Dintre raspunsurile fanteziste la intrebarea ”Care este negatia propozitiei
p — q?”, cel mai frecvent este raspunsul p — —q. Cititorul este indemnat sa
stabileasca legatura intre acest raspuns si cel corect:

PATq = p—>7q,
cele doua propozitii nefiind echivalente (conform cazului cand p este falsa).
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1.11.3. Propozitiile
p—4q)—r s p—(¢g—7)

nu sunt in general echivalente (vezi (27) pentru v(p) = v(r) = 0). De aceea, in
propozitiile in care apar mai multe semne —, trebuie puse toate parantezele,
evitand astfel ambiguitatile.

2 Elemente de calculul predicatelor

2.1. Predicatele sunt enuturi care depind de una sau mai multe variabile i care
devin propozitii in sensul capitolului precedent atunci cand toate variabilele de care
depinde predicatul respectiv iau ”valori” intr-o multime precizata in prealabil.

Exemplul 1 7"z este om”, “x este tatal luwi y”, "z+y=z" etc.

Prin inlocuirea variablelor care apar in aceste predicate cu indivizi concreti, bine
precizati, obtinem propozitii adevarate sau false:

Exemplul 2 ”Socrate este om”, ”Mickey Mouse este om”, "8 * 2 = 67, 77 * 5 =
157 etc.

Daca inlocuim variabilele cu ”valori” luate la intamplare, riscam sa obtinem afirmatii
fara sens, eventual hilare, cum ar fi ”Vasile x ITon = Mihai” etc. De fapt insa,
atunci cand aplicam calculul predicatelor intr-un domeniu al matematicii, lucram
numai cu predicate gi valori care se refera la obiectul studiului respectiv. De exemplu,
in teoria multimilor lucram cu predicate ca x € z, y C z etc, iar valorile pe care le
iau variabilele sunt elemente si multimi; tot asa, cine studiaza geometria lucreaza de
fapt cu predicate specifice acestei discipline, iar variabilele semnifica puncte, drepte,
curbe, plane, suprafete etc; etc.

Pentru a modela situatia ilustrata prin exemplele de mai sus, in calculul predi-
catelor se postuleaza ca variabilele iau valori intr-o multime nevida, numita uni-
versul discursului. Acesta este neprecizat, dar fixat pe tot parcursul studiului.
(Universul discursului ar putea fi o clasa proprie in loc de multime, de exemplu
clasa tuturor multimilor). Faptul c& universul discursului este neprecizat, dar fixat,
asigura generalitatea si respectiv coerenta demersului nostru.

2.2 Folosim notati de tipul p(z),q(x,y),... etc pentru a desemna predicate de-
pinzand de o variabila x, respectiv doua variabile z,y, . .. etc.

In general, dacd nu se specificd altfel, notatiile p(z),q(z,y), ... nuexclud posibili-
tatea ca predicatele respective sa depinda si de alte variabile, care nu sunt mentionate
explicit.
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Calculul predicatelor utilizeaza cuantificatorul universal V si cuantificatorul
existential 3, care se citesc in modul care ne este familiar:

Vo p(x) se citeste pentru orice x, p(z);

dz p(x) se citeste exista x astfel incat p(x),

intelesul fiind ca pentru orice element x din universul discursului are loc proprie-
tatea p(z), respectiv ca in universul discursului exista un element = cu proprietatea
p(x).

Este esential sa intelegem ca in expresiile de forma Va p(z) si 3z p(x), simbolul
x nu mai reprezinta propriu zis o variabila; nu este permis sa inlocuim z cu un
element = din universul discursului. De exemplu, fie universul discursului R si p(x)
predicatul 22 — 9 = 0. Este evident un non-sens si spunem

pentru orice 3, 32 —9 =0,
dar si exprimarea
existd 3 astfel tncat 3* —9 =0
este defectuoasa: ea pare a spune ca exista ami multi 3, dintre care unii au pro-
prietatea 32 — 9 = 0. In concluzie, afirmatiile care incep cu V sau cu d se refera la
intregul univers al discursului si nu la un element x, fie el specificat sau nu.

Din cele precedente rezultda ca Vo p(x) si 3z (p(z) sunt predicate depinzand
de toate variabilele diferite de = de care depinde p. In particular, daca predicatul
p depinde numai de variabila z, atunci Vx p(z) si 3z p(x) sunt propozitii si este
important sa retinem ca adevarul sau falsitatea acestor propozitii depind atat de
predicatul p cat gi de universul discursului.

Exemplul 3 Sa consideram predicatele
r<y, x#2 2°-3=0.

Atunci Vx (x < y) gt Jz (x < y) sunt predicate in variabila y, iar
Vo (x#2), Jz (v #2), Vo (22 —3=0) gi dz (2> —3=0)
sunt propozitis.
Daca universul discursului este Q, atunci primele doud propozitii sunt adevarate,
war ultimele doua sunt false; daca universul discursului este R sau C, atunci prima
st a treia propozitie sunt false iar celelalte doua sunt adevarate.

Urmatoarea terminologie, folosita in calculul predicatelor, reflaceta situatia explicata
mai sus. Intr-o expresie de forma Vz p(z,y,...) sau Jz p(x,y,...) se spune ca
variabila z este o variabila cuantificata sau legata sau aparenta, iar variabilele
Y, ... sunt libere.

Sa notam ca variabilele libere si variabilele legate apar si in alte contexte mate-
matice. De exemplu, in [J f(z)dx, x este o variabila aparentd iar y o variabild
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libera. O observatie foarte utila este ca schimbarea numelui unei variabile legate cu
un nume diferit de numele variabilelor libere dintr-o expresie, nu schimba expresia
respectiva.

(30) Vxp(z) =Vip(t),  Fwp(z)=3tpt)
dacd variabila ¢ este diferitd de variabilele libere din p. La fel, [ f(z)dz =
12 f(t)dt ete.

Observatia 6 In wltimii ani, destul de multi matematicient din tara noastra folo-
sesc in scrierile si/sau lectiile lor notatiile (Y)x, (3)x in loc de Vx, Jx. Exista
doua motive pentru care scrierea simbolurilro cunatificatorilor intre paranteze tre-
buie respinsa. Primul este un argument de autoritate: scrierea consacrata pe plan
mondial este Y, 3z, adica fara paranteze; de altfel si (cei mai) multi matemati-
cieni romani folosesc scrierea consacrata. In particular, cititorul va putea constata
ca in nict una din lucrarile care alcatuiesc bibliografia acestui articol nu se foloseste
notatia (V)x, (I)xz. Al doilea argument este ca scrierea (¥)x, (I)x constituie o
complicatie inutila, deoarece ea nu aduce nici o informatie in plus fata de scrierea
normala. Trebuie adaugat aici cd uneori se foloseste scrierea (Vx), (3z), care este
de asemenea o complicatie inutila in cazul unui singur cuantificator, dar care poate
ugura citirea in cazul mai multor cuantificatori succesiwi: (Vx)(Jy)(32)(VE)p(z,y, 2, 1)
se citeste poate mai bine decat Yx3y3=Vt p(z,y, z,t), desi aceastd din urma scriere
este si ea lipsita de ambiguitate. In sfarsit, sa mai mengionam ca exista autori care
scriu (x) pentru V.

Autorul acestui articol a intrebat pe cativa dintre colegii sai care folosesc scrierea
(V), (3), de ce pun aceste paranteze ? Raspunsul comun a fost ca nu este vorba de
o chestiune de principiu, ci de o obisnuinta. Este usor de constatat ca obisnuinia
a patruns in invatamant si prolifereaza pe aceasta cale. Autorul articolului de fata
crede cu tarie ca aceastd chestiune nu este indiferentd, ca nu trebuie sa ne singu-
larizam in acest mod fata de comunitatea matematica internatiunala, ci trebuie sa
revenim la notatia corecta Vx, Az, chiar daca cealalta notatie este folosita de cativa
distingi matematicient romani pe care autorul 1 stimeaza in cel mai inalt grad.

2.3. Urmand o idee asemanatoare cu cea aplicata in calculul propoztiilor, in cal-
culul predicatelor se presupune data o multime neprecizata dar fixata de predicate,
din care se alcatuiesc noi predicate prin aplicarea cuantificatorilor si a conectorilor
logici in toate modurile posibile. In scrierea acestor predicate trebuie respectata o
regula fundamentala si anume ca intr-un predicat orice variabila libera trebuie notata
diferit de orice variabila legata.

Nerespectarea acestei reguli se numeste coliziunea variabilelor si ea invalideaza
scrierea predicatului respectiv. Atunci cand din doua predicate corect scrise alcatuim
un nou predicat prin aplicarea unui conector logic, trebuie sa ne asiguram ca nici
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noul predicat nu prezinta fenomenul de coliziune a variabilelor, ceea ce se poate
realiza totdeauna cu ajutorul proprietatii (30).

Exemplul 4 Fie doud predicate p(x,y),q(z,z). Atunci 3z p(x,y) este un nou pre-
dicat, dar 3z p(z,y)V q(z, 2) nu este predicat, deoarece prezinta coliziunea variabilei
x. Pentru a depasi aceasta dificultate, consideram o variabila t € {x,y,z} si avem
Jz p(x,y) = 3t p(t,y), conform proprietatii (30); acum putem introduce predicatul
It p(t,y) V q(z,y), care este corect alcatuit.

Din cele de mai sus rezulta regula:

Daca P si (Q sunt predicate astfel incat nici o variabila libera din P nu apare
legata in @ si nici o variabila liberda din Q) nu apare legata in P, atunci PAQ, PV
Q, P— Q si P+— (@ sunt de asemnea predicate. Trecerea de la P la =P nu este
conditionata de nict o restrictie.

In Exemplul 4, ca si in formulele (10), (11) — (13), (15), (18) — (20) am folosit
in mod tacit regulile de suprimare a parantezelor, pe care le vom explica acum. In
algebra obignuita, conventiile de sypriumare a parantezelor provin dintr-o conventie
de ierarhizare a tariei cu care leaga simbolurile diverselor operatii; de exemplu, faptul
ca scrierea x * y + z este inteleasa ca reprezentand (z * y) + z provine din conventia
ca Inmultirea leaga mai tare decat adunarea.

In calculul predicatelor se adopta urmatoarea ordine descrescatoare a tariei cu
care leaga simbolurile logice:

(31) ¥V, 3, =~ 5 AV —
in care semnele ”;” despart trei grupe de simboluri, fiecare grupa constand din
simboluri de aceeasi tarie. Acum este clar ca, de exemplu,

(Vo p(z) A =q(z,y)) Vr(y,z) — (p(y) < ¢(y)) inseamna

((Vz p(z)) A (—q(z,y)) Vr(y, 2)) — (p(y) — q(y)).

A

In acest exemplu, ca si in formulele (6), (7), (9), (10), (27) —(29), se poate observa
ca in prezenta unor simboluri consecutive de aceeasi tarie, punerea parantezelor
este obligatorie. Este desigur o banalitate sa precizam ca punerea parantezelor este
obligatorie ori ce cate ori dorim sa indicam alta ordine de efectuare a operatiilor
decat aceea care ar rezulta in absenta parantezelor.

Exemplul 5 Sa consideram predicatul

v (p(x) A q()).

Daca suprimam perechea de paranteze care marcheaza domeniul de actiune al cuan-
tificatorului ¥, obtinem formula Vx p(x) A q(x).

Aceasta formula este incorect alcatuita, deoarece prezinta fenomenul de coliziune.
Unii autori accepta si astfel de formule, ceea ce, explicat pe exemplul considerat,
revine la faptul ca formula este acceptata cu intelesul Yy p(y) A q(x), conform (30).
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Observatia 7 Fxemplul 5 coroborat cu avertismentul din Observatia 6 ne arata ca
in timp ce parantezele care ar inconjura un cuantificator sunt indezirabile, paran-
tezele care urmeaza imediat dupd Yx sau Jx (daca exista) sunt esentiale, prezenta
sau absenta lor putand schimba sensul formules.

2.4. Trecem acum la studiul deductiei in calculul predicatelor, introducand
notatiile urmatoare. Fie p(x,...,z), q(z,...,z) predicate in care (z,...,z) este o
multime de variabile continand toate variabilele libere din predicatele p i q. Atunci

(D3) p(z,...,z) = q(x,..., z) iInseamna
FVe...Vz(plx,...,2) — q(z,...,2));
(D4) p(x,...,2) <= q(z,...,z) Inscamna
FVz... V2 (plx,...,2) «—— q(z,...,2))%

Proprietatile (1) — (29) din calculul propozitiilor raman valabile si pentru calcu-
lul predicatelor (adica pentru predicate p,q,r,p’,q si pentru =, <= date prin
defintiile (D3), (D4)). In plus, sunt valabile urmitoarele proprietati:

(32) daca p(z) < p'(x), atunci Vz p(z) <= Vz p'(z), Iz p(r) <= Iz p'(z),
Var p(x) = o pla).
Var p(x) <= Fx (),
—3z p(x) <= Vo -p(z),
VaVy p(z,y) <= VyVz p(z,y),
Jz3y p(z,y) <= Jy3z p(z,y),
J2¥y p(z,y) <= VyIz p(z,y),
Va (p(x) A q(x)) <= Vo p(z) AV q(z),
Jz (p(z) V q(z)) <= Fz p(z) V Iz q(),
V:c’p( ) VVz q(x) =V (p(z) V q(2)),
v (p(z) A q(2)) — 3o p(x) A 3z q(a),
Vo (plz) — q(z)) — V2 p(z) — Vo (2),

(44) 3z (p(z) — Fz g(x)) = Fz (p(z) — ¢()),
oricare ar fi predicatele care intervin in formulele de mai sus. De asemenea, daca
predicatele notate simplu p, ¢ nu depind de variabila x, atunci

(45) Vz p(x)V q <= Vz (p(z) V q),

(46) 3z (p(z) Aq) <= Jz p(z) A g,

(47) Vo (p — q(z)) <= p — Vo q(z),

(48) p— Frq(z) <= Tz (p — q(v))

w
w
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2In [14], ca si in alte lucriri, se folosegte = pentru <= din (D2), semnul <= fiind folosit numai
cu intelesul (D4).
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Proprietatile (33) — (35) pot fi considerate ca evidente (luate ca axiome). Totusi,
propunem cititorului urmatorul exercitiu: sa demonstreze una din proprietatile
(34), (35) folosind cealalta proprietate impreuna cu proprietati stabilite in sectiunea
1.10.. In cele ce urmeazi schitdm demonstratiile proprietatilor (32) si (36) — (48).
La baza acestor demosntratii se afla o tehnica pe care am putea sa o rezumam in
felul urmator: se ”descuantifica” expresia, ajungandu-se la un element din universul
discursului, se face un rationament asupra acestui element, iar in final se "recuan-
tifica”.

Pentru a demonstra (36), presupunem - VaVy p(z,y). Fie xg,yo din universul
discursului. Atunci din ipoteza rezulta = Yy p(zo,y), apoi b p(zo, yo). cum xy este
arbitrar, obtinem mai departe - Va p(z, yo); dar yo este arbitrar, deci - VyVz p(x, y).
Am demonstrat implicatia directa; implicatia inversa se arata analog.

Pentru a demonstra (38), sa presupunem + JzVy p(x,y). Exista deci un element
xo In universul discursului astfel incat - Vy p(zo,y). Fie yo un element arbitrar din
universul discursului. Deducem ca F p(zg,yo) si drept urmare - 3z p(x,yp). Cum
elementul gy, este arbitrar, obtinem in final - Vy3x p(z,y).

Sa demonstram acum (40). Fie - 3z (p(z)Vq(z)). Atunci exista un element zy in
universul discursului astfel incat - p(zg)V q(zo). Sunt doua posibilitati: F p(xg) (caz
In care - 3z p(x)) sau F g(zo) (caz in care - 3z ¢(z)). Folosind proprietatile (16) si
(17) din calculul propozitiilor, se vede ca in ambele cazuri avem F 3z p(x) vV 3z ¢(x).
Reciproc, sa presupunem ca F 3z p(x) V 3z g(x). Atunci sunt posibile doua cazuri:

1. + 3z p(z). In acest caz considerim un element z astfel incat - p(z,). Rezultd
= p(x0) V q(x0), deci - 3z (p(x) V q()).

2. F 3z g(x). Se obtine in mod analog aceeasi concluzie.

Pentru a demonstra (43), presupunem + Vz(p(x) — ¢(x)). Vom considera doua
cazuri posibile:

1. F Va p(z). Fie xy un element arbitrar din universul discursului. Atunci din
ipoteza generala si ipoteza cazului 1 obtinem F (p(xg) — q(z0)) i respectiv
F p(zp). Folosind modus ponens (conform 1.7.) obtinem F g(zy). Cum zg
este arbitrar, avem  ¢(z), deci F Va p(z) — Vx q(z).

2. F =Vz p(z). Rezultd - Vx p(zr) — Vz ¢(x) pentru ca premisa este falsa
(conform 1.7.).

Pentru proprietatea (44) recomandam impartirea demonstratiei in doua cazuri, dupa
valoarea de adevar a propozitiei Iz q(z).
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In virtutea proprietitilor (41) — (44), demonstrarea echivalentelor (45) — (48)
se reduce la demonstrarea implicatiilor de la dreapta la stanga. Sa demonstram de
exemplu (45). Presupunem F Vz (p(z) V ¢). Consideram doua cazuri:

1. F q. Rezulta imediat - Vz p(z) V q.

2. F —¢q. Fie zy un element arbitrar in universul discursului. Atunci rezulta
F p(xo) V q; dar q este falsa, deci F p(xg). Elementul xq fiind arbitrar, obtinem
FVz p(x), deci F Va p(x) V q.

Cititorul este indemnat sa suplineasca demosntratiile pe care le-am omis. In final
vom obtine validitatea tuturor proprietatilor (32)—(48). Daca predicatele p, ¢ depind
si de alte variabile decat x sau decat y, proprietatile de mai sus raman valabile si
demonstratiile se reduc la cele precedente prin fixarea in mod arbitrar a celorlaltor
variabile.

Un alt rezultat important este ca fiecare dintre implicatiile de mai sus, adica
(33), (38), (41) — (44) este implicatie proprie, in sensul ca implicatia contrara nu are
loc. Acest fapt se stabileste prin contraexemple. In contextul nostru, contraexem-
plu poate sa insemne nu numai alegerea unor predicate convenabile, ci si alegerea
convenabila a universului discursului.

Faptul ca implicatia (38) este proprie apare ca evident. Vom remarca totusi ca
aici intervine ipoteza ca universul discursului este nevid.

Pentru implicatia (38), fie universul discursului N si predicatul x > y. Atunci
este adevarat ca Yydr x > y (orice numar natural admite un majorant), dar este
fals ca 3zVy x > y (deoarece nu exista un cel mai mare numar natural).

Fie p(x) o proprietate astfel incat - 3z p(z) ¢i b Iz —p(x). Alegand ¢(x) =
—p(z), obtinem contraexemple care arata ca implicatiile (41) — (43) sunt proprii.
Alegand drept ¢(z) o proprietate mereu falsa (F Vo —¢(x)), vedem ca implicatia
(44) este proprie.

Observatia 8 Unii incepatori propun urmatoarea ”demonstratie” pentru reciproca
implicatiei (41). Presupunem = Yz (p(x) V q(z)) si fie xo un element arbitrar din
uniwversul discursului. Atunci b p(zo) V q(xo), deci cel putin una din proprietatile
p(z0), q(xo) este adevarata; de exemplu = p(xo). Cum elementul xo este arbitrar,
conchidem ca b ¥z p(x) gi drept urmare avem b Vx p(x)VVz q(x). Evident, greseala
consta in trecerea de la b p(xg) lat Yz p(x); este ca gi cum cineva trage un loc in plic
(oarecare!), constata ca a tras un bilet castigator si conchide ca toate biletele sunt
castigatoare (analog pentru cazul cand a tras un loz necdstigator) ! De remarcat
ca in demonstratia proprietatii (45), cazul 2, trecerea de la & p(xg) la = Vo p(x)
este corecta deoarece tmpartirea in cazuri nu a depins de g, fiind facuta tnainte de
alegerea lui .
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2.5. In aceasta sectiune trecem in revista cateva aplicatii.

2.5.1. In matematici folosim adesea siruri de echivalente si/sau implicatii, ca
de exemplu

(49) P<~— Q< R—=— 5,

unde P, @, R, S sunt predicate. Este curios ca unii dintre aceia care folosesc o
astfel de notatie nu cunosc semnificatia ei; de exemplu, (49) inseamna

(50) P<—=Q s Q<«<=R s R=S5.

Aceasta ignoranta poate conduce la ambiguitati. Sa consideram de exemplu,
urmatorul mod de a redacta demonstratia injectivitatii functiei logaritmice:

(51) logx =logy = 10!%9% = 10!9Y = z =1y = log este injectie.

In virtutea interpretarii de mai sus, sirul (51) inseamna afirmarea succesiva a
trei implicatii, dintre care ultima pur si simplu nu are sens: = =y =— log
este injectie. Adevarata intentie a demonstratiei apare clar prin introducerea unei
perechi de paranteze:

(52) (logx =logy = 109% = 10!9Y = 1 =y) = log este injectie.

Scrierea (52) are si ea un cusur: sagetile din interior au sensul (D3) si fac parte
din metalimbajul calculului predicatelor, pe cand a treia sageata este din metalimbaj
(conform 1.11.) si deci ar trebui notata in mod diferit. Redactarea optima pare a
fi

logx =logy = 1097 =109Y — z =y deci log este injectie.

2.5.2. In teoria multimilor §i prin urmare in intreaga matematica se folosesc
notatii de tipul {ay, ..., a,}. Definitia riguroasa a multimii notate in acest mod este
foarte simpla daca folosim limbajul calculului predicatelor:

(53) A={ay,...,an} <= Vo (r €A «— z=a;Vr=ayV...Vx=a,)

Observatia 9 Pe cat de raspandita, pe atat de gresita este parerea ca atunci cand
scriem {aq,...,a,} trebuie sa presupunem ca elementele ay, ..., a, sunt distincte
doud cate doud. FEste clar ca in definitia (53) nu intervine o astfel de clauza. De
exemplu, scrierea {3,3,2,2,3,1,1,1} este perfect legitima, iar in virtutea definifiei
(53), a comutativitatii si a idempotentei ((5) si respectiv (8)) rezulta

(54) {3,3,2,2,3,1,1,1} = {1, 2,3}.

Ultima egalitate ne ilustreaza si faptul ca absenta cererii ca elementele aq, ..., a,
sa fie distincte nu contrazice conceptia lur Cantor potrivit careia fiecare element al
unet mulfimi este considerat o singura data: scrierea din membrul stang al relatiei
(54) este redundanta — ca si cum am fi facut mai multe fotografii ale fiecarui element
— dar aceasta scriere desemneaza o mulfime in sensul cantorian, dupa cum ne releva
membrul drept.

In afara de argumentele principale de mai sus, exista si un argument pragmatic
impotriva conventiei ca elementele ay, . .., a, sa fie neaparat distincte. fntr—adevdr,
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o conventie se introduce pentru a realiza o anumita simplificare a enunturilor, prin
eliminarea necesitatii de a enumera multe cazuri de exceptie: acesta este rolul unor
conventii cum ar fi x° = 1 sau introducerea multimii vide. In schimb conventia in
discutie nu face decat sa complice lucrurile. De exemplu, o formula atat de simpla
cum este
{al,...,am}U{bl,...,bn} = {@1,...,am,bl,...,bn}

ar deveni ilicita, deoarece nu este garantata respectarea conventier in membrul

drept.

2.5.3. In analiza matematici se foloseste scrierea de tipul Vo > 0, Jdy > 0,
care pare a nu se incadra in sistemul de scriere adoptat in calculul predicatelor. In
realitate, semnificatia scrierii din analiza matematica este data de definitiile:

(55) Ve > 0p(x) =Vo (z >0 — p(x)),

(56) Jz > 0 p(x) = 3z (z > 0 A p(x)),

unde semnul = inseamna ca membrul stang este o notatie presurtata pentru
membrul drept.

Sa vedem cum se neaga enunturile de forma (55) si cele de forma (56). Cititorul
este iIndemnat sa identifice proprietatile pe care le aplicam la fiecare pas al calculelor
de mai jos:

(Vx> 0 p(z)) = Ve (z >0 — pr)) < Tz -(x > 0 — p(r)) <
dz (z > 0 A —p(x)),

=3z > 0p(zr)) =3z (r > 0Ap(z)) < Ve =(z > 0 A p(z)) =
Vo (=(x > 0) V A—p(x)) <= Vz (x >0 — —p(x))

sl prin urmare

(57) (Vx> 0p(z)) <= Jz>0-pz),

(58) =(3z > 0p(z)) <= V>0 -p(z).

Cititorul este indemnat sa reia diverse demonstratii in limbajul epsilon-delta din
analiza matematica si sa constate ca ele sunt corecte, deoarece se bazeaza pe regulile
(57), (58) de mai sus. Insi regulile (57), (58) trebuiau demonstrate, ceea ce am si
facut.

2.5.4. Dupa cum se gtie, un grup (G,o) este format dintr-o multime G si o
operatie binara o : G x G — (G satisfacand axiomele

(59) VaVyVz (roy)oz=xzo0(yoz),

(60) JdeVyzoe=cox =ux,

(61) Vedztzozl=ztlox=c
Uneori, incepatorii gresesc scrierea axiomei (60), inversand ordinea cuantificatorilor;
profesorul face corectura necesara, explicand ca prin inversare se obtine o afirmatie
mai slaba, care accepta ca fiecarui element x 1i corespunde un element e, care s-ar
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putea schimba odata cu x. Din punctul de vedere al sectiunii 2.4, greseala revine
la ignorarea faptului ca implicatia (38) este proprie.

Sa mai observam ca in definitia de mai sus se face o presupunere tacita: elementul
e din axioma (60) coincide cu elementul e din axioma (61). Trebuie sa intelegem ca
aceastd coincidentd nu rezultd din calculul predicatelor. Intr-adevir, o propozitie
de forma Jx p(z) A 3z ¢(x) nu afirma existenta unui x care sa satisfaca atat p(z)
cat gi q(z); implicatia (42) este proprie.

Pentru a afirma explicit coincidenta elementului e din (60) cu elementul e din
(61), trebuie sa comasam aceste axiome Intr-una singura:

(62) Je (Vo (roe=cox=z)AVrIdz ! (zox ' =z"lox=0¢)).

Un mod mai elegant de a inlatura neajunsul semnalat consta in schimbarea
genului proxim al definitiei grupurilor. Vom spune ci un grup (G, 0,7 e) este o
multime G impreuna cu 3 operatii (o operatie binara o : G x G — G, o operatie
unara ' : G — G si o operatie zero-ara e € ), satisfacand axiomele (59) si

(63) Vrroe=ecox=ux,

(64) Vzzoxl=alox=e.

Acest mod de a defini grupurile are si alte avantaje, de natura algebrica, asupra
carora nu vom insistam aici.

2.5.5. In scrierea matematic obignuita cuantificatorii universali sunt uneori
omigi, fiind subintelesi. In general aceasta omisiune nu produce confuzii. Trebuie
totusi sa fim atenti: cand negam o afirmatie pentru care cuantificarea universala
este subinteleasa, formula (34) introduce un cuantificator existential care trebuie sa
apara in mod explicit. Iata doua exemple.

2.5.5.1. Céand demonstram o teorema p(x) = ¢(z) prin reducere la absurd,
presupunem F 3z (p(z) A =¢(z)), conform (D3) si (20).

2.5.5.2. Sa consideram relatia de ordine < si relatia de ordine stricta < pe
multimea R (sau pe o submultime a lui R sau <, < definite axiomatic pe o multime
de natura neprecizata). Proprietatea de reflexivitate a relatiei < este scrisa adeseori:

(65) x <u,
iar proprietatea de ireflexivitate a relatiei < apare sub forma
(66) = £ x,

in formulele (65) si (66) subintelegandu-se cuantificatorul universal.

O greseala foarte frecventa este aceea de a crede ca ireflexivitatea este negatia
reflexivitatii. In realitate, reflexivitatea relatiei < inseamna propozitia falsa Vx = <
x, deci negatia ei este 3 z £ x, pe cand ireflexivitatea (66) este Vo z £ x. In
virtutea implicatiei proprii (33), constatam ca ireflexivitatea este o proprietate mai
tare decat negatia reflexivitatii. Tot asa, necomutativitatea unei operatii binare o
definite pe o anumita multime nu trebuie scrisa x oy # yox, c¢i drdy xoy # yox.
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3 Concluzii:

3.1. Materialul teoretic prezentat in acest articol constituie numai o mica parte din
calculul propozitiilor si calculul predicatelor care — la randul lor — sunt departe de
a epuiza logica matematica. O prezentare enciclopedica a logicii matematice este
oferita in [3].

3.2. Cititorul si-a putut da seama ca simbolismul matematic obignuit prezinta
unele derogari de la simbolismul logicii matematice, primul fiind mai ”colocvial”. In
sectiunea 2.5 am ilustrat partial acest aspect.

3.3. Este incontestabil ca matematica si informatica se bazeaza in mod esential
pe logica si ca, prin urmare, stapanirea unui minim de cunostinte de logica este
indispensabil. Acesta este, de fapt, punctul de plecare al articolului de fata.

3.4. In legatura cu pozitia logicii matematice in liceu, autorul crede ca, oricat
de bine ar fi predate o lectie sau doua de logica matematica in clasa IX, ele nu
folosesc la nimic daca dupa aceea tema este complet uitata (si in particular scoasa
din programa concursurilor de admitere in invatamantul superior). Cunostintele
de logica matematica predate in clasa IX trebuie sa devina un instrument folosit
in permanenta la lectiile de geometrie, algebra, analiza si desigur informatica. In
articolul de fata am dat cateva exemple in acest sens, iar cititorul poate descoperi
singur numeroase altele.
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