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Prefata

Acest text a fost scris pentru a servi ca baza a cursului optional ” Capi-
tole speciale de geometrie” de la programele de master ” Structuri matem-
atice fundamentale” si ”Didactica Matematicii”, prevazut pentru anul
I Master semestrul al Il-lea.

Am ales capitole care sa completeze cursul de ” Varietati diferentiabile”
din anul IIT licenta si care totodata sa constituie o introducere la cursul
general, obligatoriu, de ” Geometrie diferentiala” prevazut in semestrul
I, anul II Master.

Notiunea care transgreseaza cele doua capitole este aceea de forma
diferentiala, utila de asemenea in teoria integrarii, in teoria ecuatiilor
cu derivate partiale si in formularea unor modele matematice in fizica
(electromagnetism, teorii gauge).

In Capitolul I construim pe o cale directa algebra exterioara a
formelor diferentiale pe o varietate diferentiabila si operatorul de diferentiere
exterioara pe care-1 legam de operatorii clasici :gradient, rotor, divergenta.
Introducem grupurile de coomologie deRham, numerele Betti si car-
acteristica Euler-Poincare. Considerand si un produs scalar (metrica
Riemanniana) definim operatorul * Hodge, codiferentiala exterioara si
Laplacianul pentru forme de grad oarecare. Stabilim proprietati, for-
mule de calcul i enuntam teorema de descompunere a lui Hodge.

In sectiunea dedicata aplicatiilor in electromagnetism, scriem ecuatiile
Maxwell clasice in context relativist (dimensiune 4) si le exprimam apoi
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cu ajutorul operatorilor de diferentiere si codiferentiere.

In Capitolul al II-lea, cu titlul " Ecuatii de structura pentru hipersuprafete.
Aplicatii” incepem prin a prezenta primele elemente din teoria hiper-
suprafetelor in R"*! ( definitie, hiperspatiu tangent,normali, forma I-a
fundamentala) intr-o forma paralela cu cea de prezentare a suprafetelor
la cursul de ”Geometria curbelor si suprafetelor ” din anul II, licenta.
Introducem apoi derivata covarianta pe hipersuprafata prin proiectia pe
hiperspatiul tangent a derivatei covariante din R"*!. Simultan obtinem
si forma a II-a fundamentala. Deducem formulele Gauss si Weingarten
precum si conditiile de integrabilitate date de ecuatiile lui Gauss si
Codazzi-Mainardi.

In continuare introducem ecuatiile de structura pentru R"*! si pen-
tru o hipersuprafata. Acestea din urma includ curbura hipersuprafetei.
Pentru n = 2 ecuatiile de structura conduc la o expresie speciala pentru
curbura Gaussiana, expresie utila in demonstratia formulei lui Gauss
-Bonnet, expusa in finalul capitolului.

Textul acesta va fi completat in cadrul seminariilor cu calcule de-
taliate gi explicatii care sa asigure o intelegere optima a cursului.

[asi, ianuarie 2009
Prof. dr. Mihai Anastasiei



1

Teoria Hodge-de Rham cu aplicatii in electromagnetism

1.1. Teorema lui Stokes. Forme exterioare. Diferentiala ex-
terioara

Fie C' o regiune (domeniu) in planul (x,y) i.e. in R? cu frontiera 9C
(o curba).

In manualele de Analiza matematica se arata ca in anumite ipoteze
are loc:

Teorema 1.1.1 (formula lui Green).

/80 P(z, y)dx—l—@xydy—// (@Qxy aPéZ’y))dxdy.

Fie A = P(x,y)dz+ Q(z,y)dy o 1-forma si da = (@ — —) dxdy,

Ox
2-forma obtinuta din A prin operatia d de diferentiere exterioara).
Cu aceste notatii teorema lui Green se poate rescrie intr-o forma
care in alte contexte se numeste formula lui Stokes.

Teorema 1.1.2 (Formula lui Stokes).

Jo= Jh
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Aceasta formula are loc intr-un cadru foarte general pe care-1 schitam
in continuare sub forma de pasi de la particular la general.

Pasul 1. Inlocuim R? cu R” cu coordonatele (z',...,z"). Gindim
coordonate z' : R" — R, (z!,...,a",... a") — zii = 1,...,n. In

formula generala df = 2hdat + ...+ 2Lda™ expresia da’ este exact

diferentiala functiei coordonata z’. Scriem df = >, g :,i dr' sau mai
scurt df = 88 3{ dz® (convenim ca si se sumeze dupé indicii care apar sus

si jos si nu vom mai scrie simbolul )°) si avem un exemplu de 1-forma
pe R™.

In general, A = S0 a;(z',...,2")dz' = a;(z)dz’ este o 1-forma
pe R”™.
Pe multimea dx!, dz?, ..., dz" definim o operatie de produs exterior

notata prin ”A” cu proprietatile:
- asociativitatea, distributivitatea fata de adunare, omogena in ra-
port cu functiile si anticomutativa.

Observatia 1.1.1. Din anticontinuitatea rezulta ca produsele cu cel
putin doi factori egali se anuleaza. Avem deci produsele:

dz', ..., dz™ in numar de n,

da' A dx?, dxt Adx?, ... dx" ! A da™ pe scurt dat Ada? cui < j

in numar de C2,

drt Adx2 AL NdT cudg < iy < ... < 1, In numar de C?

dr'' Ndz AL ANdz et cu iy < dg < ... < i,_; In numar de C’,’;*l =n
dzt Adz? A ... Adzt — un singur produs.

Consideram multimea combinatiilor liniare formule formate cu aceste
produse cu coeficienti functii pe R™. Se obtine un modul finit generat
peste inelul C*>°(R™) al functiilor pe R™.

Este avantajos sa consideram functiile pe R™ ca O-forme si sa scriem

f Adx* = fdz* si atunci modulul de mai sus sa-l privim ca spatiu
liniar peste R. Produsul exterior definit initial numai pe diferentialele
{dz',... dx"} se poate extinde natural pentru oricare doua elemente

din spatiul liniar al combinatiilor formale descris mai sus. Combinatiile
de factori omogeni de exemplu cu produse de p diferentiale, se numesc
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p-forme. Avem:

, R . 1 4 .
B = E bijdl'l ANdr? = 5 E bideZ ANdr?) = ibijdmz Adz’ cu bji = —sz
i=1

1<j

Egalitatea a doua rezulta din anticomutativitate.

1 , .
_Cilizn.ipd'r“ A .. ANdx™

¢= Z Cti1i2...ipd':l:zl A...N\dx'® = ol

11 <t2<...<ip

cu Cj,j,..5, factori totali antisimetrici este o p-forma
a(x)dz' Adz® A . ..dz" — on — forma.

Multimea p-formelor are structura de spatiu liniar si se va nota prin
AP(R™). Dimensiunea sa este C? gi o baza este formata din produsele
dzt Ao Ndx' cu iy <dg < ... <y

Multimea tuturor formelor A(R™) apare ca suma directa:

AR =A "R DA R S...0 AR @ ... & A" (R")

si observam anterior ca are structura de spatiu liniar. Produsul exterior
se poate extinde in mod evident la oricare doua elemente (forme) din
A(R™) cu pastrarea proprietatilor de asociativitate, de distributivitate
fata de suma, omogeneitatea in raport cu numerele reale iar anticomu-
tativitatea capata forma generala: w A 6 = (—1)P0 A w unde w este o
p-forma si 6 este o g-forma. Numerele p si ¢ se mai numesc si gradele
celor doua forme. Agadar avem:

Teorema 1.1.3. (A(R"), +, g, A) este o algebra necomutativa numita
algebra (exterioard) a formelor exterioare pe R™.

Pasul 2. Trecem de la R” la o varietate diferentiala M de dimen-
siune n. Definim mai intai forme locale pe M. Pe varietatea M avem
un atlas de harti locale. Fie (U, ¢) un element al acestui atlas. Deci U
este deschis in M i ¢ : U — ¢(U) C R™ este un heomeomorfism prin
care pe U se introduc coordonate adica pentru orice punct x € U avem
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o(z) = (z',...,2") € R™ Data o functie f : U — R, spunem ci este

diferentiabild dacid f o o™!: o(U) — R este diferentiabila si definim
(df)(z) = d(f o oY) (¢(z)). In particular, pentru functiile coordonate
2 : U — R, 2 — 2' € R obtinem diferentialele dx’.

Cu aceste diferentiale putem proceda ca mai sus si obtinem algebra
exterioara a formelor pe U C M notata prin A(U) = A°(U) & A (U) ®
L BAU) ... AM(U).

O p-forma se scrie ca si mai sus:

1 ) ,
W= —wj i dx' N...\Ndz"
pt
cu coeficientii w;,. ;, total antisimetrici in indicii 7, .. .1, (schimbarea
pozitiei a oricaror doi indici schimba semnul lui w;, ;.

Constructia se poate efectua pentru fiecare domeniu de harta locala.

Ne punem problema ce se intampla pe intersectii de domenii de
harti locale.

Daca p(x) = (2',... 2") i ¢(x) = (2',...,7"), legatura intre cele
doud sisteme de coordonate este data de o™ : p(UNV) — »(UNV) :

L o7
(1.1.1) T =722, ..., 2"), rang (aij) =n.
Rezulta imediat
,dTt
(1.1.2) dz' = dxkdm :

Fie o 2-forma b;;dz’ Adz? pe U si o 2-forma gijdxi ANdZ) pe V. PeUNV
vom avea, folosind (1.1.2):

~ 01" oY

T g ~j _ k h
si deci coincidenta cu b;jdx® A dz" are loc dacd si numai daca
~ 01t 077
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Agadar daca are loc (1.1.3) cele doua 2-forme coincid pe U NV i
impreuna definesc o 2-forma pe UUV. Daca adaugam W pe care definim
bljd/.ilf\z A dfj cu

o7 o
(3) bij = ij%%7
xk Ox
avem a 2-forma definita pe UUW i daca R-j satisface o conditie similara
cu (3) o putem defini pe VUW si deci avem o 2-forma pe UUV UW si
putem continua pana gasim o 2-forma pe M pentru ca M = J,. 2. U,
{(Uas ¥a)aca} atlas pe M. Agadar in general o 2-forma pe M este

~

un set de functii {b;;, b;;, bj, ..., } definite pe domenii de harti locale,
functii legate pe intersectii de formule de tip (1.1.3). Similar putem
defini p-formele cu p = 1,2,...,n si definind operatiile de adunare,

iInmultirea cu scalari gi inmultirea exterioara local (prin reducere la
U C M) obtinem algebra exterioara a formelor pe M notata A(M) =
ANM)ye A (M)® ... A™(M). O p-forma w € AP(M) va fi cunoscuta
printr-o reprezentare locala a ei w = %wiliz”_ipdxi A...Ndz%, iar intr-o

alta harta locala vom avea w = %&jl,__jpd/m\jl A...N\Ndz% cu

o or g
vy = Wido 0T Gin T Bin

Operatorul de diferentiere exterioara (diferentala exterioara)

Operatorul de diferentiere exterioara d este definit pe algebra A(M),
aplica o forma diferentiala de grad p intr-o forma diferentiala de grad
q + 1 si are proprietatile:

(i) Daca forma w se anuleaza pe U C M, atunci §i dw se anuleaza pe
U (d are caracter local).

(ii) d este R-liniar:
d(w+6) = dw + df

dkw = kdw, k € R.
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(iii) Daca w este de grad p,
dwAN0)=dwAb+ (—1)Pw A db.
(iv) dod=0 (d*=0).
Exista d: pentru w = %wll,,,ipdmil A ... A dx" definim dw =
%!dwil,_ip Adz AL A dat.
Rezulta: dw are grad p + 1.
(i) daca w;,..;, =0, pe U C M clar ca dw =0 pe U.
(ii) este evidenta.

(iii) se demonstreaza prin inductie dupa p.

p=1 w=uwds, 0= %Hjlmjkdxil A ... Adatk,
Coeficientii formei w A 6 sunt Z (D)o (1) <...<o(ir) Wo(i)0o(j)..o0) ST W A
0= uk!wﬁhm]kdx A ... Ada*. Avem:
dwnb) = %d(wﬂjl_._jk) Adz' Ndz? A LA datt =
= %dwi Adxt Adx AL AN a0y, +
+;‘ w;df, . Ndx' Adxt A LA datr =

= dw/\Q—w/\dezdw/\Q—l—(—1)1w/\d0.

Acelasi calcul cu grad w = p. Apar p schimbari de ordine adica (—1)?.
(iv) d o d = d*> = 0 se demonstreaz prin inductie.
of
(9 7
of >*f
=1,d(df) =d [ == ) Ada® = INdx =
a=1d(df) (8x2> DI Ox’ o A da’

Pf PN
<8$18:ﬂ B 8xi8xj) du’ N dv' =0

d )

q=0,w = f,df este 1-forma df =




1.1. Teorema lui Stokes. Forme exterioare. Diferentiala exterioara 7

pentru ca derivatele de ordin 2 comuta.

Pentru p oarecare d(dw) = 0 conform definitei formei dw, pro-
prietatii (i) si conditiei d* = 0 pentru ¢ = 1ie. d(dz') = 0, ddw;, ..., =
0.

Operatorul d cu proprietatile de msi sus este unic in sensul ca daca
d’ este un alt operator cu proprietatile de mai sus care coincide cu d
pe O-forme, din cele patru proprietati rezulta ca el coincide cu d. In
adevar, se obtine pentru d'w aceeasi expresie ca pentru dw.

Revenim la R3:

- orice functie scalara f(x,y, z) este o O-forma;

-df = %dw + g—idy + %dz este o 1-forma numita si gradientul lui
f.

- pentru a 1-forma w = Pdx + Qdy + Rdz, a = dw este a 2-forma
numita si rotor:

dw = (Pydz+ P,dy+ P.dz) Ndzx + (Q.dx + Qudy + Q.dz) A dy
+(R.dx + R,dy + R.dz) Ndz =
= (Qu— P)dzNdy+ (R, — Q.)dy Ndz + (P, — R,)dz N dx.

Pentru orice 2-forma o, a = Adx Ndy + Bdy AN dz + Cdz ANdz, § = da
este a 3-forma numita si divergenta:

6 = a—Aalz/\d:zc/\aly—i—a—de/\dy/\dz—I—a—cdy/\dz/\dac
0z ox dy

0A 0B 0C
<5+—ax+a—y)da’/\dy/\d2.

Observatia 1.1.2. Pentru a obfine o forma mai simetrica a divergentei
trebuie luat o« = Ady N\ dz + Bdz N\ dx + Cdx N dy si atunci =

0A oB oC
(%‘i‘a—y‘i‘g) de Ndy N dz.

Din d? = 0 rezulta:
rot(grad f) =0

div (rotw) = 0.
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Alternativ aceste notiuni se pot introduce astfel:

Consideram operatorul Hamilton V = (g,g,g) ca operator
x? Oy’ Oz
"vectorial”. Si atunci definim;
grad f =Vf = (g—i? %, ‘3—£>; ca un camp vectorial pe R3.
Pentru un vector X = (P, @, R) pe R? definim:
oP 0Q OR
divX =V .-X = — + — + — (produs scalar
v o T, T P )

rot X =V x X = (R, —Q,,P. — R;,Q, — P,). (produs vectorial)

Se verifica prin calcul direct
div (rot X) =0
rot(grad f) = 0.

Teorema lui Stokes: |, soW = fo dw generala, pentru n-dimensiuni,
contine pe langa teorema lui Green i celelalte teoreme din calculul
integral.

In R2: C o regiune plan si dC frontiera ei.

w o 1-forma: teorema lui Stokes se reduce la teorema lui Green.

In R3:

(i) [hgw = [gdw cu S suprafata.

Vectorial:

/ Pdx + Qdy + Rdz = /(Ry —Q,)dydz
95=C 5

+(P, — Ry)dzdx + (Q, — P,)dxdy.
(se numeste formula lui Stokes in [MN])

i) Fie K un corp in R? si S suprafata frontier.

/FdS:/rothK
s K

unde dS este element de supafata si dK este element de volum (formula
lui Gauss-Ostrogradski in [MN]). Echivalent,
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/ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = /// (aP 3_@ + ?) drdydz.
z

Daca mtroducem n normal la S si V= (P,Q, R) se poate arata
ca ffdelv Vda:dydz = ffs V. 7dS.

Observatia 1.1.3. Formula lui Stokes contine formulele de legatura
intre integrale curbilinii, de suprafata st de volum studiate in cursurile
de calcul integral.

1.2. Bazele teoriei Hodge-de Rham

Fie M o varietate diferentiala, A(M) algebra ei exterioara si d opera-
torul de diferentiere exterioara.

Definitia 1.2.1. O forma 3 se numeste inchisa daca d = 0. Forma
G se numeste exacta daca exista o incat § = da.

Propozitia 1.2.1. Orice forma exacta este inchisa.

Demonstratie. = da = df = d*a =0 (d* = 0)!

Reciproca este numai local adevarata si este cunoscuta ca Lema lus
Poincaré. Data o p-forma inchisa aw € AP(U) cu U C M, orice punct
m € U admite o vecinitate pe care existd o (p — 1)-forma 3 € AP~} (U)
astfel ca df = aly. O

Exista o versiune globala a acestei leme dar cu o ipoteza suplimen-
tara:

Orice forma inchisa pe o varietate neteda contractibila este exacta.
(M este contractibila daca aplicatia id : M — M este omotopa cu o
aplicatie constanta ¢ : M — M, x — x, fixat in M).

Lema lui Poincaré generalizeaza si unifica doua rezultate de calcul
vectorial:

- Daca rot X = 0, atunci local X = grad f.
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- Daca divX = 0, atunci local X =rotY.

In R3 avem submul{imi 1-dim (curbele), cu frontiera din doua puncte
sau vida, 2-dim (suprafete) cu frontiera o curba sau vida (ex. sfera) si
3-dim (corpuri) cu frontiera suprafete. Daca pe acestea se introduce si
o orientare se vor numi p-domenii sau p-lant. Similar intr-o varietate
n-dim. vom avea p-lanturicup=1,...,n.

Un p-lant C' € C,(M) se va numi ciclu daca frontiera 0C' = 0 adica
este vida. Un lant C' se va numi frontiera daca C' = 0B cu B € C,(M).
Evident cd 9(0C) = 0 i.e. 9*> = 0. Asadar, 9 este similar cu d si se
numeste operator frontiera.

Prin dualitate p-formele se mai numesc colanturi, iar o forma w
inchisa se va numi cociclu. O forma exacta se va numi si cofrontiera.

Dualitatea p-forme si p-lanturi este mai precisa si este data de o
aplicatie

AP(M) x Cp(M) — R
(w,C) — /Cw := (C,w) ( produs scalar )

Exemplul 1.2.1.

p=1, w = a;dx’ (C,w) = / dz' + axdz® + ... + a,dx”
c
p=2 w=a; dx'Nd?
C =S —suprafata (C,w) = // andxt ANdx® + ...+
S

p=3 w = adzdydz

C = Kcorp (Cyw) = /// adzxdydzx.
K

Teorema lui Stokes: [, w = [, dw revine la a scrie (9C,w) =
(C,dw) (d cu 0 sunt autoadjuncti in raport cu (,)).

Avem (9?C,w) = (0C, dw) = (C, d*w) = 0, Yw si deci 3*C = 0 i.e.
operatorul O are proprietatea 9% = 0.
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Pentru R? avem urmatorul complex de colanturi

ARy 2 Ol(R3Y 2. 02(R3) 2. O3(R2) o
0 A(R)gmdQ(R)rotQ(R)de(R) 0
Din d? = 0 rezulta ca Imd C kerd.

Dupa Lema lui Poincaré aveam egalitate numai local pe U C M
caz in care girul respectiv este local exact. Dual avem un complex de
lanturi

O%Co(R?’) TCl(RS) TCQ(R%?C%(R?))(;O

In general pe o varietate M cu n dimensiuni avem complexul de colanturi:

0— A°(M) -5 AN M) - =L AP (M) =5 APPH(M) = -+ — AM(M) — 0.

In AP(M) avem doud substatii vectoriale: ker := ZP(M),Imd :=
BP(M) cu proprietatea ca BP(M) C ZP(M). Spatiul factor H, (M) =
ZP(M)/BP(M) se numeste grup de coomologie de Rham pentru vari-
etatea M. Se numeste grup pentru ca se are in vedere structura grupala
aditiva dar prin constructie este un R-spatiu liniar.

Definitia 1.2.2. Numerele b, = dim H},, se numesc numerele Betti
ale varietatii M.

Observatia 1.2.1. 1) HY (M) este format din mulfimea functiilor
f €M cudf=0,deci f= const. (M conexi) si deci HY,(M) ~ R si
bo(M) =1.

2) Numerele Betti pot fi diferite de zero numai pentrup = 0,1,2,...,n =
dim M.

([Gh], p. 258, ex. de calcul pentru S).

3) a,f € AP(M) sunt coomologe sau apartin la aceeasi clasa de
coomologie [a] daca o — 3 este exacta i.e. Iy incat a = 3+ dvy.

Dual, folosind complexul de lanturi:

00— CUM) +— CH{M) +— ... +— C?(M) +— ... «— C"(M) +— 0
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definim H,(M) : Z,(M)/B,(M) = ker(0 : C,(M) — Cp—1(M))/Im(0
Cpi1(M) — C,(M)) care se numesc grupuri de omologie.

dim H,(M) = b,(M) (Teorema lui de Rham)

Definitia 1.2.3. Se numeste caracteristica Euler-Poincare

n

X(M) = (=1)"b, =bg — by + by — bs....
p=0
Propozitia 1.2.2. Daca varietatea conexa M este contractibila, atunci
HYp(M)=0,¥p=1,2,...,n gi deci x(M) = by = 1.

Demonstratie. Dupa Lema lui Poincaré avem ZP(M) = BP(M) si deci
HY (M) =0,p=1,2,...,n. Il

1.3. Operatorul Hodge x

Definitia 1.3.1. Operatorul Hodge * este o aplicatie * : AP(M) —
A""P(M) cu proprietatile

(i) aAxf3 = [ Axa = (a,[B)u
(ii) ** a = (—1)P("Pq

(iii) *(cra+ c2f) = 1 *x a+ o * 3

)
)
)
(iv) a Axa=0= a=0.

In (i) apar notatii care necesita explicatii suplimentare. De fapt
operatorul * se poate defini numai pe varietati Riemanniene orientate.
O varietate Riemanniana este o varietate pentru care spatiul tan-
gent T, M, x € M este dotat cu un produs scalar g(z) care depinde
diferentiabil de z € M. Fie U o harta locala centrata in x cu functii co-
ordonate (z¢), 2° : U — R, x — (x',... 2% ..., 2") — 2' € R. Atunci
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(5%12) constituie o bazd in T, M si notdm g;;(z) = 9(z) (3% s, 55 |2)
Cu z variabil in U obtinem functiile z — g;;(2) = g(z)(3%, 52 care

se numesc componentele metricii Riemanniene g : * — g(x) pe U.
Dependenta diferentiabila de x a functiei g : = — g(x), x € M este
echivalenta prin definitie cu diferentiabilitatea functiilor (componen-
telor) gaj) ().

Pentru ca g(z) este un produs scalar, aceste componente au pro-
prietatile

1) gij(z) = gij(x),Vo € U,YU C M (simetria);

2) ¢;;£'¢7 > 0,V(¢") € R™(&") # 0 (pozitiva definire).

~—

Fie U o altd hartd locald care contine x adica x € U N U # (Z)Ngi
gi;(x) componentele metricii Riemanniene g : ¢ — g(x), © € M pe U.
e O 0T’ 9 ~j ' o
Relatiile ;% = $5 52, unde 77 = 27(2',...,2"), det(§%) # 0 sunt
schimbarile de coordonate, implica

Tk ozl _
(1.3.1) gij(I) = %%gkh(x(x))

Relatiile (1.1.3) permit recuperarea metricii Riemanniene g : z —
g(x) : T,M x T,M — R (produs scalar) din componentele sale locale.

Mai exact, o metrica Riemanniana se poate defini ca seturi de functii
reale (g;;) cu proprietatile 1) si 2) definite pe domenii de harti locale si
care pe intersectii de asemenea domenii sunt legate prin 3).

Observam ca din 2) rezulta det (g;;) # 0 (conditie de nedegenerare).

Conditia 2) poate fi slabitd cerand ca forma patraticad ¢;;£'¢’ sa
ramana nedegenreta (det (g;;) # 0) dar sa nu fie pozitiv definita (echiva-
lent negativ definita) ci sa fie semidefinita adica prin aducere la forma
canonica sa aiba un numar de patrate cu semnul (+) si un numar de
patrate cu semnul (-). Pentru n = 4 putem avea situatiile esentiale
(— 4+ ++) sau (— — ++) ambele de interes pentru fizica teoretica.

In aceasti ipoteza mai slaba spunem cd avem o metrica semi-Riemanniana
sau pseudo-Riemanniana. In cazul signaturii (—, 4+ ... +) se vorbegte
de metrica Lorentz.
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Perechea (M, g) cu g metrica Riemanniana sau semi-Riemanniana
se numeste varietate Riemanniana sau semi-Riemanniand. In particu-
lar, putem vorbi de varietate Lorentz.

In general, o variatate se numeste orientabila daca admite un atlas
pentru care matricile Jacobiene ale schimbdrilor de coordonate 7° =
7'(27) au determinant pozitiv adica J = det(Z%) > 0. Pentru o n-
forma a(z)dz' A ... Ada™ = a(z(x)dx' A ... A d2™), formula generald
de schimbare a componentelor ne conduce la a(z) = a(z)J(x). Daca
in egalitatea (1.1.3) trecem la egalitatea determinatilor obtinem:

det (gij(x)) = J*(x)det (gi;(Z(x)))

si observam ca daca M este varietate orientabila putem deduce ca

\Jdet(gi;(2)) = T()y /det (G, (F(2))).

Asgadar /det(g;j(x)) este componenta de n-forma, cu alte cuvinte este
bine definita n-forma

p=/det(gij(z))dz' Adax®* A ... Adz™)

numita gi forma volum pe (M, g) orientabila. Avem astfel explicata
notatia p din formula (i) de definire a produsului *. Uneori p se noteaza
prin dv.

In continuare consideram M varietatea Riemanniana orientabila.
Metrica Riemanniana ¢(g;;) defineste produsul scalar a doua campuri
vectoriale X = Xiaii siY = Yj% prin (X,Y) = ¢g,; XY7. Fie (¢°%)
inversa matricii g;; adicd g;;¢°* = §F = 1, dacid i = k si 0 in rest. Se
verificd imediat ca dacd o = a;da’ i f = Bjda? prin formula (o, §) =
g a;3; se obtine un produs scalar in multimea A*(M).

Formula poate fi extinsa la p-forme:

1

' ; 1 . ,
“ Ijail"'i”dw“ Ao hdes, f= Hﬁjl...jpd-%“ A ... dzr

<04, ﬁ> — gujlgzz]z - -gw]paii...ipﬁj1...jp
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(sumare dupa indicii 4y ...4p,J1...Jp). Cu aceasta avem semnificatia
completa a conditiei (i) din definitia produsului Hodge *.

Pentru n-forma volum dv avem *dv = f (functie, 0-forma). Dupa
(ii) avem si *f = dv. Conditia (i) scrisa pentru a = [ = dv conduce la
dv A xdv = (dv, dv)dv sau fdv = (dv, dv)dv si urmeaza f = 1 deoarece
(dv,dv) = 1. Daca M este compacta se definegte volmul ei prin formula

vol(M):/Mdv:/M*L

Notam si urméatoarea consecinta a formulei (i):

wAxw = wlPdv,  [wl] = Viw,w).

In [GhOJ, p. 70, Vol. 2 se stabilesc expresii locale pentru *w :

1
(KW .y = m Z EoWo(1)...0(p)9jr0(p+1)...95, ,0(n)
i) 61)...o(p)
cu sumare dupa toate permutarile o ale multimii (1,...,p,...,n) s

£, = £1 dupa cum o este permutare para sau impara.

Aplicatie. Fie M = R cu g;; = §;;. Rezulta det(g;;) = 1. Fie
(z,y, 2) coordonatele in R®. Rezultd ci *dx este o 2-forma care se poate
scrie ca o combinatie liniara de tipul adx A dy + bdy A dx + cdz A dzx.
Se obtine: xdx = dy A dz, *dy = dz N\ dx, *dz = dz A dy (A se vedea
M. Spivak, Vol. 4).

Produs scalar Hodge

Fie doua p-forme « si # cu suport compact (sau M compactd).
Definim aplicatia (,) : AP(M) x AP(M) — R,

(a, B) — (a, B) = /M o A xB(= /M (o, B)do).

Propozitia 1.3.1. Aplicatia (,) este un produs scalar i.e. este biliniara
simetrica $i pozitiv definita.
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Demonstratia rezulta imediat din proprietatile i)-iii) ale operatoru-
lui *. De exemplu, (a,a) = [,,a Axa = [, [|of*dv > 0 si avem
egalitate cu zero numai daca |ja|| =0 = a =0.

Pentru orice p-forma « definim functionala norma prin

||a||:/(a,a>*1:/ a A xa.
M M

Observatia 1.3.1. Se poate arata ca ecuatia Euler-Lagrange pentru
aceasta functionala revin la Aa = 0, unde A este Laplacianul Hodge
ce va fi definit mai jos.

Operatorul de codiferentiere

Pe AP(M) avem produsul scalar (, ) precum si operatorul de diferentiere
exterioara d : AP(M) — APTH(M).

Definitia 1.3.2. Se numeste operator de codiferentiere exterioarda o
aplicatie liniara 6 : AP(M) — AP~1(M) definita prin: § = (—1)"@+D+14
dx sau echivalent d = (—1)" % 0 * .

Observatia 1.3.2. 1) Daca n este par (in Relativitate), atunci § =
—kdksaud=—%0*.
2) Daca f este 0-forma, atunci *f este o n-forma si d(xf) = 0, deci

of =0.
Propozitia 1.3.2. Operatorul de codiferentiere & are proprietatile:
i) dod =0%=0 (amintim cd si d* =0);
it) 0% = (—=1)PT v d, 6 = (—1)P * d;
i11) dox = xdd; *dd = od * .

Demonstratie. Toate rezulta prin calcul direct folosind proprietatile lui
d g *. O

Laplacianul Hodge este operatorul A : AP(M) — AP(M) definit
prin A = dé + 6d = (d + ).
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Propozitia 1.3.3. A are proprietatile:
i) 0A = Ad = ddJ;
i1) dA = Ad = dod;
i) *A = Ax.
Definitia 1.3.3. 1) Daca dw = 0, w se numeste coinchisa si daca

w = 06 ea se numeste coexacta.
2) O p-forma w se numeste armonica daca Aw = 0.

Propozitia 1.3.4. Aa=0< da =0 gi da = 0.

Demonstratie. Implicatia < este evidenta. Invers, Aa = 0 = (o, Aa) =
0. Dar (o, Aa) = (o, dox) + (o, dder) = (dav, 0a) + (dev, dov) si egalitatea
cu zero implica separat (6o, da) = 0, (do,dar) = 0 adica da = 0 si
da = 0. O

In demonstratie am folosit
Propozitia 1.3.5. Fie w € AP(M) si 6 € AP*(M). Atunci
(dw,0) = (w, 60)
unde (,) este produsul scalar Hodge.

Demonstratie. d(w A *0) = dw A 0 + (—1)Pw A d 6.

Definitia lui § = (—1)"®+*Y+1 « dx, in baza proprietatii i) a lui
$ 042 = (=P o kL (—1)PP) = x o 571 = (—1)P Dy (p(n—p)
si p(n—1) au aceeasi paritate) se rescrie: § = (—1)" P+ (—1)pn=1)4—1
dx = (—1)P 1 dx.

Retinem deci forma echivalenta: § = (—1)? x =1 d* . Rezultd d x 0 =
(—1)P™ % 66 si inlocuind mai sus:

d(w A *0) = dw A x0 — w A x60.

Conform definitiei:

(dw,0>:/ dw/\*ez/ d(w/\*ﬁ)—l—/ w/\*56:/ wWA*60 = (w, 66).
M M M M
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Am folosit teorema lui Stokes [, d(w A x0) = [, w A0 = 0 pentru
ca M este prin ipoteza cu frontiera vida. Il

Aceasta propozitie ne arata ca ¢ este adjunctul lui d in raport cu
(,). Cu substitutii convenabile rezulta si (da, ) = (a,df). Aratam
acum ca A este autoadjunct in raport cu produsul scalar Hodge (, ).

Propozitia 1.3.6. Are loc egalitatea (Aw,0) = (w, AB) pentru orice
w,0 € AP(M).

Demonstratie.

(Aw,l) = (ddw + ddw,0) = (dow, 0) + (ddw, 0)
= (0w, d0) + (dw,db) = (w, §0) + (w, 6d0)
= (w, (6 +dd)0) = (w, AH).

Observatia 1.3.3. Daca w = f este 0-forma, avem

Af=dsf +odf = odf = 5(%@%).

In [GhO, Vol. 2, p. 76] se arata ca pentru o p-forma w coeficientii
lui dw sunt dati de formula:

((5w)h1...hp_1 = _gij(viw)jhl...hp_l

unde V; este derivarea covarianta in raport cu %. Pentru o 1-forma

a = a;da?,; avem:
(an)(Y) = Xa(Y) — O&(V)(Y)

si deci (Via); = d;0; — T, Rezulta ca dov este functia —g% (9;05 —
of

IFay). In particular, pentru w = SLdx' obtinem

oxtoxI U Ok
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Asgadar pentru functii f : M — R, Laplacianul este

Afz—g”( OF af).

0xt0xI 4 Ok

Aceasta expresie constituie generalizarea Laplacianului pentru functii
definite pe varietatea Riemanniana orientata (M, g). In unele manuale
se omite semnul (—). Dacd (M, g) = (R", (,)), atunci g = ¥, nf, =
si obtinem

se YT (PLLEL

Ox?® ox'2 ~ 9x®2 7 O
Pentrun =3, —Af = &4 + 2L 4 &/
entru n = 3, =gz T 57 T 52

Observatia 1.3.4. In R3 dacs identificim:

functiile scalare cu o-forme
campurile vectoriale cu 1-forme
fluxurile i.e. produsele vectoriale de 2 vectori cu 2-forme

densitatile i.e. produsele mixte cu trei forme

atunci
grad — d pe o-forme
div — ¢ pe 1-forme
rot — xd pe 1-forme
div grad — A : pe o-forme

rot orot — grad div — A pe 1-forme.
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Intr-adevir: pentru fgrad f = (%, g—i, %) care se identifica cu 1-
0 )
forma df = 8—£da: + 8—£dy + g—f;dz.
Pentru w = Pdx 4+ Qdy + Rdz, divw = 81, Ly 0 8y —|— , iar formula
generald pentru dw, particularizata la R3 cu (,) dat de 5@3 conduce la

y oP 0Q OR .
5y — — [T )
0" 0 (830 + By + 32) divw

(apare o diferenta de semn care poate fi anihilata considerand (—d;;).
Pentru w identificat cu (P, @, R) avem

9Q OR OR 9P 9Q OP

I'OtCUIVX(P,Q7R): (3_93_8_3;7%_5787_8_?;)

care se identifica cu 1-forma

0QQ OR OR 0P
— ——)d — — —|d
(8:& 8y) $+<8x 82) vt
Trebuie aratat ca *dw este exact aceasta 1- formé Pentru o functie

f avem grad f = (ai, gi af) si div grad f = 8x2 f 49 ay —I— =Af.

@ — @ dz
or Oy '

Operatorii d si § sunt adjuncti sau duali in sensul ca daca « este o
p-forma si 3 o p 4+ 1-forma avem:

(da, B) = (a,00) si (6av, B) = (o, d5).

Intr-adevir, relatia Joy d(a A %3) = 0 este echivalenta cu

/Mda/\*ﬁ+/Moz/\(—1)pd*5:O

. A doua integrala din aceasta suma se scrie in forma

/ aA(=1)P* (xd* () = —/ a A\ *03
M M
si deci suma devine (do, 3) — (o, 03) = 0.
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Ca un corolar se obtine ca Laplacianul Hodge D = dd + dd este
autoadjunct adica

(Aa, B) = (a, AD).

Tntr—adevér, fiecare membru al acestei egalitati se rescrie in forma
(dov, dB) + (0, 03).

Cum (Aa,a) = (da,da) + (da, 6a) > 0 cu egalitate numai daca
A« = 0, operatorul A este pozitiv definit (eliptic).

Teorema de descompunere a lui Hodge. Fie M o varietate
Riemanniana neteda, compacta, orientabila. Penru orice p-forma pe M
(p <n=dimM)w € AP(M) exista si sunt unice formele a € AP~1(M),
B € APTH(M) si o forma armonica v € AP(M) (i.e. Ay = 0) astfel incat

w=da+08+7y

(orice forma se scrie ca suma dintre o forma exacta, una coexacta si
una armonica).

Observam ci (da, 63) = (a,6%3) = 0, adica formule 6, si dg sunt
ortogonale.

Fizicienii spun ca da este componenta longitudinala, iar df este
componenta transversala in aceasta descompunere.

Pentru p = 0 rezulta ca orice functie f pe M se scre in forma
f =006+ cu v o functie armonica si § o 1-forma. Pe baza formulei
care di & (v. [GhO], vol. 11, p76) obtinem f = — "2 Bm“ cu 7y solutie

a ecuatjiei g ( algw —Ffj ggc) = 0. Pentrup = 1 avem: w = df +65+7,
unde f este o funci;le (8 o 2-forma si v o 1-forma armonica.

Versiune vectoriala: orice camp vectorial se poate descompune intr-
o suma de doua campuri vectoriale, unul cu divergenta zero si celalalt
cu rotor zero. Din (A~v,7) = (dv,dvy) + (07, d7) rezulta ca daca g este
armonica atunci dy = 0 si dy = 0. Fie w o forma inchisa i.e. dw = 0.
In descompunerea Hodge, d3 trebuie sa fie zero. In adevir, dw = 0
implica dog =01 0 = (déS, 5) = (63,6) implica 63 = 0.

Rezulta ca w = da + v (descompunere Hodge scurtd). Asadar w si
~ diferd prin do i.e. definesc aceiasi clasa de coomologie [w] € HP(M).
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Lema 1.3.1. Doua forme armonice diferite nu pot fi coomoloage adica
nu pot fi in aceeasi clasa de coomologie.

Intr-adevar, fie v si 4/ armonice coomoloage diferite adica v =
~v 4 df. Din armonicitate rezulta 0y = 6+ = 0 si deci ddf = 0, iar

= (6d0,0) = (df,dp) implica df = 0, contradictie.

Asadar orice clasa de coomologie contine o forma armonica (dupa
descompunerea scurtd Hodge) gi numai una. Altfel spus, daca notam
prin H? (M) multimea p-formelor armonice, aplicatiay — [y], H?(M) —
HP(M) care asociaza fiecarei forme armonice clasa ei de coomologie,
este un izomorfism de spatii liniare.

Definim o aplicatie e : H?(M) x H" (M) — R astfel: ([o],[3]) —
e([o],[8]) = [,;@ A B, unde & este p-forma arminica ce corespunde
clasei [a] si similar se definegte .

Propozitia 1.3.7. Aplicatia e este o forma biliniarda nedegenerata.

Demonstratie. Conditia de biliniaritate este imediata. Demonstram ca
este nedegenerata pe HP(M) astfel: fie [a] # 0 si @ # 0. Rezulta ca
[y @A *a = (@, a> > 0. Notém = *a si calculam Aﬁ Axa =

«*Aa = 0. Deci ﬂ este armonica §i cum fMa A B > (0 avem ca
e([al, [5]) # 0 (se demonstreaza contrara conditiei uzuale de nedegener-
are).

Procedam asemanator plecand cu [3] # 0 si B # 0 si obtinem
nedegenerarea pe H" P(M).
Definim e* : H?(M) — H"P(M) astfel:

la] = a — xa — eﬁ([a]).

Definitia este corecta pentru ca am observat ca *xa este armonica.
Aplicatia e este un izomorfism de spatii liniare pe baza propozitiei
precedente.

Ca un corolar al acestui izomorfism avem urmatoarea proprietate
a numerelor Betti: b,(M) = b,_,(M) pentru orice p° = 1,2,...,n
De aici rezultd ca in cazul dimensiunii impare, caracteristica FEuler-
Poincare x(M) = 0. In adevar, x(M) contine 2k + 2 termeni cu semne
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alternand si cu egalitatea b,(M) = b,_,(M) ei se reduc doi cate doi

bp —by+by—bs+ ... —byp_2+0b,-1—b, =0.

1.4. Aplicatie in teoria electromagnetismului
In teoria electromagnetismului (pe scurt elm) intalnim:
E - campul electirc,
H -campul magnetic
D -deplasarea electrica
B -inducta magnetica.

In vid avem: D = e, H = MLOB unde £q si po sunt constante care
satisfac: eopp = 1/c2, cu c viteza luminii in vid.

Intalnim de asemenea densitatea de curent J. Amintim ¢ am notat
in R? prin V operatorul vectorial V = <a%’ a%’ %) numit si operatorul
Hamilton.

Entitatile mentionate satisfac ecuatiile Maxwell:

(1.4.1) V - D = p (Legea lui Coulomb)
oD :
(1.4.2) VxH=J+ v (Legea lui Ampere)
0B .
(1.4.3) V x E+ i 0 (Legea lui Faraday)

(1.4.4) V - B = 0 (absenta polilor magnetici liberi).
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Acestea se pot rescrie astfel:

div D = p,
oD
tH=J+—
ro + o

0B
tE+—=0
rot & + ot )

divB = 0.

In plus, J satisface ecuatia de continuitate:

ap dp
Taivwv.J=0 (£
ot " ot
Observatia 1.4.1. D, H, J, E sunt campuri vectoriale care depind de

x,y,z dar gi de t (timp).

Din (1.4.4) rezulta ca local B =rot A sau B =V x A, unde A este
un vector numit vector potential. Rezulta ca %—? =V x %—? i (1.4.3)
devine

+divJ = 0).

0A 0A

Din nou local (consecinta lemei lui Poincaré), E + %—‘? este un gradient
adica exista o functie ¢ numita potential scalar incat
0A 0A

1.4.6 E+—=-VoeE=-Vop— —.

(1.4.6) + 35 ¢ 0= =

(Semnul ” — 7 se alege conventional). Asadar B si F sunt complet
determinati de A gi ¢. Ecuatiile (1.4.1) si (1.4.2) conduc respectiv la
ecuatiile

b

9]
(1.4.7) V3¢ + a(v -A) = —p/eo
2 4 LA g g L0
(1.4.8) VA e V(v A+C2 815) = — o .
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Avand in vedere ca V x (VA) = 0 pentru orice functie A, rezulta ca
B = V x A ramane neschimbat la transformarea A — A’ = A + VA.
La fel, F ramane neschimbat la transformarea

OA

¢— ¢ = o

Putem astfel alege un set (A, () care sa satisfaca conditia Lorentz:

19¢

V- A+028t

0.

Atunci ecuatiile (1.4.7) si (1.4.8) capata forma de ecuatii de unda, una
pentru ¢ si una pentru A:

1 8%
(149) V2 - E% = —p/g(),
1 0%A

Deci electromagnetismul are asemanari cu undele.

In ecuatiile precedente ¢ (timpul) are un rol privilegiat, separat de
x,y, 2. Dar t poate fi considerat si ca a patra dimensiune si forma cu
variabilele z, y, z un spatiu 4- dimensional

Din ratiuni fizice si calculatorii se ia 2° = ct, 2! =z, 22 =y, @
si se considera spatiul 4-dimensional cu coordonatele (ZE ol )
Distanta da? + dy? + dz? se inlocuieste cu distanta ds? = (d:v )
(dr')? — (dx?)? — (dx?)? = Adt* — (dx')? — (dx®)? — (dx®)?. Distanta
ds? este invariantd la transformaérile Lorentz, o submultime a lor fiind
data de forma:

2’ ché —shé 0 0 20
' | | —shé che 0 0 x!
z” - 0 0 10 x?
o 0 0 01 2
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care se pot rescrie:

~
»

3

88 8 8
I

In spatiul 4-dimensional considerat se utilizeaza notatiile

0
Oa = (a_v)

62
A(20)2
Cu aceste notatii, daca punem ¢ si A la un loc pentru a forma un
4-potential A = (¢, cA) si definim J* = (p, 1J), ecuatiile (1.4.9) si
(1.4.10) se pot uni in forma

O — V2.

1
(1.4.11) OAY = —J°
0}

si conditia Lorentz se reduce la
(1.4.12) 0, A% = 0 (sumare dupa a =0, 1,2, 3).
Daca definim

0 —-FE. —Eg» —Ez

En 0 —cB,s  cB,e2
aBy z T T
(F ) o Exz CBx3 0 —CBw1
Exs —CBIQ CBxl 0
si
0 —CBxl - CBIQ —CBI:s
af _ cBg 0 Eys —Lig2
7= cB,2 —F,3 0 En

cB 23 EIQ - Eml 0
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3

unde indicii arata componentele dupa axele z*, 22, 23, ecuatiile Maxwell

neomogene se scriu in forma

1
0, F* = —J° (sumare dupa o)
€o

iar ecuatiile Maxwell omogene capata forma

0o F* =0 (sumare dupi ).

1.5. Ecuatiile Maxwell exprimate cu forme diferentiale

Fie spatiul Lorentz R cu coordonatele (z° x', 22 23) cu 2° = ct si
metrica ds? = dt* — (dz')? — (dz?)? — (dz®)®. Rescriem ecuatiile
Maxwell clasice in forma

(1.5.1) V-B=0
0B
(152) V x FE+ C@ = O,
1
(1.5.3) V-E=—p,
€0
10F
1.54 B =g + ——
( ) VX Hod + c 00’

folosind legaturile intre D, E si B, H respectiv precum si 2° = ct.
Pentru a simplifica ecuatiile Maxwell omogene (1.5.1) si (1.5.2) se
introduce o 2-forma F' numita ”Faraday”:

F = —Eydz® Ada' — Eyda® A da? — Esda® A da® +
(1.5.5) +c(Bidz® A dz® + Bodx® A da' + Bsda' A da?).
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Aici F; si B; sunt componentele cAmpurilor respective dupa axele z!, 22, 3.

Acestea sunt functii de 2°, 2!, 22, 23. Calculam

E E E
dF = —@d:co Adat A da? — @dxo Adzt A da® + &dxo A dzt A da?
ox? ox3 ox!
E E E
C92 0 0 e mdn® 4 PEB 000 det mdn® 4 OEB a0 A da? p di
ox3 oxl ox?
B B
+c ﬁdgz'l Adx® A da® + &dxo Adz? ANda® + - + -
ox! 0x0

= (cV - B)da' Ada® Ada® +
N (CaBl N OB,  0Es

Oxrg Ox3  Ox!

(CaBQ OB,  0Es

Oxrg Ox3  Ox!

(833 OE, O0F;3

) dz® A dx? A dx?

) dz® A dx? A dxt

681:0 + orl  Ox2

in baza ecuatiilor (1.5.1) si (1.5.2). Invers, dF' = 0 implica (1.5.1) si
(1.5.2). Asadar ecuatiile Maxwell omogone sunt echivalente cu ecuatia

)d:zco/\dml/\deZO

(1.5.6) dF =0 (Feste2 — forma ”Faraday”)

Pentru a trata similar ecuatiile neomogene, observam ca daca trecem
B - Esi E — —B in (1.5.1) si (1.5.2) obtinem ceva ce seamana
oarecum cu ecuatiile (1.5.3) si (1.5.4). Aceasta observatie sugereaza
introducerea 2-formei numita Maxwell:

M = ¢(Bda® Ada' + Bydx® A da® + Bsda® A dx®)
(1.5.7) +Eydz? A dx® + By Evda® A dat + EsEydxt A da?

Amintim ci operatorul Hodge * : A¥(M) — A" *(M) este astfel ci

a A3 = g(a, B)dvol,, unde dvol, = /| det(g;;)|dx' Adx* A ... A dz"
si daca o = éail_”ikdw“ A...ANdz' si 8= %ﬂjl...jkdmjl A .. A dadw,

9(e, B) = iy B g™ g™,
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unde (g") este inversa matricii (g;;).

In cazul nostru (g;;) = diag(1, —1, -1, —1), det(g;;) = —1, (¢%) =
diag(1,—1,—1,—1) si operatorul * este determinat de urmatoarele reg-
uli (actiunea lui pe baze):

x1 = da® A dxt A dx? A da?,

#(dz® A dat A da? A da?) = -1,

*dz® = dxt A da? A da®, x(dat A da® A da?) = da®
sdr! = da® A da? Ada®, #(da® A dz? A da?) = dat
xdz? = dz® A dad A dxt, x(da® A dad A dat) = da?
xdz® = dz® A dat A da?, x(da® A dat A da?) = da?

#(dx® A dzt) = —da? A da®, #(da® A da®) = —dad A dat

#(dz® A da®) = —dx' A dx?, x(dx' A da?) = dx® A da?

w(dz® A dx') = dz® A da®, #(dz® A da?) = d2® A dat

Cu aceste formule se poate verifica imediat ca M = xF'. Calculam
apoi dM privind la ecuatiile (1.5.3) i (1.5.4) cu p o functie. Obtinem:

xdM = VEdz' Adz® Ade® +
+ (aEl —c (8B3 — aB2>) dz® A da* A do?

D0 012 013
OF, 0B 0B;s

+ <w —C<% — %>) da:OAdx3/\dx1
OFs 0By 0B,

+ (ﬁ —C<% - W)) d.TO/\dxl/\dZE'Z

1
= —pdx' Ada? Adx® —
€0

—cpoJrdx’ A dx? A dx® — cpgJoda® A da® A dat
—cqugda:O A dzt A di?.

Sau altfel scris: )
xdx F'=—J,
€0
unde J este o 1-form# numits ” 4-curent”

~ 1
(1.5.8) J = pdx® — E(Jldrz:l + Jodx® + Jzdz?).
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Dar *d = 0 si deci pe baza formulelor (1.5.3) si (1.5.4) obtinem §F =

L J Invers, aceasta relatie implica (1.5.3) si (1.5.4). Asadar ecuatiile
Maxwell neomogene sunt echivalente cu

(1.5.9) §F = —J (J 1-forma 4-curent).

In concluzie, in R** ecuatiile Maxwell au forma
1~
(1.5.10) dF =0, 0F = 1.
€o

Aceste forme permit formularea ecuatiilor Maxwell in mod abstract,
pe o varietate diferentiala oarecare.

Observa’gia 1.5.1. Din 6F = %j, deducem, folosind 02 =0, cd 6J =
0 < B:EO + V J =0 sau —’f + V - J = 0 ecuatie numita st legea de
conservare care ne spune ca sarcina totala este invarianta.



2

Ecuatii de structura pentru hipersuprafete. Aplicatii

2.1. Hipersuprafete in spatiul euclidian F"*!

Identificam spatiul euclidian E™*! cu R"*! folosind un reper ortonor-
mat fixat si consideram hipersuprafetele ca submultimi in R"+!.

Definitia 2.1.1. Se numeste hipersuprafatd in R™** o submultime S =
h(U) cu h : U — R™! o imersie de clasd C%(s > 1,s € N) 5i U o

submultime din R".

Vom da aplicatia h prin formulele:

vt =2t un),
v? = 2%(ut, .. u"),

(2.1.1) " = a"(ut, . u),
o=t ™), (L

Conditia ca aplicatia h sa fie imersie este

(2.1.2) rang (83@ ) =n,

oxt

unde indicii o, 6 =1,2,...,n+ 1 si indicii 4, j, k .

1 la n.

31

,u) e U.

.. vor lua valori de la
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Observatia 2.1.1. Daca in Definitia 1.1 cerem ca U sa fie multime
deschisa gi aplicatia h sa fie scufundare (imersie §i homeomorfism pe
imagine) atunci S = h(U) se numeste hipersuprafata elementarda. Se
arata ([2]) ca orice punct al unei hipersuprafete apartine cel putin unei
hipersuprafete elementare. In continuare ne vom restrange consideratiile
la hipersuprafete elementare. Perechea (U, h) se numeste parametrizare
a hipersuprafetei elementare S.

Fie ¢ : V — U, V deschis in R™ un difeomorfism de ecuatii
ou’
ou’
Se constata imediat ca (V) hop) este o noua parametrizare a hipersuprafetei
elementare S.

Aplicatia ¢ se numeste schimbare de parametri pe S. Vom cnsidera
numai notiuni geometrce, adica independente de parametrizare cu care
eventual se definesc.

Imaginea prin h a unei curbe ¢ : (—¢,¢) — U, t — ¢(t), € > 0, adica
h o ¢ se numeste curba pe S. Presupunem c¢ fara puncte singulare.

Fie ecuatia curbei c:

(2.1.3) W' =u'(ut,w?, ..., u"), rang( ) =n,i,j=1,...,n.

(2.1.4) u' =u'(t), te(—e,e), rang ( dl; ) =1

Ecuatia curbei h o c este
(2.1.5) = x%(u'(t), t € (—¢,¢)
si nu are puncte singulare pentru ca din egalitatile
dz®  dz® du’

(2.1.6) At dut dt

rezulta ca rang (dg—:) =1.
Fie po = h(c(0)) cu ¢(0) = (up,...,ud). Spunem ci (up,...,ud)
sunt coordonatele curbilinii ale lui py € S cu parametrizarea (U, h).
Conditia ca h este scufundare ne asigura ca orice curba prin pg
continuta in S este de forma h o c.
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Definitia 2.1.2. Numim vector tangent la S in py vectorul tangent in
po la o curba continutd in S.

Fie prin pg € S curbele ¢; : (—¢,e) — U de ecuatii
(2.1.7) ut =g, .. ut =uh . ut =y, t € (—e,e).

Vectorul tangent in py la curba h o ¢; este cf (2.1.6):

1 2 n n+1
(2.1.8) hi:(ax’ Or” 0" Ou >::<8x>,i1,...,n.

out’ Oul’ T out’ Oul out

Curbele (¢;) date de (2.1.7) se numesc curbe (linii) parametrice prin
Do-

Vectorii (h;) ¢ = 1,2, ..., n sunt liniar independenti datorita conditiei
(1.2). Egalitatile (2.1.6) ne arata ca orice alt vector X tangent la S in
Po este o combinatie liniara de (h;) adica

- . o dut
2.1. X = X'h; X' = .
(2.1.9) Z cu - (0)

Putem deci spune ca (h;) genereaza un spatiu vectorial de dimensiune
n care coincide cu multimea vectorilor tangenti la S in py. Asadar
aceasta multime este un spatiu vectorial de dimensiune n. Acest spatiu
vectorial, notat T},) S, se numeste spatiu tangent la S in py. Evident ca
el este subspatiu de codimensiune 1 in 7, R™ .

Observatia 2.1.2. In legdturd cu formula (2.1.9), notam ca existd o
conventie, propusa de A. Einstein, de a omite semnul X cand o sumare
se face dupa un indice sau mai multi care apar in expresia respectiva
sus si jos. Aceasta conventie numita si conventia indicelui mut este am-
plu folosita in cartile de geometrie diferentiala, de mecanica, de fizica
teoretica. O vom adopta in continuare gi vom scrie (1.9) in forma
X = X'h,;.
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Vectorul h; X hy X ... X h,, definit de determinantul simbolic

1
al‘ 8(21 e
oul T o 1
Ot ox"
3l B én
91 O+l
0wl T o
unde (e, €3, ..., €n41) este baza canonica in R"!| se numesgte produsul
vectorial al vectorilor hq, ..., h,.
ectorul hq 9 X ... este nenul pentru ca vectorii hq, ...
Vectorul hy X hy X X h,, est 1 t torii hy, ..., hy,
sunt liniar independenti si in plus, un calcul cu determinanti, ne arata
ca el este perpendicular pe fiecare din factorii hq,...,h,. Vom nota

prin N versorul vectorului hy X ho X ... X hy,.

Ansamblul {Py, (hy, ha, ..., N)} este un reper in R"™! i cu p, vari-
abil pe hipersuprafata S obtinem un reper mobil pe S numit si reper
Gauss.

Identitatea lui Lagrange, aplicata vectorilor hq, ..., h, se scrie:

(h1 X hy X ... x hy,)? = det(gij) =: A,

unde g;; = (hi, h;) (produsul scalar al vectorilor h;, h;). Rezulta ca
|hy X hy X ... % hy|| = VA.

Fie p € S un punct oarecare. Spatiul tangent T,R" ™' ~ R™"*! este
dotat cu produsul scalar (,) uzual Incat (e,,eg) = do3 = 0 pentru
a # [ si 1 pentru a = .

Acesta induce un produs scalar pe 7,5 C T,R"™ pe care-l vom
nota prin

gy 1,8 xT,S — R, (X,Y) = g,(X,Y) =(X,Y)

cu X siY tangenti la S dar priviti ca vectori in R"*!. Aplicatia p — g,,
p € S o vom numi forma [-a fundamentala a hipersuprafetei S. Fie
X = X'h; §iY = Y7h;. Biliniaritatea produsului scalar (,) ne conduce
la egalitatile

9p(X,Y) = XY {h;, hj) = g;; X'Y7.
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Functiile ¢;;(p) = (hi, h;) se numesc coeficientii formei I-a fundamen-
tale a hipersuprafetei S. Am vazut mai sus ca det(g;;) > 0, inegalitate
care rezulta si din faptul ca forma patratica X — g(X, X)) este pozitiv
definita.

Fie o schimbare de parametri pe S de forma (2.1.3). Rezulta

=2 (u,...,u"),. .., v @, ..., u"))

si prin derivare obtinem

~ Ox oz Ou’ o’
(2.1.10) o= () = (e ) = (i)

si in continuare
ou' ou’
T Ouk oul
Agadar coeficientii (g;;) se comporta, la o schimbare de parametri, ca

si componentele unui tensor covariant de tip (0,2), simetric (g;; =
gji)- Fie TS spatiul dual lui 7,,S numit si spatiu cotangent in p € S.

(2111) gkh = g(ﬁk,%l)

Notiam prin (du’) baza de covectori duals bazei (h;) adici du’ (h;) = 7.
Folosind coeficientii g;; putem construi expresia

(2.1.12) ds® = gijdu'du’ (du'dw’ = é(du’ ® du’ + du’ ® du'))

care se numeste de asemenea forma I-a fundamentala a hipersuprafetei

S.

2.2. Derivata covarianta pe o hipersuprafata

Fie Y un camp vectorial definit pe un deschis din R i X un vector
fixat p € R"*! adicd X € T,R™"!. Expresia

(221)  DgV]y:=DYVL(X) = lm (Vo +1X) - V()
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se numeste derivaa directionala a lui Y in directia X. Fie in baza
canonica Y = (Y#(z)), X = (X?). Cu formula lui Taylor rezulta ime-
diat
v ~aa?ﬂ o n+1
(2.2.2) DgY|, = (X 8_)’ unde p = (z%) € R"".
./L-O[

Observam ca daca ¢ : (—¢,e) — R", ¢ — ¢(t) este o curba cu ¢(0) = psi
¢(0) = X, avem Dg Y = lim,_, w pentru ca in baza canonica
se obtine aceeasi expresie (2.2). Asadar derivata dupa directie depinde
de X si de valorile lui Y pe o curba diferentiabila oarecare cu ¢(0) = p
si (0) = X.

Fie o functie diferentiabila pe un deschis care contine p in R+,
Folosind curba ¢ de mai sus definim derivata lui f in directia X prin

2.23) Dt iy 1) = 0)

t—0 t

si constatam imediat ca avem

0
(2.2.4) Dyf = (Xaaxfa) .

In particular, pentru doud campuri vectoriale Y Z pe R™! avem:
Dy <Y Z)=X° 52 505 (D3 YZ8) gi dupi efectuarea derivatei rezulti

(2.2.5) DY, Z) = (D3Y,Z) + (Y, DgY)

(regula de derivare a produsului scalar).

Fie X,Y campuri vectoriale tangente la S. Acestea se pot scrie in
forma X = X*(u)h;, Y = Y7 (u)h; cu (X*) si (Y”?) functii diferentiabile
de parametri (u', ..., u").

Putem calcula DxY dar in general rezultatul nu va fi un camp vec-
torial tangent la S. Vom avea o descompunere in suma de componenta

tanentiala si componenta normala

(2.2.6) DyY = (DXy)tang i (ny)normal'
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Componenta tangentiala este o combinatie liniara de (hq,...,h,), iar
componenta normala este proportionala cu versorul normal N, fac-
torul de proportionalitate, obtinut inmultind scalar (2.2.6) cu N fiind
(DxY, N).

Vom nota (DxY )18 = VY. Dup (2.2.6) avem

(2.2.7) VxY = DyY — (DxY, N)N.

Expresia VxY data de (2.2.7) se numeste derivata covarianta a campului
vectorial Y tangent la S in directia campului vectorial X, tangent la
S. Vom nota (Y, N) = 0, prin aplicarea formulei (2.2.5) obtinem si
b(X,Y)=—(Y,DxN). Egalitatea (2.2.7) se poate rescrie in forma

(2.2.8) DxY =VxY +b(X,Y)N (formula Iui Gauss).

Pe baza formulei (2 2.2) se verifica imediat ca aplicatia (X Y) — Dg Y

este 1) aditivd in X, 2) omogena in X, 3) aditivi in Y si satisface 4)
fY Dy f-Y+fDx Y unde X Y sunt campuri vectoriale pe R"*!
si f este o funcgle reala deﬁmta pe ]R"+1
Aplicatia (X,Y) — VxY, X,Y campuri tangente la S are pro-
prietati similare adica

1 VixY = Vi Y + Vi,V
2. VixY = fVyY,

3. Vx(Y1 +Y2) = VxY) + VYo,
b Vi (fY) = Vif Y + [VyY,

cu X1, Xo, Y], Ys campuri vectoriale tangente la S si f functie reala pe
S.

Am insisat pe proprietatile 1)-4) pentru ca acestea constituie, intr-
un cadru abstract mai general, definitia operatorlui de derivare covari-
anta.

In plus, proprietatea (2.2.5) se transforma, prin restrictia la campuri
tangente, in

(229) Vxg(Y,2)=g(VxY,2)+g(Y,VxZ), X,Y,Z € TS.
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Revenim la formula lui Gauss (2.2.8) si o scriem in baza (hy, ..., h,) a
spatiului 7,,5. Avem:

or  Ox® 0(2%) 0%z
Dphi=Do — = — 02—~
hil%y o ouw’ ou* Ox“ outou’

Notam Vj,h; = F;?Z-hk si b(h;, hj) = b;;. Cu acestea, formula Dy h; =
Vihj + b(hi, hj)N devine

0%z

(2.2.10) T

= Il + by N.

Functiile (T'%(u)) se numesc simbolii Christoffel (de specia a II-a).
Prin inmultirea scalara in (2.2.10) cu hs obtinem
O*x
dx'Oxd”

(2.2.11) I s =

Functiile [ji; k] := T'%gxs se numesc simbolii Christoffel de specia I-a.
Din formula (2.2.11) citim ca Ffi = Ffj pentru ca in partea ei dreapta
avem simetrie in 7, j.

Privind acum (2.2.10) constatam ca b;; = bj;. Asadar aplicatia b : T),S x
7,5 — R, (X,Y) — b(X,Y)) numita forma a II-a a hipersuprafetei S
este smetrica.

Derivarea covarianta (X,Y) — VxY numita si conexiune liniara pe S
este deerminata de coeficientii (1";) Vom arata ca acestia sunt complet

determinati de coeficientii formei I-a fundamentala a hipersuprafetei.

Teorema 2.2.1. Derivata covarianta V depinde numai de forma I-a
fundamentala a hipersuprafetei, adica apartine gemetriei intrinseci a
hipersuprafeter.

Demonstratie. Scriem formula (2.2.9) in baza (hq,...,h,) luand X =
hi, Y = hj, Z = hy. Rezulta:

T .
== = Fjigrk + TG

2.2.12 ~ =
( ) out



2.2. Derivata covarianta pe o hipersuprafata 39

ozt of __ Of

Oxt Oz — Ou?

Aici am folosit si h; f = pentru o functie reala definita pe
S.
In (2.2.12) permutam ciclic indicii 4, j, k si obtinem inca doua inegalitati
asemanatoare. Inmultim una dintre ele cu —1 de exemplu prima i le
adunam membru cu membru. Datorita simetriei in 4,7 a functiilor
(I‘fj), in partea dreapta se produc reduceri de termeni si in final se
obtine egalitatea

M gir = 9g;i 4 OGri _ 9gjk

IRIT guk  Owi Ot

Inmultind aceastd egalitate cu inversa (¢g**) a matricii (g;;) deducem

L (095  Ogri  Ogjk
2.2.13 e ==9" | =2 L — =)
( ) ik = 99 ((’M’“ + ouw  out
Asadar coeficientii (I'5;) sunt determinati complet de coeficientii (g;;)
si derivatele lor, q.e.d. Il

Mai explicit, pentru X = X'h;, Y = Y7h; pe baza proprietatilor
1-4

i (Y kv
(2.2.14) ViV = X' 5o +T5Y7 ) B
Expresia
oY’k :
(2.2.15) v = o +ThY?

se numeste derivata covariant a campului vectorial tangent Y = (Y*).
Consideram campul vectorial Dx N cu X tangent la S. Acesta se
descompune in forma

DXN —_ (DXN)tang 4 (DXN>DOI'IH&1.

Dar din (N, N) = 1, prin derivare covarianta rezulta (DxN, N) = 0.
Asadar (DxN)2Otmal — o Notam (DyN)¥8 = —AX. Din pro-
prietatile 1-4 ale derivarii covariante rezulta ca aplicatia A : T, —
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T,S, X — AX este un operator liniar. Acesta se numeste operatorul
lui Weingarten sau shape operator.
Formula

(2.2.16) DxN = —AX

se numeste formula lui Weingarten.

Formulele lui Gauss si Weingarten sunt esentiale in geometria hipersuprafetelor.
Ele sunt analoage formulelor lui Frenet din teoria curbelor. Derivam

in raport cu X identitatea (Y, N) = 0, cu Y camp vectorial tangent la

S. Obtinem (DxY,N) + (Y, DxN) = 0. Pe baza formulelor Gauss si
Weingarten rezulta

(2.2.17) g(AX,Y)=b(X,Y), X,Y €TS

relatie care ne arata ca 2-forma b este determinata de A si reciproc.
Simetria 2-formei b implica

(2.2.18) g(AX,Y) = g(X, AY), X,Y € TS

adica operatorul A este autoadjunct relativ la g. Daca notam Ah; =
Alh;, formula (2.2.16) cu X = h;, Y = hy ne conduce la Alg;r = by,

sau

(2.2.19) Al = g7 by

Rezulta ca in baza (hi, ..., h,) formula lui Weingarten se scrie in forma
ON . ;

(2.2.20) &ﬂ:—y%wwz—ﬁm,

unde N = (N*(z(u))) este versorul normal la S.

Incheiem aceasti sectiune cu definirea crosetului a doua campuri
vectoriale. _ _

Fie X = (X%) 51 Y = (Y*) campuri vectoriale pe R"™!. Se numeste
crogetul lor campul vectorial notat
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Daca avem in vedere definitia deriatei covariante rezulta imediat
(2.2.21) [X,Y]= DgY — Dy X, VX,Y.

Dacd X = X'h;, Y = Y'h; sunt campuri vectoriale tangente la S,avand

~ o ; . i OxB ~ .
in vedere ca X = (X'22) 5i Y = (Y'2%), in urma unui calcul se
constata ca

Y7

L 0X1I
2.2.22 XY =(X'"-—-Y"— | h;.
( ) [ ) ] ( auz out ) J

Pe de alta parte, formula lui Gauss in combinatie cu formula (2.2.20)
si simetria formei a II-a fundamentale ne da imediat

(2.2.23) [X,Y] = VyY — Vy X.

Daca screm (2.2.22) pentru X = h;,Y = h;, avand in vedere ca
[hi, hj] = 0, rezulta ca (2.2.22) este echivalenta cu simetria coefcientilor
Christoffel, adica I'}; = T'%,.

Notam ca derivarea covarianta (conexiunea) V satisface

a) X,(Y,2) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (compatibilitatea cu metrica
9)

b) T(X,Y):=VxY —VyX — [X,Y] =0.

Intr-un context mai general, T' se numeste torsiunea conexiunii V iar
conexiunea V cu proprietatile a) si b) se numeste conexiunea Levi-
Civita.

2.3. Ecuatii de structura Maurer-Cartan

Reluam formulele lui Gauss si Weingarten scrise in reperul lui Gauss
(hi,ha, ..., hy, N) in notatiile:

?x  ON

hi‘ — A A o A
T 0xidxd’ o

— N,
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(FG) hij =Tl hy + by N
(FW) N; = —Alh;.
Formulele (FG) si (FW) constituie un sistem de ecuatii cu derivate
partiale in necunoscutele (h;, N), i = 1,...,n. O conditie necesara de
integrabilitate (existenta a solutiilor) este sa aiba loc egalitatile:
P Pz
hij,k - - A = - A - = hiij,
OutOu? Ou outOurou’
O?°N O?N
Nij - - = - — sz‘
’ outou?  Julou’ ’

impuse de comutativitatea derivatelor de ordin superior.

Derivam (FG) membru cu membru in raport cu u* si in rezultat folosim
din nou (FG) si (FW). In formula astfel obtinutd schimbim j cu k si
obtinem o noua formula pe care o scadem membru cu membru din

precedenta i obtinem o combinatie liniara de (hq,. .., h,, N) egala cu
Zero.
Egaland cu zero coeficientii vectorului hq, ..., h,, N obtinem :

arf arf T s r s s s -
(EG) (9uk] - auf igtrk — Ltiktrj — bz‘jAk - bikAj7 V%JJ{%
numita ecuatia lui Gauss.

ob; by, . N

(ECM) auz — O + Fijbrk — Fikbrj = O, Vz,j, k,

numita ecuatia Codazzi-Mainardi.
Conditia N; ; = N;; nu conduce la noi ecuatii ci doar la o reformulare

a (ECM).
Expresia
ars.  ors
s 1] ik r TS r s

se numeste tensor de curbura.
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Cu aceasta notatie (EG) se scrie
(EG") ik = (bijbrm — birbjm) g™
si prin inmultire cu g4, obtinem
(EG") Rhijk = bijben — bikbjn, unde Ryijr = gns ..

Din aceasta forma a ecuatiei lui Gauss, rezulta imediat urmatoarele
proprietati ale lui Rp;jp, :

Rhiji = —Rhikj, BRrijk = —Ringr,
Rpijk = Rjkni, BRpijk + Rijki + Rk = 0.

In cazul unei suprafete, adica n = 2 gi deci ¢, 5, k,h = 1,2 se constata
ca din cele 2* functii Rpiji este esentiala una singura: Rygi.
Ecuatia Gauss se reduce in acest caz la

(EG3) Ris1z = biiboy — b
Curbura totala suprafetei este data de formula K = %. Asadar
12
rezulta
R
(2.3.2) K = 2

B g11922 — 9%2

relatie care ne arata ca functia curbura totala K este complet deter-
minata de coeficientii primei forme fundamentale si derivatele lor pana
la ordinul al doilea. Cu alte cuvinte curbura totala K nu depinde de
forma a doua fundamentala, adica este intrinsec legata de suprafata.
Rezultatul acesta se mai numeste si teorema Egregium a lui C.F. Gauss.
Formulele (FG) si (FW) descriu variatia reperului Gauss (hy, . .., h,, N)
pe hipersuprafata S.
Acesta este un reper particular. Ne intereseaza variatia unui reper
mobil oarecare (Xi,...,X,, X,41) cu X,11 = N. Pentru a o stabili
deschidem aici o paranteza. Pentru simplitate vom incepe cu un reper
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mobil (X1,...,X,) pe R". Asadar (X,...,X,) sunt campuri vectori-
ale liniar independente depinzand de p(x!, ..., z"), deci X; = (X! (z)).
Cum T,R"™ ~ R" privim Xj fie ca element in T,,R" fie ca element in R"
fie ca element in R” defint de componentele (X7(z)). Putem de aseme-
nea privi X; ca o functie X; : R* — R™ care asociaza la (2',...,2")
componentele (X7). Vom spune ca este o functie R"-valuata.
Functiile R"-valuate se pot aduna si inmulti cu scalari , operatii definite
punctual si pe componente.
Putem de asemenea introduce diferentiala dX; = (dX7) care este o
1-formd dX; : T,R" — R, dX;(X) = (dX/(X)), unde dX7 : ) — R
este diferentiala uzuala functiei Xij : R" — R. Cum dX; are valori
in R™ vom spune ca este o 1-forma R"-valuata. Notiunea de 1-forma
R"-valuata se extinde natural la g-forme R"-valuate ¢ = 1,...,n. Cu
acestea se pot face operatiile care se fac cu g-forme obisnuite si se
obtine algebra exerioara a formelor R"-valuate. Se extinde de asemenea
operatorul de diferentiere exterioara care este liniar si satisface d? = 0.
Fie p = R® — R" aplicatia identitate pe R™. O privim ca functie
R"—valuata (0-forma) si consideram diferentiala ei dp ca 1-forma R"-
valuata. Pentru X € T,R", dp(X) este un element din R™ adica o
combinatie liniara (X7, ..., X,,). Astfel spus, putem scrie

(2.3.3) dp(X) = 60"(X)X; (sumare dupai=1,...,n)

Din liniaritatea diferentialei rezulta c& #° depind liniar de X, adica 6’ :
T,R™ — R sunt 1-forme uzuale. In general, dp(X) = X si in particular
dp(X;) = 0°(X;) X sau X; = 0°(X;) deci 0°(X;) = 6;. Asadar 1-formele
(6',...,0") formeaza un reper in T, R, dual reperului (X, ..., X,) in
T,R™. Acesta este mobil pe R". Fie 1-formele R"-valuate d.X;. Pentru
X € T,R™, dX;(X) este un element in R ~ T,R" si deci putem scrie

(2.3.4) dX;(X) = w! (X)X, & dX; = W/ X;.

Rezultd ci w! : T,R" — R sunt n? 1-forme uzuale. Cu X; = (XF) si
X = (X") avem dX;(X) = (dXF(X)) = (X"25) = Dy X;, unde Dy

Oxh
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este deriata in directia X. Agadar putem scrie
(2.3.4') w! (X)X; = Dx X,
si aplicand 6* rezulta

(2.3.4") wF(X) = 0"(Dx X;)
Avem agadar n + n® I-forme 6, w! pe R". Acestea nu sunt arbitrare.
Ele satisfac

Ecuatiile de structura ale spatiului R”

(ES) Ao’ + wi, A" =0, dwl+wp Awt = 0.

Tntr—adevér, daca scriem dp = t' A X; privind X, ca 0-forma R", prin
diferentiere exterioara obtinem 0 = d?p = df* A X; — 0° A dX; = (df’ —
07 A\ wi) X, deci df 4+ w? A 67 = 0. Similar, prin diferentiere exterioara
a egalititii dX; = w/ A X; obtinem 0 = &®X; = dw! A X; — ! A
dX; = (dw! — Wk Awl)X;, adicd dw! + w]wedgew! = 0, ceea ce trebuia
demonstrat.

Daca introducem matricile w = [wt], 8 = (#"), (ES) se pot scrie in forma

(ES) dd = —wANb, dw=-wAw.

Teorema 2.3.1. Pentru un reper ortonormat (Xi,...,X,) in R", 1-
formele wj- satisfac ecuatiile

i J
(2.3.5) w; = —w;
adica matricea w este antisimetrica.

Demonstratie. Avem 0 = d(X;, X;) = (dX;, X;) + (X;, X;). Folosind
(2.34) s (X, X;) = d;j, rezulta imedat (2.3.5).

Revenim la hipersuprafata S C R"*! si consideram un reper mobil
ortonormat (X7, ..., X,, N), unde primele n campuri vectoriale sunt
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tangente la S si N este campul vectorial normal la S. Baza duala este
(0, ...,0m, 6™, Dupa (2.3.4 cu Y camp vectorial tangent la S avem:

Dy X; = wj(Y)X; + ! (Y)N.

Comparand aceasta egalitate cu (F'G) scrisa pentru Dy X; obtinem
imediat

(2.3.6) W(Y)X; = Vy X;

(2.3.7)
Wit Y) = (Dy X, N) = —(X;, Dy N) = (X;, AY) = b(X;,Y)

J

dupa formula (FW). Asadar primele n linii si n coloane din matricea
1-formelor definite de reperul (Xi,...,X,, N) determind conexiunea
pe S iar ultima linie gi ultima coloana (elementele lor difera doar prin
semn) determina forma a doua fundamentala a hipersuprafetei S. Din

(2.3.4) rezultd cd a da (w}) este echivalent cu a da V.

Prima ecuatie de structura se descompune in forma:
Ao’ + W AN+ wh NI =0
n+1 n+1 J
o™ + Wi A0 = 0.

A doua ecuatie este identic verificata pentru ca daca o calculam pentru
perechea (Xj, X}) obtinem

b( Xk, Xp) — b(Xp, Xi) = O(forma a-Il-a este simetrica ).
In prima ecuatie notam w?_; A "*! = —O' §i o rescriem in forma
(2.3.8) Ao’ +w! NP = O

Numim 1-formele ©% 1-forme de torsiune.
A doua ecuatie de structura se descompune astfel:
dw' + wi, ANwh +wlh AT =0

dw}”l + Wt A w;-“ =0.
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A doua ecuate este echivalenta cu ecuatiile Codazzi-Mainardi. In prima

notam —w,,_; A wJT-LH = )} si o scriem 1n forma

(2.3.9) dw’ + wi Awl = .

2-formele Q; se numesc 1-forme de curbura si se determina prin urmatorul
calcul:

g(X“ VvaXj — VYVXX]‘ - v[X,Y])(j) =

0'(Vxwh (V) Xy, — Vyw! (X)Xp — WH([X, Y]) X)) =

0" (W (V)wp (X)X — wH(X)wp (V) Xy, +

XWb(YV)X), — YWl X)Xy, — i (X, Y]) X5)

— WA (X) — W (XNwh(V) + Xk (V) = Ywh(X) — wh([X, Y]) =

= wi A wf(X, Y) + dw;-(X, Y)=

= [dw;- + Wl /\w;-“](X, Y).

Asgadar Q5(X,Y) = g(X;, R(X,Y)X;) = R(X;, X;, X, Y)=tensorul
Riemann de curbura al hipersuprafetei S.

Ecuatiile (2.3.8) si (2.3.9) se numesc de structura ale hipersuprafetei
S.

Un calcul in reperul (X1,..., X,, N) ne conduce la © = 0 ceea ce
inseamna ca nu avem torsiune, deci conexiunea Levi-Civita V este fara
torsiune. Pentru n = 2, (2.3.10) se reduce la Q) = dwj + w;} A wj. Dar
Q%(Xl,XQ) = g(R(Xl,Xz)XQ,Xl) = det(A) = K. Rezulta

(2.3.10) KO A 0% = dw.
O

Dupa (2.3.7) avem w;(Y)X; = VyX,. Prin inmultire scalard cu
X1, obtinem

((2.3.10")  wy(Y) = g(VyXs, X1) = —9(X5, V-Y X)) = —wi(Y)

pentru orice camp vectorial tangent X.



48 Capitolul 2. Ecuatii de structurd pentru hipersuprafete. Aplicatii

Observatia 2.3.1. 0 A 62 este elementul de arie al suprafetei noat
uneori prin dA. Dacd 0' = 0jdu + 0idv, 6% = 02du + 03dv, rezultd
0 N 0% = (0103 — 036?)du A dv = VEG — F2dudv = dA.

Pentru a demonstra (2.3.10) am folosit egalitatile
det(A) =k §1 det(A) = g(R(Xl,XQ)XQ,Xl).

Prima egalitate rezulta din egalitatile A; = ¢*by; prin considerarea

determinantilor det(A}) = mdet(bij) = % = K (curbura
Gauss).

Pentru a demonstra a doua egalitate putem folosi versiunea ecuatiei
(EG4) scrisa In reperul ortonormat (X;,Xs). Ea are aceeasi forma
ca (EGQ) numai ca R1212 = g(R(X17X2)X27X1) §1 g(XZ,X]) = 61]
Formula b;; = AFg;x devine atunci b;; = A7 adica by = A}, by = A%,
boy = AL, by = A? si expresia by1byy — b2, se reduce la det(A).

Aceeasi egalitate rezulta din ecuatiile Gauss gi Codazzi-Mainardi, scrise
invariant (independent de baza), pe care le deducem in continuare.

Fie D derivarea covariantd in R™™!. Se verifica usor ca

(2.3.11) DxDyZ — DyDxZ — Dixy1Z =0, VX,Y,Z

campuri vectoriale pe R"™!. Expresia din partea stangd din (2.3.11) se
numeste tensorul de curbura a lui R™*! iar (2.3.11) ne spune ca acesta
este zero. Se mai spune cd R™"! este un spatiu plat (nu are curburd).
In ecuatia (2.3.11) cu XY, Z campuri tangente la S folosim repetat
(FG) si (FW), iar in final egalam cu zero componenta tangentiala si
normala deci partea stanga a ecuatiei (2.3.11). Obtinem

VxVyZ = —=VyVxZ — Vixy1Z = b(Y, Z)AX — b(X, Z)AY

b(X,VyZ)—b(Y,VxZ)—b([X,Y],Z) + Vxb(Y, Z) — Vyb(X, Z) = 0.

Expresia
(2.3.12)
R(X,Y)Z =VxVyZ =VyVxZ -V xy1Z, X,Y,Z campuri
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vectoriale tangente la S, se numeste tensorul de curbura a lui S. In
baza naturala (hy,...,h,) acesta are expresia (2.3.1).

Daca avem in vedere si egalitatile b(X,Y) = g(AX,Y) = g(X, AY)
prima formula obtinuta se scrie

(2.3.13)

R(X,Y)Z =b(Y,Z)AX —b(X,2)AY = g(AY, Z)AX — g(AX,Z)AY

si este echivalenta cu (EG).

In a doua formula obtinuta folosim:

Vxb(Y, Z) = Vxg(AY, Z) = g(Vx AY, Z) + g(AY,Vx Z)
si versiunea ei cu X — Y si Y — X. Dupa reduceri se obtine
g(VxAY —VyAX — A[X|Y],Z) =0,VZ, X,Y si deci
(2.3.14) VxAY —VyAX — A[X,Y] =0,
formula echivalenta cu (ECM).
Pentru n = 2 i reperul ortonormat {X;, Xy} din (2.3.14) rezulta
R(Xl,X2>X2 = g(AXQ,Xg)AXl — g(AX17X2)AX2 §1 pI‘iIl inmuli;ire
scalara cu X, obtinem
g(R(X1, Xo)Xo, X1) = g(AX1, X1)g(AXy, Xa) — g(AX1, Xp)g(AXy, Xi)
= det(A)

in baza ortonotmata {X;, Xo}.
Observatia 2.3.2. Expresia g(R(X,Y)Z, W) = RW,Z;X,Y) se
numeste tensorul Riemannian de curbura al hipersuprafetei S. Cu
ajutorul formulei (2.3.14) se verifica urmatoarele identitati:

1) R(W,Z,X,Y) = _R<W>Z;KX>7
9) R(W,Z;X,Y) = —R(Z,W,X,Y),

3) RW,Z; X, Y)+R(W, XY, Z)+ R(W,Y; Z, X) = 0, (suma ciclica
dupa XY, 7).

4) RW,Z;X,Y)=R(X,Y; W, 2).

Exista i alti tensori cu proprietatile 1) -4) cu rol important in
geometria varietatilor diferentiabile.
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2.4. Teorema Gauss-Bonnet pentru suprafete

Fie U C R multime deschisa si h : U — R3 o suprafata fara puncte
singulare. Consideram in U o submultime B care este interiorul unei
curbe inchise de clasia C? notata prin «y, parametrizatd cu lungimea de
arc si orientata invers acelor de ceasornic. Multimea B este difeomorfa
cu un disc inchis. Frontiera 0B = ~. Notam ¢ = h o v i obtinem o
curba pe S. Aceasta poate fi gandita ca o curba in spatiu si atunci
au loc formulele lui Frenet care introduc invariantii curbura k si torsi-
unea 7. Dar fiind pe S este natural sa admita si niste inarianti legati
de S. Acestia sunt curbura normala, curbura geodezica si torsiunea
geodezica. Ei depind de k si 7 (a se vedea [2]). In continuare vom
introduce curbura geodezica k, pe o cale diferita.

Fiec=hovy:[0,L] = S, s — c(s) = (c*(s)),a = 1,2,3. Vectorul
¢(s) este (£2) si observim cd pentru o functie f(s) = f(c(s)) definita

pe cavem ¢(s)f = Do) f = (%gg—’;) = 4 jar pentru un cAmp vectorial

ds’

X definit pe ¢ avem: D.X = %%ﬁ; = (dfl(sa). In particular, Dy¢ =
dé

¢(= 4;)- Descompunem ¢ in componente tangentiala si normala:

¢= (&) + (¢, N)N.
Avem (¢, N) = (D¢, Ny = —(¢, D:N). Dar dupa (FW), D:N = —A¢.
Agadar (¢, N) = (¢, A¢) = b(¢,¢). Functia k, = b(¢,¢) se numeste
curbura normala. In punctul ¢(0) = p ea depinde numai de ¢(0) = X
si nu depinde de c¢. Asadar

¢ = (&) 4+ k,N.
Comparam aceasta formula cu formula lui Gauss:
Deé = Veé 4+ b(é, ¢)N.

Rezultd cd (¢)7 = V. Vectorul (¢)T este perpendicular pe ¢ si
continut in planul tangent la S.

Notam ¢ = ey, prin ey versorul lui (¢)" si k, = [|(¢) ]| = ||Vec||. Rezulta
imediat

(241) Velel = kgeg,

(2.4.2) Ve e = —rger.
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Aceste formule sunt similare cu formulele lui Frenet pentru curbe plane.
Functia definita si prin

(243) kg - g(velela 62)5

se numeste curbura geodezica a curbei c. Ea este similara curburii unei
curbe plane. Curbele pentru care k;, = 0 se numesc geodezice.

Cu aceasta pregatire putem enunta o prima versiune locala a teoremei
lui Gauss-Bonnet.

Teorema 2.4.1. Fie U, B, ca mai sus, S = h(U), C = ho~y ¢i K
curbura totala a suprafetei S. Atunci

KdA+ /kgds = or.
h(B) c

(Prima integrala este integrala de suprafata, iar a doua este integrala
curbilinie. Ambele sunt bine definite in ipotezele teoremei.)

Demonstratie. Fie frontiera ¢ : [0, L] — R, inchisa si pozitiv orientata
parametrizatd prin lungimea de arc s, e; = ¢ si kyes = (¢)7. Asadar
(e1, e2) este un reper ortonormat in lungul curbei c.

Pe suprafata S consideram si reperul ortonormat (X; = HZ—ill, X, N)
cu N versorul normalei la suprafata si astfel ca reperele (eq,es) si
(X1, X3) sa fie la fel orientate. Vom nota cu (6, 6?) reperul dual lui
(X1, X5) i vom considera ecuatiile de structura corespunzatoare.

Cele doua repere sunt legate prin formulele:
(2.4.4) e1 = cospX; + sin pXs, ey = —sin pX; + cos X,

formule care se pot si inversa, exprimand X, Xy in functie de ey, es,
de exemplu X = cos pe; — sinppq. Functia ¢ : [0, L] — R, s — ¢(s),
are proprietatea remarcabila

(2.4.5) o(L) — ¢(0) = 27,

Aceasta proprietate esentiala in cele ce urmeaza, se demonstreaza dupa
o informare mai indelungata cu privire la teoria globala a curbelor
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plane. Trimitem pentru demosntratie la cartile [5],[9]. Din (2.4.3)
rezultd g(ey, X1) = cos g si deci Lg(er, X;) = sin go‘fl—f. Dupa (2.4.4)
putem scrie:

d

2 = /Ld—(pds——/L(sin )1 —g(e1, X1)ds =

L
_— / (sin0)  [g(Vorer, X1) + gler, Vo X1)|ds
0

- - / (sin 0) 1 [(cos 9)g(Veren, 1) — (sin @)g(Verer, e2)] +
+(cos p)g(X1, Ve, X1) + (sin ) g(Xa, Ve, X1)]ds.

Factorii pe langa cos ¢ sunt zero, iar cei de pe langa sin ¢ sunt k4 si
respectiv —wj(ep) cf. (2.3.10) Rezulta

L L
27 —/ kg(s)ds+/ wy(er)(s)ds = /kgds + /w%ds
0 0 c c

dupa formula de reducere a unei integrale curbilinii la o integrala Rie-
mann. Dar ¢ = du(B) si teorema lui Stokes implica

/w%—/ dwy = KGIAHQ—/ KdA.
c u(B) u(B) u(B)

Asadar 27 = fc kyds + fu(B) KdA.
Il

Iata doua situatii simple in care se confirma teorema Gauss-Bounet.

1. Fie un disc de razd r in R C R3. Avem K = 0si k, = * (cercul

are K =1 =k,). Rémane 2r = 1 [ dr = 22~
T T C T

2. Fie emisfera inchisd {(z,y,2) € R¥2* + y* + 2% = r? 2z > 0}.
Frontiera este curba ecuator care fiind cerc "mare” al sferei este
geodezicd. Avem K = 1/r?. Deci 2r = [KdA + [kyds =
& [dA = %A, adica aria 2A = 47 R? (aria sferei).
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Teorema 4.1 se generalizeaza pentru B cu frontiera ~ inchisa, conexa
si diferentiabila pe ”"bucati” adica de forma unui poligon cu n laturi,
fiecare latura fiind un arc de curba. Imaginea ei ¢ = uo~y va fi o curba pe
S care inchide h(B) si are o forma similara, adica de poligon cu laturile
arce de curba. O vom numi pe scurt n-gon. Orientam v incat B sa
ramana mereu la stanga. Aceasta orientare induce o orientare similara
pentru c¢. In punctele de nediferentiabilitate avem tangente la stanga
si la dreapta. Masura unghiului format de versorii tangetelor intr-un
asemenea punct V; numit gi varf se va nota prin d;. Unghiul acesta
apare ca unghi "exterior” in V; pentru n-gonul c. In aceasta situatie se
poate arata [9] ca formula din Teorema 4.1 se modifica astfel:

(2.4.6) KdA + /kgds + Z a; = 2m,
h(B) c

unde sumarea se face dupa numarul varfurilor n-gonului ¢, adica de la
1 la n.

Consideram cazul in care frontiera lui h(B) este un n-gon cu laturile
geodezice. Atunci k;, = 0 pe ¢ si (2.4.6) se reduce la

(2.4.7) KdA + / a; = 2r.
h(B) i

=1

Fie §; masura unghului interior in varful v;. Asadar o; = 71— ;. Pentru
n = 3, adica pentru un triunghi geodezic (numit aga pentru ca laturile
sunt geodezice) formula (2.4.7) devine

(248) KdA = ﬁl + ﬁg + 52 — T,
h(B)

iar pentru un n-gon geodezic avem
((2.4.8)) / KdA=Y B~ (n—2r.
h(B) i=1

Din (2.4.8) rezulta
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Teorema 2.4.2. Suma unghiurilor inerioare ale unui triunghi geodezic
este >, =, < decat ™ dupa cum K >0, K =0, K < 0.

Pentru n = 2, formula (2.4.8') se reduce la fh(B) KdA = (1 + (o si
daca avem K < 0 peste tot, apare o contradictie. Deci pe suprafete cu
K < 0 nu este posibil ca intr-un domeniu simplu conex doua geodezice
sa se intersecteze in doud puncte (nu exista 2-gon geodesic).

Versiunea globala a teoremei Gauss-Bonnet este

Teorema 2.4.3. Fie M C R? suprafatda compactd orientabild. Atunci

/ KdA =2mx(M),
M

unde x(M) € Z este caracteristica Euler-Poincaré.

Schita a demonstratiei. M fiind compacta, se poate descompune
intr-un numar finit de parti My, ..., M,, astfel ca

1. M=~ M,

2. M; N M; nu contine pentru ¢ # j puncte interioare din M; sau M;
ci numai puncte de pe frontiera acestor parti.

3. Fiecare M, este compacta cu frontiera neteda pe bucati.

Se orienteaza fiecare parte cu interiorul spre stanga. Se aplica
apoi fiecarei parti formula (2.4.6):

KdA+/ ky =2m — Q-
/MZ- 8MZ I ; ’

Cand luam suma dupa i, termenii legati de frontiera se reduc doi
cate doi pentru ca fiecare frontiera apare parcursa de doua ori dar
in sensuri opuse. Asadar avem:

/ KdA = 2mm — Zaij = 2mm — Z(?T — Bij) =
M i,j .3

= 2n(nr. varfurilor —nr. laturilor +m) = 2mx(M).
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