3. INTEGRALE CU PARAMETRU

Fie a,b,c,d e R,a<b,c<d si f:[a,b]x[c,d]— R o functie. Sa presupunem ca pentru
orice ye€[c,d], aplicatia x> f(x,y),x €[a,b] este integrabila Riemann pe [a,b].

b
Atunci functia F :[c,d] > R, F(y) = I f(x,y)dx se numeste integrald cu parametru.

Teorema 3.1. (Continuitatea integralei cu parametru). Fie functia
b

f :[ab]x[c,d]— R continua. Atunci functia F :[c,d]— R, F(y) = J-f(x, V)dx

este continud.

Demonstratie. Fie ¢ > 0. Functia f este continud pe compact, deci este uniform continua.

f(xlsyl)_f(xzvy2)| < b&‘
—a

‘v’(xl,yl),(xz,yz)e[a,b]x[c,d],cu|xl —x2|<5(€),|y1 —y2|<5(£). Fie v, €le,d].

Atunci pentru orice y €[c,d] cu |y - y0| < 5(5) avem

Rezulta ca existd o(g) > 0 astfel incat

b

IF(») = F(y,)| =

[ £y = [ £ x, )

&
b—a

[y = £,y

< Jlf Gy = flxpldx < ——[dx =&,

deci | y— y0| < 5(5) = |F (»-F(y, )| < & . Aceasta inseamna ca functia F este continua.

Teorema 3.2. (derivarea integralei cu parametru). Fie functia continua

of

f:la,b]x[c,d]—> R pentru care exista ™ si este continua. Atunci functia
y

b b
F:(c,d)> R, F(y)= If(x, y)dx este derivabila si F'(y) = J.gl(x,y)dx .
a OV

of

Demonstratie. Fie £ > 0. Functia . este uniform continui, deci existi 5(g)>0 astfel
Y
o |0 o
incat |—(x,,y,) ——(x,, < ,
8y( Y, ay( 2:Y2) b—a

V(x5 (3,,,) € la,b]x[e,d ] culx, —x,| < 8(e)|y, —»,| < 5(e).



Fie y, €(c,d) si ye(c,d) astfel incat |y— y0|<§(5). Conform teoremei cresterilor
finite, pentru orice xe[a,b] exista & intre y si yo astfel incat

S =S o) 9
0

x,&,). Atunci

Y=Y

@)= fGore) o (x,y0)1 _ ‘z(x,gx)_@(x,y)( <% deci
Y=Y Ox oy Ox —d

[ =[xy g(x’yo)<<_,xe[ , < 8(e). Apoi
Y=>o Ox

Feuy)=Fyy) 1o N f@n - fyy) o
Y= ¥, I (o = _I( Y=Y ax(x’yO)jdxs

Hrey - fyy) o

S'a[ Y=V ax(x yO)'d

|F(X y)—F(x,y,) J‘af x ¥, |< 5(5), deci concluzia.

‘ Y=Y

Teorema 3.3. Fie functia f:[a,b]x[c,d]— R continud, cu Zi continua  §i
o,v :[c,d] — [a,b] doua functii de clasa C. Atunci functia G : (c,d) —>J;€,
G(y)= l//j'y)f(x v)dx este derivabila si are loc formula (Newton — Leibniz)

oy

G(y)= (x ndx+ £ (), ) = @) e ().

(/7()’

Teorema 3.4. (Fubini). Fie functia f :[a,b]x[c,d] — R continud. Atunci are loc relatia

T(T f (x,y)dy]dx = TU S, y)dxjdy :



4. INTEGRALA CURBILINIE
4.1 Lungimea unui arc de curba

Fie AB o curba plana definita de relatia AB:y = f(x),a<x<b, unde f :[a,b] >R
este o functie de clasa cl. Ne propunem si calculdm lungimea curbei AB. In acest sens,
vom considera o diviziune d: A = My, ..., M, =B a arcului AB, cu M, (x,,y,),l<k<n

si vom aproxima lungimea sa cu lungimea liniei poligonale MoM,...M,, adica

L,= ZN/(xk _xkfl)z + (4 _J’/H)z
=1

Definitia 4.1. Fie f :[a,b] > R o functie al carei grafic este o curba AB. Fie (d),., un

sir de diviziuni ale cercului AB cu ||d || — 0. Presupunem ca urmatoarea limita

Z\/(xk X)) +(y,—y,,)’ existi, este finiti si este independentd de

L \dH

alegerea slrulul de diviziuni care tinde Tn norma la 0.
In acest caz, spunem ca arcul AB este rectificabil si L este lungimea sa.
Dam urmatoarea formula pentru calculul lungimii unui arc rectificabil.

Propozitia 4.1. Fie f :[a,b]— R o functie de clasi C' al cdrei grafic este o curbd AB.
Atunci curba AB este vrectificabila §i lungimea sa este data de formula

L=[1+[f'f dx.

2
Demonstratie. Avem \/(xk %)+ =y = \/1+(%} (X, —x,,).
kT k-l

Cu teorema lui Lagrange, obtinem y, —y, , = f(x,)— f(x, ) =(x, —x,,)f"(&,), unde

&, €lx,,x,, ).l <k <n. Atunci L este limita urmatoarei sume Riemann

= Zn:\/1+ [f'(ék )]2 (x, —x,,) asociata functiei continue x> +/1+ [f'(x)]2 . Prin
urmare, lim > 1+ [P (v, —x, ) = [+ [ )F ax

Definitia 4.2. Forma diferentiala ds =41+ [f'(x)]2 dx se numeste elementul de arc al
curbei y=f(x).
Deoarece f'(x)dx = dy, elementul de arc se mai scrie ds = \/dx* +dy’ .



x=o(r)
y=y)
o [a,b] —>R de clasi C', atunci dx=¢'(t)dt,dy=y'(t)dt si rezulti ca

Daca arcul AB este dat parametric de relatille AB: { a<t<bh, cu

ds = \/ [go'(t) 2 + [1,//'(t)]2 dr . Inacest caz, lungimea arcului AB este dati de formula

L= Ime [y ()]

=10
Presupunem acum cd AB este un arc 1n spatiu dat de relatiile 4B :3y =g(¢),a<t<b,
z = h(t)

cu f,g,h:[a,b] > R declasa C'. O astfel de curba se numeste curba netedea.

Daca (dn )nZl este un sir de diviziuni ale arcului AB cu ||d || — 0, atunci lungimea arcului

ABeste L= lim Sin o) e o) G unde

(x;,¥,,2;),l <k <n, sunt coordonatele puncteor diviziunii d,, .

Avem L= J\/ [f (t) g (t)]2 [h'(t)]2 dt, iar forma diferentiala

ds = \/dx2 +dy’ +dz’ \/ [f (t) g (t)]2 [h'(t)]2 dt este elementul de arc al curbei
AB.

4.2. Integrala curbilinie de speta I

Integrala curbilinie de speta I a fost definita din considerente fizice.

Sa presupunem ca se da in spatiu o curbd AB de-a lungul careia este repartizatd o masa, a
carei densitate liniara (de repartitie) p(M) este cunoscutd in fiecare punct M al curbei
AB. Ne propunem si determinim masa m a curbei. In acest scop, considerim o diviziune
d=(A=My, ..., M, =B) si cate un punct de diviziune N, eM, M, 1<k<n.
Presupunem ca densitatea este aceeasi in toate punctele arcului My ;My. Atunci masa my a
arcului M1 My are expresia aproximativa m, = p(N,)o,,unde o, este lungimea arcului

n
My 1My. In acest fel, masa arcului AB o vom aproxima cu expresia m = Z pP(N,)o, .
k=1

Eroarea acestei aproximari tinde la zero, daca lungimile o, ale tuturor segmentelor tind
la zero.

Dacé notdm A = max o, , atunci masa arcului AB va fi m = hmz p(N,)o, .

1<k<n

Pornind de la aceastd problemi, si considerdim un domeniu D — R’ care contine curba
ABsi F: D — R o functie.



Consideram diviziunea d = (A = M,, ..., M, = B) a curbei AB si fie
N, (,,n.,¢)eM, M, 1<k<n unsir de puncte intermediare caruia ii asociem suma

Zn:F(Nk)Gk =iF(65ka77ka§k)Gk .

Definitia 4.3. Daca pentru A =max o, tinzdnd la zero, suma integrala

1<k<n

n n
ZF(Nk )o, = ZF(cfk ,M,$,)o, are o aceeaysi limita finita I, independenta de alegerea
k=1 =
diviziunilor d si a punctelor intermediare Ny, atunci spunem ca functia F este integrabila

pe curba AB. Notam [ = IF (x,y,z)ds si se numeste integrala curbilinie de speta I a
AB

functiei F pe curba AB.

Vom da acum o metoda pentru calculul integralelor curbilinii de speta .

Sa presupunem ca pe curba 4B s-a stabilit un sens de parcurs, aga incat pozitia unui punct

M de pe curba poate fi definit prin lungimea arcului s = AM , care se masoara de la

x = x(s)
punctul initial 4. Atunci curba se exprima parametric AB: {y = y(s), 0<s<S§,

2 = =(s)
iar functia F(x,y,z) devine acum functia compusi F(x(s), y(s),z(s)) de variabila s.
Daca notam s,, 1<k <n valorile arcului corespunzitoare punctelor d diviziune M,
atunci o, =5, —5, |, = As, .

Fie g € [S,H,sk] valorile lui s care definesc punctele intermediare N, , pentru 1<k <n.

Atunci suma ZF (N,)o, = ZF (.X(Ek ), y(Ek ),Z(Ek DA, este de fapt suma Riemann
k=1 k=1

asociatd functiei s+ F(x(s),y(s),x(s)). Prin urmare, daca presupunem ca F este

S
continua, atunci IF (x,y,z,)ds = I F(x(s),y(s),z(s))ds .
AB 0

x= f(1)
Fie acum reprezentarea parametricd AB:qy=g(t),a<t<b,unde f,g,h:[a,b] >R
z=h(t)
sunt de clasa cl. Atunci curba AB este rectificabila si

ds =|[f'OF +[g'OF +[1' ()] dt . Efectuand schimbarea de variabila, rezulta

j F(x,y,z,)ds :IF( 7@, g(t),h(t))\/ [F'of +[g' @] +[r'(0)] dt, acesta fiind de fapt

formula de calcul a integralei curbilinii de speta I.



4.2. Integrala curbilinie de speta a doua

Se stie ca lucrul mecanic efectuat de o forta constanta F intr-o deplasare rectilinie AB
este egal cu L= F-AB=F-AB- cos@, unde ¢ este unghiul pe care il face forta F cu
directia AB .

Daci F are componentele X,Y,Z, iar A si B au coordonatele (xl, Y1, 2, respectlv (Xz, y2,

Zyy, atunci L= (x,—x)X+(y,—y)Y +(z,—2,)Z sau L= F- (r2 rl) unde 7,7, sunt
vectorii de pozitie ai punctelor A, respectiv B.

= /(@)
Fie C c R’ o curbi dati de ecuatiile parametrice C:1y = g(t),a<t<bh,
z=h(t)

unde f,g,h:[a,b] — R sunt functii de clasa C'.
Fie F:C—R®, F(x,y,z)=(X(x,y,2).Y(x,y,2).Z(x,y,2)) o functie vectoriald. Ne

propunem sd calculam lucrul mecanic efectuat de forta F de-a lungul arcului AB.
Consideram o diviziune A =(A =M,,M,,....,M,=B) a arcului 4B, de coordonate

Mk(xk,yk,zk) 0<k<n.Notam cu ||A|| max

1<k<n

subarc M, M, considerdim un punct oarecare N, (g*k,nk,( k), 1<k <n. Valoarea

functiei F in punctul N, este F( ) ( (égk’nkvgk) (é:kvnkvgk)’z(ék:nkagk))'
Acum aproximam lucrl mecanic L efectuat de forta variabila F de-a lungul arcului 4B

M, M, | norma diviziunii A. Pe fiecare

cu expresia L = F'(Nl)-MOM1+...+13(Nn)-MHMn , adicd suma lucrului mecanic
efectuat de fortele constante (N, ) pe segmentele M, M, , 1<k <n, adica

L, :i[X(ékﬂnkﬂgk)(xk _xk71)+Y(§k577kﬂé/k)(yk _yk—1)+Z(é:k777k74/k)(Zk _Zkfl)]'

k=1

Fie (A”)

nx1

un sir de diviziuni ale arcului 4B cu |

Definitia 4.4. Se numeste integrala curbilinie de speta a doua a functiei F de-a lungul
arcului AB urmatoarea limita

_hmZ[ é:k&nk’élk)(xk xk1)+Y(§k’nk7§k)(yk yk1)+Z(§k’nk’§k)(Zk Zkl)]

daca ea exista si este finita, oricare ar fi alegerea punctelor intermediare N, (fk, M-8, ),

1<k <n si oricare ar fi sirul de diviziuni (A,) _, cu

n>1

Accasta limitd se noteaza J. X (x, v, z)dx +7Y (x, v, z)dy +7Z (x, v, z)dz si reprezintd din
AB

punct de vedere fizic lucrul mecanic efectuat de forta variabild F = (X Y, Z ) de-a lungul

arcului AB.

Daca notam cu dr = (dx,dy,dz), atunci integrala curbilinie se mai scrie IF dr.
AB



Dacd AB este o curbd inchisa C, atunci se folosesc notatiile jl?d ¥ sau §fd r.
ct

Teorema 4.1. (calcularea integralei curbilinii). Fie o curbd netedi C — R’ datd de
x=f(t) B B
C:iy=g),a<t<bhb si F:C—>R ,F(x,y,z,)=(X(x,,2),Y(x,y,2),Z(x,y,2)) o0
z=h(t)
functie continua. Arunci F este integrabila pe C si are loc egalitatea
[ Xy, 2)dx+ Y (x, y,2)dy + Z(x, , 2)dz =
C

= I[X(f(t),g(t),h(t))f'(t) +Y (f(0),8(0),h(1))g' (1) + Z(f (1),&(2),h(t))h' ()]dt .

Demonstratie. Fied = (a =1t <t < ... <t, =b) o diviziune a intervalului [a,b] si
diviziunea arcului C asociatd A=(4=M ,M,,..M, =B) unde M, (x,,y;,z,),

x,=f(,),y,=g(t,).z, =h(t,),0<k<n. Vom arata cd urmatoarea suma

n

Z[X(é:k’nk’é/k)(xk =X )Y (S )W = Vi) + Z(8 1, 6 (2, — 2]

k=1
are aceeasi limitd pentru ||An || — 0 si orice alegere a punctelor intermediare

N, (&.n.,¢)eM, M, 1<k<n.Functia feste de clasi C', deci putem aplica teorema
lui Lagrange. Pentru fiecare 1<k <n, exista ©, €[¢, ,,¢, ] astfel incat
X =X = S0 = f(x) =@ =14, '(0,).

Deoarece &, = f(7,),n, =g(7,),¢, =h(t,),l<k<n,cur e [tk,tkfl], vom avea

Z X (oS )X, — x4 ) = Z X(f (74,8 ).z ) (O )(x, —x,,).

k=1 1

Functia X este continud pe compact, in particular este marginita. Fie M > 0 astfel incat
|X(x,y,zl <M,¥Y(x,y,z)eC.

Functia f” este continud pe compactul [a,b], deci este uniform continua. Fie & > 0. Atunci

fv(x)—f'(y)| < m,%@y €la,b], x—y| < 5(8).

Avem descompunerea i XS XX, =X, ) = Zn:X(fkam’éVk WO, —t,)=

k=1

exista &(g)> 0 astfel incat

= Zn:X(f(fk),g(fk),h(fk))(f'(@)k)—f'(Tk NE =)+

3 X (). g0 AT (TN, ~1) -



Expresia z X(f(z,),g(z,),h(z)f"(r,)(, —t,,) este o suma Riemann asociatd
k=1
functiei continue ¢ — X (f(¢),g(2),h(2)) f'(¢), deci va avea limita

jX(f(t),g(t),h(t))f'(t)dt , atunci cand ||A|| — 0. Apoi, daca ||A|| < 5(5), avem
iX(f(Tk),g(fk),h(fk))(f'@k)—f'(Tk))(fk _tk—l>{ <
<X @8 ) ML @) - (e, 1, )} <

SM;|fv(®k)_fv(rk)|(tk —tkl)stkZ{(tk ~t)=¢.

Asadar, calculul integralei curbilinii de speta a doua se reduce la calculul unei integrale
Riemann. Pentru aceasta, este necesar sd cunoastem o reprezentere parametrica a arcului
AB.

Daca arcul 4B se descompune intr-un numar finit de subarce, formula de calcul se aplica
fiecarui subarc si astfel, integrala curbilinie de-a lungul arcului AB este suma integralelor
curbilinii de-a lungul fiecarui subarc in parte

Lol

R . i Jx=r0)
Sa consideram acum o curba in plan data de 4B : ,
v =glt)
Formula de calcul al integralelor curbilinii de-a lungul unei curbe plane se deduce din

teorema precedenta.

a<t<b,

x=1()
y=gle)
f.g:[a,b]— R sunt de clasa C'. Fie F:D < R* — R?, F(x,y): (X(x,y),Y(x,y))este
o functie vectoriald continud pe un domeniu D care contine arcul AB. Atunci

[ X G, ) + (e, y)dy = i[X (S g ()+ Y () g(0))g'())ae

Observatie. Practic, integralele curbilinii re reduc la integrale Riemann.

Teorema 4.2. Fie AB un arc de curba plana AB : { a<t<b, unde

Exerecitii.

1. Sa se calculeze J.(x + y)ds , unde



ds

2. Sa se calculeze J ———— ,unde

X +Y +z

X =acost
C=4y=asint,0<¢t<2rx
z=>bt

3. Sa se calculeze I(xz - 2xy}lx + (2xy +y? )dy , unde AB este arcul de parabold y=x"
AB

care uneste punctele A(1,1) si B(2,4).

4. Sa se calculeze J'(y —z)dx + (z — x)dy + (x — y)dz , unde C este curba
C

X =acost
C=3y=asint,0<t<2x
z =bt

5. Sa se calculeze j; vdx + zdy + xdz , unde
C

X =rcosacost
C=<y=rcostasint,0<t <27
z=rsina

M,unde C={ (x,y)eR*| X’ +y?=9 }.

6. Sa se calculeze:ﬁ
X +y

C

(x + y)dx —(x = y)dy

— , unde C este cercul unitate x> + y>=1.
X +y

7. Sa se calculeze j;
C



5. INTEGRALA DUBLA

Notiunea de integrala dubla generalizeaza integrala simpla si permite integrarea functiilor
de doua variabile.

Fie D = [a,b]x [c,d ] un dreptunghi din R*. Numim aria lui D, numarul (b —a)(d —c),

diametrul lui D, numarul & (D) = \/ (b — a)z + (d — c)z . Orice multime A de forma:

A= {[xi,xi+1]><[yj,yj+l]a =X, <X, <...<x,=bc=y,<y <...<y, = d} se numeste
diviziune a lui D. Notam cu D(D) multimea diviziunilor dreptunghiului D.

Norma unei diviziuni A a dreptunghiului D este numarul real notat prin ||A|| si definit prin
||A|| = max{é‘([xi,xm]x [yj,yj+1D0 <i<n-10<j<m —1}

O familie de puncte intermediare corespunzatoare diviziunii A este orice familie 0 de
foma @ = {(51.,771.151. e[x,,x,, ],77./. € [yj,yj+l ],0 <i<n-L0<j<m —1}.

Notam cu 6(A) multimea familiilor de puncte intermediare corespunzatoare diviziunii A.

Fie f:D — R. Numim suma riemanniana asociata funtiei f, diviziunii A si familiei de
puncte €, numarul real O'(A, f ,9), definit prin

n—1 m-1

U(A,fge)ZZZf(éianjxxiﬂ _xi)(yj+1 _yj)'

i=0 j=0

Definitia 5.1. Functia f este integrabila pe D daca exista un numar real I astfel incat,
pentru orice AeD(D) si € G(A), A|| <0 ,avem |0'(A,f,¢9)— I| <g.
Daca f este integrabila pe D, numarul I se numeste integrala dubla a functiei f pe D si de
noteaza prin: IJ f (x, y)dxdy sau “. f

D D

Proprietati ale integralei duble.
Fie f'si g doua functii integrabile pe D < R*. Atunci:

D [[(ef +pe)=af[f+B[[e.(V)e.Ber
2) ijZO daca >0 peD.
3) IIfZIIg daca f > g peD.

4) Daca D:UDi si D,ND, =D,1<i# j<n,atunci:

i=1

J£f=§j£f



Teorema 5.1. Teorema de descompunere a integralei duble in integrale simple
Fie f o functie reala, definita si continua pe domeniul inchis (isi contine si frontiera) si
marginit D, simplu in raport cu axa Oy, adica:

=)<y < fi(x)xelabl £, £, _continue__pe_|a,b]}
Atunci:

J.J.fxydxdy Il: J-fxydy}dx
al fi(x)

Observatie. Daca domeniul D este simplu in raport cu Ox, adiaca
D={xyle(v)<x<g,(v)yele.dlg,. g, _continue_pe_[c,d]}
atunci:

”f X,y )dxdxy = ijf X,y dx}dy

c

Observatie. Practic, o integrala dublka se calculeaza parcurgandu-se urmatoarele etape:
a) se reprezinta in R> domeniul de integrare D.

b) se stabileste daca D este simplu in raport cu axa Ox sau Oy (in caz contrar, D se
descompune in domenii simple si se aplica proprietatea 4) si, in raport de aceasta, se
determina perechile de functii (£, £, ) si (g,,2,)-

C) se calculeaza corespunzator una din integralele:

ffxydy, Ifxydx
£i(x) &)
d) se calculeaza integrala dubla:

1= [ e kisay = [ skt = [y

Exemple. Sa se calculeze:
1) Ijx2y3dxdy, unde D =[-1,1]x[0,1]
D

Functia este continua, conditiile teoremei precedente sunt satisfacute, rezulta ca integrala
exista si

.[J;xydxdy - m xydy}dx - j("; J

-1

d_j o= iX) "
4317 ¢

2) J.J-(2x+3y),unde D:{(x,y eR |O£x£l,0£y£l—x}.
D

;‘x de =

Conform teoremei precedente:

” 2x +3y)dxdy = j{j 2x+3y)ddex=M2xy+3;2]
:![2x(l—x)+@}dx=(xz—E_(l_x)sj‘i):%




Schimbarea de variabila in integrala dubla.

Rolul schimbarilor de variabile este simplificarea calculelor. In cazul integralei duble, se
urmareste transformarea domeniului de integrare intr-un domeniu convenabil in raport cu
calcularea integralei.

Fie domeniul inchis D in planul xOy. Cu ajutorul relatiilor x = x(u,v) st y= y(u,v)

realizam transformarea unui domeniu D’, punctul (x,y) obtinut prin relatiile de mai sus va
fi in D si reciproc.

Sa presupunem ca x(u,v) si y(u,v) au derivate partiale continue in D’ si ca determinantul

r .t
xu xV

(numit jacobianul transformarii) J (u, v) = # 0

! !
u v

Teorema 5.1. Fie f(x,y) o functie integrabila pe D: daca se efectueaza o transformare a lui
D in D’ cu proprietatile de mai sus, atunci:

[/ Ce, ey = [ [ £ (e, v), (,v)- T o)

Observatie. Una din cele mai uzuale transformari este trecerea de la coordonate
carteziene la coordonate polare:

x=pcosf si y=psinf,p=>0,0 ¢ [0,27[], pentru care:

cosd — psind
J(p.0)= i

= pcos’ O+ psin’ O =p.

sinf....pcosé

Exemplu. Sa se calculeze:
I= _”\/xz +yze‘/mdxdy unde D = {(x,yjl <x*+y°<4,x20,y> O}
D

Facem schimbarea de variabila:
x = pcosé

. ,unde 1< p<2 si0<0<” . Atunci:
y = psind 2

Vi

1=([ perdpdo =jﬁp2el’dpjde=%(p2 ~2p+2p’|: :%(2e2 —e).
D 0\1
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