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Capitolul 7

Ecuatii cu derivate partiale.
Capitol introductiv

7.1 Itinerar de analiza matematica in IR"

Notam cu IR™ spatiul euclidian n-dimensional. Un punct din IR"™ are n co-
ordonate x1, o, ...,x, iar vectorul sau de pozitie va fi notat cu x. Astfel,
x = (x1,%2,...,@y). Pentru n € {2,3,4} putem folosi si alte litere pentru
coordonate; de exemplu (z,y) pentru n = 2, (x,y, z) pentru n = 3 etc.

Distanta (euclidiana) dintre doua puncte x = (21,..., %) 1 ¥ = (Y1, .-, Yn)
este data de

n 1/2
d(z,y) = (Z(xi —yi)2> -

i=1
Discul (sau bila) deschis de centru 2° € IR™ gi raza p > 0 este dat de multimea
punctelor z din IR™ aflate fati de x° la distanta mai mica decat p

B p) ={z: € R", d(z,2°) < p}.
Corespunzator, bila inchisa este

B(2%p) ={z: z € R", d(x,2°) < p}.
Suprafata discului din IR"™ se numeste sfera din IR™ si este data de

S(z% ) = {x; z € R", d(z,2°) = p}.

Spunem ca multimea A C IR" este deschisd daca pentru orice element x
din A existd o bilad cu centrul in x continutd in A. Multimea A C IR" se
numeste inchisd daca complementara sa este deschisa.
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Spunem ca punctul x este punct frontierd al multimii A daca orice bila
cu centrul in z contine atat puncte din A cat si din complementara lui A.
Multimea punctelor frontierd ale multimii A poarta denumirea de frontiera lui
A gi se noteaza cu 0A.

Este simplu de observat cd dB(z, p) = dB(2°, p) = S(2°, p).

Vom spune ca frontiera dA a multimii A este de clasa C' daca in fiecare
punct al frontierei exista spatiul tangent la A si acesta variaza continuu in
raport cu punctul. In acest caz vom mai spune ca frontiera este netedd.

Multimea deschisa A C IR™ se numeste conexd daca oricare doud puncte
din A pot fi unite printr-o linie poligonala inclusa in A. O multime deschisa si
conexa din IR™ se numegte domeniu. In mod obisnuit (exceptand cazurile cand
se fac precizari speciale) pentru desemnarea unui domeniu vom folosi litera €.

Daca 2 este un domeniu din IR" iar u :  — IR este o functie din clasa
C1(9), definim gradientul functiei u, notat si grad u sau Vu, functia cu valori
vectoriale data de

gradquuz(au Ou Ou)'

, e
0ry1 Oxo Oxn,

Valoarea gradientului functiei v in punctul x = (21, ..., z,) € ) este un vector
care are drept componente valorile derivatelor partiale ale lui u in acest punct.
Ne putem imagina gradu ca un camp de vectori ce are ca elemente vectorii,
gradu(z), = € Q. Campul vectorial Vu este orientat in directia celei mai mari
cregteri a lui u. Dacd ¥ = —Vu, atunci u se numeste potentialul lui ¥.

Fie ¥ = (v1,v2,...,v,) un camp de vectori definit pe domeniul ©, Q C IR"
cuv; € CH(R), i =1, n. Se numeste divergenta cAmpului ¥, notat div @, functia

div @ 87)1 81)2 avn

V= — 4 272, T,

8.T1 8.%’2 axn

Spunem ca v este camp vectorial solenoidal in € daca
divi =0 1n Q.

Daci n = 3 iar @ = (v1, v2,v3) este un camp vectorial de clasia C!, rotorul
lui ¥, notat rot ¢ este cAmpul vectorial definit prin

6113 81)2 81)1 87)3 81)2 81)1

Observatie.

(i) Notiunile de divergenta si rotor au fost introduse de Maxwell.



(ii) Pe viitor vom renunta sa punem sageata () deasupra literei ce desem-
neaza campul vectorial, afard de cazul cand este pericol de confuzie.

Daca A = (A1, Ag, ..., \,) este un n-uplu de functii continue in domeniul €
iar u : 2 — IR este o functie diferentiabila, definim derivata directionald O\u

sau D\ prin
() = A \Y% = En Ai Y = A

i=1
Daca A = v, v fiind versorul normalei exterioare la {2, de componente
(v1, ..., V), atunci
ou " Ou
-— = —v; = (Vu,v
81/ Z@xl ! ( )

i=1

se numeste derivata normala sau derivata dupad directia normalei exterioare la
Q.

7.2 Teorema divergentei si formulele lui Green

Rezultatele urmatoare sunt foarte utile in studiul ecuatiilor cu derivate partiale.
Deoarece ele sunt cunoscute de la cursurile de analiza matematica noi vom
prezenta doar enunturile si cateva consecinte importante. Pentru inceput
prezentam teorema lui Gauss—Ostrogradski (F. Gauss (1777-1855), M. Os-
trogradski (1801)-1861)) cunoscuta si sub numele de teorema divergentei, din
care vom deduce identitatile lui Green.

Teorema lui Gauss—Ostrogradski (teorema divergentei). Fie 2 o mulfime
deschisa si marginita din IR" cu frontiera O de clasa C'. Fie f : Q — IR™
astfel incat f € C(Q) N CL(Q). Atunci are loc egalitatea

/Qdivfdx:/an-Vdo:/aQ(f,u)da.

Am notat cu f - v (respectiv (f,r)) produsul scalar al vectorilor f si v unde
v(z) = (v1(zx), ..., vn(x)) este versorul normalei exterioare in punctul z € 9.
Doua aplicatii imediate ale teoremei divergentei sunt cunoscute sub numele
de formulele lui Green.
Aceste formule se deduc usor considerand dou# functii u,v : Q — IR,
suficient de netede si aplicand teorema divergentei functiei f = div(uVv)
impreuna cu egalitatea evidenta

div(uVv) = uAv + Vu - Vo in §,



unde operatorul A este definit prin

Au—@+ +027u
02} 0x2

si este cunoscut sub numele de operatorul lui Laplace. Obtinem astfel

Prima formula a lui Green. Dacid u si v sunt doua functii astfel incat
u,v € CHQ), Av € C(), atunci

/uAvdx:—/Vu-Vvdx—i-/ u@do.
Q Q o Ov

Inversand rolurile lui u si v si scazand relatiile obtinute deducem

A doua formuli a lui Green. Fie u,v € C1(Q) astfel incat Au, Av € C().

Atunci 5 5
v u
/Q(uAv — vAu)dx 7/39 (uay — vay> do.

Functia u € C?(£2) se numeste armonicd pe 2 daci
Au(x) =0, Vo € Q.
Din prima formula a lui Green rezulta

Corolar (teorema lui Gauss). Dacd functia u € C*(Q)NC(Q) este armonicd

pe £, atunci
ou
—do = 0.
/ag('?y 7

7.3 Definitii si exemple

O relatie de forma

2 k
(3.1) F (:pl,xg,...,:nn,u, Ou Qu Ou 0%u ) =0

axl,..., axn,a'r%,..., a,xf’

unde x = (z1,22,...,2n) € © C IR", reprezinta variabila independenta, iar
u=u(x) = u(xy, 2, ...,x,) reprezinta functia necunoscuta, se numeste ecua-
tie cu derivate partiale. Ordinul maxim de derivare al functiei u se numeste
ordinul ecuatiei cu derivate partiale.



Spunem ca ecuatia cu derivate partiale (3.1) este liniard daca F este liniara
in raport cu functia necunoscuta si toate derivatele acesteia.

Daca F este liniara numai in raport cu derivatele de ordin maxim ale func-
tiel necunoscute spunem ca ecuatia (3.1) este cvasiliniara. In celelalte cazuri
ecuatia se numeste neliniarad. In cele ce urmeazi ne vom ocupa mai ales de
ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea liniare. Justificarea acestei
optiuni este data de faptul ci, pe de o parte aceste ecuatii sunt mai ugor de
abordat cu instrumente matematice aflate la indeméana studentilor, iar pe de
altd parte ele constituie modele matematice acceptate pentru fenomene fizice
clasice precum fenomenul difuziei, propagarea caldurii, propagarea undelor
etc.

Prin solutie clasica pentru (3.1) intelegem o functie u : Q — IR care este
continua Impreuna cu toate derivatele sale partiale care apar in ecuatie si, in
plus, satisface relatia (3.1) in orice punct x din Q.

Spunem ca ecuatia (3.1) este ecuatie liniard omogenda daca se poate scrie
sub forma Lu = 0 unde L este un operator liniar, adica

L(u+4v) = Lu+ Lv si L(ou) = aLu, Va € R.

In cazul in care ecuatia (3.1) se scrie sub forma Lu = f unde L este operator
liniar iar f : 2 — IR este o functie data neidentic nula, ecuatia se numeste
neomogendg.

Ca gi in cazul ecuatiilor diferentiale in cazul liniar omogen are loc principiul
superpozitier: daca u si v sunt solutii atunci v+ v si au sunt, de asemenea, so-
lutii ale aceleiagi ecuatii. Solutia generala a unei ecuatii liniare neomogene se
obtine ca suma dintre solutia generala a ecuatiei omogene asociate si o solutie
particulara a ecuatiei neomogene.

Prin exemplele care urmeaza ilustram cele trei tipuri de ecuatii cu derivate
partiale: liniare, cvasiliniare si neliniare.

Ecuatii cu derivate partiale liniare

1. Ecuatia lui Laplace: Au =0

2. Ecuatia lui Poisson: Au = f

9
3. Ecuatia cildurii: ait‘ “Au=f

2

0
4. Ecuatia undelor: 8—;; — Au = f.

Aceste ecuatii vor apare frecvent in cursul de fata.



Ecuatiile lui Navier—Stokes (cvasiliniare)

@—VAU—FXB:U&—}—}V = f(z,t)
ot P “Or;  p P=%
% + div(pv) = 0.

Ele descriu migcarea unui lichid sau gaz. Aici v (de coordonate vy, v2,v3) este
vectorul viteza al particulei de lichid care la momentul ¢ se gaseste in punctul
x(x1,x2,x3); p este presiunea; p — densitatea lichidului; v — coeficientul de
vascozitate, iar f — vectorul fortelor masice care actioneaza asupra mediului.

Ecuatiile Monge—Ampere (neliniare)

2
0%u 0u 0%u f@.y)
— — — | == = f(z,y).
0x? Oy? Oxdy 4
Aceste ecuatii joaca un rol important in probleme de geometrie.

Incheiem aceasta prezentare cu ecuatiile lui Maxwell care reprezinta un
corolar al celor prezentate anterior.

Ecuatiile lui Maxwell

Bazandu-se pe experimentele realizate de Faraday si Oersted, J.C. Maxwell a
formulat sistemul de ecuatii ce descriu campul electromagnetic dintr-un mediu
material. Din acest motiv, acest set de ecuatii este cunoscut sub numele de
ecuatiile campului electromagnetic sau ecuatiile lui Maxwell. Acest sistem are
forma

div(sﬁ) =47p
div(uH) =0
(3.2) rot £ = Q(,uﬁ)

ot
0
rotﬁ— a(€ﬁ)+7 I

Ol

unde vectorul ﬁ(m, Y, z,t) reprezinta intensitatea campului electric (cu com-
ponentele scalare E, Fa, E3), ﬁ(:p, Yy, z,t) este intensitatea cAmpului magnetic
(cu componentele scalare Hy, Hy, H3), T(x,y, z,t) este densitatea curentului
de conductie, p(x,y, z) este densitatea sarcina, e este constanta dielectrica a



mediului, p este permeabilitatea magnetica a mediului iar ¢ = 3 - 10> Km/s
reprezinta viteza de propagare a luminii in vid.

Mentionam faptul ca in unele cazuri particulare ecuatiile campului elec-
tromagnetic devin ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea. Prezentam
doua astfel de cazuri.

i) Presupunem cé: p = 0, ¢ = constant, u = constant si I = \E (legea lui
Ohm, unde X este o constanta).
In acest caz, sistemul (3.2) devine

divE =0
divH =0
rot B M oH
c 7(%
1"otﬁ—E a—E—i—@ﬁ
c Ot c

De aici rezulta ca

rot(rot £) = —Erot <6ﬁ> _ Y (rot H) =

c ot ¢ Ot
_op 0 (2 9E An\ ) _ —pe O°Edmn O
¢ Ot\e Ot c 2 o2 2 Ot

Insi rot(rot E’)) = V(div E) — AE = —AE. Rezulti ci

N *FE AT\ @
2 o ¢z Ot

deci, pe componente E; verifica o ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi
cunoscuta sub numele de ecuatia telegrafistilor.
Acelasi lucru (si in acelasi mod) se demonstreaza despre .

ii) In cazul electrostatic (ﬁ =0si E nu depinde de timp), ecuatiile lui
Maxwell devin

div(eﬁ) = drp, 1ot E = 0.

In acest caz E = —Vwy gi, presupunand ¢ constant, potentialul wq verifica
ecuatia lui Poisson Awg = —4nr—-
€
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7.4 Probleme ale teoriei ecuatiilor cu derivate
partiale. Conditii initiale si la limita.
Corectitudinea problemei

O ecuatie cu derivate partiale poate avea mai multe solutii. Multimea lor

formeaza solutia generald. Pentru a individualiza o solutie din multimea solu-

tiilor unei ecuatii cu derivate partiale trebuie sa introducem conditii suplimen-

tare, conditii care depind de tipul ecuatiei studiate. Deoarece avem in vedere

ecuatiile fizicii matematice, ne vom referi la conditiile impuse acestor ecuatii.
S-au conturat doua tipuri de conditii:

e conditii initiale (ce vizeaza variabila timp)
e conditii la limita (ce vizeaza variabilele spatiale).

Conditiile initiale ne sunt familiare de la ecuatii diferentiale iar problemele ce
numesc (ca gi in cazul ecuatiilor diferentiale) probleme Cauchy. Insi conditiile
initiale nu sunt suficiente pentru a asigura unicitatea solutiei unei ecuatii cu
derivate partiale deoarece aceasta depinde de mai multe variabile. De aceea
este nevoie s& introducem conditii gi asupra variabilelor spatiale. Acestea se
mai numesc si condifii la limita, deoarece se refera la comportarea solutiei pe
frontiera domeniului. Urmatoarele trei tipuri de conditii la limita sunt cele
mai importante:

(i) conditii la limita de tip Dirichlet
(ii) conditii la limita de tip Neumann
(iii) conditii la limita de tip Robin.
Problema Dirichlet (Neumann sau Robin) consta in rezolvarea unei ecuatii
cu derivate partiale cu conditii la limita de tip Dirichlet (Neumann sau Robin).
Exemplificam aceste tipuri de probleme pentru ecuatia Poisson.

Aceste probleme se formuleaza pentru ecuatii ce descriu fenomene stationare,
independente de timp.

Problema Dirichlet. Fie 2 un domeniu marginit cu frontiera 0. S& se
determine u € C%(Q) N C(R) astfel incat

Au(z) = f(x), YxeQ
u(z) =p(z), Ve

unde f € C(Q), ¢ € C(09Q) sunt functii date.
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Problema Neumann. Si se determine u € C2(Q) N C(Q) astfel incat

Au(z) = f(x), Ve eQ

ou
5(:13) g(x), Vxe o

unde f € C(Q), g € C(0N) sunt functii date, gz filnd derivata functiei u

dupa directia normalei exterioare in punctul z la frontiera (0€).

Problema Robin. Sa se determine u € C%(Q) N C%(Q) astfel incat

Au(z) = f(x), Vae
a%(az) + pBu(z) = h(z), Yze N

a,BER, a,3>0, a+B#0iar f € C(Q) si h € COQ).

Problemele mixte se formuleaza pentru ecuatii cu derivate partiale de tip
parabolic sau hiperbolic. Problema mixta de tip Cauchy—Dirichlet consta in
variabila timp si conditii de tip Dirichlet referitoare la variabilele spatiale.
Analog se formuleaza gi alte tipuri de probleme mixte. Precizam ca se pot
formula si alte tipuri de probleme referitoare la ecuatii cu derivate partiale,
insa doar cele prezentate aici vor fi tratate in capitolele urmatoare.

Spunem ca o problema matematica este corect pusd daca satisface urma-
toarele cerinte

(j) Emistenta: exista cel putin o solutie a problemei.
(jj) Unicitatea: exista cel mult o solutie a problemei.

(jii) Continuitatea: solutia depinde continuu de datele problemei.

Prima cerinta este o conditie logica — problema matematica are o solutie
deoarece ea trebuie sa reflecte realitatea fizica.

Daca o probleméa nu e bine pusa, spunem ca este incorect pusd. Astfel de
probleme, fie nu au solutii, fie au mai multe solutii, fie nu depind continuu
de date. Ecuatiile cu derivate partiale ofera cele mai sugestive exemple de
probleme incorect puse. Aceasta deoarece ele modeleaza fenomene fizice si o
neconcordanta intre natura fizica a fenomenului si conditiile impuse asupra
solutiei ecuatiei conduc la probleme incorect puse.
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Un exemplu standard (datorat lui J. Hadamard (1865-1963)) de problema
incorect pusa este data de ecuatia lui Laplace in semiplanul superior cu date
initiale

Au =0, y>0
(Pn) B Ou _ sinnx
u(z,0) =0, 8y(ac,O)— " z € R.
Fie si problema
Ay =0, y>0
0
(Po) u(x,0) =0, 8—Z(m, 0)=0, z € R.

sinnx(e™ — e ")

2n2
problemelor (P,) si, respectiv, (Py). Observam ca pentru n — oo datele

problemei (P,) converg uniform la datele problemei (Py). In schimb

Observam ca u,(z,y) = si up(x,y) = 0 sunt solutii ale

lim sup [un(z,y) — uo(z,y)| = +o0, V(z,y),  #0, y > 0.
n—oo
Prin urmare, solutia nu depinde continuu de datele problemei, deoarece schim-
bari minore in datele problemei conduc la ”explozii” ale solutiei.

7.5 Clasificarea ecuatiilor cu derivate partiale liniare
de ordinul al doilea

7.5.1 Definitii. Notiuni generale

Exista diverse modalitati de ”clasificare” a ecuatiilor cu derivate partiale:
liniare sau neliniare; stationare sau de evolutie etc. Cea mai uzitata clasi-
ficare este cea a ecuatiilor cu derivate partiale liniare de ordinul al doilea dupa
"tipul” ecuatiei. Conform acestei clasificari, majoritatea ecuatiilor cu derivate
partiale de ordinul al doilea liniare apartine unuia din cele trei tipuri de baza:
eliptic, parabolic, hiperbolic.

Consideram urmatoarea ecuatie cu derivate partiale liniara de ordinul al
doilea

n 2u n w
G Y ) g )+ b g )+ lule) = 1)

ij=1 i=1

unde a;; = aj;, 1 <4, 7 < n, b,csi f sunt functii definite pe un domeniu

QcR".
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Fie £ € Q) un punct oarecare fixat. Polinomul:

P(z,8) = Y ai;(%)&¢;,

4,j=1

unde & = (&1, ...,&,) € IR", se numeste polinomul caracteristic, in punctul z,
al ecuatiei (5.1). Ecuatia (5.1) se numeste eliptica in z, daca P(z,§) > 0,
V¢ e IR™\{0} sau P(z,€) <0, V¢ € R™\ {0}.

Ecuatia (5.1) se numeste parabolicd in punctul z, daca P(z,£)>0, V€ IR
sau daca P(z,€) <0, V¢ € R" si exista cel putin un vector £y # 0 astfel incat
sa avem P(z,&) = 0.

Ecuatia (5.1) se numeste hiperbolica in punctul Z, daca exista cel putin
doi vectori nenuli, £ si 7, astfel ca P(z,£) > 0 si P(z,n) < 0. Vom spune
ca ecuatia (5.1) este eliptica, parabolica sau hiperbolica in 2, daca pastreaza
acest atribut in toate punctele domeniului €.

Tinand cont de aceste definitii, se verifica ugor ca: ecuatia lui Laplace
este eliptica, ecuatia propagarii caldurii este parabolica, iar ecuatia propagarii
undelor este hiperbolica.

Daca a;; € {—1,0,1} pentru Vi,j € {1,2,...,n}, spunem ca ecuatia (5.1)
este de formi canonicd. In acest caz, stabilirea tipului ecuatiei este un lucru
simplu.

Ne punem intrebarea daca nu se poate face o transformare asupra ecuatiei
(5.1) incat aceasta sa capete forma canonica. Acest lucru este posibil prin
schimbarea variabilelor independente in doua cazuri: i) cand n = 2 i ii) cand
coeficientii a;; sunt constanti.

In al doilea caz se face apel la rezultate de algebra liniara care permit
aducerea unei forme patratice la forma canonica (vezi [27]). Ne vom ocupa
mai pe larg de primul caz. In acest caz, ecuatia (5.1) are forma

Az, y)uze + B(x, y)tay + C(x, y)uyy+

(5.2) +D (2, y)uz + B, y)uy + F(z, y)u = G(z,y)

cu A,B,C, D, E, F,G functii continue in domeniul  c IR. In acest caz, tipul
ecuatiei (5.1) in (zo, yo) este dat de semnul expresiei

B%(x0,y0) — 4A(z0, 40)C (0, Yo)-

Sa facem schimbarea de variabile independente

(5.3) §=¢&(x,y), n=n(r,y)
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cu &, 7 de clasa C? in € si iacobianul

§&x &y
Ne My

J:

diferit de zero in orice punct din €.
Trecand la noile coordonate avem

Ug = Uele + Uyl

Uy = ugly £ ugny

Upr = Ugeb + 2ugn€ally + Unns + Ugbae + UnNaz

Uy = ugebaly + ugy(&atly + Eyna) + UnyNatly + Uelay + Unay
Uy = gely + 2ugn&anly + Unyy + Uy T UnTyy-

Substituind aceste cantitati in (2) obtinem

(5.4) Auge + B ugy + C*upy + D ug + Euy + Fru = G*
unde

A* = AL+ B&E, + 065

B* = 2A&§mn. + B(f:cny + fy77:z:) +2C¢&ny,

C* = An?+ Bnany + Cn?

D* = A&+ By + C&yy + D& + EE,

E* = Angy + Bngy + Cnyy + Dy + Eny

Fr = F

G* = G.

Observam ca ecuatia (5.4) are aceeasi forma ca (5.2) iar natura sa a ramas
invarianta in urma transformarii (5.3) de iacobian nenul, deoarece

B*? — 4A*C* = J*(B? — 4A0).

Intrucat pentru stabilirea tipului ecuatiei (5.2) am folosit doar coeficientii
A, B,C, vom rescrie (5.2) ca

(5.5) Aty + Bugy + Cuyy = H unde H = H(z,y,u, Uz, Uy),
iar ecuatia (5.4) ca

(5.6) Auge + B ugy + Cuyy = H* unde H* = H (&, 1, u, ug, uy).
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7.5.2 Curbe caracteristice. Forme canonice

Vom considera problema aducerii ecuatiei (5.5) la forma canonicd. Pentru
aceasta, sa observam ca A* gi C* se obtin din expresia

Ap? + Bogpy + Ol

inlocuind pe @(z,y) prin {(z,y) si n(x,y). Sa vedem dacd nu e posibil ca,
pentru anumite functii ¢, expresia de mai sus sa se anuleze, adica

(5.7) A2 + Boypy + C'cp?/ =0.
Curbele integrale
(5.8) @(x,y) = constant

ale acestei ecuatii neliniare cu derivate partiale de ordinul intai se numesc
curbe caracteristice ale ecuatiei (5.5).
Din (5.8) deducem

d
dp = pzdx + pydy =0 sau Pz _ _ %Y,
Oy dx

Inlocuind ultimul raport in relatia (5.7), obtinem c& aceste caracteristici sunt
solutii ale ecuatiei diferentiale ordinare

dy\?* _dy
5.9 A=) —-B—=+C=0.
(5.9) (dw) dx +

Interpretand aceasta ca o ecuatie algebrica de gradul al doilea, gasim

(5.10) dy _ (B +VB? - 4A0) /24

dx
(5.11) % = (B~ VB?—4AC) J24.

Aceste ecuatii se numesc ecuafii caracteristice pentru familia de curbe din
planul Oy unde & = constant, n = constant. Integrand cele doua ecuatii se
obtin curbele caracteristice ce pot fi scrise sub forma

v1(x,y) = c1, pa(z,y) = c2, c¢1,co = constant.

Deci transformarea
§=p(r,y), n=par,y)

va aduce ecuatia (5.5) la forma canonica.
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a. Ecuatiile de tip eliptic. Dacia B? — 4AC < 0, ecuatia (5.9) in-
terpretatd ca ecuatie algebrica in dy/dx nu are solutii reale, dar are doua
solutii complex conjugate care sunt functii complexe, continue ce depind de
variabilele reale x si y.

Astfel, In acest caz, nu avem curbe caracteristice reale. Daca presupunem
coeficientii A, B, C' functii analitice de argumentele lor (adica dezvoltabile in
serie Taylor in jurul fiecarui punct din domeniul lor de definitie), atunci putem
considera ecuatia (5.9) pentru z si y variabile complexe.

Deoarece £ si 17 sunt complexe, introducem noile variabile reale

a=(E+n)/2, B=(—n)/2
astfel ca
(5.12) E=a+if, n=a—ib.
Pentru inceput transformam ecuatia (5.5). Obtinem
(5.13)  A™(a, B)uaa + B™(a, B)uag + C™(a, B)ugg = Hi(a, B, u, Ua, ug)

in care coeficientii au aceeasi forma precum cei din ecuatia (5.6). Folosind
transformarea (5.12), ecuatiile A* = 0, C* = 0 devin

(Aa2 + Bagay, + Cozz
+i[2Aa, 0, + B

— (AB2 + B.fy + CB2)+
azﬂy + ayﬁx) + ZCO‘yﬁy] =0

— (AB% + BB,B, + C2

(Aa2 + Bagay, + C'ozz )—
azﬁy + O‘yﬁx) + QCayﬂy] =0

—i[2Aa, 0, + B

sau
(A — C*) —iB** = 0.
Aceste ecuatii sunt satisfiacute daca

Prin urmare, ecuatia (5.13) se transforma in

Uqa + upp = HZ(O‘aﬁa u,ua,uB)

unde Hy = H;/A**. Aceasta este cunoscuta sub numele de forma canonica a
ecuaties eliptice.
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Exemplu. Ecuatia
Upy + x2uyy =0

este eliptica in planul 2Oy cu exceptia axei x = 0 deoarece
B? —4AC = 42 <0, z #0.
Ecuatiile caracteristice sunt

@—iw
de
dy _
dv

—1ix

2

care, prin integrare, dau: 2y — iz? = ¢y, 2y + ix? = cp. Astfel, dacd luam

£ =2y — ia?
n =2y + ix?
si, deci,

1
0425(5-1'77):%

1 2
B = 27.(5 —-n)=-z
obtinem forma canonica

1
Uao +u,6,6’ = =5

ug.
23 "7

Observatie. Mentionam faptul ca o ecuatie poate sa fie de tipuri diferite in
portiuni diferite ale domeniului. Astfel ecuatia lui Tricomsi

Uggy + TUyy =0

este eliptici pentru >0 si hiperbolica pentru <0, deoarece B2—4AC= — 4z.
Ecuatia lui Tricomi apare in aerodinamica: domeniul eliptic corespunde misgcarii
supersonice iar domeniul hiperbolic misgcarii subsonice.

b. Ecuatiile de tip parabolic. In acest caz B2 — 4AC = 0 sie-
cuatiile (5.10), (5.11) coincid. Astfel, exista o singura familie de caracteris-
tici, obtinand o singura integrala & = constant sau n = constant. Deoarece
B? —4AC =0si A* =0, avem ca:

A* = A2 4 Bes&, + 08 = (VAL +VC¢,) =0



18

de unde rezulta ca

B* = 2A£x77x + B(gmfy + gynx) + Qnyny =
= 2 (VA& + VT, (VA +Cny) = 0.
Luand valori arbitrare pentru functiile n(z,y) care sunt functional indepen-
dente de &(x,y) (de exemplu, n = y), iacobianul nu se anuleaza in domeniul

de parabolicitate.
Impartind (5.6) prin C*, gasim

Upn = H3(§7777u7u£7u77)7 cr 7é 0

sau, dacd alegem 7 = constant ca integrald prima in sistemul (5.10)—(5.11)

uge = H3 (&, m,u, ug, up).

Una din aceste forme poarta denumirea de forma canonica a ecuatiei parabo-
lice.

Exemplu. Ecuatia
xzumz + 2xyu:vy + 92uyy =0
are discriminantul A = B? — 4AC = 42%y? — 42%y?> = 0. Deci ecuatia este

parabolica in tot planul. Ecuatia caracteristica este

dy _y

dr =z

. P g Y
si curba caracteristica corespunzatoare = = constant.
T

Luand transformarea de coordonate
Y
{ g _:
T
n=y

Upy = 0, pentru y # 0.

obtinem

c. Ecuatiile de tip hiperbolice. Daca B? — 4AC > 0, ecuatiile (5.10)
gi (5.11) dau doua familii reale si distincte de caracteristici. Ecuatia (5.6) se
reduce la

(5.14) ugy = Hy
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unde H; = H*/B*. Deoarece iacobianul transformarii este nenul, se arata
simplu ca B* # (0. Aceasta forma se mai numeste prima formd canonicd a
ecuatiet hiperbolice.

Daca introducem noile variabile independente

a=&47n
g=&—n

atunci ecuatia (5.14) se transforma in
Uaa — Upg = Ha(o, B, u, ua, ug)
care se numeste a doua formd canonicd a ecuatiei hiperbolice.
Exemplu. Sa se stabileasca tipul si sa se aduca la forma canonica ecuatia
y2um — :U2uyy =0.

Rezolvare. In acest caz, A=y%, B=0, C = —x2, deci B2—4AC=422y>>0.
Prin urmare, ecuatia este hiperbolica in tot planul xOy, cu exceptia axelor de
coordonate x = 0 si y = 0. Din ecuatiile caracteristice (5.10), (5.11) obtinem

dy
dr vy
dy —x
dr y
care, prin integrare, conduc la
1 1
¥~ v =@
1 1
53/2 + 51'2 = C9.

Pentru a aduce ecuatia initiala la forma canonica, facem transformarea de
variabile

1o, 1,
5—53/ —537
Lo 15,
Astfel
Uy = Ug8z + UMy = —TUg + TUy,

Uy = Ue&y + UpTy = YUg + YUy
Upy = x2u§§ — 2x2u5,7 + x2u,m — Ug + Uy

tyy = YPuge + 2% gy + Yty + ug + uy
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iar ecuatia initiala capata forma canonica

_ 7 §
R Trp)

7.5.3 Ecuatii cu coeficienti constanti

Daca in ecuatia

(5.15) Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu = G(z,y)

coeficientii A, B,C, D, E, F sunt constante reale, ecuatia 1gi pastreaza tipul in

tot domeniul deoarece discriminantul B2 — 4AC este o constanti.
Din ecuatiile caracteristice

% = (B+ VB2 -14C) /24
% = (B~ VB2 -1AC) /24

rezulta curbele caracteristice

<B ++vB?2 = 4A(J>
Y = T+

2A
<B — VB2 - 4AC>
= 54 T+ Co

care sunt doua familii de drepte.
In consecinta, transformarile de coordonate se vor face cu formulele

§=y— Nz
n=1y— Aox

unde

B+ VB2 —-4AC
A2 = .
2A
a. Cazul eliptic. Acesta este cazul cand B? —4AC < 0, iar caracteristi-

cile sunt complex conjugate. Transformarea de coordonate e data de

E=y—(a+ib)x
n=y—(a—ib
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unde a = B/2A i b = V4AC — B?/2A sunt numere reale. Se introduc noile

variabile

1
a:§(§+n)=y—aw

1
52%(5—77):—595

care vor aduce ecuatia (5.15) la forma canonica.

Exemplu. Ecuatia
Uz + Uzy + Uyy + Uy = 0

este eliptica in plan deoarece B? — 4AC = —3 < 0. Schimbarile succesive de
variabile
1 V3 1 1
52y_<2+22>x a=E+n=y-z

nzy—(i—i?)x =21i(£—n)=—\g§w

conduc la forma canonica

2 2
(e upp — gua + %u[g =0.

b. Cazul parabolic. Cand B? — 4AC = 0, ecuatia este de tip parabolic,
caz In care exista o singura familie de curbe caracteristice data de

y=(B/2A)x + 1.
Aceasta ne permite sa trecem la noile variabile

{£=y—(B/2A):v
n=hy+ Kz

unde h si k sunt constante astfel ca iacobianul transformarii sa fie nenul. Cu
aceste transformari de variabile ecuatia devine

Uy = Drug + Eyuy + Fru+ G1(€,n)

uinde D1, E, F| sunt constante.
Daca B = 0, din relatia B2 — 4AC = 0 se vede c& A = 0 sau C = 0, deci
ecuatia este In forma canonica.
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Exemplu. Ecuatia
Ugy — AUgy + duyy = €Y

este parabolica deoarece A = 1, B = —4, C = 4 si B> — 4AC = 0. Astfel,
schimbarea de variabile

§=y+2z
n=vy

. 1
aduce ecuatia la forma u,, = —e".
nmm 4

c. Cazul hiperbolic. Daca B? —4AC > 0, ecuatia este de tip hiperbolic.
Folosind transformarea de coordonate

E=y— Mz _ B+VB?-4AC
n=1y— Az ' 2A

obtinem forma canonica a ecuatiei date.
Daca A = 0, se va considera transformarea

1"
n=—z—(B/Cy
care aduce ecuatia (5.15) la forma canonica.
Exemplu. Ecuatia
Ay + SUgy + Uyy + Ug + Uy = 2

este de tip hiperbolic deoarece B> —4AC =9 > 0. Ecuatiile caracteristice sunt

dy
dx
dy
dz

B~ = =

si furnizeaza transformarea

{Szy—w
n=y—(rv/4)

. 1 8
care reduce ecuatia la forma: wug, = 5“77 —9
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7.5.4 Rezolvarea unor ecuatii cu derivate partiale liniare

de ordinul al doilea

Problema gasirii solutiei generale pentru o ecuatie cu derivate partiale este
dificila. Vom arata ca forma canonica a unei ecuatii cu derivate partiale liniare
de ordinul al doilea faciliteaza in anumite situatii — mai ales in cazul hiperbolic
— obtinerea solutiei generale.

Exemplul 1. Ecuatia
2 2 _
T Uz + 2TYUgy + Y Uyy = 0

este hiperbolica. Prin transformarea { = y/z, n = y, aceasta ecuatie capata
forma
Upy = 0 pentru y # 0

care, prin integrare de doua ori in raport cu 7, da

u(€,m) =nf(€) +g(&)

unde f(£) si g(&) sunt functii arbitrare. Revenind la variabilele z si y obtinem

u(z,y) =yf (g) +g @) :

Exemplul 2. Ecuatia

2Ugy — SUgy — 2Uyy = 0

este hiperbolica gi prin transformarea: £ = y — TN =Y + 2z conduce la

ugy = 0 cu solutia generala u(§,n) = f(§) + g(n), unde f si g sunt functii
arbitrare.

Revenind la variabilele z si y, obtinem u(z,y) = ¢(x — 2y) + ¥ (2x + y), cu
© ¢i ¢ functii arbitrare.

Exemplul 3. Ecuatia
Ay + SUgy + Uyy + Ug + Uy = 2

este adusa prin transformarea: £ =y — z, n =y — (z/4) la forma canonica

1 8
Ugn = 3Ue = 5
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Daca notam 9 = u,, ecuatia precedenta devine

1

care este o ecuatie cu variabile separabile si are solutia:

8§ 1
9= 3 + 56(6/3)9(7’]).

Integrand acum aceasta relatie in raport cu 77, obtinem

w(m) = S0+ S0 + (6)

unde f(§) si g(n) sunt functii arbitrare. Solutia generald a ecuatiei initiale
este

wey) =3 (y B i) g0 (y B Z) SV 4 [y - ).

Exemplul 4. Ecuatia
Upt — 62um =0

devine, prin schimbarea de variabile: { = x +ct, n = x — ct de forma ug, = 0
care are solutia generala

u(€,n) = ¢(§) +¥(n)

si, revenind la variabilele z si t,
u(z,t) = p(x + ct) + Pz — ct),

unde ¢ si ¥ sunt functii arbitrare.



Capitolul 8

Probleme eliptice.
Ecuatia lui Laplace

8.1 Functii armonice. Exemple
Fie Q un domeniu din R". Ecuatia lui Laplace
(1.1) Au(z) =0, Vo= (x1,..,2,) €

este, dupa cum am vazut, cea mai simpla si in acelasi timp cea mai importanta
ecuatie cu derivate partiale de ordinul al doilea de tip eliptic. Prin definitie,
spunem c& functia u € C%(Q) este armonicd in Q daci satisface ecuatia lui
Laplace in €.

Este cunoscut din fizica faptul ca potentialul electrostatic in fiecare punct
(z,y,2) # (0,0,0) datorat unei sarcini electrice unitare situate in originea

lui IR? este proportional cu — unde r este distanta de la punct la origine,
r
r = +/x? + y? + 22. Un calcul simplu aratd ca functia

(1.2) uz% r#0

este armonici in IR3\{0}.

Functia u definita prin relatia (1.2) se distinge prin aceea ca prezinta o
simetrie fata de origine; cu alte cuvinte, depinde numai de distanta radiala r
fata de origine fara a depinde si de unghiurile 6 si ¢ (Fig.1.1).

25
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(z,y,2)
(r,0,0)

¥ x = rsin pcosd
y = rsinysin @
Z=TCosy

Fig.1.1. Coordonate sferice in IR?

Acest fapt ne sugereaza sa cautam, pentru n > 2, functii care depind doar de
r(r=(2?+x3+---+22)/2).

Pentru aceasta avem nevoie de expresia laplaceanului in coordonate sferice
(polare in TR?).

Tinand cont de definitia lui A si de transformarea coordonatelor din car-
teziene in coordonate sferice (polare) rezulta (vezi [2], p.6)

Ay = LI (T”_l au) + iAnu

rn=1 Or or 72

unde A, este un operator diferential de ordinul al doilea ce contine doar
derivate in raport cu coordonatele unghiulare.
De exemplu, in IR?
0%u

A =55

iar in IR?
Asu = ! 8<sin )+182u
7 sing 9y 7 ) sin? ¢ 062

Avand in vedere ca functia u depinde doar de r si este armonica, rezulta

a n—1 8U .
or (T 8r) =0
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care este o ecuatie diferentiala elementara cu solutia

Cilnr+ Cy, V7 >0 (daca n = 2)
(1.3) u(r) = o
rn72

+Co,  Vr >0 (dacan > 3).
Observatie. La acelasi rezultat ajungem daca luam din start
u(@) = o(r), r=(af + - +z3)"?

unde v : [0,00) — R.

Obtinem
Ug, = 11'(7“)ﬁ
care implica
2 2 2
e N Lq / T
Up,p, =V (1)—= + 0 (r
TiZq ( )TQ + ( ) T3
de unde
" n—1 I
Au(x) =0"(r) + v'(r).
r

Asadar, faptul ca functia u este armonica revine la

n—1

v (r) + v'(r) = 0.

r

Rezolvand aceasta ecuatie, gasim din nou relatia (1.3). Mentionam ca
aceasta relatie da forma functiilor armonice cu simetrie radiala definite in tot
spatiul (exceptand originea).

Transformarea lui Kelvin. Problema lui Dirichlet exteriora

In R" (n > 2) fixam punctul A de coordonate (ai,as,...,a,). Se numeste
transformare prin inversiune de putere R?, in raport cu punctul A, operatia
care face ca punctului M (x1, x9, ..., z,,) sa-i corespunda punctul P(&1, o, ..., &)
(coliniar cu A si M) astfel ca

(1.4) AM - AP = R2.

(in relatia (1.4) membrul stang reprezinta produsul scalar al vectorilor AM
si ﬁ)

Din coliniaritatea punctelor A, M, P si relatia (1.4) rezulta

n

(15) gk — ag = (xk - ak)RQ/Z(:El - ai)Q’ k= L2,..,n.
=1
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n

Dacé punem r2 = AM 2 = Z(mk — a)? din relagia (1.5) deducem c& trans-
i=1
formarea punctuala cautata este data de

T — A
& = a + R? —a k=1,2,..,n.
Se pune urmatoarea problema:

Presupunand cé functia v : IR™ — IR este armonicd, in argumentele
£1,&,...,&,, In ce caz functia v : IR" — IR definita prin

r1 — aq In — Q
V(1 ey Tpy) = ru <u1 + R? —— el + R? 712”)
r r

n

1/2
unde r = (Z(wk - ak)2> este gi ea armonica.
k=1

Calculand laplaceanul functiei v gasim

" or) Ou 0%u
Av = uA(r —1—22 _— )‘E — =
Y Tl T SE T
A " ou
_ _ A=2 (2 _E _
= 2(/\ 2+ n)r l2u k:1(€k ak)agk‘|

si, cum vrem ca Av = 0, pentru orice u rezultd ca trebuie sa luam A =2 —n.
In acest fel am demonstrat

Teorema 1.1. (teorema lui Kelvin) Daca functia u(&y1, &2, ..., &) este armo-
nica in &1, o, ..., (x),, atunci si functia

Ir1 — aq T —
u(a1+R2 72;"';an+R2 71,277,)
r r

(21, T2, ey Tpy) = o

n 1/2
unde r = (Z(xk — ak)2> este armonicd in T1,%2, .., Tn.
k=1

In particular, daca A este originea, R = 1, gi notam cu ||z|| norma vectoru-
lui (x1, ..., x,), din teorema de mai sus deducem ca daca functia u(z1, z2, ..., Tp)

este armonica, atunci gi functia

1 ( T T2 Ty >
U 2T 2 a2
[||™ )1 [l k4l

este armonica.



29

Observatii. Cu ajutorul aceste transformari punctuale, care transforma o
functie armonica intr-o altd functie armonicad, putem sa rezolvam problema
lui Dirichlet (sau Neumann) exteriorda.

Prin problema Dirichlet (sau Neumann) exterioara (asociata operatorului
A) se intelege determinarea functiei armonice u in domeniul infinit exterior
unui domeniu finit Q cu frontiera 952, cunoscand valorile lui u (sau ale derivatei
sale normale) pe 9. Pentru a rezolva (de exemplu) problema lui Dirichlet
exterioara, vom lua un punct A in interiorul domeniului €2, pentru exteriorul
caruia vrem sa rezolvam problema si fie o sfera de centru A si de raza R aleasa
in aga fel Incat sa fie In Intregime situata in Q.

Transformand tot spatiul prin inversiunea de centru A si de putere R?,
exteriorul Iui € se va transforma in interiorul unui domeniu * situat in in-
teriorul sferei de mai sus. Vom rezolva apoi problema lui Dirichlet pentru
domeniul finit Q* cu valorile lui v date pe 052 gi transformate pe frontiera 9Q*
a lui Q.

Daca n = 3 i u*(r, 0, ¢) este solutia problemei lui Dirichlet pentru Q*, cu
valoarea pe frontierd u*|pn- = u|pn — b, atunci solutia problemei exterioare
relative la domeniul exterior lui §2 va fi

R? R?
u(r,0,¢) = . u* <r,9, go) +0b

unde b este valoarea (data) pe care o ia u la infinit. In mod analog se va reduce
si problema lui Neumann exteriora la o problema interiora.

8.2 Solutia fundamentala a operatorului Laplace

Un rol esential in studiul operatorului A al lui Laplace il joaca solutia funda-
mentala.

Definitia 2.1. Functia F : IR"\{0} — IR definita prin

dacan >3

— In ||z, dacan =2
77

se numeste solufia fundamentald a operatorului Laplace.
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In formula (2.1) w, desemneaza aria sferei unitate din IR", care se cal-

culeazi cu formula w, = 2727 (Z) unde I este functia lui Euler data prin

I'(s) :/ tle7tdt, Vs > 0.
0

Din punct de vedere fizic, E reprezinta potentialul electrostatic generat
de o sarcina unitate negativa fixata in origine.

In propozitia urmatoare dam cateva proprietati ale solutiei fundamentale
pentru operatorul lui Laplace.

Propozitia 2.1. Functia E definita de (2.1) are urmdatoarele proprietati:

(i) E € C>*(R\{0}),
(ii) B, E,, € L. (R"),

(ili) AE(z) =0, Va # 0.

Demonstratie. Proprietitile (i) si (iii) sunt imediate. In ce priveste proprie-
tatea (ii) aceasta rezulta din faptul ca:

/ |z “dz < oo dac si numai dacd a < n.
llzll<r

Rezultatul urmator va fi utilizat la demonstrarea existentei solutiei pentru
problema Dirichlet prin metoda lui Perron.

Propozitia 2.2. Fie f € CZ(R") si u(z) = E(x —y)f(y)dy, x € R™
Rn
Atunci

(j) v e C*(R™).
(Gj) Au= f in IR".

Demonstratie. (j) Facand schimbarea de variabila x — y — 2z obtinem

(2.2) u(z)=[ E(2)f(x—2)dz.

mn
Din aceasti scriere, folosind faptul ca functia f este de clasa C? si are suportul
compact in IR", rezultd ca u € C?(IR").

(jj) Vom face demonstratia pentru n > 3, cazul n = 2 tratandu-se in mod
analog.
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Fie ¢ > 0 si x € R™. Din (2.2) rezulta

(23)  Au(z) = / B(2)Auf(z — 2)dz + E(2)A, f(z — 2)dz.
B(0,e) IR™\B(0,¢)

Vom arata ca putem trece la limitd cu ¢ — 0 in relatia (2.3) pentru a
obtine (jj). Avem

<

/ E(2)A,f(x — z)dz
(2.4) B(0:)

< O e [, 1Bz < O

Ultima inegalitate se obtine trecand (eventual) la coordonate polare (vezi Py,

[2])-

Apoi din formula lui Green

/ E(2)Auf(z — 2)dz = —/ VE(2) - Vof(z — 2)do+
R™\B(0,¢) R™\B(0,)

of
+/aB(0,5)E(Z)3VZ (x — 2)doy.

La fel ca in cazul precedent, obtinem

of
/63(075)E(z)ayz (x — 2)do,

< OISl [, |BG)ldo < Ce.

<

(2.5)

Vom arata ca
—/ VE(z) - Vif(x —2)dz — f(x) pentru e — 0.
R™\B(0,¢)

Aplicand prima formula a lui Green, obtinem

—/ VE(z) Vaf(x —2)dz = —/ 9E() flz — 2)do,+
IR™\B(0,¢) oB(0e) O

o OE(z) .
v /RH\B(O7E)AE(z)f(:U 2)dz = /8 pon o = 2o

deoarece functia E este armonica in IR™\B(0,¢). Apoi

OBC) _ sy - (z) = e Y2 €0B(0.2),

ov Wn€
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deoarece v(z) = —é = —g, Vz € 0B(0,¢). De aici rezulta

1
—/ VE(z) - Vyf(x — 2)dz = ﬁ/ flx — 2)do,.
R"™\B(0,¢) Wn€ 0B(0,¢)

Teorema de medie si continuitatea functiei f implica
1

wnenfl

(2.6) / f(z —2)do, — f(x) pentru e — 0.
0B(0,e)
Rezumand, relatiile (2.4), (2.5), (2.6) demonstreaza afirmatia (jj).
Teorema, care urmeaza da o reprezentare a unei functii v de clasi C? in

U
Q in functie de valorile laplaceanului Au in  si de valorile lui u si W pe

v
frontiera 0f2.

Teorema 2.1. (Teorema Riemann—Green) Daca Q este o multime deschisa i
marginitd din IR"™ cu frontiera netedd iar u € C*(Q) N CY(Q) cu proprietatea

Au € C(Q), atunci are loc relatia:

/QAu(y)E(ac —y)dy —/6982%)E(37 —y)doy+
@7 u(x), x€Q (a)
_|_/8Qu(y)8?ij(x — y)day = —u(z), €N (B)

0, relR™\Q (v)

Demonstratie. («) Fie z €  si ¢ > 0 astfel incat B(z,e)C. Aplicand for-
mula a doua a lui Green domeniului Q\ B(z, ¢) si tindnd cont ca 9(Q\B(x,¢)) =
02U 0B(x,¢€), obtinem

/Q s A = y) = B = y)Au(y)dy =

(2.8) :/09 (u(y)aany(x -y) - ag(yy)E(x - y)) do,+

OE(x —y) Ouly)
+/(93(:v,5) <U(y) 8yy o o E(-'L‘ - y)) dO'y.

Insi AyE(x —y) =01in Q\B(z,¢) si

ou 9
/C”B(xva)aV(y)E(x ~y)doy =0, 8B(x7€)U(y)ainy(g; —y)doy, — —u(x)
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deoarece v, este normala la 0B(x,¢) in punctul y indreptata spre interiorul
lui B(z,¢).
Trecand la limita cu € — 0 in formula (2.8), obtinem rezultatul dorit.

(8) Pentru x € 092 gi € > 0 (suficient de mic) notam:

Q. = Q\B(z,e), I'. =0QN B(x,e), . =QN0B(x,¢).

Aplicand formula a doua a lui Green perechii de functii v si E pe domeniul
()., obtinem

| (Bl =) Auly) — uw)d, B~ y)dy =

0o = (E(ac 975 - ) ”) doy+

NI,
o (E(:c )%l i) ”) do,.

Din cauza ca FE este armonica in ). si pentru € — 0 avem:

/ E(z — y)Au(y)dy — /E(w —y)Au(y)dy
Qe Q

ouly) ., du(y)
/amm ov B(w ~y)do, o Ov

/ u(y)wd% . / u(y)wday
HON\T. 00

Ovy Ovy
| By
e

du(y)
[P W g, )

E(z — y)doy,

(
£y doy — 0
Ovy

din formula (2.9) rezulta, prin trecere la limita, afirmatia (3).

(7) Luand z € IR™\Q si aplicand formula lui Green pe domeniul €, obtinem

(B = pduly) = ul)a, B —y)dy =

_ du(y) OE(z —y)
= o (E(a: —y) o u(y)ayy> doy

si tinand cont ca AyE(x — y) = 0, pentru y € 2 obtinem rezultatul dorit.
Cu aceasta teorema este demonstrata. n
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Corolarul 2.1. Dacd € este o submultime deschisd a lui R" si u € C?(Q)
este o functie armonica, atunci u € C*°(£2).

Demonstratie. Fie 29 € Q si € > 0 astfel ca B(xg,e)CQ. Aplicand formula
(2.7) pentru bila B(zo, €), rezulta

ou(y) Yy
S B —y) L dg, + ey,
u(z) /8 s BE =0T oyt [ uly) =g e

pentru orice x € B(xg, ). Deoarece x # y (z € B(0,¢) siy € 0B(0,¢)) cei doi
termeni din membrul drept sunt functii de clasa C* in raport cu x € B(xg, €).
Punctul z fiind arbitrar in 2, rezulta u € C*°(Q). n

Corolarul 2.2. Fie p € C§°(IR"). Atunci

(2.10) E(z)Ap(z)dz = ¢(0).
R"

Demonstratie. Deoarece ¢ € C§°(IR") exista r > 0 suficient de mare astfel
ca supp ¢ C B(0,r). Aplicand formula de reprezentare (2.7) pe aceasta bila si

()
ov

tinand cont ca ¢(x) = =0, pentru x € 9B(0,r) rezulta

| B@-yael)dy = o), Yo e BOR)
B(0,r)

de unde, luand = = 0 si tinand cont ca E(—y) = E(y) rezulta (2.10). n
In limbajul teoriei distributiilor, acest rezultat se scrie sub forma
AE = 50 in IR"

unde &y este distributia lui Dirac concetrata in origine.

Corolarul 2.3. (Formula de medie) Dacd functia u este armonica in S,
atunci pentru orice bila B(x,r) cu B(z,r)CQ are loc formula

(2.11) u(z) = ! / uw(y)doy, Yz €.
OB(z,r)

wWprn—1

Demonstratie. Se aplica formula (2.7) pentru 2 — B(x,r) si se obtine

1 1 ou(y)
w1 /aB(x,r)u(y)day * (n — 2)w,r™—2 /8B(x,r) o v

u(z) =
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Demonstratia se incheie tinand cont ca ultimul termen din membrul drept
al egalitatii de mai sus este nul (teorema lui Gauss, pentru functii armonice).

Din (2.11) deducem ca valoarea unei functii armonice intr-un punct este
egala cu media valorilor sale pe orice sfera centrata in acel punct daca sfera
respectiva este inclusd in domeniul de armonicitate al functiei.

8.3 Functia Green. Solutia problemei Dirichlet

Functia Green. O metoda de rezolvare a problemelor la limita pentru ecuatia
lui Laplace, care conduce la o reprezentare analitica a solutiilor, este metoda
functiei Green. De altminteri, analizand formula de reprezentare a functiilor
de clasi C? in domeniul €2 constatim ca dacd functia u este armonica, atunci
valorile sale in € pot fi scrise in functie de valorile sale gi ale derivatei sale
normale pe frontiera 0. Pentru rezolvarea problemei Dirichlet (in care sunt
prescrise doar valorile lui u pe 0€2) avem nevoie ca in formula de reprezentare
sa nu mai apara derivata normala a functiei u. Acest lucru il vom realiza prin
introducerea functiei Green.

Definitia 3.1. Fie Q o multime deschisi din IR” cu frontiera de clasia C! pe
portiuni. O functie G : 2xQ — IR se numeste functie Green pentru problema
Dirichlet pe €2 daca satisface urmatoarele doua proprietati:

(i) G este de forma
G(.’E,y) = 9(%.@) - E(‘T - y)7

unde g : OxQ — IR satisface conditiile: pentru orice z € € functia

— 0
y — g(x,y) este armonica in ) i continua in  iar y — a—g(x, y) este
v
Y
continua pe 0f).

(ii) G(z,y) =0, Yz € Q, Vy € 0.

Utilizand formula lui Green deducem cu ugurinta faptul ca daca exista o func-
tie Green pentru problema Dirichlet pe €2, atunci aceasta este unica. Se arata
ca existenta functiei Green este asigurata pentru domenii suficient de regulate.
Noi vom evidentia acest lucru in paragrafele urmatoare.

Propozitia 3.1. Fie Q C IR" o multime deschisa din R™ cu frontiera sufi-
cient de netedd iar G functia Green corespunzdtoare problemei Dirichlet pe ).
Atunci

a) G(z,y) >0,Va,y € Q, x#uy.
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b) Pentru orice x € Q si f € C(Q)

g{% aB(m)f (y)G(z,y)doy =0,
im [ LGy f)do, = —f(a).

eN\O0JoB () Ovy
c) G(z,y) = Gy,z), Yo,y €Q, = #y.

Demonstratie. a) Fie x € Q fixat si Q. = Q\B(z,¢) unde € > 0 este ales
suficient de mic astfel incat B(z,e)CS). Functia y — G(x,y) fiind armonica
in ., rezulta ca atat maximul cat si minimul ei vor fi atinse doar pe 092, =
0B(x,e)U0S. Deoarece ?}123: G(z,y) = +oo st G(x,y) =0, Vy € 0N va rezulta

ca G(z,y) > 0, Vy € Q. (pentru ¢ suficient de mic) ceea ce demonstreaza
afirmatia.

b) Avem
lim aB(m)f(y)G(:r,y)dffy = lim 8B(I’E)f(y)g(ﬂc,y)day—
— 1L F(x —vy)do, =0
lim 8B(mﬁg)f(y) (z —y)doy
si
i [ )G y)doy =t [ gl y)doy—
eNO0JOB(z,e) y 81/y 4 v eN0JoB(z,¢) YISy Y
. 0
— lim f(y)—E(x—y)de:()—f(x) = —f(ac)

eN0JOB(x,e) 8Vy

In ambele cazuri folosim teorema de medie pentru integrale de functii continue.
In plus,
0

By = ——

5 o pentru y € 0B(z,¢).
y n

c) Fie z,y € Q, x # y si € > 0 suficient de mic incat B(z,e) U B(y,e)CQ
si B(z,e) N B(y,e) = 0. Notam cu Q. = Q\(B(z,e) U B(y,¢)) si definim func-
tiille u,v : Q. — IR prin u(z) = G(z,2), v(z) = G(y,z). Aplicand formula
a doua a lui Green functiilor armonice u,v 1n {2, si tinand cont ca 0Q. =
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0NU 0B(x,e) UIB(y,e) obtinem

0= [G@,z) 9 6ty.2) G(y,z>aa<x,z>] do.+
i) vy Ovy
/ G(z z)iG( z)do —/ G( Z)iG(l‘ z)do,+
0B(x,e) v, v : 0B(x,e) v ov, ’ -

0 0
G,—G,dz—/ Gy, 2)-2-G(x, 2)do..
/ o G025, Gl 2o = [ Gly.2) 506l 2)do

Din conditia (ii) rezulta cad prima integrala este nuld. Apoi, tindnd cont ca

y— —g(x, y) este o functie continua, rezulta

vy
lim G(x z)iG( z)do, = lim G( Z)iG(l‘ z)do, =0
eN0JoB(x,e) "o, v - eNO0JOB(y,e) Y v, ’ - ‘

In final, ficand ¢ — 0 si utilizand relatia b) pentru integralele ramase, obtinem
G(‘T7 y) = G(ya :E) n

Propozitia 3.2. Fie QCIR" o multime deschisa, conexd, mdrginita cu fron-

tiera O metedd. Dacd f € C(Q), ¢ € C(IQ) si u € C*(Q) N C(Q) este o
solutie a problemei Dirichlet

Au=f inQ
(3.1) {u:cp pe 0N

atunci, presupunand ca u are derivata normald continud pe 0f),
0
(32) @) = [ fGC@ydy - [ o)y Glayda, Vae,
Q o0 Vy
unde G este functia Green a problemei Dirichlet relativ la €.

Demonstratie. Deoarece u este solutie a problemei (3.1), tinand cont de
formula Riemann—Green (2.7), avem

wlz) — . W) s
s @) = [ S B~y — [ ZEP B~ y)doy+

0
= Bl — .
- (y) o, (v —y)doy
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Apoi, din formula lui Green
(9@ )Au) = u(w)d, gla.)dy =

- du(y) dg(z,y)
= . (9(%3/) o _u(y)61/y> doy

care se SCI‘ie Sub fOI‘ma
15) 0
64 0= g [ (wy)ﬁj;y) ~ 4(z9) g%”) o,

Scazand termen cu termen relatiile (3.3) si (3.4) se obtine (3.2). n

8.4 Functia Green pe sfera. Formula lui Poisson

Exprimarea simpla a solutiei problemei Dirichlet pentru ecuatia lui Laplace
cu ajutorul functiei Green justifica efortul de determinare a acesteia din urma.
De altfel, rezolvarea problemei Dirichlet este transferata in cea a determinarii
functiei g care satisface (in raport cu y) ecuatia lui Laplace pe €2, iar pe
frontiera o conditie Dirichlet speciald (g(x,y) = E(x —y), Vo € Q, Vy € 09).

Acest lucru se dovedegte mai simplu dupa cum vom vedea intr-o serie de
exemple.

In cazul domeniului Q = B (0, R), R > 0, functia Green se cauta de forma

G(z,y) = aB(z" —y) — E(z —y)
R2

unde z* = Wx iar « este o constanta ce se determina din conditia (ii) pe
frontiera. Se obtine urmatorul rezultat:

Propozitia 4.1. Functia Green pentru domeniul Q = B(0, R) C R" este:

n—2
%E(m* —y)— E(x —y), pentruzx#0
o ] Tl
(z,y) )
—E(y) — W} pentru xz =0.

Demonstratie. Din definitia lui G deducem

( i )n_zE(x*—y), n>3

]

(4.1) 9(z,y) =
E(m*—y)—;ln(”f{”>, n=2.
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Din (4.1) rezulta cd y — g(z,y) este armonica in B(0,R) deoarece = €
B(0,R) = z* ¢ B(0,R).

Apoi, pentru a verifica conditia G(z,y) = 0 pentru x € B(0,R) si y €
0B(0, R) este suficient sa observam ca egalitatea

o=yl = | e - L2k
- )
[« R
are loc pentru orice pereche (z,y) cu 0 < ||z|| < R, |ly|| = R. 0

In cazul Q = B(0, R), solutia problemei Dirichlet pentru ecuatia lui Laplace
are o reprezentare simpla. Observam ca

G (z,y) 1 R (y—aty)
al/y - R(VyG(fL':y)7y) - ”an_gwn ”CC* _yHn

| (y—zy) B[l
— n — — o y c 8B O,R .
R o —y|" ~  Ranllz —y] 0. F)

Din Propozitia 4.1, luand f =0 i Q = B(0, R), rezulta formula

R? — ||z 0(y)

4.2 u(x) = "
(4.2) () Rw,, oB(0,R) |z — Yyl

do,, YV € B(0,R),

cunoscuta sub numele de formula integrald a lui Poisson.
Aceasta formula sugereaza faptul ca daca ¢ € C(9B(0, R)), atunci functia
data de (4.2) este solutie a problemei (3.1) cu f = 0. Intr-adevar are loc:

Teorema 4.1. Dacd ¢ € C(0B(0, R)) atunci funclia u definita prin:

R? — ||z|” (y)
(4.3) u(x) = Rwn  Jop,r)llz —yl"
o(z), x€0B(0, R),

do,, x€B(0,R),

apartine spatiului C?(B(0, R)) N C(OB(0, R)) si este solutie a problemei

(4.4) Au(z) =0, Vo € B(0,R); u(z) = ¢(z), Vo € IB(0, R).

Demonstratie. (schitd) Faptul cia u € C%(B(0, R)) rezulta din expresia lui
u, iar AyG(z,y) = 0 implica, tindnd cont ca, de fapt,

u(z) = —/ @(y)acg(x’y)day, Au(z) =0, Vz € B(0, R.
dB(0,R) Vy
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Demonstratia continuitatii lui u la frontiera foloseste esential trei elemen-
te: continuitatea lui ¢, expresia derivatei normale a lui G gi continuitatea
integralei Riemann in raport cu domeniul. "

Cateva remarci in legatura cu Teorema 4.1.

e Teorema 4.1 poate fi interpretata ca un rezultat de extensie a unei functii
continue pe 9B(0, R) la o functie armonica pe B(0, R).

e Teorema 4.1 este un rezultat de existenta pentru problema Dirichlet pe
un domeniu sferic.

Rezultatul obtinut va fi folosit la demonstrarea existentei solutiei problemei
Dirichlet pe un domeniu general, in care scop demonstram si rezultatul urma-
tor.

Propozitia 4.2. (inegalitatea lui Harnack) Daca functia u este armonica si
nenegativa in B(xo, R), atunci satisface inegalitatea

(R — || — @l R™
(R + [lz — o)
(R+ ||z — xo||[R"2

~ (B lz—zol)mt

u(zo) < u(z) <

u(zo), VaeB(zg, R).

Demonstratie. Pentru inceput vom demonstra inegalitatea pentru zg = 0.
Din formula de reprezentare a lui Poisson avem ca

R — | uy)

4.5 u(z) = - d0oy,
(*5) (@) Rwy  Jopo.m)llz —yl" 7

care, pentru z = 0, da (formula de medie)
(1.6 O =z [ uly)d
. u(0) = ——— u(y)do.
R 1w, JaB(o,r) Y
Apoi, din (4.5) obtinem

(R IR = lel) |
do =
Reon (R — 2" Josom" @™
R+l
Foon (= e

u(x) <

R" 1w, u(0)

care demonstreaza partea a doua a inegalitatii (pentru zo = 0).
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Apoi, din (4.5) rezulta inegalitatea

(B + [lz]) (R — [[=]})

wlz) > / u(y)d
@) 2 R B2l Josom @

care, Iimpreuna cu (4.6) demonstreaza prima parte a inegalitatii.

Cazul general se obtine facand o translatie x — x — xg care conserva ar-
monicitatea si duce sfera B(xo; R) in B(0; R). In B(zo, R) formula lui Poisson
are forma
R? — ||z — ao|® u(y)

R, oBO.R) Iz —ylI" "

u(z) =

8.5 Constructia functiei Green folosind metoda
imaginilor electrostatice

Cea mai cunoscuta metoda de constructie a functiei Green este metoda ima-
ginilor electrostatice. Pentru ca intuitia sa functioneze mai bine, vom explica
in ce constd aceastd metods in cazul unui domeniu Q din IR?. Fie r = (z,, 2)
un punct din 2. Functia Green pentru problema Dirichlet are forma

1

1 ') = g(r' S —
(5 ) G(’I“,T‘) g(raT)+4ﬂ_ HT’I—T”

sl reQ, v #£r

Metoda consta in interpretarea lui G(r/,r) ca potentialul electrostatic gene-
rat de o sarcinad unitara plasata in punctul r a domeniului 2 a carui fron-
tiera 0 este conectata la masa. (Potentialul este nul pe o suprafata aflata
la masa.) Al doilea termen al formulei (5.1) reprezinta potentialul datorat
unei sarcini unitare aflate in punctul r. Aceastd sarcind unitard induce o
distributie a sarcinilor pe suprafata conectata 9f2, iar termenul g(r’,7) repre-
zintd potentialul datorat sarcinilor induse distribuite pe 0.

Astfel, determinarea lui g(r/, ) depinde in primul rand de gasirea sarcinilor
induse distribuite pe 0f2, care este o problema destul de dificila. Metoda
sarcinilor electrostatice permite depasgirea acestui inconvenient.

In loc s& vedem g(r',r) ca potentialul sarcinilor induse distribuite pe 992,
consideram ¢(r’,r) ca fiind potentialul datorat sarcinilor imaginare aflate in
complementara lui (2. Aceste sarcini, care sunt numite imagini electrostatice
ale sarcinii unitare aflata in punctul r € ) trebuie alese in complementara lui
Q) de aga maniera incat potentialul g(r’/,r) datorat lor sa satisfacd conditia

1 1

/
L e
ar = "
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In multe situatii, forma suprafetei 02 este suficient de simpla incat permite
alegerea imaginilor electrostatice.

Exemplul 5.1. Fie QCIR? dat prin:
Q={(z,y,2); 2> 0}
si fie o sarcind unitard aflata in punctul r = (z,y,2) € Q (Fig. 5.1). Daca

introducem o sarcina unitate negativa in punctul r* = (z,y, —z), potentialul
rezultat datorita celor doua sarcini va fi nul pe frontiera z =0 a lui €.

Fig. 5.1.

Astfel, imaginea electrostatica necesara a sarcinii unitate din punctul r va
fi sarcina unitate negativa situata in punctul r*, care este simetricul lui r fata
de frontiera lui €2. Functia Green rezultata va fi:
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Intr-adevir, daci r’ € dQ, atunci ||’ — r|| = ||’ — r*|| si G(+',r) = 0. Trecand
la coordonate carteziene

o L . -
Grr) =4 ([(x' — )2+ (i —y)? + (¢ — 2)?)1/?

_ 1 ) '
[(:U/ — 53)2 + (y/ _ y)2 + (Z’ n 2)2]1/2

In cazul general, QCIR"; Q) = {(z1,z2, ..., zp) € R"; x,, > 0} functia G este
data prin formula

G(z,y) = E(x —y) — E(z" —y)

unde z* = (21, ..., Tp—1, —2p) dacd z = (z1, ..., T,) € Q, adicd z* este simetri-
cul lui z in raport cu hiperplanul H = {(z1,...,z,} € R", z, = 0}, F fiind
solutia fundamentala a laplaceanului.

Exemplul 5.2. Fie
Q={(z,y,2); y>0, 2> 0}

Consideram o sarcina unitate in punctul r = (z,y, 2) € Q (Fig. 5.2). Imaginile
electrostatice necesare In acest caz sunt: o sarcina unitate negativa in rj =
(z,—y, z), o sarcina unitate pozitiva in r5 = (x, —y, —z) sl o sarcinad unitate
negativa in 13 = (z,y, —=2).

Este clar ca potentialul rezultat din cele patru sarcini se anuleaza pe fron-
tiera lui €2 gi functia Green cautata este

G(r',r):417r( 1 Lo, 1 >

[ =l Al =gl = r3ll =73
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Fig. 5.2.

8.6 Principii de maxim pentru operatorul Laplace

Teorema 6.1. (Principiul de maxim) Fie Q o multime deschisa, conexd i
marginitd din IR™. Dacd u € C?*(Q) N C(Q) este astfel incat Au > 0 pe ,
atunci u are una (§i numai una) din urmatoarele doud proprietati:

(i) u 4si atinge valoarea mazimd pe Q numai pe 05,

(ii) w este constanta pe ).

Demonstratie. Deoarece u € C(f2) si Q este o multime compacta in R",
existd zog € Q (teorema lui Weierstrass) astfel incat M = u(xp) = max u.
Q

Presupunem ca xzp € €, prin urmare proprietatea (i) nu ar fi adevarata.
Fie
A={z e u(z) =M}
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Deoarece zg € A si u este o functie continui, rezultd cd multimea A este
nevida si inchisa. Vom demonstra ca A este gi deschisa. Intrucat Q este mul-
time deschisa si zg € €, exista o bila B de raza r > 0 centrata in z( astfel
incat B(zg,r)CS. AplicAnd formula (2.7) pentru domeniul B(zg,r), obtinem

1 / Au(y)
o) = =7 oy ——dy+
(zo) (n — 2)wn JB(zo,r) 2o — y||" 2
1 du(y) 1 /
6.1 s d o <
( ) * (n - 2)wn7-n—2 /6B(aro,'r) v o+ wnrn—l aB(xO,r)u(y) 0>

1
< — u(y)do,
B wnrn—l /(93(380,7’) (y)

deoarece Au >0 in Q si din formula lui Green

/ Au(y)dy :/ ag(y) do.
B(zo,r) dB(zo,r) v

Din (6.1) rezulta ca u(xo) = u(y), Yy € 0B(zg,r). Cum r a fost ales arbitrar,
rezultad ca wu(zo) = u(y), Vy € B(xo,r), fapt care implica B(x,r)CA, deci
multimea A este deschisa.

Acum, multimea A, ACS, fiind nevid&, inchisd si deschisa, iar € fiind
conexa, rezulta A = (). Cu aceasta, demonstratia teoremei este incheiata. =

Observatie. In aceleasi conditii ca in Teorema 6.1, putem formula ” principiul
de minim” relativ la functia v : @ — IR. Daca u € C?(Q) N C(Q) satisface
inegalitatea Au < 0 pe €2, atunci ea are una (si numai una) din proprietatile:

(i)’ w isi atinge valoarea minima pe € numai pe 9

(ii)” u este constantd pe €.

Teorema 6.1, combinata cu observatia de mai sus, conduc la

Propozitia 6.1. Daca ) este o mulfime deschisd, conexd si marginitda din
IR™, iar u € C*(Q) N C(Q) este o functie armonicd in 2, atunci

minu < u(r) < maxu, Vz € Q.
oN o0

Teorema 6.2. Fie u € C?(Q2) N C() o functie care verificd inegalitatea
Au + a(z)u > 0 in Q, unde a € C(Q) si a(z) <0, Vo € Q. Dacd u(xg) =

M = maxu > 0, atunci xg € 0 sau u = constant in €.
Q
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Demonstratie. Presupunem ca zy € €2 si u # constant gi ardtam céd ajungem
la o contradictie. Deoarece u(xg) > 0, rezulta ca exista o sfera B(zg,e)CS ast-
fel incat Au > 0 pe B(xg, ). Conform Teoremei 6.1, va rezulta ca u(z) = M,
Vx € B(xg,¢), deci multimea A = {x € Q; u(x) = M} este deschisa. Pe de
alta parte, din continuitatea functiei u, A este inchisa si, prin urmare, avand
in vedere conexitatea multimii 2, rezulta A = Q. "

Analizand demonstratia principiului de maxim constatam ca principalul
ingredient folosit este inegalitatea (6.1). Acest fapt ne sugereaza o relaxare a
conditiilor impuse functiei u.

Fie u € C(Q) o functie astfel incat pentru orice x € € exista 6(z) > 0 cu
proprietatea

1
6.2 <t / do,
(62) we) < o [ i

pentru orice sfera B(z,r) ={y € Q, [z —y|| <r} cul<r < i(z).

Definitia 6.1. Spunem ca functia u este subarmonicd in 2 daca este continua
in ) si satisface relatia (6.2) in orice punct € ) si pentru orice sfera centrata
in z si inclusa in .

Propozitia 6.2. Fie u o functie subarmonica in Q. Daca exista xg € § astfel
incat u(xg) = supwu, atunci u = constant. Daca, in plus, u € C(2), u isi
Q

atinge valoarea mazimd numai pe O (afard de cazul cand u este constanta)

Demonstratia urmareste pas cu pas pe cea a Teoremei 6.1.
Propozitia 6.3. Dacad functiile uy, uo, ..., u, sunt functii subarmonice in € gi
c1,Co, ..., Cp SuUNt constante nenegative, atunci functiile cyuy + cous + - - -+ cpuy,

§1 u = max(uy, ug, ..., Uy) sunt de asemenea subarmonice in €.

Demonstratie. Prima parte a propozitiei este evidenta. Cea de-a doua parte
se demonstreaza prin inductie. Pentru n = 2 se tine cont de reprezentarea

1
u = max(u, ug) = §(u1 + ug + |ug — ugl).

Folosind principiul de maxim pentru a demonstra o reciproca a teoremei de
medie.
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Propozitia 6.4. Daca functia uw € C(QQ) are proprietatea cd pentru orice
x € Q exista § = §(x) astfel incat

1
u(x)—/aB( uly)do, r € (0,0),

wprn—1
atunci u este armonica in ().

Demonstratie. Fie bila B = BCQ si u € C(Q) satisficand conditia din
enunt. Fie v extensia armonicd a lui u la bila B (datd de Teorema 4.1).

o
Deoarece w = v — w satisface conditiile Propozitiei 6.2 pe B, rezulta
o
sup(v — u) = i%f(v —u) = 0, de unde rezulta cd u = v pe B. Deoarece
B
B este arbitrara in €2, rezulta cd wu este armonica in §2. "

O consecinta a Propozitiei 6.4 este ca limita uniforma pe compacte a unui
sir de functii armonice pe €2 este o functie armonica.

Are loc, de asemenea, urmétorul rezultat interesant de convergenta a unui
gir monoton de functii armonice.

Propozitia 6.5. Fie girul {u,} de functii armonice in ), cu proprietatea
ca {unp(x)} este un gir monoton nedescrescator pentru orice x din 2. Daca
girul {un} este convergent intr-un punct o € 2, atunci el este convergent
pe o intreagd vecindtate a lui xg, iar functia limitd este armonicd in acea
vecindtate.

Demonstratie. Fie R > 0 distanta de la ¢ la frontiera lui Q si x € B(xo, R).
Din monotonia lui {u,(x)} si inegalitatea lui Harnack rezulta ca pentrun > m
are loc inegalitatea

0 < () — iy () < (R+ ||z — xo]| )R 2

(6.3) (R — ||z — o))" (un(20) = um(20)),

Vxe B(CC(),R)

Luand acum ||z—x¢||<R/2, din inegalitatea (6.3) rezulta ca sirul {u,(z)} este
uniform Cauchy pentru x € B (g, R/2), prin urmare este uniform convergent
iar limita sa va fi o functie armonica in B (xo, R/2) . n

Cea mai importanta aplicatie a principiului de maxim o constituie demon-
strarea unicitatii solutiei problemei Dirichlet.
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Teorema 6.3. Fie (2 o mulfime deschisa conexa gi marginita din R"™ si
a € C(Q) astfel incat a(z) <0,Vz € Q. Daca f € C(Q) si p € C(09Q), atunci
problema Dirichlet

Au+a(x)u=f in Q;
(6:4) { U= in 00

admite cel mult o solutie u € C%(Q) N C(Q).
In plus, solutia acestei probleme (dacd exitd) verifica inegalitatea

(6.5) max [u| < max || + o max|f],
Q o0 Q

unde « este o constantd care nu depinde de f si .

Demonstratie. Vom aplica Teorema 6.2 functiei w := u — v unde functia
v € C*(IR"™) este aleasa astfel incat

(6.6) Aw + a(x)w > 01in Q i w < 0 pe 9.
In acest scop, avand in vedere relatia (6.5), vom lua functia v sub forma:

v(z) = max | + g(z) max [f], z € R"
onN Q

unde functia g va fi aleasa astfel incat sa fie satisfacuta conditia (6.6). Deoarece
) este marginita, facand eventual o translatie, putem presupune ca exista
d > 0 astfel incat QC{z € R", 0 < 1 < d}, (21 filnd prima componenta a
vectorului z). Vom lua prin definitie g(x) = % — e#® unde p > 1. Se vede ci
0<g(x) <er —1,Va € Q. Apoi
Aw + aw = Au+ au — (Av + av) =
= f = (p*e™ — ag) max|f| — amax o] < f = (p%e™ — ag) max |f| <0.
Q

De asemenea, din definitia lui v se vede ca w < 0 pe 992 si, din Teorema 6.2,
rezulta w < 0 pe €. De aici rezulta

u(z) < max |p| + amax|f],
E) o

unde a = max g. Inlocuind apoi v cu —u si refacand rationamentul anterior,
Q

gasim in final inegalitatea (6.5) care implica intre altele gi unicitatea solutiei
pentru problema (6.4). .
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Mai mult, daca wy, o, i uf, 4, sunt solutii ale problemei (6.4) corespunza-
toare datelor (f1, 1) si, respectiv, (f2,¢2), din (6.5) obtinem

mﬁaX|uflz<pl - ufz,soz‘ < Hé%x ‘901 - 902’ + Ozmgx ’fl - f2|a

ceea ce arata ca solutia problemei Dirichlet depinde continuu de datele pro-
blemei, adica problema este corect pusa (in sens Hadamard).

8.7 Existenta solutiei pentru problema Dirichlet.
Metoda lui Perron

Fie @ € IR™ o multime deschisa, marginita, cu frontiera 9€) neteda si
g € C(09) o functie data.

Obiectivul acestui paragraf este demonstrarea existentei unei solutii
u € C%(Q) N C(09) pentru problema

Au=f in Q
u=g pe 012,

unde f € C1(Q) este o functie datd. Am demonstrat (vezi Propozitia 2.2) ca
functia

wo(a) = [ Bl =)y
satisface relatia

Aug = f in Q.

Tinand cont de acest fapt si de liniaritatea operatorului Laplace, este suficient
sa demonstram existenta solutiei pentru problema

(7.1) { Au=0 1In Q

u=g pe 0.

Metoda pe care o prezentam aici, cunoscuta sub numele de metoda lui Perron,
consta in gasirea solutiei pentru problema (7.1) ca limita de functii subarmo-
nice pe {2, majorate pe frontiera de functia g. Introducem multimea

Sy ={w e C*(Q)NC(Q), w= subarmonici in Q si w < g pe IN}.

Din principiul de maxim pentru functii subarmonice pe €2 rezultd ca aceasta
multime nu este vida si, in plus, pentru orice w € Sy are loc inegalitatea

(7.2) w(z) < max g, Ve
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Aceasta relatie ne permite sa construim functia u : 2 — IR data prin

(7.3) u(z) = sup w(z), Va € Q.
wESy

Este simplu de observat faptul ca u verifica relatia (7.2). Vom arata ca functia
u definita de relatia (7.3) este solutia problemei (7.1). Demonstratia acestei
afirmatii se face in doua etape.

Propozitia 7.1. Functia u este armonicd in €.

Demonstratie. Fie D un disc ce satisface conditia DCDCf). Din relatia
(7.3) rezulta ca pentru orice zg € D exista un sir {u,}, u, € Sy astfel incat

(7.4) Un(x0) — u(x).
Dar, din Propozitia 6.3 rezulta ca functia U, : 2 — IR, definita prin
Up(z) = max{uy(z), ..., up(z)}, =€ Q,
este element al multimii S, si satisface inegalitatea
Upt1 > Uy, 1n Q.
Prin urmare, sirul {U, } este un sir monoton crescator si, deoarece
Un(x) > up(x), Ve,

relatia (7.4) are loc cu U, in locul lui w,. Din Propozitia 6.3 i principiul
de minim pentru functii armonice, rezulta ca sirul de functii {U”} obtinut
prin extensia armonica a lui U, relativ la discul D reprezinta un gir monoton
crescator de elemente din S;. Repetand argumentul precedent, rezulta ca

U (z0) — u(xo).

Din Propozitia 6.5 rezulta ca limita sirului {U”} notata cu UP este armonica
in D. Stim ci UP(xg) = u(xg). Daca reusim sa aritam ci U” = u in D,
va rezulta armonicitatea lui v In D si apoi, in mod natural, in 2. Deoarece
UP € S,, pentru orice n € IN rezulta ca UP € S, si UP(z) < u(z), Vo € Q,
chiar daca u poate sa nu fie un element al multimii Sy.

Astfel, pentru a demonstra armonicitatea lui u este suficient sa demon-
stram ca

UP >u in D.
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Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista yg € D astfel incat

UP (yo) < u(yo).

La fel ca in cazul punctului zg € D exista sirul de functii {v, }, v, € Sy, astfel
incat

on(y0) — u(yo)-
Definim sirul de functii {V,,}, V,, : Q@ — IR, prin

Vo(z) = max{uy(z),vi(x), ua(x), v2(x), ..., un(z), vy (x)}, z € Q.

Este clar ca

V(o) — u(wo) si Val(yo) — u(yo).

Trecem apoi, ca si in cazul precedent, de la girul {V;,} la sirul {V,”}.

In aceeasi maniers, rezultd ci sirul {V,P} este monoton crescator si con-
verge la functia VP care este armonici in D. Rezumand, am obtinut urma-
toarele trei relatii

(i) VP >UP in Q.
(ii) VP(xg) = UP(x0) = u(o).
(iii) V" (yo0) = u(yo) > U (o).
Din (i) si (ii) deducem ca VP — UP este o functie armonica si nenegativa in
D dar se anuleaza in punctul xg € D. Din principiul de minim pentru functii
armonice rezulti ca UP=V"P pe D, ceea ce contrazice (iii). Rezulti ca UP=u
in D, ceea ce incheie demonstratia propozitiei. Ramane sa demonstram com-

portarea lui u la frontiera lui €. Inainte de aceasta, vom introduce o notiune
utila in cele ce urmeaza.

Definitia 7.1. Spunem ci functia w : Q — IR este o functie "bariera” pentru
Q In punctul z € 9 daca satisface conditiile:

(j) w este continui in Q,

(jij) w(@) =

)

(jj) w este armonica in Q,
)

(jv) w(z) >0, Vo € Q\{z}.
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Observam faptul ci daci existd o bila B(y,r) astfel incat B(y,r) N Q = 0 si
B(y,r) N Q = Z, atunci functia w : @ — IR, data prin:

=2 |z —y||*™", pentruu >3

=)
T

w(r) =
pentru n = 2

satisface conditiile (j)—(jv).
Punctele de pe frontiera care admit o bariera se numesc requlate. Daca
frontiera 0N este de clasd C?, atunci toate punctele sale sunt regulate.

Propozitia 7.2. Dacd T € 0N) este un punct requlat, atunci

(7.5) lim u(x,) = g(Z).

Tp—T

Demonstratie. Fie w o functie bariera in Z. Pentru € > 0 luam bila B(Z,¢)
astfel incat
lg(x) — g(Z)| <&, Yo € B(z,e) NON.

Fie wo = min > 0si M = maxg. Functia W : Q — IR dat& prin
2¢B(z.¢) EX9)

W) = g(@) + =+ 2 a1 - g(o)

este armonica si satisface conditiile

W(z) > g(z)+¢e, Ve
W(y) > g(y), Vy € 00N B(Z,e).

Apoi, din definitia lui wg rezulta
W(z)>g(@)+e+[M—-g(@)]=M+e>g(z), Vz € 0OB(z,¢),

de unde obtinem W — g > 0 pe 0f).
Pentru orice w € Sy, functia w — W este continud in (2, subarmonic4 in
si strict negativa pe 9€2. Din principiul de maxim rezulta

w(x) < W(z), Yo e
si din definitia lui v avem

u(z) < W(x), Yo e .
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Prin urmare,
lim sup u(x,) < limsup W(x,) = ¢(Z) + ¢

Tn—T Tp—T

si, intrucat e este arbitrar

(7.6) limsup u(x,) < g(z).

Tn—T
Consideram acum functia armonica

Viz)=g(x) —e— QLE?[M%—g(E)], VzeQ.

Procedand ca mai inainte, gasim ca V' < g pe 0{, prin urmare V' € Sy, deci
V(z) <wu(z), V€,
relatii care conduc la

liminf u(z,) > liminf V(z,) = lim_V(x,) = g(Z) — &,

Ty —T Ty —T Tp—T

si € fiind arbitrar,

(7.7) liminf u(z,) > g(z).
Din (7.6) si (7.7) deducem (7.5). n

8.8 Ecuatia lui Laplace.
Metoda separarii variabilelor

Problemele la limita pentru ecuatia lui Laplace pentru anumite domenii simple
pot fi rezolvate cu ajutorul metodei separarii variabilelor. Aceastd metoda
este, din punct de vedere istoric, cea mai veche metoda utilizata sistematic
pentru rezolvarea ecuatiilor cu derivate partiale.

Se pare ca metoda a fost utilizatd pentru prima data de D. Bernoulli in
1750 pentru rezolvarea ecuatiei undelor, dar a fost fundamentata ulterior de
Fourier si folosita pentru tratarea ecuatiei caldurii. Esenta metodei consta in
Inlocuirea ecuatiei cu derivate partiale cu un set de ecuatii diferentiale ordinare
si reprezentarea solutiei sub forma unei serii trigonometrice.

Trebuie sa precizam faptul ca metoda separarii variabilelor pentru deter-
minarea efectiva a solutiei impune anumite cerinte problemei considerate.
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In primul rand, problema trebuie sa fie liniara si anumite parti ale sale
(ecuatia cu derivate partiale sau o parte dintre conditii — initiale sau la fron-
tiera) sa fie omogene. Aceasta pentru a putea aplica principiul superpozitiei
in constructia solutiei generale, sub forma de combinatii liniare ale solutiilor
fundamentale.

Apoi, domeniul in care este formulata problema trebuie sa satisfaca niste
restrictii pentru ca, folosind un sistem de coordonate convenabil ales, vari-
abilele sd poata fi separate iar ecuatia cu derivate partiale sa se transforme
intr-un set echivalent de ecuatii diferentiale ordinare.

In cazul ecuatiei lui Laplace, cele mai cunoscute sisteme de coordonate
In care se poate face separarea variabilelor (in cazurile n = 2,3) sunt coor-
donatele: rectangulare, polare, cilindrice si sferice. Rezolvarea ecuatiei lui
Laplace utilizand separarea variabilelor conduce la ecuatii diferentiale (Bessel
—1n cazul coordonatelor cilindrice, Legendre — in cazul coordonatelor sferice,
respectiv problema Sturm-Liouville) care au fost tratate de noi in capitolele
precedente.

In continuare vom aplica metoda separarii variabilelor ecuatiei lui Laplace
pentru cateva domenii simple. Mai exact, vom rezolva problema Dirichlet co-
respunzatoare ecuatiei lui Laplace in cazul n = 2 pentru dreptunghi si cerc —
aceste cazuri sugerand calea ce trebuie urmata in situatii mai generale privind
dimensiunea gi forma domeniului.

Problema lui Dirichlet pentru dreptunghi

Sa consideram problema determinarii solutiei u a ecuatiei lui Laplace
(8.1) Ugg + Uyy =0

in domeniul dreptunghiular 0 < x < a, 0 < y < b i care satisface conditiile la
frontiera (de tip Dirichlet)

u(z,0) = h(z), u(z,b)=g(zx), 0<z<a,
w(0,y) =¢(y), ula,y)=f(y), 0<y<b.
Discutie. Dorim sa determinam functia u(z, y) ce satisface ecuatia lui Laplace

in domeniul dreptunghiular (vezi Fig. 8.1) 0 < z < a, 0 < y < b i care ia pe
frontiera domeniului valorile prescrise, date prin functiile f, g, h, .
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Y
o) e (@)
e(y) Ugz + Uyy =0 ()
(0,0) h(z) (0,00
Fig. 8.1

Aceastd problema se poate simplifica daca observam faptul ca solutia u a
problemei initiale poate fi obtinuta ca suma solutiilor a patru probleme mai
simple (principiul superpozitiei) u = u; + ug + us + uy care satisfac ecuatia
(8.1) si, respectiv, conditiile la frontiera

(&) wi(0,y) =), w(ay)=u(z,0)=u(z,b) =0,
(b) ua(a,y) = f(y), u2(0,y) = uz(x,0) = ua(z,b) =0,
(¢) ws(z,0)=nh(x), u3(0,y)=us(a,y) = us(z,b) =0,
(d) walz,b) =g(x), ua(0,y) =us(a,y) = us(z,0) =0.

Cele patru probleme sunt similare, de aceea ne oprim asupra unui singur caz.

Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei
(8.2) Ugg + Uyy = 0
in dreptunghiul 0 < x < a, 0 < y < b care satisface conditiile la frontiera

u(z,0) = u(x,b) =0, 0<z<a,

(8.3)
u(0,y) =0, u(a,y) = f(y), 0<y<b

unde f este o functie data pe intervalul inchis [0, b].
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Solutie. Cautam solutia problemei (8.2)—(8.3) sub forma unui produs de
functii, fiecare depinzand de cate o singura variabild. Mai exact, luam

u(z,y) = X(2)Y (y)
si, inlocuind in ecuatia (8.1), obtinem
X"Y + XY" =0,
care conduce la relatia

X/l Yl/

(8.4) =

in care variabilele sunt separate.

Deoarece cei doi membri ai relatiei (8.3) depind de variabile diferite, egali-
tatea are loc doar daca ambii membri sunt constanti. Notam valoarea comuna
cu C. Daca C =0, atunci X" =0, Y" =0si

u(r,y) = (12 + a2)(Bry + B2).

Din conditiile (8.3) luate in y = 0, y = b, rezulta §; = P2 = 0, deci u = 0.
Analog, daci constanta de separare este negativa (fie aceasta —\2 cu
A > 0), gasim

X"+ XX =0, Y'-XY =0si
u(z,y) = (a1 sinh Az + ag cosh A\x) (51 sin Ay + B2 cos Ay).

Impunand conditiile la frontiera in x = 0 gi y = 0, obtinem ay = B2 = 0.
Atunci conditia in y = b devine

o101 sinh Az sin Ab = 0,
care implica sin A\b = 0, de unde
A=nm, n=1,2,...

Astfel, solutiile ecuatiei (8.2) care satisfac conditiile omogene sunt de forma

nmwy

un(x,y) = ¢ sinh " in

b

Aceste functii servesc ca un sistem fundamental de solutii pentru problema de
fatd. Vom presupune ca putem reprezenta solutia u(x,y) sub forma

, n=1,2,3,...

(8.5) u(z,y) = nglun(w, y) = nglcn sinh ? sin n%bry
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Coeficientii ¢, sunt determinati de conditia la frontiera

u(a,y) = nz::lcn sinh ? sin % = f(y).

Prin urmare, in scrierea de mai sus, cantitatile ¢, sinh (nma/b) sunt coeficientii
seriei Fourier asociata functiei f si sunt dati de

2 rb
(8.6) ¢p Sin nra_ f/ f(y)sin @dy.
b bJo b

Astfel, solutia problemei (8.2)—(8.3) este data de formula (8.5) cu coeficientii
¢, dati de (8.6).

In cazul domeniilor circulare, cilindrice, sferice este convenabil (din punc-
tul de vedere al metodei separarii variabilelor) sa trecem de la coordonatele
carteziene la coordonate polare, cilindrice, sferice — deoarece in acest caz ex-
primarea conditiilor la frontiera este mai simpla. Vom prezenta in continuare
expresia laplaceanului in coordonate polare si vom rezolva problema lui Dirich-
let in cazul discului.

Ecuatia laplaceanului in coordonate polare

Relatiile dintre coordonatele carteziene (z,y) ale unui punct din plan si coor-
donatele sale polare (r,6) sunt date de formulele (vezi Fig. 8.2)

(8.7) x=rcosh, y=rsinf; re|0,00), 6 € [0,2m).
Y4

Fig.8.2. Coordonate polare

Laplaceanul functiei v in coordonate carteziene este dat de formula

oot

Au(z,y) = 922 + 2
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Dorim sa vedem ce forma capata laplaceanul atunci cand facem schimbarea de

variabile (8.7). Pentru simplitate, vom nota derivatele partiale cu indici scrisi

in dreapta jos, iar pentru u(x,y) ca functie de r, 6 vom folosi tot litera w.
Din (8.7) deducem relatia

/ 2 Y
N 2 t N
(8.8) r x? +y4, 0= arctg

Aplicand regula derivarii functiilor compuse, gasim
Uy = UpTy + UeOy.
Apoi
(8.9) Ugy + (UrTz)z + (Ugls)e = (Ur)2Te + UrTaz + (Ug) 2ty + Uplaz.
Aplicand din nou regula derivarii functiilor compuse, obtinem
(Ur)e = UppTe + Urgly §i (Ug)z = UgrTe + Ugela-

In acelasi mod, tinand cont de (8.8), obtinem

x T 0 1 < y) Y
Ty —= ————— — —» = ———— —_—— :——,
ToVarey? o T 1+ (y/a)P 2 r
_rmen Lo@t (2N 21y
Tex = -2 = 3 7“37 zx = —Y 3 Ty = A

Inlocuind aceste expresii in relatia (8.9) si presupunand ca u,g9 = ug,, obtinem

2 2 2
T ry Yy Yy ry
Ugy = —5Urr — 273“7"9 + —1 Uoo + —gUr + 27“9-
T T T T T

Analog, obtinem

y? Yy x? x? Yy

Uyy = “FUprp + 2—5Urg + —UGe + —5Ur — 2—Up.
Yy T 2 e A 3T A

Adunand ultimele doua relatii, obtinem

u 1 Ou 1 0%u

Nl A= — 4+ - 24 — 2~
(8.10) Y 8r2+7“ 8r+r2 002

In aceeasi maniera se determina expresia laplaceanului in coordonate cilindrice
si sferice.
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e In coordonate cilindrice r, 0, z definite prin (vezi Fig. 8.3)

x=rcosf, y=rsinb, z=2z, r €[0,00), 0 €[0,27), z € R,

Z )

o (r,0,2)

Fig. 8.3. Coordonate cilindrice
laplaceanul are forma
1 1
Au:urr"i_* ur+72 Ugy + Uzz-
r r
e In coordonate sferice cu centrul in origine r, 6, ¢
x=rcosfsiny, y=rsinfsiny, z =rcosy

unde r € [0,00), 6 € [0,7) iar ¢ € [0,27). operatorul lui Laplace are forma

17, 1. 1
Au = 3 (ruy)r + singp<sm PUy)p + I SOugg

care mai poate fi scris in forma echivalenta

2 1 ctgp 1

Au:urr+;ur+r—2u¢¢+7u¥,+ Ugo-

r2sin? ¢
Problema lui Dirichlet pentru disc

Ne propunem sa determinam functia u care satisface ecuatia lui Laplace intr-un
disc D de raza a (a > 0) cand se cunosc valorile lui u pe frontiera discului.
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Cu aceeasi metoda se rezolva problema similara in exteriorul discului de
raza a. In acest caz vom cere in plus ca functia u sa fie marginita la infinit.
In coordonate polare, problema se scrie sub forma

1 0 ou 1 0%u .
u(a,8) = f(9), 0elR

unde f este o functie data de perioada 2.
Folosim metoda separarii variabilelor gi cautam solutia ecuatiei (8.11); sub
forma

(8.12) u(r,0) = R(r)©(0).

Substituind relatia (8.12) in (8.11); si separand variabilele, obtinem

rd (dR) __ld&e

R dr \ dr © do?

Cum membrul intai este functie numai de r gi membrul al doilea functie numai

de 0, pentru a avea egalitatea pentru orice r si 8, rezulta ca ambii membri sunt
egali cu o constanta. Deci

1 2
- R4 amy_ 1do_,

r dr r% T e de?

unde A este o constanta reala (acest fapt se arata folosind conditiile la limita).
Relatia (8.13) conduce la sistemul

d2
(8.14) £ + A0 =0,
d’R dR
2 _— _— =
(8.15) o +r o AR =0.

Functia O trebuie sa fie o functie periodica de perioada 2w, deoarece, atunci
cand unghiul 6 variaza cu 2w, functia u(r,6) trebuie si revina la valoarea
initiala

u(r, 0+ 2m) = u(r,0).
Daca A = 0, atunci relatiile (8.14)—(8.15) conduc la

(8.16) 0" =0, r’R"+rR =0
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care conduc la solutia
(8.17) u(r,0) = (c1 + c20)(d1 + da2 In7).

Deoarece functia u este periodicd in 6, rezultda cd co = 0. Apoi, deoarece u
trebuie sa fie o functie continua in disc, iar |Inr| — oo pentru r — 0, rezulta
cd dyo = 0. Asadar, pentru A = 0, singura solutie admisibild este o constanta.

Se arata (folosind periodicitatea lui ©) ca A nu poate fi o constanta strict
negativa.

Acum, deoarece ecuatia (8.14) are solutii cu perioada 27, va trebui ca
A = n?, unde n este un numar intreg pozitiv. Prin urmare, valorile proprii ale
lui A vor fi

A\, = n?

iar solutiile proprii corespunzatoare
©,(0) = ay, cosnb + by, sinnd.
Pentru A\, = n?, ecuatia (8.15), care este o ecuatie de tip Euler, are solutiile
R, (r) = cpr™ + dpr ™.

Cazul problemei interioare (r < a). In acest caz, luim d, = 0 deoarece
r~" — oo pentru 7 — 0. Deci, R, (1) = ¢,r" si solutia ecuatiei lui Laplace
este

u(r,0) = r"(A,, cosnf + By, sinnb)

unde A, si B, sunt constante arbitrare.
Aplicand principiul superpozitiei vom cauta pentru problema (8.11) o so-
lutie de forma

(8.18) u(r,0) = Zr”(An cosnb + By, sinnf).
n=0

Pentru determinarea coeficientilor A,, si B, folosim conditia la limita (8.11)2
si obtinem

(8.19) u(a,0) = ia”(An cosnf + By, sinnf) = f(0).
n=0

Ultima egalitate a relatiei (8.19) arata ca, presupunand ca functia f este dez-
voltabila in serie Fourier cu perioada 27, a™ A,,, a" B,, sunt tocmai coeficientii



62

Fourier ai functiei f. Tinand cont de forma coeficientilor Fourier ai functiei

f, rezulta
1 2m
Ag=— 0)do
0 27T/0 f(9)
1 27 1 2
A, =——[ [f(0)cosnbdl, B,=——[ f(0)sinnbdf, n=1,2,...
am Jo a™m.Jo

Cazul problemei exterioare (r > a). Deoarece " — oo pentru r — oo, iar
solutia trebuie sa ramana marginita, va trebui sa luam ¢, = 0. In acest caz,
vom avea

u(r,0) = Zr_” (A, cosnf + By, sinnd)
n=0

unde A,, B, sunt constante care se determina, ca si in cazul precedent, din
conditia impusa asupra solutiei pe frontiera discului.

Obtinem:
_ 1 2w
Ay = — 0)do
0=5-[ 10)
o a™ 2w o a 2w
A, =—[ f(0)cosnbdb, B, =— [ f(0)sinnfdf, n=1,2,...
m™ Jo m™Jo

Observatie. Problema lui Dirichlet exterioara, pentru ecuatia lui Laplace,
in cazul discului se poate reduce la problema lui Dirichlet interioara utilizand
transformarea lui Kelvin.

Problema lui Neumann pentru disc

Ecuatia lui Laplace, in discul D de raza a, cu conditii Neumann pe frontiera,

are forma

Au =0, in D
(8.20) ou ou

%(ave) = E(aa 0) = f(0)7 0 e R

unde, din aceleagi motive ca in cazul anterior, f este o functie de perioada 2.
Se observa ca, dacd u este o solutie a problemei (8.20), atunci si u + k
(k = const.) este o solutie a problemei, prin urmare solutia problemei (8.20)
nu este unica.
Din formula a doua a lui Green pentru perechea (u, 1) pe D, gasim relatia

/Aud:v:/ @da
D op OV
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de unde, tinand cont de (8.20), obtinem

fdo=0
oD

care se mai scrie sub forma

(8.21) " 0)d0 =

0

Ca si 1n cazul problemei Dirichlet, solutia ecuatiei Laplace pentru disc este

(v. (8.18))

(8.22) u(r,0) = Ag + Zr"(An cosnb + By, sinnf).

n=1

Diferentiind aceasta relatie in raport cu r si tinand cont de conditia (8.202),
rezulta

Zna (Ay, cosnb + By, sinnf) = f(0)

de unde se obtin coeficientii A,,, B, cu ajutorul formulelor

1 21

An = W/O f(T) CosanT, n = 172,
1 2 .

anm ; f(r)sinnrdr, n=12..

si din conditia de compatibilitate (8.21)

1 2
Ay = 7/ £(0)d6 = 0.
21 Jo

Introducand expresiile coeficientilor A,, B, in formula (8.22), obtinem so-
lutia problemei (8.20)

u(r, 0 /27r [i( >ncosn T)] F(r)dr.

n=1

Folosind identitatea

—fln[l—i-p — 2pcos(f Z —p"cosn(f — )
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cup= r si, tindnd cont de relatia (8.21), obtinem solutia problemei Neumann
a

interioare

a
21

2
u(r,0) = /0 In(a? — 2racos(0 — 1) + r?) f()dr.

Intr-o maniera asemanatoare, obtinem solutia problemei Neumann exte-

rioare ,
u(r,0) = 2i/ ln(a2 —2arcos(6 — 1) + T2)f(7)d7-,
T Jo



Capitolul 9

Elemente de analiza
functionala

9.1 Elemente de analiza functionala

Cadrul natural de prezentare a teoriei ecuatiilor cu derivate partiale este cel
al spatiilor normate. Acest lucru motiveaza introducerea acestui paragraf.
Pentru a nu lungi expunerea ne vom margini doar la notiuni si rezultate

fundamentale.
Pentru detalii trimitem la monografiile [12], [19], [41].
Fie U un spatiu liniar real. Spunem ca aplicatia ||-|| : U — IR defineste o

norma pe U daca satisface urméatoarele proprietati (sau axiome):
Ni. ||u|| >0, Yu € U si |Ju|| = 0 daca si numai daca u =0
No. |lou|| = |af|lu|l, Ve e R, Vu e U
Ns. ||u+ o] < ||u|l + [|v], Yu,v e U.

Axioma N3 se numeste inegalitatea triunghiului iar elementele lui U se mai
numesc vectori.

Spatiul liniar U, dotat cu norma ||-|| se numeste spatiu normat.

Spunem ca aplicatia (-,-) : UxU — IR defineste un produs scalar pe U
daca satisface axiomele:

PSy. (u,v) = (v,u), Vu,v e U
PSy. (au+ pfv,w) = a(u,w) + B(v,w), Ya,B € R, Vu,v,w e U

PSs. (u,u) >0, Vu €U si (u,u) =0 daca gi numai daca u = 0.

65
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O consecinta imediatd a proprietatii PSs este inegalitatea lui Cauchy-
Schwartz
(1, 0)] < (,0) (0, 0)/2, Vi, v € UL

Este usor de constatat ca orice spatiu liniar dotat cu un produs scalar este
spatiu normat prin norma data de

el = (at,0) 2
In acest caz inegalitatea lui Cauchy—Schwartz se mai scrie sub forma
|(u, 0)| < lulll[o]l, YVu,veU.

Prin intermediul normei putem introduce pe U notiunea de convergenta.
Spunem ca sirul {uy,},ew+ este convergent daca exista un element v € U
astfel Incat
||wn, — u|| — 0 pentru n — oo.

In acest caz se mai noteazd u, — u (u, converge la u) sau lim u, = u.
n—oo

Spunem ca girul {u,} din U este gir Cauchy dacd pentru orice numar real
e > 0 existd un numar natural N (e) astfel incat

lun, — um| < e, Ym,n > N(e).

Evident ca orice sir convergent este gir Cauchy, reciproca acestei afirmatii
nefiind in general adevarata. Daca, insa, in spatiul normat U orice gir Cauchy
este sir convergent, atunci spatiul U se numeste spatiuv Banach sau complet in
raport cu norma data.

Daca spatiul vectorial U este dotat cu un produs scalar iar fata de norma
indusa este complet, el se mai numeste spatiu Hilbert.

Prin urmare orice spatiu Hilbert este spatiu Banach. Intr-un spatiu Hilbert
se verifica cu usurinta identitatea

2 2 2 2
[+l + llu = of* = 2([[ul|” + [[v]|*), Yu,v € H

cunoscuta sub numele de identitatea paralelogramulus.

Multimea B(zg,e) = {u : v € U, |lu—wup| < €}, € > 0 se numeste bila
deschisa centratd in ug st de razd €.

Spunem ca multimea A a spatiului normat U este deschisd dacd pentru
orice punct a € A exista o bila deschisa centrata in a gi inclusa in A. Multimea
A se numeste inchisd daca complementara sa este deschisa. Inchiderea unei
multimi se poate caracteriza si cu ajutorul sgirurilor.
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Adaugand la A multimea limitelor sirurilor convergente din A se obtine o
multime inchisa numita inchiderea lui A. Se mai noteaza cu A. Multimea A
a spatiului normat U se numeste relativ compacta daca orice gir de elemente
din A are subsiruri convergente. Multimea A se numeste compacta daca este
relativ compacta si inchisa. Spunem ca multimea A este madrginitd daca exista
un numar real K astfel ca ||z|| < M, Vz € A.

Submultimea A a spatiului U se numeste densd in U daca A = U.

Spatiul normat U se numeste separabil daca contine o submultime A care
este densa in U.

Functionale si operatori liniari pe spatii normate

Daca U si V' sunt doua spatii normate, cu normele |[-||;; (respectiv [-|,),
spunem ca aplicatia T : U — V este operator lintar daca

T(au+ pv) = aTu+ Tv, Yu,v € U, Vo, € R.
Daca in plus exista un numar real M astfel ca

(L.1) ITully < Mlully, YueU

spunem ca operatorul liniar T este marginit. In continuare vom folosi pentru
ambele norme, din U si V, aceeasi notatie. In cazul in care este pericol de
confuzie vom ataga la semnul de norma un indice. Notiunea de marginire a
operatorilor liniari este strans legata de continuitate. Mai exact, se demon-
streaza faptul ca un operator liniar intre doua spatii normate este continuu
daca si numai daca este marginit.

Cea mai mica constantd M pentru care are loc (1.1) se numeste norma lui
T si se noteaza ||T'||. Prin urmare

1Tl = sup{[[Tul/[[u]l, w0}

sl avem
[Tull < |T|[ |-

Se verifica usor ca aceastd "norma” (numita si norma operatoriald) definita
pe multimea operatorilor liniari si continui de la U in V satisface proprie-
tatile N7 — Ns. In acest fel multimea operatorilor liniari gi continui de la U
in V, notata cu L(U,V) devine un spatiu normat. Daca V este, in plus, un
spatiu Banach atunci rezulta ca si L(U, V) dotat cu norma operatoriala este
spatiu Banach. O clasa speciala de operatori liniari o formeaza functiona-
lele liniare care sunt aplicatii liniare definite pe spatii liniare cu valori reale.
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Multimea functionalelor liniare i continue definite pe U cu valori in IR (deci
L(U,IR)) se mai noteaza cu U* si se numeste dualul spatiului U. O problema
interesanta este cea a determinarii formei functionalelor liniare continue pe un
spatiu normat. Prezentam aici doar cazul spatiilor Hilbert.

Teorema 1.1. (Teorema lui Riesz de reprezentare) Fie H un spatiu Hilbert
si f o functionald liniard si continud pe H. Atunci existd un element unic
u € H astfel incat

f(v) = (u,v), Vv € H.

Mai mlt, || f]| = [|ul-

Daca U este spatiu normat iar U* este dualul sau ca spatiu Banach, atunci
dualul lui U* se noteaza cu U** si se numeste bidualul lui U.

Fie u € U un element fixat si aplicatia £y, : U* — IR data prin F,(u*) =
u*(u). Se verifica ugor ca F, este o functionald liniard si continua pe U* si
| Full = [Ju||, deci F,, este element al lui U**. Notam cu Uj* multimea elemen-
telor din U* de aceasta forma. Se arata imediat ca aplicatia ¢ : U — Ug™* data
prin ¢(u) = F, este un izomorfism de spatii normate numit si izomorfismul
natural.

Spatiul normat U se numeste reflexiv daca U si U™ sunt izomorfe prin
izomorfismul natural. Cu ajutorul dualitatii dintre U si U* introducem notiu-
nea de convergentd slaba. Spunem ca sirul {u,} din U este slab convergent
la up € U dacd pentru orice u* € U* avem u*(uy) — u*(up). Se mai noteaza
Up — UQ.

Daca U si V sunt doua spatii normate iar 7' € L(U, V') spunem ca T este
operator compact daca imaginea prin 7" a oricarei multimi marginite din U este
o multime relativ compacta din V. Avand in vedere caracterizarea multimilor
relativ compacte cu ajutorul sirurilor rezulta:

Propozitia 1.1. Conditia necesara si suficienta pentru ca T sa fie compact,
este ca pentru orice gir marginit (u,) din U, sirul (Tuy,) sd aiba subgiruri
convergente.

Este folosita, de asemenea, urmatoarea definitie (echivalenta) a compaci-
tatii unui operator.

Operatorul liniar 7' : U — V este compact daca este slab—tare continuu,
cu alte cuvinte daca u,, — u implica Tu,, — Tu pentru n — oo.

Fie U si V doua spatii normate, U* gi V* dualele lor luate ca spatii normate
iar T € L(U, V). Prin operatia adjuncta lui T', sau adjunctul lui T (ca operator)
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se intelege operatia T : V* — U™ definita prin
T** =v*T, VYo' eV*
unde v*7T este dat de
(v*'T)(u) = v*(Tu), Yuel.

Daca T € L(U,V) atunci rezulta imediat ca T* € L(V*,U*) si [|[T*|| = ||T|.
Daca U =V = H (spatiu Hilbert) spunem ca T este operator autoadjunct
in L(H) daca T* =T.

9.2 Spatii Hilbert. Serii Fourier generalizate

In acest paragraf prezentam o serie de rezultate si aplicatii semnificative care
utilizeaza in mod esential produsul scalar si proprietatile operatorilor liniari
sau aplicatiilor liniare pe spatii Hilbert.

Am aratat ca notiunea de spatiu Hilbert se introduce prin intermediul
produsului scalar, fapt care permite analogii cu spatiile vectoriale finit di-
mensionale R?, R? etc. Exemplul tipic de spatiu Hilbert finit dimensional il

n
constituie R™ (n > 1), cu produsul scalar (euclidian) (z,y) = Z:L‘iyi, pentru
i=1
orice x = (r1,2,...,Tyn), ¥y = (Y1,Y2, ---,Yn). Generalizarea directd, infinit di-
mensionald, o constituie spatiul /5 al sirurilor 2 = (2,),,c+ de numere reale
astfel incat seria Z|$n|2 sa fie convergenta.
n>1
Doua siruri 2=(25),c+> ¥=Un)pen+ sSunt egale daca z,=yn, Vn € IN*.
Se definesc suma = +y = (zp, + Yn)nen+ st produsul Az = (Azy,),en+ unde

A este un scalar. Din inegalitatea |x,y,| < 5(\1'”\2 + |ynl?), rezulti ci daci

x,y € {y, atunci seria anyn este absolut convergenta (deci gi convergenta);
n>1
in plus, rezulta ca = + y € ¢5. Este clar ca £y este spatiu vectorial peste IR
si, definind (z,y) = Zaznyn, se obtine un produs scalar. Se arata ca fata de
n>1

norma indusa de acest produs scalar £» este spatiu complet, prin urmare este
spatiu Hilbert. Alte exemple importante sunt date de spatiile L?(Q), H*(Q),
ke IN*.

Doua elemente u,v din H se numesc ortogonale daca (u,v) = 0. Ortogo-
nalitatea acestor elemente se mai noteaza cu v | v gi are o semnificatie clara
in cazul spatiilor IR? si IR3.
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Daca u1, ug, ..., u, sunt ortogonale doua cate doua, atunci are loc egalitatea
lur + w2 + -+ g |* = [fun]|* + [fugl* + - - + [[un]?

cunoscuta si sub numele de teorema lui Pitagora.

Daca A i B sunt doua submultimi nevide ale lui H, spunem ca A L B (A
este ortogonald cu B) daca gi numai daca u L v, Vu € A, Vv € B.

Se demonstreaza usor

Propozitia 2.1. Dacd A este o multime nevida si A este inchiderea sa, atunci

ueA si ul A= u=0.

Consecinta. Daca o mulfime A din H este densa tn H si uw L A, atunci
u = 0.

Teorema 2.1. Daca A este o mullime convexd si inchisa din spatiul Hilbert
H, atunci exista in A un element de cea mai micd normda. Cu alte cuvinte
erista xog € A astfel incat

d = inf{||z| : x € A} = ||zo]|

Demonstratie. (schita) Fie z,, € A, astfel incat ||z,| — d. Deoarece A este

convexa rezultd 1/2(zy, + ) € A si din identitatea paralelogramului rezulta
cd {xy} este sir Cauchy, deci convergent, a carui limita va fi elementul cautat.

Teorema 2.2. (Teorema de proiectie) Daca Hy este un subspatiu vectorial
inchis din spatiul Hilbert H, atunci pentru orice element uw € H, existd cel
putin un element ug € Hy astfel incat |[u — uo|| < |[u —p||, Vp € Hp.

Elementul ug este unic si satisface conditia u—wug € HOL (ortogonalul lui Hy
format din elementele lui H ortogonale pe Hy). El se mai numeste proiectia
lui u pe Hp.

Trecem in continuare la prezentarea seriilor Fourier in spatii Hilbert. Daca
{e1, €2, ...,e,} este baza canonica a spatiului IR", inzestrat cu produsul scalar
euclidian, atunci (e;,ej) = 6;5, 1 < i,j < n. Asadar e; L ej, pentru i # j si

n

pentru Vz € R", © = (x1,22,...,2,) avem x = Zwkek unde = = (z,e),
k=1
1 < k < n. Aceste rezultate pot fi generalizate la spatii Hilbert.
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Definitia 2.1. Fie H un spatiu Hilbert fixat. Se numeste baza ortonormata
in H (sau sistem ortonormat total sau complet) orice sir B = {e1, €2, ...,en, ...}
de vectori din H astfel incat (e;, e;) = 6;5, V4,j > 1, iar spatiul liniar generat
de B este dens in H.

Exemple.
1. Baza canonica a lui IR"™ este ortonormata.

2. In ¢y elementele e; = (1,0,0,...), e2 = (0,1,0,...), e3 = (0,0,1,...) etc.
formeaza o baza ortonormala.

Definitia 2.2. Fie H un spatiu Hilbert real (sau complex) avand o baza
ortonormald B = (en)nen+ i v € H un element oarecare. Se numesc coe-
ficienti Fourier gemeralizati ai lui u relativ la baza B, numerele reale (sau
complexe)

cn = (u,e,), n € IN*.

Seria E cnen se numeste seria Fourier generalizatd a lui u relativ la B.
n>1

Teorema 2.3. Fie B = (en)peN+ 0 bazd ortonormata din spatiul Hilbert H.

Pentru orice u € H, seria sa Fourier generalizata relativ la B este convergenta

in H si are suma egala cu u. In plus, seria numerica Z \cn\z este convergenta,
n>1

cu suma egald cu ||ul*.

Demonstratie. Avem de demonstrat ca chen =u i Z]c,ﬁf = ||u||?, mai
n>1 n>1

n
. . 2 2
=0 s lim (\uH —l;l|ck] ) =0.

exact

lim
n—oo

n
u — chek

k=1

n
Fie u,, = chek, n > 1, unde ¢ = (u,ex) sunt coeficientii Fourier ai lui
_ k=1
u relativ la B.

Pentru orice k, 1 < k < n, avem

n

(’U,n,ek) - Zcp(epaek) - ZCP(SP’C =Cr = (ua 616)7
p=1

p=1

adica (u, — u,er) = 0.
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Pentru orice n € IN* fixat, notam cu H, subspatiul vectorial al lui H
generat de vectorii e, eq, ..., e,. Rezulta ca u, —u € H#, Vn € IN*. Fiind
un spatiu finit dimentional, H,, este multime inchisa in H si, conform teore-
mei proiectiei, rezulta ca wu, este proiectia lui u pe H,. (Deoarece, conform
teoremei lui Pitagora, ||u — uy,|® + ||lun — v]|? = |Ju— 0|, Yv € H,, rezultid
Ju = un|| < flu—w].) )

Fie acum € > 0 arbitrar fixat. Intrucat spatiul liniar generat de B este
dens in H existd un element v € H, combinatie liniara finita de elemente din
B, astfel incat ||u — v|| < e. Asadar, exista un numar natural N(e) astfel in-
cat v € Hy, Vn > N(¢e) si, conform teoremei proiectiei, ||u — uy| < ||Ju — v,
deci |lu —u,|| < &, Vn > N(eg). De aici rezulta ca up —>u in H i deci

oo
chek = Uu.
k=1

Pe de alta parte, avem
n n n
[ ]* = (tn, un) = (chek, ch€k> =Y Jexl’, V> 1.
k=1 k=1 k=1

Tinand cont ca u, — u = ||uy| — ||u|| si ficdnd n — oo in relatia de mai
sus, obtinem

2 2
> lewl” = Jlul
k=1
adica exact ceea ce trebuia demonstrat. n
Observatii.
oo
1. Relatia Z|(u,un)]2 = ||u||® este cunoscuti sub numele de egalitatea lui
n=1
Parseval.

2. Din relatia de mai sus rezulta nlingo(u, up) =0 s

n

>l u)? < Jlull®, Vo =1
k=1

relatie cunoscuta sub numele de inegalitatea lui Bessel.

3. Daca baza B este fixata si u € H, atunci dezvoltarea Fourier a lui u este
unica.
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(o] o0 n

In adevar, daca u = chen siu = Zdnen, notand v, = deek, rezulta
n=1 n=1 k=1

(vp, ex) = di, Vk < n. Facand n — oo, deoarece v,, — u, rezulta (u,ex) = di,

deci ¢, = d, Vk > 1.
Din Teorema 2.3 se vede ca pentru orice u € H gi Vn > 1, dintre toate
n

combinatiile liniare chek, cea mai apropiata de u este cea pentru care cp =
k=1
(u, er), deci cea pentru care coeficientii ¢j sunt coeficientii Fourier ai lui u
relativ la B.
Rezultatul care urmeaza arata ca spatiul ¢ este prototipul spatiilor Hilbert
cu baza ortonormala.

Teorema 2.4. Fie H un spatiu Hilbert real sau complex avand o bazd ortonor-
mata B si aplicatia ¢ : H — £y data prin

d(u) = {c1,c, ..y Cn,y - b

unde cu {c;}i>1 am notat coeficientii Fourier ai lui u relativ la B. Aplicatia ¢
este un izomorfism liniar si conserva produsele scalare.

oo
Demonstratie. Sirul (c,),>1 este din ¢ deoarece Z|cn]2 = ||lulf®* < .
n=1

Injectivitatea lui ¢ rezulta din unicitatea dezvoltarii in serie Fourier generali-
n

zatd. Pentru surjectivitate fie v = (¢p)n>1 € lo 81 uy = chek; deoarece sirul
k=1
(un)n>1 este Cauchy deci convergent, fie Un — U.
Dar (un,ex) = cgx, 1 < k < n, de unde rezulta pentru n — oo (u,ex) = e,
k> 1, adica ¢(u) = .
Liniaritatea lui ¢ este evidenta. Apoi pentru u,v € H avem (u,v) =
(6(u), p(v)), fapt care arata ca ¢ pastreaza produsul scalar. n

Exemplu. Cel mai important exemplu este dat de spatiul Hilbert real
s
Lo([—m,7]) dotat cu produsul scalar (f, g) :/ f(z)g(x)dx.

Sirul o

. 1
sinz, e4 = ——cos?2z,...

VT

) €9 = —— COSX, €3 =
NZ3
constituie o baza ortonormata in H.
In adevar, (e;,ej) = d;5, Vi,j > 1. Apoi faptul ca subspatiul generat de
{en}n>1 este dens in H este un rezultat cunoscut de analizi matematica.

1
Jr
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Fie acum o functie u : [-m, 7] — IR din H = L?([~m,n]). Coeficientii
Fourier ai lui u relativ la baza ortonormata B = {e, },>1 sunt

1 = (u,el)—/:;u( —da: \/7a0,

co = (u,e9) :/ZU(CL') N coszdr = a1/,

Q 1
3 = (u,e3) :/ u(x)msinxd:c = b1/,

Con = apy/T,
Con+1 = bnﬁa

1 /7 1 /7
unde a,, = —/ u(zx) cosnz dx, b, = —/ u(z)sinnx dr, n > 0 sunt coefi-
T™)—x ™ -7

cientii Fourier clasici ai lui u.
Asadar existd o stransd legaturd intre coeficientii Fourier clasici si cei
generalizati.

9.3 Valori proprii si vectori proprii

Acest paragraf este consacrat valorilor i vectorilor proprii corespunzatoare
unui operator liniar, continuu. Cadrul folosit este cel al spatiilor Hilbert,
intrucat si dezvoltarile ulterioare se fac tot intr-un astfel de cadru. Ne re-
strangem la prezentarea acelor rezultate care vor fi folosite la fundamentarea
metodei separarii variabilelor pentru ecuatii cu derivate partiale. Fie H un
spatiu Hilbert real §i T' € L(H).

Numarul A € IR se numeste valoare proprie (sau autovaloare) pentru op-
eratorul T dacé exista un element u # 0 din H care verificd ecuatia

(3.1) Tu = \u.

Elementul u (care nu este numaidecat unic) se numeste vector prorpiu cores-
punzator lui A.

In cazul in care H este un spatiu de functii, vectorii proprii se mai numesc
functii proprii (sau autofunctii). Interesul nostru se restrange la valorile proprii
§i vectorii proprii corespunzatori operatorilor autoadjuncti si compacti in H.
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Stim (vezi [23]) ca daca T € L(H) este autoadjunct, atunci:

(3.2) 1T = sup [[Tul = sup [(Tu,u)].
Jull=1 Jull=1

Teorema 3.1. Daca T € L(H) este un operator compact $i autoadjunct,
atunci el admite cel putin o valoare proprie nenuld.

Demonstratie. Din relatia (3.2), avand in vedere definitia supremului, re-
zulta ca pentru orice n € IN* exista w,, € H, astfel incat ||u,| =1 si

1
1T = < 1(Tun, un)l < [ITunllunll = 1 Tunll < IT]-

De aici rezulta ca  lim. |(Tun, un)| = || T st Jim | Tun | = ||T|. Sirul {uy}
fiind marginit (||uy|| =1, Vn), rezulta ca are un subsir {u,, } slab convergent
Unp, nkjoou. Pe de alta parte, deoarece

nlgnoo |(Tun,, un, )| = ||T]|, rezultda ca din sirul {u,, } putem extrage un
subsir notat {uy} astfel incat(TU’“’uk)k:@)‘ unde A\ = ||T|| sau A = —||T.
Deci

(Tug,ug) — A si up — u, pentru k — oo.
Vom arata ca

up — u i Tu = Au.
k—o0

Deoarece T este operator compact si Uk 2 Uy rezulta Tukk—> Tu. Apoi
—00 — 00

(3.3) | Tug, — )\ukH2 = (Tup — Aug, Tug, — Aug) =
' = | Tur|® = 2M(Tug, wi) + A ug])?, VE € IN*.
intrucat |Tugl| — [Tul, (Tug, ug) — X (3 = [TIP) si | = 1, din (3.3
—00 —00
rezulta
lim ||Tuy — )\uk|\2 =0
k—oo

care arata ca girurile {Tug} si {A\ug} au aceeasi limita. Dar Tukk—> Tu, deci
— 00

Aup — Au. Pe de alta parte, stim deja ca up — wu, prin urmare Aup — Au
k—o0 k—o00 k—o0

si limita slaba fiind unica (exercitiu!), rezulta

(3.4) Tu = A\u.
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Dar [Jug|| =1 si up, ) U implica |ju|| = 1, care impreuna cu (3.4) arata ca A
—00

este valoare proprie a lui T', incheind astfel demonstratia teoremei. n

Se verifica imediat, pornind de la definitie, ca la valori proprii distincte
corespund vectori proprii ortogonali.

Teorema 3.2. Daca T € L(H) este un operator compact $i autoadjunct,
atunci la orice valoare proprie diferitd de zero i corespunde un numdr finit de
vectori proprii liniar independenti.

Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista o valoare
proprie A # 0 a lui T careia sé-i corespunda un gir infinit de vectori proprii
liniar independent;i.

Folosind procedeul de ortonormalizare a lui Schmidt, sirul {u,} poate fi
inlocuit cu un sir ortonormat {vy, }.

Deoarece v, este o combinatie liniara a vectorilor u1, us, ..., uy, rezulta ca

n n n n
Tv, =T <Zakuk> = ZakTUk = Zak)\uk = )\Zakuk = \vp,
k=1 k=1 k=1

k=1

care arata ca si v, este vector propriu corespunzator lui A\. Deoarece sirul

{vn} este marginit (||v,|| = 1) rezulta ca el are un subsir {vy} slab convergent
v — v si T fiind operator compact rezulta Tv, — Tv.
k—o0 k—o0
Insa

2 2 2
||Tvp - TUqH = ||TUpH - Q(TvpaTUq) + ||Tvq” =
= A2||wpll? = 272 (v, vg) + N2|vg|I> = 202 > 0, Vp,g € N

care contrazice faptul ca Tvkk—> To.
—0Q

Contradictia a provenit din presupunerea ca sirul {u,} este infinit. n

Teorema 3.3. Fie T € L(H) un operator compact si autoadjunct. Atunci
multimea valorilor proprii corespunzatoare operatorului T este cel mult numa-
rabila, ol carer singur punct de acumulare posibil este 0.

Demonstratie. Introducem notatia
R.={AeR ||\ >e>0}

Pentru demonstratia teoremei este suficient sa aratam ca pentru orice € > 0
multimea IR, contine cel mult un numar finit de valori proprii ale operatorului



7

T. Presupunem, prin reducere la absurd, ca nu este adevarat si ca exista eg > 0
astfel incat IR,, sa contina un sir infinit de valori proprii: Aj, A2, ..., Ay, ... ale
operatorului 7.

Fie u,, un vector propriu corespunzator lui A,. Putem presupune ca ||u,||=1
caci altfel inlocuim pe wu, cu uy,/||uy]|-

Prin urmare, procedand in acest fel, gasim un gir infinit de vectori proprii
{up} de norma 1. Sirul {u,} filnd marginit se poate extrage un subsir {uy}
slab convergent la un element v din H. Deoarece ukké u si T este compact,

—00
rezulta Tukk—> Tu. Pe de alta parte, pentru orice k # j, are loc egalitatea
— 00
(85)  Tuy— Twsll® = | Tugll® = 2(Tug, Tuy) + [Ty |2 = N + 22,

deoarece (Tuy, Tuj) = ApAj(ug, uj) = 0.
Deoarece A, si A; apartin multimii IR.,, |A\x| > €0 i |Aj| > €0, iar relatia
(3.5) conduce la
| Tug — Tuj|)® > 262 > 0,

care contrazice convergenta sirului {7T'uy}.
Aceasta arata ca ipoteza facuta asupra multimii IR., este absurda, ceea ce
incheie demonstratia teoremei. n

In concluzie, operatorul T admite o multime nevida cel mult numarabila
de valori proprii { Ay, }nem-

In Teorema 3.2 am aritat c& fiecdrei valori proprii A\, 1i corespunde un
spatiu finit dimensional U,,. Alegand in U,, o baza ortonormata si repetand pe
An de un numar de ori egal cu multiplicitatea sa, obtinem un sir {\,, } de valori
proprii i, corespunzator, un sir ortonormat {uy,} de vectori proprii astfel incat
Tu, = My, n € IN*.

Teorema 3.4. Sistemul {u,}peNn+ este ortonormat si complet in H.

Demonstratie. Faptul ca sistemul este ortonormat a fost deja demonstrat.
Pentru completitudine, vom arata ca spatiul liniar generat de sistemul {u,},
pe care-1 notdam cu U este dens in H. Fie U, spatiul liniar ortogonal pe U.
Este usor de observat ca T(U) c U si T(UL) c U*L.

Fie Ty restrictia operatorului 7' la U+. Deoarece U este subspatiu liniar
inchis al lui H, Ty va fi compact si autoadjunct. Atunci, conform Teoremei
3.1, operatorul T ar trebui sa aiba macar un vector propriu.

Aratam ca acest lucru nu este adevarat. intr—adevér, daca A\ este o valoare
proprie pentru operatorul Ty si ug vectorul propriu corespunzator, din Thyug =
\ug rezultd cid wug este vector propriu si pentru 7', deci ug € U N U™, adici
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ug = 0. Deci Ty nu are valori proprii pe UL. Rezultd ca Ty = 0, deci U+ = {0}
si U este dens in H. "

9.4 Solutii slabe pentru probleme eliptice la limita.
Metoda variationala

Multe din ecuatiile cu derivate partiale de tip eliptic ce modeleaza fenomene
fizice apar ca urmare a aplicarii unui principiu variational. Mai exact, fe-
nomenului fizic 1i este atagata o functionald ce masoara energia sistemului —
numita si functionald energeticd — a carei minimizare conduce la solutia ecua-
tiei. Metoda de abordare a problemelor, pe aceasta cale, poatda denumirea de
metoda variationald.

Vom prezenta un rezultat cunoscut sub numele de Lema lut Max—Milgram,
care constituie cheia formularii variationale a problemelor la limita.

Fie H un spatiu Hilbert real dotat cu norma || - || indusa de produsul scalar
notat (-, -). Functionala a : HxH — IR se numeste biliniara daca pentru orice
v € H, functionala u — a(u,v) este liniara si pentru orice u € H, functionala
v +— a(u,v) este liniard pe H.

Spunem, de asemenea, ca functionala a(-,-) este:

— continud daca exista M > 0 astfel incat

(4.1) la(u, v)] < Mllull|[v]l, Vu,ve H
— coercivg daca existd w > 0 astfel incét

(4.2) a(u,v) > wlu|?, Yue H
— simetricd daca

(4.3) a(u,v) = a(v,u), Yu,v € H.

Teorema 4.1. (Lema lui Lax—Milgram) Fie H un spatiu Hilbert real si
a: HxH — IR o functionala biliniara, continud $i coerciva definita pe H.
Fie, de asemenea, o functionald liniard si continud f : H — IR. Atunci existd
si este unic un element ug € H astfel incat

(44) a(UOaU) = f(’U), Vv e Hv
care, in plus, satisface relatia

(4.5) luoll < w™H I £1]-
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Daca a este simetrica, atunci ug este unicul punct de minim al functionalei

J:H—1R

(4.6) J(u) = %a(u, ) — f(u).

Demonstratie. Pentru fiecare u € H, a(u,-) este o aplicatie liniara si conti-
nua pe H, deoarece a(u,v) < M'||v||, unde M' = M ||u||, prin urmare, conform
teoremei de reprezentare a lui Riesz, exista un unic element w € H, astfel
incat a(u,v) = (w,v). Notdm cu A operatorul A: H — H, Au = w, deci

(4.7) a(u,v) = (Au,v), Yv € H.

In continuare vom pune in evidenta proprietatile operatorului A, esentiale
pentru demonstrarea teoremei.

I. Operatorul A este liniar si continuu.
Liniaritatea lui A este imediata si rezulta din definitie. Apoi, luand in
relatia (4.7) v = Au si folosind continuitatea lui a(-, -), obtinem

M |ul|l| Aull = a(u, Au) = |A|* = || Au|l < M]Ju], Vu € H.

II. A este injectiv si inversul squ A~ este marginit.
Fie R(A) C H codomeniul operatorului A. Din relatiile (4.2) si (4.7),
rezulta
(Au,u) = a(u,u) > wl|ul?, Yue H

care implica injectivitatea Iui A. Prin urmare, exista A~!: R(A) — H
care este liniar din cauza ca A este liniar. Apoi, din Au = w rezul-
td u = A~ lw si din coercivitatea lui a(-,-) si inegalitatea Iui Cauchy—
Schwartz

wlul® < a(u,u) = (w,u) < Jwl - |lul
rezulta

Jull = A~ w|| < w ™ fuw].

ITI. R(A) este subspatiu liniar inchis.
Fie {wy} un sir Cauchy in R(A). Deoarece R(A) C H, {wy} este sir
Cauchy in H, deci convergent

lim [Jwg —w| =0 in H.
k—o0
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IV.

Este suficient sd aratam ca w € R(A). Fie uy = Awy. Are loc inegalitatea
k= | = A~ = A = A7 (=) || <[ A7 =,
care implica faptul ca sirul {ug} este sir Cauchy, prin urmare convergent.

Fie u = klim ug. Rezulta (deoarece Auy = wy)
—00

lim Aup = lim wp =w sau w=A ( lim uk> = Au,
k—o0 k—o0 k—o00
care implicd w € R(A).

R(A) = H, deci A este operator bijectiv.
Presupunem, prin reducere la absurd, ca R(A) este subspatiu propriu al
lui H. Rezultd ca exista ug € R(A)*, ug # 0, astfel incat

(uo,y) =0, Yy € R(A).
Deoarece A este inversabil, exista wy € R(A) astfel ca Aug = wp si (din
(4.7))
(4.8) a(ug,v) = (wp,v), Yv € H.
Luand in (4.8) v = ug, rezulta
wlluo|l* < aluo, uo) = (wo,uo) =0,

deoarece
wo € R(A), ug € R(A)l
De aici rezulta ug = 0, care contravine alegerii initiale. Prin urmare,

R(A)* = {0} si R(A) = H.

Demonstrarea lemei lui Lax—Milgram.

Am aratat asadar ca pentru orice u € H exista w € H, unic, care satis-
face (4.7). In etapele II, ITI, IV am demonstrat ci operatorul A, definit
in relatia (4.7) este bijectiv, deci pentru orice w € H exista un element
unic v € H astfel Incat

(4.9) a(u,v) = (w,v), Vv € H.

Din teorema de reprezentare a lui Riesz, orice functionala liniara si con-
tinua in H poate fi reprezentatd sub forma

(4.10) f(v) = (w,v), Vve H
cu || f|l = ||w]|. Din (4.2), (4.9) si (4.10) rezulta (4.5).
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Trecand acum la ultima afirmatie a teoremei, sa observam ca daca ug este
punct de minim pentru functionala J (data de (4.6)), avem inegalitatea

J(ug + Av) > J(ug), VA >0, Vv € H,

care este echivalenta cu

1
i(a(uo + v, ug + Av) — alug, ug)) > N(f,v), YA >0, Vv € H.

impér‘gind aceasta inegalitate cu A si facand A — 0, obtinem relatia
aluo,v) = (f,0), Vo e H

echivalenta cu (4.4).

Pentru a demonstra ca ug dat de (4.4) realizeaza minimul lui J, se observa
ca proprietatile (4.1), (4.2) implica faptul ca < u,v > = a(u,v) este un produs
scalar pe H echivalent cu cel initial.

Utilizand teorema lui Riesz de reprezentare si inegalitatea Cauchy—Schwartz,
se obtine rezultatul dorit.

Cu aceasta demonstratia Teoremei 4.1 este incheiata. "

In continuare vom prezenta cateva aplicatii.
Fie Q € IR"™ o multime deschisid, marginita cu frontiera netedd. Se con-
siderd urméatoarea problema Dirichlet omogena pentru operatorul —A :

—Au=f
(4.11) { u=0 pe d,

unde f € L%(Q) este o functie data.

Definitia 4.1. Se numeste solutie slaba sau variationald a problemei (4.11) o
functie u € H}(Q) care verific egalitatea

(4.12) /Q Vo(z) - Vo(z)dz — /ﬂ F(x)o(z)da
pentru orice v € H} ().

Dupa cum se observa, conditia la limita in (4.11) este cuprinsa in ipoteza
u € H ().

Apoi, daci u € C%(Q)NC(Q) este solutie clasicd a problemei (4.11), atunci
rezultii, conform formulei lui Green, ci pentru orice v € H} () are loc (4.12),
deci u este gi solutie slaba.
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Teorema 4.2. (Principiul lui Dirichlet) Fie f € L?(Q). Atunci problema

(4.11) are o solutie slabd unicd u € HE(Q). In plus, aceastd functie mini-
mizeaza functionala

1) = 5 [ IVe@)Pds = [ fa)o(e)da
pe spatiul HL ().

Demonstratie. Se aplici lema lui Lax—Milgram pe spatiul H = H}(Q) func-
tionalei a : H}(Q)x H} (2) — IR definita prin

a(u,v) :/QVu(x) -Vo(z) dz.

Este evident faptul ca functionala a(-,-) este biliniara si simetrica. Apoi, din
inegalitatea Cauchy—Schwartz

la(u,v)| = VQVU(JJ) -Vou(x) dzx

) 1/2 ) 1/2
< ([ Ivu@ta) ([ 19o@)ide) = ulluya ol

rezulta continuitatea lui a(-,-). Pe de altd parte,

<

a(u,w) = [ [Vu(@)|Pde = wlulfy e, Vo e HQ),

conform inegalititii lui Poincaré, deci a(-,-) este coerciva pe H}(€).
Apoi functionala

ue | f@utx)da.

este liniara si continud pe H{ ().
Aplicand lema Lax—Milgram obtinem rezultatele cerute in enuntul teore-
mei. "

Prezentam, in mod succint si alte probleme la limita care se rezolva in
aceeagi maniera. Schema generala de rezolvare consta in alegerea unui cadru
functional adecvat in care se verifica conditiile aplicabilitatii lemei Lax—Milgram.

In exemplele care urmeazi Q C IR” este o multime deschis#, marginitd cu
frontiera neteda.
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Exemplul 1. Consideram problema

-3 o <aij<w>?> fa@u=f 9
(4.13) ij=19%i Zj
u=0 pe 092

unde a;; € C1(Q), pentru 1 <i,j <n, ag € C(Q), f € L*(Q). Presupunem ca
functiile a;; verifica conditia de elipticitate

Z aij(2)&€; > w|é]®, YE € R, z € Q,
1,5=1

cu w > 0. Ecuatia (4.13) se mai numeste ecuatie de tip divergentd. Spunem
ci functia u € H(Q) este solutie slaba pentru problema (4.13) daca

/Z” 893] 3”$ld+/ da:_/f

3,j=1

Vo € H} ().

Daci ag(z) > 0, Vz € Q, atunci functionala biliniara

/ (Z aj(x a%) ag:(j)) dx +/ﬂao($)u(x)v(x)dx

1,7=1

este continua si coerciva.

Aplicand lema Lax—Milgram rezulta ca problema (4.13) are o unica solu-
tie slaba u € H}(2). Daci,in plus, a(, ) este simetrica (adicd a;;(z) = aji(z),
Vi, j€{1,2,....,n}, Vo € Q), atunci aceasta solutie minimizeaza functionala

2/( > aii(z 895]) 83;2))d$+ 2/ao $)dx—/gf(w)v(:c)dx

6,j=1

pe Hg(Q).
Exemplul 2. Fie problema Neumann omogena

—Aut+u=f nQ

4.14 ,
( ) % =0 pedf2
ov
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unde f € L*(Q).
Spunem ci u € H!(f) este solutie slaba a problemei (4.14) daca verifica
identitatea

/Vu( V(s da:—i—/ da:—/f )z, Vo e H'(Q).
Q
Se verifica usor c& functionala a(-,-) : H'(Q)xH' () — IR,

a(u,v) :/QVu(a:) - Vo(z)dx —i—/gu(x)v(x)dx

este biliniara, continua, coerciva si simetrica.
Aplicand lema Lax—Milgram rezulta ca problema (4.14) are o solutie slaba
unica in H'(Q) care, in plus, minimizeaza functionala

2/HVU ||dx+2/ x)dx — /f

pe HL(Q). n

Intr-o manierd aseminitoare pot fi tratate si alte probleme eliptice la
limita. Pentru mai multe exemple recomandam lucrarile [6], [27], [28], [41].
Vectori gi valori proprii pentru laplacean

Fie  C IR" o multime deschisa si mérginita cu frontiera 9 de clasia C'. Ne
ocupam de urmatoarea problema de valori proprii

(4.15)

—Au=Xu 1In
u=20 pe 09

Spunem ci A este valoare proprie pentru —A cu conditii Dirichlet la frontiera
daci existd u € HE(Q), u # 0, astfel ca
(4.16) /Vu-Vvda::)\/uvd:L‘, Vo € H (Q).

Q Q

Asadar, A este valoare proprie pentru —A cu conditii Dirichlet daca problema
(4.15) are solutii generalizate (in sensul relatiei (4.16)) nenule. Functia u se
numeste functie proprie corespunzatoare valorii proprii .
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Teorema 4.3. FEzxistd o bazd ortonormatd {u,} a lui L*(Q) si un sir de
numere reale pozitive {\,} cu )\nk—> 00, astfel cd
—0Q

O< A <A< <A<y

(4.17) —Au, = M, in
u, € H(Q)

Demonstratie. Definim functionala biliniara, continua, simetrica si coerciva

a: HY(Q)xH () — IR prin
a(u,v) :/Vu -Vodz.
Q

Atunci, pentru orice f € L?(Q) exista, conform lemei Lax-Milgram, o unic
functie u € H}(Q) C L*(Q), astfel incat

(4.18) a(u,v) = (f,v), Vo € H}(Q).

In acest fel, am definit un operator G : L2(Q) — L%() care face ca fiecirui
f € L*(Q) sa-i corespundi elementul v € H}(Q2) C L%*(Q), dat de relatia
(4.18). Prin urmare, pentru f € L*(Q), Gf € H}(f) este solutia slabi a
problemei —Awu = f in Q, u = 0 pe 0. Astfel

(4.19) /QV(Gf).Wda: :/vadx, Vo e Hy(Q).

Din definitie, rezulta imediat liniaritatea lui G.
Deoarece incluziunea H{(Q2) C L%(Q) este compacti, operatorul G definit
de la L%(Q) la L?(2) este compact. G este autoadjunct, deoarece

/Gf-gdac:/V(Gf)-V(Gg)dx:/f-ngx, Y f,g € L3Q).
Q Q Q

Apoi inegalitatea

(4.20) /Q(Gf) fda :/Q(VGf) (VGf)de = [|Gf |33y > 0, dack f #0

implica continuitatea lui G de la L?(Q) la L?(£2). Aceasta se obtine din (4.20),
folosind inegalitatea lui Poincaré (HuH r2) < Cllull Hé(Q)) si Cauchy—Schwartz.

Asadar, am aritat ci G : L2(Q) — L?(f2) este un operator liniar, compact,
autoadjunct si pozitiv definit (din (4.19)). Prin urmare, conform Teoremei



86
3.3, existd o bazi ortonormati {u,}%; de autofunctii in L?(f2) si un sir de
autovalori (valori proprii) {u,} descrescator la zero astfel incat
Gun = ppy, Yn=1,2, ..
Daca punem )\, = y,, !, atunci
(4.21) pn = G(Apunp).

Cum {pn, } este un sir de numere pozitive descrescator la zero, rezulta ca {\,},
An = pi,; b, n € IN*| este un sir de numere pozitive crescitor la +oo.

Deoarece imaginea lui G este inclusa in H(Q), din (4.21) rezultd ca u, €
H}(Q), iar din (4.19) si (4.21) obtinem

/Vuan de = )\n/ upvdz, Yo € Hi(Q).
Q Q
Deci u,, satisface (4.17) in sensul distributiilor. n

Corolarul 4.1. Dacd {u,} este o bazd ortonormatd a lui L*(2) formatd din
functiile proprii ale laplaceanului corespunzatoare valorilor proprii Ay, atunci
sistemul { N, up Y pen este o bazd ortonormatd in HY(Q).

Demonstratie. Dotam pe H}(2) cu produsul scalar

(u, v) 1 () :/Vu -Vodz.
0 Q
Atunci

21, ™25 g ) = )\k—1/2)\j—1/2/ Vg, Vujde =
0

— oy, 1/2y —1/2 oo _ )L pentru k = j,
Ak A /Quku]dx Ok; {O, in rest.

prin urmare sistemul {\,”"/?u,} este ortonormat in H{(€2). De asemenea,
dacd u € Hi(Q) satisface conditia c& (u, )\k_l/Quk)Hé(Q) =0, Vk € IN*, atunci

OZ/VU-Vukda::)\k/uukdx.
Q Q

In acest fel am obtinut cé/uuk dr = 0, Vk € IN*, si, deoarece u € L%(Q)

Q
(H} () C L*(Q)), iar sistemul {uy} este complet in L?(9), rezultd u = 0.
Rezulta ci sistemul {A\,~"/?u;} este complet in HL(Q). n
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Sa mentionam faptul ca in aceeasi maniera se studiaza problema valorilor
si vectorilor proprii pe laplacean cu conditii la frontiera de tip Neumann sau
Robin.

Exemplu. Consideram cazul Q = (a,b), a,b € IR. In acest caz, problema
Dirichlet (4.15) are forma

(4.22) { —u"(x) = Mu(z), V€ (a,b)

u(a) = u(b) = 0.
Sa determinam valorile proprii si functiile proprii ale acestei probleme.
Stim c& valorile proprii sunt pozitive. Ecuatia diferentiald v” + Au = 0 cu
A > 0 are solutia generala
u(x) = acos V Az + Bsin vV Az

Conditiile la limita conduc la sistemul liniar gi omogen (in necunoscutele « si

B)

{ acos Va+ BsinvVia =0
(4.23)

acosﬁb—kﬂsinﬁbzo

care trebuie si admita o solutie nebanala («, 3) fiindca altfel © = 0. Sistemul
(4.23) admite solutii nebanale daca

cosvVAa sinv)a
cos Vb sin Vb

De aici rezulta valorile proprii ale problemei Dirichlet (4.22)
k 2
Ak:( T ) k=1,2,..
b—a

si functiile proprii corespunzatoare

= sin ﬁ(b —a)=0.

T (x—a), k=1,2

4.24 = si
(424) up() = sin 7= 2,
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Sirul {u} este ortogonal in L?(a,b), dar nu este normat. Se constata ci
sirul

2 k
(4.25) uk(@) = || ;= sin _”a

(r—a), k=1,2,..

este ortonormat in L?(a, b). Din Teorema 4.3 rezultd ca sirul (4.25) formeaza
o baza ortonormata a lui L?(a, b).



Capitolul 10

Probleme parabolice

10.1 Ecuatia propagarii caldurii.
Modele matematice

In acestd sectiune vom determina o ecuatie cu derivate partiale care, intr-o
prima aproximatie, descrie fenomenul propagarii caldurii intr-un corp.

Vom analiza mai multe situatii si anume: propagarea caldurii intr-o bara,
propagarea caldurii in spatiu, ecuatia difuziei.

Propagarea caldurii intr-o bara

Pentru fixarea ideilor sa presupunem ca este vorba de propagarea caldurii
de-a lungul unei bare omogene de lungime /¢, suficient de subtire pentru a fi
asimilata cu un segment de pe axa Oz, a sistemului de coordonate zOu si
izolata termic pe fetele laterale.

Fie u(z,t) functia care masoara temperatura in bara la momentul ¢, in
punctul de abscisa x. Avand in vedere faptul cd suprafata laterala a barei este
izolata termic, schimbul de caldura intre bara si mediul inconjurator se face
prin cele doua capete ale barei.

Daca extremitatile barei se mentin la temperaturi constante u; si uo,
atunci, de-a lungul barei, temperatura are o distributie liniara

Uz — U

7 r;, 0<z </

u(z) =uy +

Conform legii lui Fourier difuzia caldurii de-a lungul barei se face de la partea
mai calda catre cea mai rece.

89
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Cantitatea de caldura care trece printr-o sectiune transversala de arie S a
barei este data de formula exprimentala

ou
ox
unde k este coeficientul de conductibilitate termica.

Presupunand acum ci bara este neomogena (deci k depinde de z) iar S

este de masura 1, cantitatea de caldurd AQ) ce trece prin sectiunea = a barei
in intervalul de timp (¢,t + At) este

Q:_k Sa

ou
ox

Sa consideram portiunea M7 My din bara, delimitata de abscisele x1 si zo.
Conform legii lui Fourier, cantitatea de caldura care intra in portiunea Mj Mo

AQ = —k(z) - At.

prin capatul z; este

ou
olennt) = —Kw) ol
iar prin capatul xo,
ou
t) = — .
aleast) = k) 7|

Cantitatea de caldura @) ce trece prin segmentul de bara M; M3 in intervalul
de timp (¢1,t2) este:

o= (ko] - bzl f

relatie care (utilizand formula de medie) conduce la

Q= _8% [k(iﬂ)gﬂ - (z2 —21)(t2 — t1)

unde £ € (z1,z2), T = (t1,12).
Pe de alta parte, in virtutea aceleiasi legi a lui Fourier, cantitatea de
caldura AQ* necesara pentru a ridica cu Awu temperatura segmentului de

bara Ax este egala cu
AQ* = cpAulr,

unde c este caldura specifica iar p(x) este masa specifica a segmentului Azx.
In cazul segmentului de bara Mj;M>, cantitatea de caldura QQ* necesara
pentru ca in intervalul de timp (¢1,¢2) sa-i ridice temperatura cu:

Au = u(x, ty) — ulx, tq)
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are expresia

Q" / cp(x) [u(z, ta) — u(z, t1)] dz

de unde prin aplicarea consecutiva a formulelor de medie (in raport cu t si z)
obtinem

@ =) (57)] ., (=m0

unde §1 S (1‘1,1‘2), 1 € (tl,tg).

In fine, daca notam cu f(z,t) densitatea surselor generatoare de caldura
din bara (de exemplu caldura degajata in urma trecerii unui curent electric),
cantitatea de caldurd transmisa de aceste surse in intervalul de timp (t1,t2)

este
// F(x,t)dxdt
t

Q = [F(z,t)] a=¢, (t2 — t1) (w2 — 71).

t=cg

sau

Aplicand legea conservarii energiei obtinem
A *
R=0Q+q,
care, dupa inlocuiri si simplificari conduce la:

_72

Rationamentul pe care l-am facut pana in prezent se refera la intervalele
(z1,x2) si (t1,t2) arbitrare.
Trecand la limita cu z1,x9 — x §i t1,to — t, obtinem ecuatia

0 ou ou
—— |k(z) = F(x,t
Ox { (x)ax] +eple )8t (%),
numita ecuatia propagarii caldurii.
Daca bara este omogena, atunci k si p pot fi considerati constanti si notand

@=L fan =00
cp cp

ecuatia propagarii caldurii se scrie sub forma

U — gy = f(z,t).
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Propagarea caldurii in spatiu

Propagarea caldurii in spatiu este masurata prin intermediul temperaturii
u(x,y, z,t), care este o functie ce depinde de timpul ¢ si pozitia (x,y,z2) a
punctului din spatiu. Daca temperatura nu este constanta, apar fluxuri de
caldura dinspre zonele cu temperatura mai inalta catre cele cu temperatura
mai joasa.

Cantitatea de caldurd AQ) care trece prin elementul de suprafata Ao ce
contine punctul M (z,y, z) in intervalul de timp (¢, ¢+ At) este data de formula
AQ = —k(M)%AaAt,

on

unde k este coeficientul de conductibilitate termica a corpului, iar n este nor-
mala la elementul de suprafatd Ao orientata in directia fluxului de caldura.
De aici rezulta ca in intervalul (¢1,t2) prin suprafata o trece cantitatea de

/[//k TSP S [//k d]

Cu ajutorul formulei lui Gauss—Ostrogradski ultima integrala devine

//k )P o =

ou ou ou
= //k: [ cos(n,x) + o cos(n,y) + % cos(n, z)} do =

ST (k5 + 51,(%32‘) + g (18] @ -
= / / / div[k(M)grad u]dV,

prin urmare
Q= 2 —t1 /// le gradu]dV\t +y TE (tl,tg).

La fel ca in cazul barei

/// cp m Y. % t2)_u($ Y, z, t1)]dV:
= (t2 — 1) [/// cp(w,y,z)g?dv
|4

, T1 € (t1,12)

t=71
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in timp ce cantitatea de caldura produsa de surse din interiorul corpului este

@:/: /// flx,y,z,)dV | dt = (ta — t1) /// flz,y, z,t)dV ,
v v ¢

Ty € (tl,tg).

Avand In vedere ca volumul V este arbitrar, la fel ca in cazul barei, prin
simplificari si treceri la limita obtinem:

0
(1.1) eple,y,2) 5y — divlk(e,y, 2)aradu] = f(z,y,2,1).
Daca p si k sunt constante (deci corpul este omogen) cu notatiile deja mentionate
ecuatia (1.1) capata forma
ou

_ 2 —
(1.2) e R )

unde A este operatorul lui Laplace.

Cazuri particulare. Daca distributia temperaturii in corp nu depinde de
timp (cazul stationar) ecuatia (1.2) capata forma

Au = f(:r,y,z)

numita si ecuatia lui Poisson.
Daca in plus lipsesc si sursele interioare de caldura se obtine ecuatia

Au=0

numita si ecuatia lui Laplace.

Ecuatia difuziei

Difuzia este un proces de egalizare a concentratiilor sau de amestecare spon-
tanad (pentru corpuri in stare gazoasa sau lichida). Daca analizam un tub
umplut cu un gaz, atunci constatam ca are loc difuzia acestuia din zonele cu
concentratie mai mare in zonele cu concentratie mai mica.

Fenomenul este asemanator si in cazul unei solutii, daca concentratia sub-
stantei dizolvate nu este constanta in tot volumul. Analizand fenomenul di-
fuziei unui gaz intr-un tub, sa notam cu u(x,t) concentratia in sectiunea x si
la momentul .
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Din legea lui Nernst, cantitatea de gaz care trece prin sectiunea x in inter-
valul de timp (¢,t + dt) este
ou

dQ = D5 (z,1)S dt.

unde D este coeficientul de difuzie sau difuzivitatea substantei, iar S este aria
sectiunii tubului.
Dar variatia masei gazului pe portiunea (x1, z2) a tubului, datorita variatiei

du a concentratiei, este
€T

A0 = [ cduSdz,

x1
unde c este coeficientul de porozitate, egal cu raportul dintre volumul porilor
gi volumul total (in cazul nostru Sdx). Procedand ca in cazurile anteriore,
ecuatia bilantului de masa de gaz in portiunea (zj,z2) si intervalul de timp

(t1,t2) conduce la
0 ou ou
9 (D) L
oz ox ot
numita si ecuatia difuziei.
Daca coeficientul de difuzie este constant, aceasta devine

Uty = CLQUxm

unde a? = D/c.

Probleme la limita pentru ecuatia propagarii caldurii

Pentru a determina legea de propagare a caldurii intr-un corp limitat de
o suprafata S, trebuie sa adaugam la ecuatie conditii initiale si la limita.
Conditia initiala presupune cunoasterea temperaturii u(z,¢) la momentul ini-
§1a1 to.

In ce privegte conditiile la limita acestea pot fi diferite in functie de regimul
de temperatura de la frontiera.

Se considera trei tipuri fundamentale de conditii la limita

e Se da distributia de temperatura u(x,t) la suprafata corpului:

u(z,t) = @(z,1), © €5, t >to

e Se da expresia fluxului de caldura ce trece in fiecare moment prin suprafata
ce limiteaza corpul

ou

a(mvt) = w(xvt)a T € Sa t> tO
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e In fine, ultima conditie la limita este o combinatie a primelor doua

aglyt(x,t) + Bu(w,t) = 0(z,t), z €8S, t > ty, a, 5 € Ry.

Evident ca functiile ¢, ¥, # sunt presupuse cunoscute.

10.2 Integrala Lebesgue si spatiile Sobolev

O generalizare imediata a integralei Riemann o constituie integrala Lebesgue.
Aceasta permite introducerea spatiilor Sobolev necesare (mai ales) in abor-
darea variationala a ecuatiilor cu derivate partiale. In cele ce urmeazi vom
face o foarte scurta prezentare a integralei Lebesgue si a spatiilor LP. Pentru a
nu lungi expunerea, rezultatele pe care le prezentam nu contin demonstratii.

Spunem ca multimea de numere reale E este de masurd nuld daca pen-
tru orice € > 0 existd un sir finit sau infinit de intervale (a;, ;) astfel incat
E C U(ak,bk) iar E(bk — ak) <e.

Fie acum (a,b) un interval finit sau infinit al axei reale. Prin functie
scara definita pe (a,b) intelegem o functie s ce are ca valori numerele reale

C1,C2, ..., Cy, pe intervalele (a =)zg < z < x1, 2] < T < T2, ..., Tp—1 < T < Tp(=
b n

b) respectiv, iar prin ”integrala” / s(z)dz intelegem suma ch(xk — Tp_1).
a i=1
(In cazul in care a = —oo sau b = oo constantele ¢y, respectiv ¢, se iau zero).

Daca {sn(-) }nen+ este un gir crescator de functii-scara (adica s, (x) < sp41(x),
pentru orice x gi Vn € IN*) atunci girul integralelor formeaza un sir crescator
de numere reale care converge catre o limita finita sau tinde la +oo.

Spunem ca functia (cu valori pozitive) f(-) este mdasurabild daca exista un
sir crescator s,(-) de functii scara care converge aproape peste tot la functia
f(-) pe intervalul specificat. (Prin convergentd aproape peste tot intelegem
convergenta pe tot intervalul exceptand eventual o multime de masura nula.)
De altfel, vom spune ca o relatie are loc aproape peste tot, pe scurt a.p.t., daca
are loc cu exceptia unei multimi de masura nula. Se arata ca limita sirului

b
{ / sn(w)dx} nu depinde de sirul de functii scara folosit la aproximarea

nelN*
functiei f, prin urmare aceasta limita este o proprietate a acesteia. Daca limita

b
este finita spunem ca functia f este integrabild Lebesque iar / f(x)dx este
a

definita ca fiind limita integralelor sirului de functii scara. In particular, daca
intervalul (a,b) este finit, orice functie masurabila gi marginita este integrabila
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b
deoarece termenii sirului / Sp(z)dz sunt majorati de (b—a)sup f. Daca func-

tia f are atat valori pozitici/e cat si negative putem scrie f ca fiind diferenta a
1
doua functii cu valori pozitive si anume: f = f, — f_, unde f, = §(|f| +f) s
1
fo= §(| fl—f)- Spunem ca f este integrabila daca fi si f— sunt integrabile si

b b b
f(x)dx este definita ca fiind diferent;a/ fo(z)dx —/ f—(z)dx. Toate pro-

a a a
prietatile referitoare la integrala Riemann sunt valabile si in cazul integralei
Lebesgue. Orice functie care are modulul integrabil in sens Riemann (absolut

b
integrabila) este integrabila i in sens Lebesgue si / f(x)dx au aceeasi valoare
a

in ambele cazuri.
Notiunea de functie masurabild (respectiv integrabila) definita pe o multi-
me deschisa © din R" (n > 1) si cu valori in IR se introduce in mod asemanator.
O prezentare mai detaliata a acestor chestiuni se gaseste in [1], [19].
Notam cu LP(Q2), p € IN*, p < oo, spatiul functiilor cu valori reale definite

pe multimea {2, méasurabile si pentru care / |f(2)[Pdz < co. Am notat cu dx
Q

masura Lebesgue. Aceasta este un spatiu normat cu norma data de

1/p
£ eviey = ([ @)

In cazul in care p = 2 spatiul devine spatiu Hilbert cu produsul scalar dat de
(f.9) = [ f(@)g(a)da.

In cazul p = oo, definim L*°(Q) ca fiind multimea functiilor f : @ — R
masurabile si pentru care exista o constanta C' astfel incat |f(z)| < C, a.p.t.
z € §). Notam

11| oo () = Inf{C; |f(2)| < C a.p.t. € Q}.

Se arata ca ||-|| ;o este o norma pe L>(Q2) care determina pe acesta structura
de spatiu Banach.

1
Fie 1 < p < 00; notdm cu ¢ conjugatul lui p adica — + — = 1.
q

Teorema 2.1. (Inegalitatea lui Holder) Fie f € LP(Q) si g € LI(QQ), p si q
fiind numere conjugate. Atunci f -g € L'(Q) si

/Qlf(x)g(w)ldﬂﬂ < I llzo@llgll o)
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Teorema 2.2. LP(Q) este spatiu Banach pentru 1<p<oo. Pentru 1<p<oo,
LP(Q) este spatiu Banach reflexiv.

Teorema 2.3. (Teorema de reprezentare a lui Riesz) Fie 1 < p < oo gi
v € (LP(Q))". Atunci exista o functie unica u € L1(Q) astfel ca

(0. = [u@@)da, ¥ f € L7(9)

In plus, ||U||Lq(Q) = H%OH(LP(Q))/ .

Observatie. Aceastd teorema permite identificarea dualului spatiului LP(£2)
cu spatiul L4(Q).

Teorema 2.4. Dacd p € (L1(Q)), atunci existd o functie unicd u € L>()
astfel incat

(¢.) = [ ula)f@)da, ¥ f € L'@)
st, in plus, [[ull oo ) = 1€l (11 )y

Acest fapt ne permite s& afirmam ci dualul spatiului L' (Q2) este L>(().

Un cadru natural de tratare a problemelor la limita il constituie spatiile
Sobolev. Dar, pentru definirea spatiilor Sobolev avem nevoie de distributii, pe
care le introducem in continuare.

Fie a = (a1, @9, ...,ay) un n-uplu ale carui componente «; sunt numere
Intregi nenegative. Notam cu |a| suma |o| = a1 + ag + - -+ + «,, iar prin D®,
derivata partiala

oledy,
T 9r10x5?.. 005
Fie Q este o multime deschisa si marginita din IR si u : 2 — IR o functie
data. Multimea K = {x € Q, u(z) # 0} se numeste suportul functiei u.

Spunem ca functia v este cu suport compact dacid K este o submultime
inchisa si marginita (deci compacta) a lui 2. D(Q2) (sau C§°(€2)) desemneaza
spatiul functiilor infinit diferentiabile care impreuna cu toate derivatele lor au
suportul compact, inclus in €2,  fiind o submultime deschisa si marginita a
lui R™.

Un exemplu clasic de functie cu suport compact este functia ¢ : (—a,a) — R

D%y

0, lz| > €
o(x) = 1 unde a > ¢ > 0.
er?=2 |zl <e
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Pe D(2) se introduce o topologie prin definirea unei ” convergente”. Spunem
ca sirul de functii (¢pn)pen+ din C5°(£2) este convergent in sensul lui D(Q) la
functia ¢ € C§°(Q2) daca sunt indeplinite conditiile

(i) Exista o multime compacta K CS astfel incat supp(p, —¢)CK, VneIN*,

(ii) lim D%, (z) = D%p(z) uniform pe K pentru orice multiindice .
n—oo

In acest fel, spatiul liniar C§°(9Q) devine un spatiu liniar topologic local
convex, fapt care ne permite definirea dualului.
Spunem ca functionala liniara 7' : C§°(€2) — IR este continua daca

Jim T(pn) = T(¢)

pentru orice sir (p,) convergent la ¢ in sensul topologiei lui D(Q).

Multimea functionalelor liniare si continue pe D(2) se noteaza cu D’'(Q)
si se numeste spatiul distributiilor scalare definite pe 2. Acesta la randul sau
este spatiu liniar topologic.

Spunem ca sirul (7,,),en+ din D'(2) converge la T' € D'(2) si vom nota
T, — T daca

Tn(p) — T(p), Vo € D(V).

Astfel, cu topologia definita prin aceasta dualitate, D'(Q2) devine la randul sau
un spatiu liniar topologic, local convex.

Elementele lui D’(Q) se numesc distribuii pe 2.

Mentionam ca cel mai cunoscut exemplu de distributie este ”functia” § a
lui Dirac data prin

d: C(C))o(_CL?a) - R? 5(90) = (,0(0), V(P € C(())O(_aaa)> a > 0.

Aceasta distributie este foarte departata de conceptul clasic de functie. Insi
exista o clasa de distributii, numite si distributii generate, apropiate de notiunea
de functie.

Spunem ca functia f : Q — IR este local integrabila dacé/ |f(x)|dz este
K

un numar finit pentru orice submultime inchisa K a lui €.
Pornind de aici putem defini distributia F' asociata cu f prin

F:C2(Q) — R, Flo) :/Qf(:v)go(:c)d:p, Ve C5(Q).

Daca suportul lui ¢ este K atunci

F() = |[ fe)ote)da] =|[ @)oo

< sup |¢(a)| [ | ()lde < oo,
zeK K
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Distributia F' se numeste distributie generata de f. Ea se mai numeste si
distributie requlata sau de tip functie.

Avand in vedere modul cum se definegte distributia F' prin intermediul lui
f pentru a simplifica lucrurile vom folosi aceeasi notatie (f) pentru ambele
cantitati, semnificatia urmand sa rezulte din context. Daca f este o distributie
pe Q CIR" si p: 2 — IR este o functie continué, atunci putem defini uf ca o
distributie prin

uf(e) = flup), Vo€ C5(Q).

Exemple.
1° Functia scard H : [-1,1] — R

0, -1<x<0
H(x):{ 1, 0<z<1,

este local integrabila si genereaza distributia (notata tot cu H)
1 1
H(p) = [ H@gp(@)ds = [ p()d

2° Distributia ud pe (—a,a), a > 0, unde u(z) = z iar J este distributia lui
Dirac satisface

20(p) = 0(zp) = (29)(0) = 0, Vo € Cg°(—a, a),
deci zd este distributia nula.

Derivarea distributiilor este o extensie a derivarii functiilor. Prin definitie,
daca f este o distributie pe 2 C IR" iar a un n-uplu de numere nenegative

Df(p) = (-1)*f (D), Vo € C5°(R).

Este imediat faptul ci daca o functie este de clasd C" atunci derivata sa
in sensul distributiilor de un anumit ordin |a| < m coincide cu derivata sa
partiala de ordin « luata in sens clasic.

Exista functii care nu sunt derivabile in sensul clasic dar care sunt de-
rivabile in sensul distributiilor, deci derivata in sensul distributiilor este o
generalizare efectiva a derivarii clasice.

Se numeste spatiu de distributii pe 2 orice subspatiu liniar topologic X al
lui D'(2) care este continuu inclus in D'(2) (adica injectia X C D'(Q) este
continua).
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Dintre spatiile de distributie definite pe €2, spatiile Sobolev constituie clasa
cea mai importanta din punctul de vedere al aplicatiilor.

In continuare, definim aceste spatii si prezentam fara demonstratie cateva
proprietati pe care le vom utiliza.

Pentru k un numar intreg pozitiv, notam cu WP (Q), (1 < p < 00) spatiul
Sobolev definit prin

WEP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q), V]|a| < k}

olely
unde D¢ = desemneaza derivata lui v in sensul distributiilor.
0z 0xy?...0xp" z v §
Se demonstreaza (vezi [1], [12]) ca W*P(Q) este spatiu Banach, cu norma,

data prin

1/p
Z 1D\l Lo () dacal<p< oo
HUHWk,p(Q) = lo| <k
D%|| 1 daca p = oo.
ogﬂj\}ék” L ©) aca p = o0

Notam cu Wé“’p(Q), inchiderea lui D(Q) € W*P(Q) in raport cu topologia lui
WhP(Q).

Dacd p = 2, pentru spatiile W2(Q) (respectiv WéﬁQ(Q)) folosim notatia
mai sugestivi H*(Q) (respectiv HE((2)), despre care se arati ci sunt spatii
Hilbert cu produsul scalar dat de

(u,v) = Z /D“u(m)Dav(az)dm.
Q
lal<k

Daca u € C(f), restrictia sa u|gn se obtine simplu luand valorile lui u
pe frontierd. Acest lucru poate fi formalizat introducand un operator liniar
v C(Q) — C(092) numit si operator de urma dat prin vy(u) = u|gq. Ne
intereseaza cum se defineste u|pn atunci cand w apartine unui spatiu Sobolev.
Acest lucru e lamurit de teorema care urmeaza.

Teorema. Daca 2 C IR" este o mulfime deschisa si marginita cu frontierd
de clasd C atunci aplicatia
U — YU

este liniara si continua de lale(Q) la L2(02) (yu este "urma” lui u pe OS);
vezi [1], [12]). Dacd u € CH(Q), yu reprezintd urma functiei u pe OS).
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Se arata, de asemenea, ca

u [
Hy(9) = {U € H"(Q); EYi =0, j=0,k— 1}7
u . 9 o . o
unde cu o5 am notat derivata normala de ordin j pe 0f) orientata spre
v
interiorul domeniului €.
In aceleasgi conditii asupra domeniului €2 are loc relatia

/Q\u(a:)\de < C/szn:l

cunoscuta sub numele de inegalitatea lui Poincaré.

Aceasta permite definirea normei pe H} (€2) numai cu ajutorul gradientului.
Incheiem acest paragraf cu cateva elemente referitoare la functii cu valori intr-
un spatiu Banach.

Fie X un spatiu Banach real inzestrat cu norma |||y si fie [0,7] un in-
terval fixat de pe axa reala. Notam cu LP(0,T; X) spatiul tuturor functiilor
masurabile y : [0,7] — X, asa incat

T 1/p
HyHLP(O,T;X) = (/0 Hy(t)H&dt) < 00,

pentru 1 < p < oo si

ou |
e dz, Vu € Hj(Q),

7

1Yl Lo 0,7, x) = esssup [ly(8)]l x-
tel0,T
Se arata ca acestea sunt spatii Banach.

D(0,T) fiind spatiul functiilor reale infinit diferentiabile, cu suport com-
pact in [0, T}, notdm cu D’'(0,T; X) spatiul functiilor liniare gi continue de la
D(0,7T) in X si vom numi un element y € D’'(0,7; X) distributia pe (0,7) cu
valori in X.

Daca y € D'(0,T; X), atunci derivata sa

prin formula

dky

ok € D'(0,T; X) este definita

k k
DFy(p) = %(@) = (—1y (2;,5) Vo e D(0,T).

Notam cu W*P(0,T;X) spatiul tuturor distributiilor cu valori in X,
y € D'(0,T;X), cu derivatele (in sensul distributiilor) Diy € LP(0,T; X),
j =0,k



102

Cu C([a, b]; X ), notam spatiul functiilor continue u : [a,b] — X, inzestrat
cu norma
[l fa,b1;3) =sup llue) 1 5 a<t<b}-
Derivata functieiu u : [a,b] — X in punctul ¢y € (a,b) se definegte prin

t — u(t
o (to) = tim fo+E) Zulto)
e—0 IS

unde limita este luata in sensul topologiei lui X, adica

u(to + &) — u(to)

=0.

u/(to) —

lim ‘
e—0 X
Daci tg = a sau b, semnificatia derivatei este clari. C¥([a,b]; X) desem-
neaza spatiul functiilor u : [a,b] — X derivabile pana la ordinul & inclusiv, cu
[e.e]
derivata de ordinul k, continua pe [a,b]. Spunem ca seria de functii ch(-),
k=1
unde ¢; € C([a,b]; X) este uniform convergenta la functia c : [a,b] — X daca

n
are loc lim | ch(t) —¢(t)]| = 0 uniform in raport cu ¢. Se observa (ca

n—oo
k=1 X
oo
si In cazul functiilor reale) ca seria ch() este uniform convergentd daca si
k=1

numai daca pentru orice € > 0 exista N () astfel incat

> et
k=m

<e Vp>m> N(e), YVt € [a,b)].

X
o
Este clar c&, daca seria de functii continue ch() este uniform convergenta
k=1

la functia c(-), atunci ¢ € C([a, b]; X).

10.3 Solutii slabe pentru ecuatia propagarii caldurii

Fie © C IR™ o multime deschisa si marginita cu frontiera 0€, iar T' > 0 fixat.
Facem notatiile: Qpr = Qx(0,7) si ¥p = 9Qx(0,7). In acest cadru
consideram problema la limita

(3.1) 831; —Au=f nQr
(3.2) u(z,0) = up(z) in Q

(3.3) u= pe X7,
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unde f: Qr — R gi up : Q@ — IR sunt functii date.

Introducem spatiul de functii

ou — 0%u
871,‘1‘ < C(QT)7 81‘18.%]

C2(Qr) = {u e C(Qr), ?; € C(QX(O,T])}.

Functia u(-,-) : Q7 — IR se numeste solutie clasicd pentru problema (3.1) —
(3.3) dacd u € C*1(Qr) si u satisface ecuatia (3.1) pe Qr si conditiile: initiala
(3.2) si la limita (3.3). Pastram aceeasi terminologie de solutie clasica si in
cazul cand ne referim doar la solutia ecuatiei (3.1).

Intrucat demonstrarea existentei solutiei clasice pentru problema mixta
(3.1)-(3.3) este dificila, ne vom ocupa de un nou concept de solutie pentru
aceasta problema si anume conceptul de solutie slaba (sau generalizata).

Definitia 3.1. Fie f € C([0,T]; L?(Q)) si up € L*(R2). Functia u : Qr7—1R se
numeste solutie slaba (sau generalizatd) a problemei (3.1)-(3.3) daca indepli-
neste urmatoarele conditii:

a) w e C([0,T]; L2(2)) N CH((0, T]; L*(Q)) N C((0, T; Hp(Q))

b) Pentru orice ¢ € H}() si orice t € (0,T] are loc egalitatea

(3.4) /Q8u(aa;;, t)go(ac)dx—i—/QVIu(x,t)-Vgo(ac)dx—/Qf(x,t)cp(w)dx

c) u(x,0) = up(z), a.p.t. x € Q.

ou
ot
lui Green rezulti cu usurinta faptul ca daca u € C*1(Q7) este solutie clasica
a problemei (3.1)-(3.3) atunci ea este si solutie slaba a acestei probleme. Pe
de alta parte, din conditia (b) rezulta, luand ¢ € C3°(Q),

Am notat cu derivata functiei u : [0,7] — L?(2). Utilizand formula

du(t)
ot

— Au(t) = f(t), YVt € (0,T)

unde Au(t) este considerat in sensul distributiilor pe €.

Apoi, deoarece conditia la limitd (3.3) este continuta in (a) (u(t) € H} (),
Vt € [0,T]) iar conditia initiala (3.2) este identica cu (c), rezulta ca Definitia
3.1 oferda o generalizare naturala a conceptului de solutie pentru problema
(3.1)-(3.3). Teorema care urmeaza da un rezultat de existenta si unicitate a
solutiei slabe pentru problema (3.1)-(3.3).
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Teorema 3.1. Fie Q2 C IR"™ o mulfime deschisa, marginita, cu frontiera OS2
de clasa C! i 0<T<oco. Fie f € CY([0,T]; L*(Q)) si uo € L*(Q) functii date.
Atunci problema mizta (3.1)-(3.3) admite o unica solutie slaba. Mai mult,
ue L2(0,T; H} () si are loc egalitatea

1 t
SO0y + [ 190(s) s =

1 t
= iHU/OHQLQ(Q) —i—/()/gf(x,s)u(x,s)dmds, vVt el[0,T].

Dacad presupunem, in plus, cd ug € Hg(Q) atunci

(3.5)

u e C([0,T]; HY(Q)) si % e L0, T; L*(Q)).

Demonstratie. Unicitatea. Sa presupunem ca w1 $i uo sunt doua solutii
slabe ale problemei (3.1)-(3.3). Atunci u := u; — ug satisface o problema de
tipul (3.1)-(3.3), dar cu f = 0 si up = 0. Tinand cont de egalitatea (3.4)
rezulta u(t) = 0, pentru orice ¢ € [0, T, adica u; = us.

Ezistenta. Pentru demonstrarea existentei vom folosi metoda lui Fourier de
separare a variabilelor. Vom construi efectiv solutia, ca suma unei serii Fourier
in L?(Q) in care luim ca baza hilbertiana sistemul ortonormat complet format
din vectorii proprii in H& al operatorului —A. Dupéa cum se stie, exista in
L?(2) un sistem ortonormat complet {¢;} si un sir de numere pozitive {\}
cu )\kkjc;o oo astfel incat

(3.6) —Apk = M In Q; @ = 0 pe 0.
Cautam solutia problemei (3.1)-(3.3) sub forma seriei Fourier

(3.7) u(z,t) = iuk(t)wk(t), te[0,T], z €.
k=1

Inlocuind formal functia u dati de (3.7) in (3.4) si tindnd cont de conditia (c)
a Definitiei 3.1, precum si de (3.6), obtinem ecuatiile diferentiale ordinare

{ wh (t) 4+ Mug(t) = fr(t), t€[0,T], k=1,2,...

(3.8) up(0) = ul

unde f5(t) si uf sunt coeficientii Fourier ai lui f(t) si, respectiv, ug, adici
£(O) = O 2010 = [ fla pn(a)de, te (0,7

ug = (uo, Pr)r2(0) ¢=/QUO($)9%($)W-
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In continuare, vom nota cu (-, -) produsul scalar din L2(Q) (deci vom omite
indicele pentru a simplifica scrierea).
Rezolvand problema Cauchy (3.8) obtinem

(3.9) () = e M k+/ M5 £, (5)ds, t € [0,T).

Inlocuind aceasts expresie a lui uy, in (3.7) obtinem

o0

(3.10) u(z,t) = { Mg +/ e MU0 f(s)ds | ().

k=1

Aratam ca functia u data de (3.10) este solutie slaba a problemei (3.1)-(3.3),
in care scop verificam conditiile Definitiei 3.1. Pentru a simplifica expunerea
vom face aceasta verificare in mai multe etape.

I.we C([0,T7] : LQ(Q)).
Identitatea lui Parseval

n—+p n—+p

(3.11) S Mk (kll2q) Zuk te[0,7]
k=n
oo
ne sugereaza faptul ca este suficient sa demonstram ca seria Zui(t) este
k=1

uniform convergenti pe [0, T]. Intr-adevir, din (3.11), rezultd in acest caz ci
o

seria de functii Zuk(t)apk converge uniform pe intervalul [0, 7] cu valori in
k=1
L?(2) adici, pentru orice € > 0 existd N(e) astfel incat
n
—Zuk(t)gok <e Vte[0,T], n> N(e).
k=1 L2(Q)

De aici rezultd ca functia uw : [0,7] — L2(f) este continua, adica u €
C((0,T); 2(2).
Din (3.9) rezulta

2
up(t) = (ek’“t(uoys%) +/0t6_kk(t_8)(f(5)790k)d8) <
(3.12) <2 (6”“(“0, o)’ +/t€_2Ak(t_8)d3/0t(f(8), Wk)2d3> <

< 2e” 2)‘kt UO,SDk )\ / , Vte [O,T].
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Conform identitatii lui Parseval, avem
[e.e]
2
HU0”L2(Q Z (uo, pr)”
k=1

si

o0

1F ()12 = D (f(8),90)% s € [0,T].

k=1

Convergenta ultimei serii este uniforma pe [0, 7] deoarece f € C([0, T]; L?(£2))
implicd continuitatea functiilor s — (f(s),¢x) si s — ||f(s)|]%2(Q) pe [0, 7.
Mai mult, rezulta ca si seria

Z)\k/ ), k) ds—/z/\k ds

este uniform convergenta pe [0,7], iar din (3.12) obtinem ca seria iu%(t)
este, de asemenea, uniform convergenta, adica u € C([0, T]; L2(£2)). =

IL u € C([0,T]; Hj(Q)) N L*(0, T; Hy (2)).

Stim ca sistemul {f)%} este ortonormat i complet in H}(2). Tinand cont
de (3.7) si notand vy, := Pk obtinem dezvoltarea in serie Fourier a lui u in

VK

raport cu acest sistem
o
= v(t)y
k=1

unde

200~ (e [ ) <

< 2hpe Pt (uf)2 4 2/ fi(s)ds, Yt € [0,T].
0

De aici rezulta (folosind din nou identitatea lui Parseval)

n—+p 2 n+p
> v(t)r = > vi(t) <
k=n Hl (Q) k=n

n+p n+p

<23 Ao P (uf +2Z/ F2(s)ds, Yt € [0,T).

k=n
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Aceasta relatie impreuné cu inegalitatea

2Ape Mt < t7te7l Vit >0,

o0
implica convergenta uniforma a seriilor sz(t) s Zl/k(t)wk pe orice interval
k=1 k=1

0,7 cu 0 <3 <T.
Prin urmare, u € C(([0, T]; Hj(2)). Apoi

o) 00 .t
[(t) 330 Zuk <2 e () +23° [ fi(s)s =
k=1

=1
t

= 23 e 22 12 [ 17 (6) aqayds, V1 € 0.7].
k=1 0

De aici rezulta

T 00
J Oy < S (b)? 427 [ 15(6) s =

= HUOH%?(Q) + 21 ||f(3)\|%2 )ds
0 ()
deci u € L*(0,T; H}(Q)).

III. u € CL((0, T); L3(9)).
Pentru a dovedi acest fapt folosim din nou relatia (3.7) si consideram seria
derivata

v(t) = iu%(tﬁpk, t € (0,7].
k=1

Este suficient s& demonstram cia v € C((0,T); H}(Q)) si ({;1; (t) = v(t),

vVt € (0,7]. Din (3.9) se obtine prin derivare
uly(t) = —Ape Mluf 4 Je Mt —i—/ “A(t=9) 1 (s)ds, Vie[0,T).

Deci, pentru ¢ € [0, T,

2

n+p n+p
pPRTAGIER = Z(uz(t))2 <
k=n L2(Q) =
n+p n+p
1 trof(s
<1, 0|? +2 A=t (y + ( : ) ds.
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3}
Deoarece 8—{ e C([0,T]; L*(Q)) (din ipotezd) si existd o constants C' > 0

astfel incat )\ie*”‘kt < C, pentru orice k si orice t > 0, din evaluarea (3.13)
o0

rezulta ca seria z:(u;C (t))? este uniform convergents pe orice compact |3, 7]
k=1

. d
cu0 < <T,decive C(0,7]; L3(R)). In continuare, aritim ci di: = 0.

Observam ca

u(t+e) —u(t) P& () —wlt) o
€ i kz—:l( g uk(t)> i P
00 —u 2
:kz::l (“’f(t“i k(1) —u;(t)> Ve (0,7).

Folosind inegalitatea lui Cauchy—Schwartz pe (t,t+¢) C (0,7") obtinem

(W B u;(t)>2: e (/tHEUE(S)—u;(t))ds)2 <

(3.14) e
<ot [ wh(s)—ui(0)ds.

Apoi, relatia (3.14) si identitatea lui Parseval

1 [tte 2 , , B 1 [tte
Sk s = [ hots) e Oayds
conduc la
utre)—ult) o F s (e mu®) )
(3.15) ¢ g 12(9) kz::1< 3 <l ))

1 t+e 9
_ E/t lo(s)~v(t)|[22(yds, YVt > 0.

Dar, v € C((0,T]; L*(Q2)) implica relatia

. 1 [tte 9
lim = 7 () = vl ads = 0, Yt > 0.

care, impreund cu (3.15), permite obtinerea relatiei

R ()

lim . =v(t), Vt € (0,T]



du
dics &2 = .
adicd —- =v
IV. Functia u verifica relatia (3.4) si condifia (c).
Folosim relatiile

u(t) = iuku)wk, f(t) = ifm)sok,

k=1

Vte(0,T), VpeHE Q)

si
ka (er, ), Yt €[0,T], Vo € Hy(Q).
Deoarece .
Z )k, Yt e (0,7
rezulta

[ 28 (@ ol = Zuk / Jp(w)da =
_ —ZAk“k(’f)/ o (2)p(z)dx + Z )@, k) =
- —Z“k /vw )-Ve(z)da + Z ) (05 01) =

/Vmum t)-Vo(z da:—l—/f:v t)p(x)dz, Vte(0,T), Ve HL(Q)

care este tocmai relatia (3.4). Relatia (c) rezulta din inegalitatea

to = Z(Uoﬁ%)(ﬁk = Zu{m in L*(9).
k=1 k=1

V. Demonstrarea egalitatii (3.5).
Inmultind relatia (3.5) cu ug(t), obtinem

= D 20) + Med(t) = fr(tus(t), YEe[0,T], Vi =1,2, ...

109
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care prin integrare pe [0, ¢] si sumare dupa k, conduce la

3200+ X [ Nekis)is =
Z ug) +Z/ Je(s)ur(s

Acum egalitatea (3.5) rezulta cu usurinta din (3.16) daca tinem cont de rela-
tiile urméatoare (deja demonstrate)

(3.16)

Zuk = [[u(®)[[ 720y, Yt € [0,T],
Z)\k’uk ||’LL )H%I&(Q)’ Vs e (OaT]7

= 2
> (u§)? = fluollzz(q)

k=1
si
ka , Vs e [0,T].
VI. Demonstrarea relatiilor u € C([0,T); HZ(Q)) si g:; € L*(0,T;L*(Q)) in
ipoteza ug € H} ().
Deoarece sistemul {1y} <¢k = (’Dk> este ortonormat si complet in H}(Q),

V Ak
o0
iar ug = i uk1py, are loc identitatea lui Parseval
> VA uf

k=1

luoll s ) = D An(ug)®
k_

Seria u(t Zl/ ) este uniform convergentd pe [0,7] in H(Q), deci

(
u e C([0,T7]; HO( )). Apoi, din (3.13) avem
)|

( = 2 - 2 _—2\ kN2
=) (up(t)? <2) Me M (ug)’+
‘ dt llrz (o) ;;1 kzl

HIF O e +Z = [ it
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d
de unde rezulta ditl IS L2(O,T; LQ(Q)) si, in plus,

Tl du ||? 9 tIaf(s)|?
— dt < ||u —I—/ ds,
/0 dt £2(9) I OHH(%(Q) 0 ot L2(Q)
care incheie demonstratia teoremei. "

Din Teorema 3.1 se obtine cu usgurinta urmatorul rezultat de comportare
asimptotica.

Corolarul 3.1. Dacd ug € L*(R), atunci solutia slabd u a problemei (3.1)-
(3.3) cu f = 0 verifica evaluarea

Hu(t)HL?(Q) < 67}‘1t||u0HL2(Q), Vt>0

unde \1 este prima autovaloare a operatorului —A in H}(S2).

Demonstratie. Deoarece f = 0, din (3.10) rezulta

oo
u(t) =Y e M (ug, pr)pr-
k=1
Apoi, identitatea lui Parseval i inegalitatea 0 < A1 < Ao < --- conduc la

oo [o.¢]

2 — _

[u(t) 720y = Y 2 (uo, pr)? < e MY " (uf)? =
k=1 k=1

= e M ugl|F2 (), V> 0.

Ultima relatie implica, in particular, relatia Hu(t)||Lz(Q)t—> 0. u
—00

Solutia fundamentala a operatorului caldurii

La fel ca in cazul eliptic, vom pune in evidenta o functie care joaca un rol
deosebit in demonstrarea existentei solutiei problemei Cauchy pentru ecuatia
caldurii In tot spatiul. Se numeste solutie fundamentald pentru operatorul

caldurii — — A functia

ot
1

e P 2 VPR
@V !

(3.17) E(z,t) = R

0, t<0.
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Proprietatile acestei functii sunt reunite in teorema care urmeaza.
Teorema 3.2. Urmdatoarele afirmatii sunt adevdrate:

E
(i) E € C*®(R"%x(0,00)) si %—t —ALE =0 i IR"x(0,00),
(ii) E(z,t) >0, V(z,t) € R"x(0,00),
(iii) E(z,t)dz =1, t >0,
Rn

(iv) %—f — ALE =6y in D'(R"Y),

unde &g este distributia lui Dirac concentratd in origine in IR™ 1,

Demonstratie. (i) Afirmatia £ € C*°(IR"x(0,00)) este evidenta. Apoi

E(x,t 2
agg’) =AE(x,t)=FE (@ - ;) , iIn IR"x (0, 00).
(ii) Avem
]. 2 2
E(z,t)dz = 7/ @3+t A g e =
R" (, 1)z (2v/7t)n R e

1 n /OO —2 /4t 1 n /Oo 2
:71_[ e Vil dy; = nH e YVdy=1.
(2\/7#)” i=1Y —© (ﬁ) =17~

Am facut schimbarea de variabild z; = 2y+/t si am folosit rezultatul cunos-

oo 2
cut/ e Vdy=/r.
(o]

Afirmatia (iii) este evidenta, tinadnd cont de forma lui E. Ultima afirmatie
justifica denumirea de solutie fundamentala a functiei F. "

Pentru demonstratie se poate consulta [42].

10.4 Principii de maxim pentru operatorul caldurii

Fie Q C IR™ o multime deschisa gi marginita cu frontiera 9€). Fie Qr =
Ox(0,T), Xp = 00x(0,T) si Br = (Q x {0})U (092x]0,T)), unde T > 0 este
fixat.
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Teorema 4.1. (Principiul de maxim) Fie u € C(Qx[0,T)) astfel incdt u este
de clasa C? in raport cu cu x si de clasd C' in raport cu t pe Qx(0,T).

Daca
ou
(4.1) e (x,t) — Au(z,t) <0, V(x,t) € Qr
atunci
(4.2) max % = max u.

Qr Br

Demonstratie. Deoarece €2 este un domeniu marginit, rezulti cd Qg este o
multime compacti, iar functia u fiind continui pe Qr isi atinge marginile pe
aceasta multime. In acest fel se justifica existenta primului termen al egalitatii
(4.2). Fie € > 0 §i ve(z,t) = u(x,t) — et. Din (4.1) rezulta

v, ou

—Au—e< —e<0peQp.

Presupunem cd maximul lui v, este atins in (zg, %), zo € 2, 0 < to < T
(deci in Qp\Br). Atunci Ave(zo,t) < 0 si %(mo,to) > 0 (sau 0, daca
t<T).

De aici rezulta, % (xo,t0) — Ave(xp,t0) > 0 care contrazice relatia (4.3).

Aceasta implicad max v. = r%ax ve. Astfel

Qr T
max u = max (v; +et) < max v, + €1 =
Qr Qr Qr

=max v; + T < max u + €7,
Br Br
deoarece v. < u. Dar € > 0 fiind arbitrar, ultima relatie implica (4.2). "

: . . .. Ou
Din Teorema 4.1 rezulta ca dacé u este solutie clasica a ecuatiei — — Au =0

ot

pe Qr, atunci maximul si minimul functiei u pe Q7 sunt atinse si pe multimea
Brp.

Utilizand Teorema 4.1 putem demonstra urmatorul rezultat de dependenta
a solutiei clasice a problemei (3.1)-(3.3) in raport cu datele.
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Corolarul 4.1. Fie f € C(Qp) si ug € C(Q). Atunci problema miztd (3.1)-
(3.3) are cel mult o solutie clasica. In plus, aceasta (daca exista!) verifica
inegalitatea

min {min uo,O} +tmin f <u(z,t) <
Q T

(4.4)

< max {max ug, 0} +tmax f, V(z,t) € Qp.
Q Qr

Demonstratie. Presupunem ca wu; si ug sunt solutii clasice pentru problema
(3.1)-(3.3). Rezulta ca v := uj — ug verifica problema (3.1)-(3.3) cu datele
nule, iar din Teorema 4.1 obtinem

max v = min v = 0,

Qr Qr
adicd u; = wug. Pentru demonstrarea inegalitatii (4.4) consideram functia
w=u— Mt, unde M = max f.
Qr
Aceasta satisface sistemul

ow

— —Aw <0 1In

ot = Qr

w(z,0) =ug(x) in O

w = —Mt pe X,

iar din principiul de maxim rezulta

max w = max {max U, 0}
Qr Q

care implica
(4.5) u(z,t) < max{maxug,0} + Mt, ¥V (x,t) € Q.

Trecand (in (1)-(3)) f in —f, up In —up, u In —u si aplicand principiul de
maxim, obtinem (cf. (4.5)) relatia

(4.6) u(z,t) > min {min uo, 0} +mt, V(z,t) € Qp,
Q
unde m = min f. Din (4.5) si (4.6) obtinem (4.4). n

Qr
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Din (4.4) rezulta dependenta continua a solutiei clasice de datele ug si f.
Mai exact, u satisface relatia

max [u] < mecx ug| + T max| f].
T Q T

Un rezultat asemanator celui prezentat in Corolarul 4.1 are loc gi pentru
solutiile slabe ale problemei mixte. Pentru aceasta, precum si pentru alte rezul-
tate semnificative privind principiul de maxim (cazul parabolic) recomandam
lucrérile [39], [42]. In continuare vom prezenta un principiu de maxim pentru

cazul ) = IR".

Teorema 4.2. Dacd u € C(IR"x[0,T]) N C*L(IR™x(0,T)), u mdrginitd si

B
(,71; (z,t) — Au(z,t) <0, on R"x(0,T]
atunci

sup u(x,t) =supu(z,0).
R™%[0,T] R"

Demonstratie. Fie M = sup wu(z,t) si N = sup u(z,0). Evident M > N.
R™ x[0,T] R"
Fie € > 0 si v, functia definita prin

ve(z, ) = u(z, t) — e(2nt + ||z?).

Se observa ca

v,
ot

S# presupunem, prin absurd, c¢i M > N. Pentru ||z||* > e }(M — N) si
t € (0,T] avem ve(z,t) < M —e(e Y(M — N)) = N i ve(z,0) = u(x,0) —
ellz|* < N.

In Q7 = {(x,t) : ||z||* < e Y (M = N), t € [0,T]} putem aplica Teorema
4.1 si obtinem

— Av. <0, in IR"x(0,T].

ve(z,t) < N, V(z,t) € R"x][0,T].
De aici rezulta
w(z,t) < N +e(2nt + ||z|*), ¥ (x,t) € R"x(0,T).

Daca fixam perechea (x,t) si facem pe € sa tinda la zero in inegalitatea de mai
sus, obtinem u(x,t) < N care implica M < N, de unde M = N. "
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Teorema 4.2 poate fi utilizata pentru demonstrarea unicitatii solutiei mar-
ginite a problemei Cauchy pentru ecuatia caldurii in tot spatiul. Aceasta
problema are forma

(4.7) (Z: (x,t) — Au(z,t) = f(z,t), ze€IR", te(0,T)
(4.8) u(z,0) = g(z), z € R™

Spunem ci functia v € C*'(IR" x (0, T))NC(IR"x [0, T) este solutie clasicd
a problemei Cauchy (4.7)—(4.8) daca verifica ecuatia (4.7) si conditia initiala
(4.8). Are loc urmatorul rezultat

Teorema 4.3. Problema Cauchy (4.7)-(4.8) admite cel mult o solutie clasica
marginita in IR"™x(0,T).

Demonstratie. Presupunand ca wu; si ue sunt solutii clasice marginite in
R"x(0,T), u := uj —ug este functie marginita si verifica relatiile (4.7) si (4.8)
cu f = g = 0. Aplicand Teorema 4.2 rezulta ca u = 0, deci u; = us. "



Capitolul 11

Ecuatii hiperbolice

11.1 Probleme la limita pentru ecuatii
de tip hiperbolic

Daca ecuatiile cu derivate partiale de tip parabolic descriu fenomenele de trans-
fer, cum ar fi transferul de substante in procesele de difuzie, cele hiperbolice
se Intalnesc frecvent la descrierea fenomenelor ondulatorii. Prezentam in con-
tinuare forma generald a ecuatiei hiperbolice, de care ne ocupam In acest
capitol.
Fie Q2 C IR" o multime deschisa. Ecuatia
0%u
52 (x,t) — Au(z,t) =0, V(x,t) € 2x(0,00)
este cunoscuta sub numele de ecuatia undelor, deoarece ea descrie miscarea
coardei vibrante (n = 1), vibratiile unei membrane elastice (n = 2) sau a
solidului elastic (n = 3).
Daca facem notatiile: Qr = Qx(0,7) (T > 0, fixat), X7 = 90Qx(0,T),
atunci problema mixta pentru ecuatia undelor cu conditiile la limita de tip
Dirichlet, omogene, are forma

2y
(1.1) 88752 (x,t) — Au(z,t) = f(x,1), YV (z,t) € Qr
(1.2) u(z,0) = up(x), %: (,0) =ui(x), VxeQ,
(1.3) u(z,t) =0, pe X,

117
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unde f: Qr — R, ug : 2 — IR si w3 : @ — IR sunt functii date. In locul
conditiei Dirichlet omogene (1.3) se poae considera o conditie de tip Neumann

ou
/ Ju _ -
(1.3) ey (x,t) = g(z,t) In Xp
sau o conditie de tip mixt (Robin)
" Ou A
(1.3) % (x,t) + au(z,t) = h(z,t) n X7,
v

unde a > 0 iar g, h : X7 — IR sunt functii date.

Spunem ca functia u : Q7 — IR este solutie clasica pentru (1.1)-(1.3) daca
u € C*(Qr)NC(Qp), ?;: € C(Qr) si verifica (in sens clasic) ecuatia (1.1)
impreuna cu conditiile initiale (1.2) si la limita (1.3).

In acest capitol ne vom ocupa de existenta unei solutii clasice pentru e-
cuatia undei doar pentru problema Cauchy in cazul 2 = IR". Trecem acum la
prezentarea unui model matematic descris cu ajutorul unei ecuatii hiperbolice.

Prin simplitate si aparitia frecventa in multe ramuri ale fizicii matematice,
ecuatia coardei vibrante constituie un exemplu clasic in teoria ecuatiilor cu
derivate partiale.

FEcuatia coardei vibrante. Sa consideram (Fig. 1.1) o coarda flexibila de
lungime /¢, fixata la capete, care In pozitie de echilibru ia forma unui seg-
ment de dreapta. Presupunem ca la momentul ¢ = 0 coarda este scoasa din
pozitia de echilibru, care coincide cu directia axei Ox si incepe sa vibreze.

Fig.1.1.

Notam cu u(z,t) amplitudinea (abaterea corzii de la pozitia de echilibru)
in punctul z si la momentul . Ne propunem sa obtinem ecuatia satisfacuta
de u, ca functie de x si t.
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Cu alte cuvinte, daca u(z,t) este deplasarea verticala a punctului de pe
coarda aflat la distanta x de origine la momentul ¢, atunci care este ecuatia
cu derivate partiale satisfacuta de u(z,t)? Pentru a simplifica rationamentul
facem urmatoarele ipoteze:

1. Presupunem ca deplasarile corzii se afla in acelasi plan (xOu), iar
directia deplasarii este perpendiculara pe axa Ox; atunci fenomenul poate fi
descris printr-o singura functie u(x, t), care caracterizeaza deplasarea verticala
a corzii.

2. Coarda este flexibila si elastica, adica tensiunile care apar in coarda
sunt orientate totdeauna dupi tangentele la profilul ei instantaneu gi coarda
nu se opune la flexiune.

3. Nu exista elongatii ale nici unui segment al corzii, deci dupa legea lui
Hooke, marimea tensiunii 7'(x,t) este constanta, |T'(x,t)| = Ty, Ya € (0,4),
vt > 0.

4. Fortele exterioare, precum rezistenta aerului si greutatea corzii sunt
neglijabile.

ou
5. Panta 7 in fiecare punct al corzii (deplasate) este neglijabila, prin

x
urmare amplitudinea u este mica in raport cu lungimea corzii.

Alegem 1n mod arbitrar un arc M; M, de pe coarda in care punctele My si
My au coordonatele (z,u) si, respectiv, (z + Az, u + Au) (Fig. 1.2).

Fig. 1.2.
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Notam cu 13 si T> tensiunile in M si, respectiv, My care, dupa cum am
specificat in ipoteza 2, actioneaza pe directiile tangentelor la arcul M;Ms in
cele doua puncte.

Notam cu As lungimea arcului MjMj si p(x) densitatea liniara de masa a
corzii. Deoarece fiecare punct al corzii se misca doar pe directia perpendiculara
pe axa Oz, rezultd ca componentele orizontale ale tensiunilor 737 si To sunt
egale. Deci

—Ticosa; +Thcosas =0

sau
T} cosay = Ty cosag = Ty = constant,
unde am notat T; = |T;|, i = 1,2.
Componenta verticala a fortei de tensiune ce actioneaza asupra elementului
de arc As este

—Tisinay +Thsinag =

ou(z,t) n ou(x + Ax,t)
Ox Ox

=To(—tgas +tgas) =Tp [—

Din legea a doua a lui Newton rezulta ca (pentru echilibru) suma fortelor
ce actioneaza asupra elementului de arc As trebuie s& fie nula. Deci

To

0 Az,t)  Ou(z,t 9?
et fnl  2BO] - pwas O @)
ox Ox ot?
unde T este abscisa centrului de masa a lui As. Deoarece As = Ax, impartind
ambii membri ai egalitatii de mai sus cu As gi trecand la limita cu Az — 0
obtinem

0u(z,t) 0?(x,t)
o P e

(1.4) To .
Daca asupra corzii actioneaza o forta externa de densitate fo(x,t), atunci
ecuatia (4) devine
O*u(x,t) 0?u(x,t)

(15) :02(:U)T_TOW :fo(.%',t), Vz e (O>£)7 t>0.

Daca presupunem ca p(x) = p = constant, atunci ecuatia (1.5) capata forma

2 2
0%u(x,t) o 0%u(x,t)

(1.6) ot? 02

= f(z,t) in (0,£)x(0,00),
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unde w? = Top™!, f = fop~'.
Deoarece extremitatile corzii sunt fixate, ecuatiei (1.6) i se asociaza condi-
tiile la limita de tip Dirichlet

(1.7) u(0,8) = u(l,t) = 0, Yt > 0.

In afara de acestea, se dau ”conditiile initiale”, adica forma si viteza corzii
la momentul intial

(1.8) u(z,0) = up(x), 681:(:6’0) =uy(z), Vo € (0,0).

adica profilul corzii si viteza punctelor sale la momentul initial.

11.2 Solutii slabe pentru ecuatia undei

Determinarea solutiei clasice pentru problema mixta (1)-(3) fiind o operatie
dificila, vom introduce (analog cazului parabolic) conceptul de solutie slaba
(sau generalizata) pentru aceastd problema.

Definitia 2.1. Fie € o multime deschisa gi marginita cu frontiera de clasa
CH, T > 0,iar f € L*(0,T;L*(Q)) = L*(Q7), uo € H}(Q) si u1 € L*(Q)
functii date. Functia u : Qr — IR se numeste solufie slaba (sau generalizata)
a problemei (1.1)-(1.3) daca satisface urmatoarele conditii:

a) w e C([0,T]; L2()) N C((0, T); Hy ()

0
b) Pentru orice ¢ € H}(Q) aplicatia t — / 6—? (z,t)p(x)dr este absolut
Q
continua pe [0,77] si, in plus,

4o

dt Jo Ot
:/f(x,t)go(:c)dx, a.p.t. t € [0,7],

Q

(z,t)(x)dx —i—/sz(x,t) -Vo(z)dr =

0
c) u(z,0) = up(z), a—? (,0) = ui(x), ap.t. = € Q.
Sa observam faptul ca in conditia (a) este incorporata si conditia la limita

(1.3).
Ca gi in cazul parabolic, utilizind prima formula a lui Green se dovedeste
ca orice solutie clasica pentru problema (1.1)-(1.3) este si solutie slaba.
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Prezentam acum teorema de existenta si unicitate a solutiei slabe.

Teorema 2.1. Fie f : L?(Q2), up € HZ(Q) si uy € L*(Q). Atunci problema
mizta (1.1)-(1.3) admite o unica solutie slaba care, in plus, verifica evaluarea
a1 ({17, t)

o

t
<C (HUOH%{&(Q) + [l [|72 0 +/O/Qf2($,8)d$d8) , Yt €[0,T],

2
Ou dx +/ |V (e, )| 2de <
Q

(2.1)

unde C' este o constanta care nu depinde de f,ug $i uq.
Daca f =0, atunci solutia u exista pe toata azxa reald si, in plus, satisface
legea conservarii energiei

(2.2) / (]ut(:v,t)\z + vau(ac,t)HQ) dx = constant, Vt € R.
Q

Demonstratie. Unicitatea. Presupunem ca w; si ue sunt doua solutii slabe
ale problemei (1.1)-(1.3). Deoarece u := u; — ug verifica problema pentru f =
ug = up = 0, inegalitatea (2.1) implica u; = 0 si Vu = 0, adica u = constant
in Q7. Dar, u fiind nuld pe X7 (conditia (1.3)), rezulta v = 0 in Qr, adica
Ul = u2.

FEristenta. Vom demonstra existenta solutiei construind-o efectiv, prin
metoda separarii variabilelor.
Fie {¢or} C L?(Q) sistemul ortonormat complet constituit din functiile

proprii ale laplaceanului corespunzatoare valorilor proprii Ax € R4, )\kk—> o0
—00

v =0 pe 09.
incepem prin a cauta solutia problemei sub forma seriei Fourier
o0
’LL(:L',t) = Zuk(t)gpk(l')a (l’,t) € QX(OaT)
k=1
Introducand aceasta expresie in ecuatia undelor si tindnd cont de (2.3), gasim
urmatorul gir de ecuatii diferentiale cu conditii initiale (k € IN¥)

u%(t) + )\kuk(t) = fk(t), t>0
(2.4 ug(0) =
ujp(0) = uf
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unde fk,ulg, uk sunt coeficientii Fourier ai lui f, ug si, respectiv, u; in raport
cu baza {py}, adica:

£u(8) = (FO. )00 = [ floDhpulada, 1€ 0.7)
uf = (w0, o)) 1= [ uo(@)ule)da,
uf = (u1, )2 Q) 12/5#1(45)%01@(33)‘15”-

Integrand ecuatiile diferentiale de ordinul al doilea cu coeficienti constanti
neomogene (2.4) si ludnd in consideratie conditiile initiale asociate, gasim:

05 up(t) = uf cosv/Apt+ \ﬁ sin /Ay t+
1 t )
+m/0 fre(s)sin v/ A (t — s)ds

de unde

Z (Uo cos VAt + sin /Ay t+

\ﬁ
+\/1)\7k:/0 fre(s) sin /A (t — s)ds) vr(x), t >0, z €.

(2.6)

Demonstram ca functia u data de (2.6) satisface conditiile Definitiei 2.1, prin
urmare este solutie slaba a problemei (1.1)-(1.3). La fel ca in cazul parabolic,
vom face demonstratia in mai multe etape

I. w € C([0,T]; H} ().
. Pk
Facem notatia ¥, = —
VAR
complet in Hg (). Astfel

i reamintim ca sistemul {1} este ortonormat si

oo
= > VA u(t) iy
k=1
si pentru a demonstra ca u € C([0, T); HE (2)) este suficient si aratam ca seria

Z)\kuk = [Ju( )qug(sz)
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este uniform convergenta pe intervalul [0, 7).
In acest sens reamintim ca ug € H}(£2), prin urmare,

oo

up =y (uo, ) H W—Z\/»Uol/ik

k=1

de unde

|U0HH1 ZAk Uo

In mod asemanator avem

HulH%Q(Q) = Z(Ulf)z

k=1

si din inegalitatea Cauchy—Schwartz,

00 | pt 9
S| 46 sin VA = s

<TOo "o ds =
= kzl/ofk(s)s

t
=T [ 14(5) Fyds, vt € [0.7)

Rezulta ca seria Z)\ku%(t) este majorata de seria
k=1

¢ (i <Ak(u’5)2 + (uf)? +T/0Tf,3(s>ds>> -

k=1
2 2 r 2
= O lollZyoy + sy + | [ 2@ s)dsde ).

o0

Rezulta ca seria ZAku%(t) este uniform convergenta si u € C([0, T]l; H}(Q)).
k=1

Mai mult, u satisface evaluarea

T
)30y < 0<uuo||§{5<m + el + | [ G, s)ds dz> ,

Vte[0,T].

(2.7)

I1. u € C([0, T); L3(£2)).
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Pentru aceasta aratam ca seria derivata

0 = = .
8—1: = Zu;ﬁ(t)gok = Z (—\/)\kulg sin /A t+
k=1 k=1

subeos Nt + [ fuls) cos VAt = 5)ds )

este uniform convergenta pe [0, T].
[e.9]

Acest lucru este adevarat deoarece seria Z(“;g (t))? este majorata de seria
k=1

s t
CX (Nl + (b + 7 [ fE()ds)
k=1 0
care este uniform convergenta pe [0, 7] catre
t
C (HUOH?‘I&(Q) + HUIH%2(Q) + T/O/Qf2($,s)d3 dx) )

Rezultd de aici ca u € C([0,T]; L*(Q)) si

dult)
ot

2 t
< (ol + lualliaey + 7 [ [ (e )dsde )
L2(Q) 0/Q

Vtel0,T].

(2.8) ‘

Din (2.7) si (2.8) rezulta (2.1).
Conditia (c) din definitie rezulta din dezvoltarile

u(z,0) = > up(0)pr(z) = > ufpr(x) = uo(z)
=1 =1

si
ur(w,0) = Y up(0)¢r(z) = Y ufpr(z) = wi(z).
k=1 k=1

ITI. Verificarea conditiei (b) din definitie.
Pentru aceasta, demonstram ci pentru ¢ € H}(Q2), functia
[ Ou(x,t

(2.9) O(t) := r o(z)dzx

este absolut continua. In acest scop demonstram urmatorul rezultat auxiliar.
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Lema 2.1. Fie {gx(t)} un sir de functii absolut continue pe [0,T] astfel incat
oo

seria ng este convergenta pe [0,T)] si
k=1

ng , Vte0,T).
Presupunem, in plus, cd exista h € L'(0,T) astfel incdt
o
(2.10) > lgk®)] < h(t), ap.t. te€(0,T).
Atunci functia g este absolut continud pe [0,T) si

(2.11) g t) = igg(t), a.p.t. t € (0,T).

Demonstratie. Din relatia (2.10), teorema convergentei dominate a lui
Lebesgue si faptul ci derivata unei functii absolut continue este in L', re-
o

zulta ca seria ngﬂ(t) este absolut convergenta a.p.t. ¢ € [0,7] la o functie
k=1
din L' si

(2.12) /0 (ggg(s)> ds = k;/o gi(s)ds = g(t) — g(0), V€0, T].

Din relatia (2.12), rezulta ca g este absolut continua pe [0,7] si derivata sa
g este data de (2.11). .

Aplicam acum Lema 2.1 functiei ® data prin relatia (2.9). Avem

Zuk spkv
Z( ku081n\ﬁt+ulcosrt+/fk cos /g (t— sds> Ok ),

de unde rezulta

ZU (k) = > fu(t) (ks ) Z)\Wk (¢rs
k=1
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Folosind inegalitatea lui Cauchy—Schwartz, obtinem

~ 1/2 / oo 1/2
S(Zfi?(ﬂ) (Z(@k#ﬂ)Q) = 7Ol 2o el 20
k=1

k=1

> @) (r, @)
k=1

si
<

kaa onv ) (Q) >

00 1/2
< (Z)‘kui(t)> el ) < loll ol g o)
k=1

Din Lema 2.1 rezulta ca functia ® este absolut continua si derivata sa este

= fe(t)(r, @) ZAkuk ) (@,
k=1

prin urmare

Ci/gzaué?t)@(x)dx = > (f(t),00) (k> 0 Zuk )@, @

k=1
:/f(x,t)go(x)dx —/qu(x,t)Vgo(a:)dx, a.p.t. t € [0, 7).
Q Q

IV. Daca f = 0 atunci u este definitd pe IR si verifica relatia (2.2). Din
ecuatiile
’U,/kt(t) + )\kuk(t) =0,Vt>0, ke N*

prin inmultire cu ug si integrare pe [0, t] rezulta
L2 2 Lo ke k\2

Sumaéand aceste relatii si tinand cont de identitatea lui Parseval se obtine

1 1
§Hut(t)|’%2(9) + Hu(t)”?ié(Q) = §HU1H%2(Q) + ”u()H%Jé(Q)a vt >0,

adica (2.2).

Aceasta relatie poate fi interpretatd ca o lege de conservare expriméand
faptul ca energia sistemului raméane constanta in timp. De asemenea, In acest
caz, u se poate extinde pe semiaxa negativa prin relatia u(z,t) = —u(z, —t),
vVt < 0, ramanand solutie a problemei (1.1)-(1.3) pe 2xIR. n
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Exemplu. Vom considera in acest exemplu migcarile unei corzi elastice de
lungime ¢ fixata la ambele capete, asupra careia actioneaza o forta f.

Am vazut ca modelul matematic pentru aceastd problem& este dat de
sistemul

0u 5 0%u
ou
(2.14) u(x,0) = ug(z), E(ZE,O) =ui(z), x€(0,0),
(2.15) u(0,t) = u(l,t) =0, t>0

unde w? este o constanta ce masoard proprietati fizice ale corzii, iar ug si u;
reprezinta pozitia si, respectiv, viteza initiala a corzii. Pentru determinarea
solutiei slabe, folosim metoda separarii variabilelor, in care scop avem nevoie
de valorile gi functiile proprii pentru problema

—¢"(x) = Mp(x), Y € (0,0); ¢(0) = p(£) = 0.

Dupa cum am vazut in Teorema 4.3, Cap.9, aceasta problema are o infini-
tate numarabila de valori proprii si functii proprii date prin

2
)‘k = <kZT> ) spk(l') = \/gsjnkzrxv HAES (O’K)’ k= 1’27"'

Prin urmare, conform Teoremei 2.1, solutia problemei (2.13)—(2.15) este data
de functia

= k k k
(2.16) u(z,t) = Z (ak cos ¢ 4 by, sin ik ck(t)> sin x,

P l l l
unde - "
. km
ag = Z/o uo(z) sin Txda:,
2 ¢ . km
by, = %/0 up(x)sin TZ'd:E,
1 t s
ck(t) = m/o fr(s)sin Vi (t —s)ds

fe(s) = ?/ng(:n,T)sin k%xdx,
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pentru k=1,2, ...
Daca f = 0, solutia u data prin formula (2.16) capata forma

> k k k
(2.17) u(x,t) = kz::l (ak Cos % t + by sin %w t) sin % x

si reprezinta vibratiile libere ale corzii elastice cu capetele fixate. Aceasta
formula are o interpretare interesanta pentru instrumentele muzicale cu corzi.
La instrumentele cu percutie (de exemplu, pianul), vibratia este provocata
printr-o lovitura care se da corzii (deci coarda nu are deplasare initiala, ug = 0,
ci doar viteza initiala), iar la cele cu coarde ciupite (de exemplu, harpa),
vibratiile sunt produse de o deviere initiala (deci u; = 0).
Termenii seriei,

lmthrb sinmt>sinlmx
‘ k ¢ ‘

ug(t, x) = <a;C cos

descriu miscarile simple ale corzii numite si oscilatii proprii. Aceste oscilatii au

perioadele T}, = o si sunt independente de x, deci aceeasi perioada pentru
w

.o . . . 2 2

toate punctele corzii, iar amplitudinea y/aj + b;

punct al corzii.

, proprie fiecarui

. KT
sin — x
l

RT

Cea mai mare amplitudine o au punctele pentru care |sin 730 = 1.

Aceste puncte pot fi determinate ugor pe coarda pentru diverse valori ale lui k.
Vibratiile corzii provoaca vibratii ale aerului care sunt percepute ca sunete. In-
tensitatea sunetului este caracterizata de amplitudinea (sau energia) vibratiei,
iar inaltimea sunetului (sau tonul) este caracterizata de perioada vibratiei.
Tonul fundamental este dat de prima oscilatie (k = 1), iar celelalte oscilatii
proprii reprezinta armonice ale tonului fundamental.
O discutie mai detaliata a acestor chestiuni se gaseste in [46].

11.3 Propagarea undelor in spatiu.
Problema Cauchy

In acest paragraf vom analiza una din problemele importante asociate ecuatiei
undelor si anume Problema Cauchy. Aceasta constd in determinarea functiei
u care verifica ecuatia

&%u

(3.1) 5

—Au=0 in IR"x(0,00)
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cu conditiile initiale

(3.2) u(z,0) = ug(z), g?(x, 0) =ui(x), x € R"
unde ug : IR™ — IR gi v : IR™ — IR sunt functii date. Aceasta ecuatie are
o importanta fundamentala in teoria propagarii sunetului, a undelor electro-
magnetice gi In alte domenii ale fizicii.

Functia u : R"x(0,00) — IR se numeste solutie clasica pentru proble-
ma Cauchy (3.1)-(3.2) dacd v € C?(IR"x(0,00)) si verifici problema (3.1)
impreuna cu conditiile initiale (3.2).

Intrucat operatorul undelor — A este invariant la inversarea timpului

2
(z,t) — (x,—t), este suficient (Zg consideram solutia problemei Cauchy in
semispatiul ¢ > 0, rezultate similare putand fi obtinute pentru ¢ < 0 prin
inlocuirea lui ¢ cu —t.

Pentru aplicatiile sale fizice prezinta interes considerarea ecuatiei mai gen-
erale ,

a—u — w?Au =0, w? = constant
ot?
care poate fi adusa la forma (3.1) prin modificarea unitatii de timp, ¢’ = wt.

In finalul paragrafului vom ariita ci daci in locul ecuatjiei (3.1) se considera

ecuatia neomogena

2
(3.1) gtl; —Au=f in R"x(0,00)
unde f : IR™x(0,00) este o functie data, problema rezultata nu difera esential
de problema (3.1)-(3.2). Mai exact, folosind principiul superpozitiei, solutia
noii probleme Cauchy (3.1)’-(3.2) se scrie ca suma solutiilor a doua probleme
Cauchy de tipul (3.1)-(3.2).

Desi noi ne ocupam 1in special de cazurile particulare n = 1, n = 2 si
n = 3, o serie de rezultate vor fi demonstrate pentru cazul general. Intrucat
pentru n > 1 nu avem o formula simpla de reprezentare a solutiei problemei
(3.1)-(3.2), demonstrarea existentei i unicitatii nu este un lucru banal. Pentru
inceput vom demonstra unicitatea solutiei clasice.

Metoda folosita este cunoscuta sub numele de ”metoda energeticd” deoarece
expresiile ce intrd in joc pot fi interpretate ca ”energii” ale undei. Apoi vom
scrie solutiile problemei pentru n = 2 gi n = 3 si vom stabili prin calcul direct
ca acestea verifica ecuatia (3.1) si conditiile initiale (3.2). Cazul n = 1, fiind
mai simplu, va fi tratat separat. In acest fel vom demonstra existenta solutiei.
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Fie (29,t%) = (29, ...,22,1°) un punct fixat din IR"™!. Ecuatia
(21— 29)? + -+ (20 — 27)* = (£ = 17)* =0

descrie o suprafats conica cu varful in (z%,¢°), cu axa paralela cu Ot si cu
generatoarea facand un unghi de 45° cu axa Ot. Partea superioara, adica
partea pentru care t > t se numeste conul ascendent cu varful in punctul
(20,1Y), iar partea inferioars, adica partea pentru care ¢ < t° se numeste conul
descendent cu varful in (z°,1°).

Sa consideram acum conul descendent cu varful (z°,°) € IR"™*!. Suprafata
si interiorul acestui con sunt date prin inegalitatile

(3.3) (1 — a0 4+ (2, —20)2 — £ —t9)2 <0, t < 1.

Fie T, 0 < T < t°, un numér fixat. Atunci planul ¢t = T, din IR"*!, taie
conul descendent cu varful in (z°,¢°) dupa bila inchisi (in IR") de centru x°
gi raza t® — T (vezi Fig. 3.1)

(3.4) B’ 1) ={a: |z 2" < - 1)}

Fig. 3.1

Vom demonstra acum o relatie satisfacuta de solutia ecuatiei undelor cunos-
cuta sub numele de inegalitatea energiei si care se dovedeste utila in demon-
strarea unicitatii solutiei problemei Cauchy(3.1)-(3.2).

Teorema 3.1. (inegalitatea energiei) Fie (2°,t°) un punct fizat in R™ cu
t9 > 0 si fie D ¢ R™ domeniul conic mdrginit de conul (3.3) cu varful
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in (2°,4°) si de planul t = 0. Presupunem cd functia uw € C*(D) satisface
ecuatia undelor in D. Atunci, pentru orice T, 0 < T <tV are loc inegalitatea

(3.5) /BT<HVEU|| + (‘?;t‘) ) dx</BO<||quH + (g;‘) >| i

unde cu By am notat bila inchisd B(x°,t° — 1) (vezi (3.4)) cu centrul in z° si
de raza t¥ — 7, in spatiul R™ la momentul t = 7.

Demonstratie. Fie

1 1 ou\?
E(t) = 5/3 IVu(z,t)||*de = 5/3 <||qu]2 + (81;) ) dr, 0 <t <t

Aceastd cantitate reprezintd energia undei in domeniul B; la momentul t.
Derivand cantitatea de mai sus si utilizand teorema lui Gauss—Ostrogradski,

obtinem
ou ou 0%u
/ _
E'(t) _/Bt<vmu Ve (8t>+ B at2>dx

1
5 | Ivu( ). o, =
2JoB,
(3.6)
~Jp, 0t \ ot2 Sl oB, Ot ov "
1 9 B ou Ou
~3 |, IVt olPdn, = [ (G 5= SIvul?) dov.
Dar
Oou Ou Ou || du 1 2 &/ ou 1 9
. = = <= (= == .
B0 15 ol = ot llaw 2<( > kz::l( >> IVl

Din (3.6) si (3.7) deducem
E'(t) <0, Vt, 0 <t <ty,
care implica inegalitatea (3.5). n

Teorema 3.2. Presupunem ca avem acelasi context ca in Teorema 1 i, in

au (x,0) = 0, pentru orice x € B(wg,to). Atunci u(z,t) =0 in

plus, u(z,0) = 5

D.
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Demonstratie. Deoarece u(z,0)=0 pentru x € B(z°,t°) implica V,u(z, 0)=0,
pentru x € B(z,t%), din inegalitatea (3.5) deducem

2 8’UJ 2 0
/ |Voull” + | = de =0, VT, 0<T <t°.
Br ot le=T

0
De aici rezulta a—ltt (,T) = 0 §i Vyu(z,T) =0, VT, adica u este o functie

constanta in D. Din continuitatea lui v in D si din faptul c& u = 0 pe By,
rezultd w =0 in D. m

Corolarul 3.1. Presupunem ca suntem in contextul Teoremei 3.1. Atunci
existd o singurd functie u € C?(D) care verificd ecuatia undelor in D i sa-

tisface conditii prescrise u(zx,0) = up(z), —ZL (x,0) = ui(x) pe By.

Demonstratie. Presupunand ca u; si us sunt doua functii care satisfac
ipotezele din Corolar, functia u := u; — us satisface ipotezele Teoremei 3.2,
prin urmare u; = ug in D. n

Remarcam acum ca unicitatea solutiei problemei Cauchy (3.1)-(3.2) este

o simpla consecinta a rezultatelor prezentate anterior. Mai mult, unicitatea
2
ot?

undelor fiind liniar, unicitatea revine tot la cazul omogen. De asemenea, sa

mentionam faptul cd in Teorema 3.2 s-a pus in evidenta o dependenta a so-

rezulta chiar pentru cazul neomogen — Au = f | deoarece, operatorul

u
lutiei v a ecuatiei undei intr-un punct (2%, ¢°) si valorile lui u si yn intr-o
multime B(z?,tY).

Din acest motiv B(z?,t°) se mai numeste si domeniu de dependentd al
solutiei in punctul (z9,¢°).

Solutia problemei Cauchy pentru ecuatia undelor omogena

Vom stabili existenta solutiei problemei (3.1)-(3.2) in cazurile n = 1, n = 2
si n = 3. Pentru cazul n = 1 vom gasi aceasta solutie, iar pentru n = 2 si
n = 3 vom propune o formulda pentru solutie si o vom verifica prin calcul
direct. Avand in vedere faptul cd unicitatea a fost deja demonstrata, aceasta
formula da solutia problemei.
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Cazuln = 1. In acest caz, rezolvarea problemei Cauchy consta in determinarea
unei functii v € C%(IR?) ce verifici ecuatia

0*u  0%u
(3:8) a2 a2 0
si conditiile initiale
ou
(39) ’LL(l’, 0) = UO(ZL‘), a (LL‘, 0) = Ul(l')

Presupunem c& ug € C?(IR) si u1 € C1(IR). Schimbarea de variabile £ = x —t,
n = x 4 t aplicata ecuatiei (3.8) o transforma in g, = 0, cu solutia generala
scrisa in x si t:

u(z,t) =p(z+t) +¢(z—1t)

unde ¢ si ¥ sunt functii arbitrare de clasia C! pe IR. Pentru ca u, astfel gasit,
sa verifice conditiile initiale (3.9), trebuie ca

p(a) + (@) = uo(x) si ¢'(z) —Y'(z) = w(2).
Rezolvand acest sistem, obtinem
1 [zt

310)  u(w,t) = % (uo(x + 1) + o — 1)) + =

ui(s)ds, t > 0.
2 z—t

Daca wug si up verifica conditiile de regularitate impuse, atunci functia u data
in (3.10) este de clasa C? pe IR si satisface (3.8)-(3.9).

Cazuln = 3. Consideram problema Cauchy pentru ecuatia undei tri—-dimensional&

0%u 3
(3.11) ﬁfAu:O, x = (r1,z2,23) €R’, t >0
(3.12) u(z,0) = ug(z), =€R3,
(3.13) ?;Z (z,0) = ui(z), x€IR3.

in ipoteza ug € C3(IR?) si u; € C?*(IR3). Pentru inceput demonstram un

rezultat care reduce problema determinarii solutiei (3.11)-(3.13) la cea a solu-
tiel ecuatiei (3.1) satisfacand conditiile speciale,
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(3.14) u(z,0) =0, r € R3,
(3.15) Z—TZ (z,0) = ¢(z), =€ R3.

Lema 3.1. Fie u, solutia problemei (3.11), (3.14), (3.15) despre care pre-

supunem cd u, € C3(IR3x[0,00)). Atunci v = 85;“0 satisface ecuatia (3.11) si
conditiile initiale

(3.16) u(z,0) = ¢(z), x¢cIR?,

(3.17) ?: (,0)=0, 2z¢cTR3.

siv € C2(IR3x[0, 00)).

Demonstratie. Faptul ca v satisface (3.11) este evident. Apoi v(x,0) =
0
Ty (x,0) = p(x), deoarece u,, satisface relatia (3.15). Deoarece u,, satisface

(3.11) si ug(x,0) = 0, rezulta

ov 82u<p 82u¢ 82u¢ 82u¢
ot @0 =Fp (@0 = (ax% oz T e _ =0

Din Lema 3.1 si principiul superpozitiei rezulti ca daciu € C?(IR3x[0, 00))
este solutie a problemei (3.11)-(3.13) atunci (dupa notatiile din Lema 3.1) u
este dat de

Oy,

(3.18) U=

presupunand ci u,, € C3(IR3x[0, 00)) si u,, € C*(IR3x[0,00)). Prin urmare,
pentru a rezolva problema (3.11)-(3.13) este suficient sa aflam solutia proble-
mei (3.11), (3.14), (3.15).

Lema care urmeaza face acest lucru.

Lema 3.2. Presupunem ¢ € C*(IR?), k > 2. Atunci solutia problemei Cauchy
(3.11), (3.14), (3.15) este data de formula

1
3.19 Up(x,t) = —/ z)do
(3.19) o) =g | ooy
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si up, € CF(IR*x[0, 00)).

Formula (3.19) se numeste formula lui Kirchhoff. Am notat cu 0B(z,t)
suprafata laterald a bilei dinlR?, de centru x si raza t, iar cu do; elementul de
suprafata pe 0B(x,t). Uneori este necesara schimbarea variabilei de integrare
in (3.19). Astfel, putem lua

2 =x+ta

sau, echivalent,
/ / /
r1x1 + oy, g = xo + g, T3 = x3 + tag

unde o = (a1, ag, arg) este un vector unitar care are aceeasi directie cu 2’ — x.
Daca 2’ variaza pe sfera 0B(z,t), a se va misca pe sfera unitate 9B(0,1) si,
deoarece doy = t?doy, formula (3.19) capita forma

t
3.20 .t :7/ + ta)do,
(320) uplwt) = o[ oot ta)don

unde variabila de integrare este «.
Un alt mod de scriere a formulei lui Kirchhoff este cu ajutorul formulei de
medie. Astfel, valoarea medie a functiei ¢ pe sfera 9B(x,t) este data de

1 1
3.21 Mp,0B(x,t :—/ z')d :—/ x +ta)do.
(3:21)  Mlp,0B(z,1)] = —s aBW)@O( Yoy = 8B(Ovl)<p( )doy
Astfel, formula lui Kirchhoff (3.19) devine
(3.22) up(z,t) = tM[p,0B(z,t)).

Demonstratia Lemei 3.2. Pentru inceput, aratam ca u, dat de (3.19)
verifica conditiile initiale (3.14) si (3.15). Continuitatea functiei ¢ implica, in
mod elementar,

(3.23) lim Mg, 0B(z,t)] = ¢(x)

t—0t

deci, avand in vedere (3.22), obtinem ca wu,(x,t) — 0 pentru t — 0T, adica
(3.14). Diferentiind apoi relatia (3.20) in raport cu ¢ obtinem

Ou, 1 t
(3.24) s (x,t) = 47T/BB(0,1)QO(x + ta)doy + 47T/83(0,1)v<p(x +ta)ado.
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Am folosit aici regula de derivare a functiilor compuse

0
o(x + tar) _8t o(z1 + tag, xe + tag, x3 + tag) =

3
= ZDkgo(a: +ta)a = Vo(r + ta)a,
k=1

ot

unde Dy inseamna derivata partiala a lui ¢ in raport cu variabila de pe locul
k.
Din (3.23) rezulta c& primul termen din (3.24) tinde la () pentrut — 0T,

Apoi, deoarece derivatele lui ¢ sunt continue, integrala Vo(x +
8B(0,1)
ta)adoy este marginita i din (3.24) obtinem
Ou,
ot
ceea ce arata ca u, satisface conditia (3.15).
Pentru a ardta ca u, satisface ecuatia (3.11), rescriem relatia (3.24) astfel,

Ouy, 1 1

== t)+ — Nado,.
Fuse )+ oo | oy VO

? (2,t) — ¢(z) pentrut — 0"

Acum, deoarece « este versorul normalei exterioare la 0B(x,t) aplicand teo-
rema lui Gauss—Ostrogradski, obtinem

ou 1 1
2 Mt (4,t) = = . / Ap(a)dx
(3.25) o (@)= puee ) o [ Aele!)ds
Diferentiind relatia (3.25) in raport cu ¢, obtinem
ouPuy, 1 1 Ouy,
It2 ($7t) __?utp(xat)—i_gﬁ(xat)_

1 1
——/ Ap(2")dz' + — a/ Ap(x')dx'.
(z:t) B(a,t)

A7t2 JB(2t A7t Ot

5}
Substituind in aceasta egalitate pe % din relatia (3.25), obtinem
0%y, 1 0
t)=— — Ap(x')dx'.
g =4 8t/B(I,t) pla)de

Dar (trecand eventual la coordonate sferice) se poate arita ca are loc egalitatea

8/ Ap(z")dx' :/ Ayp(z)doy,
Ot JB(z,) OB(x,t)
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care, impreuna cu relatia anterioara, conduce la

2
0%uy,

t
(3.26) L (@) = /8 o 2 1)1

Dar, aplicand laplaceanul in raport cu z egalitatii (3.20), obtinem

t

(3.27) Auy(z,t) = —/ Ap(x + ta)doy.
47 Js(0,1)

Relatiile (3.26) si (3.27) arata ca u, satisface ecuatia (3.11). Afirmatiile

privind regularitatea functiei u, rezulta din formula (3.20). Cu aceasta, Lema
3.2 este demonstrata. "

Cumuland rezultatele demonstrate in cele doua leme, putem formula

Teorema 3.3. Presupunem cd ug € C3(IR3) si up € C2(IR3). Atunci solutia
problemei (3.11)-(3.13) in spatiul tri-dimensional este datd de

1 , o (1 ,
4rt /aB(z,t)ul (#)do + ot (47775 /aB(x’t)uo(m )dat>

siu € C2(IR3*x[0,00)).

(3.28) u(z,t) =

Cazul n = 2. In acest caz, problema Cauchy devine

0%u Pu  %u  u
2 A= -— - = _ 2 4
(3.29) 92 U= o 92 03 0, = (x1,22) € R%, t>0,
(3.30)  wu(z,0) =wup(x), z € R?,
(3.31) % (z,0) = uy(x), z € IR?.

Solutia acestei probleme va fi obtinuta din solutia problemei tridimensio-
nale folosind metoda coborarii. Metoda consta in considerarea datelor initiale
ug(z) = ug(w1,w2) si ui(x) = ui(x1,22) ca functii definite pe IR, dar care
nu depind de variabile x3. Substituind aceste functii in formula lui Kirchhoff,
obtinem solutia ecuatiei undelor tridimensionala care nu depinde de variabila
x3, prin urmare este solutie a ecuatiei undei bi-dimensionale (3.29). Daca, in
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formula (3.19) a lui Kirchhoff proiectam elementul de suprafatd do; pe planul
(2}, ), obtinem

t
doy = da’, d)y

V= (@) = 21)2 = (2 — 20)?

si, presupunand ca p(z) = ¢(x1,x2), formula devine

1
Uy (2, t :—/ xh, xh)doy =
(1) Ant 8B(x17x27x3;t)90( 1, Tg)doy
1 / /
= — T, xo)doy =
(3.32) It /83(:01@2701)90( 1, 25)doy

80(3517%)

27r/ (w1,025t \/t2 (x} — 1) )2 — (55,2_552)2

/ /
dﬂ:’l dl'Q

i up(z,t) = up(21,22;t). Am obtinut astfel

Teorema 3.4. Dacd up € C3(IR?) si u; € C%(IR?), atunci solutia problemei
Cauchy pentru ecuatia undelor bi-dimensionale (3.29)-(3.31) este data de

1 / /
mIB@ ) [ —1) 2 (h—)?
(3.33) e )
5 | 3 / SOV T dz da
TJB(w1,223t) \/t2 (] — 21)? — (25 — 22)?
siu € C2(IR%x[0,00)). 0

Mentionam ca metoda coborarii functioneaza si mai departe pentru ob-
tinerea solutiei problemei Cauchy asociatd ecuatiei undelor in cazul n = 1.
Deoarece noi am obtinut aceasta solutie pe o cale directa, lasam cititorului ca
exercitiu, verificarea celor mentionate anterior.

Ecuatia neomogena a undelor. Principiul lui Duhamel

Metoda lui Duhamel ne permite gasirea solutiei unei probleme Cauchy pentru
o ecuatie neomogena prin reducerea ei la o ecuatie omogena cu conditii initiale
de un anumit tip.
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Sa consideram ecuatia neomogena a undelor cu conditii initiale omogene

2
a—g—Au:f, in R"x(0, c0),
(3.34) ot .
u(z,0) = e (x,0) =0, 1inIR",

iar pentru Vs > 0, fie (z,t) — v(z,t; s) solutia problemei omogene

0*v .
a5 (@, t8) — Agv(z, t;s) =0, in R"x(0, c0),
(3.35) ot 5
v(z,0;s) =0, —U(x,O;s) = f(z,s), VzelR™

ot

Principiul lui Duhamel afirma ca functia v definita prin

t

(3.36) u(z,t) :/ v(x,t —s;s)ds
0

este solutie a problemei (3.34). Mai exact, are loc

Teorema 3.5. Daca f € C(IR"x[0,00)), atunci functia u definita in (3.36)
este solulie a problemei neomogene (3.34).

0
Demonstratie. Este clar ca u(x,0) = 0. Apoi, a—?(m,t) = v(x,0;t) +

to to 0
a’u (x,t — s;8)ds = ; 8—;} (z,t — s;s)ds, de unde 8—1: (z,0) = 0. Derivand
dm nou in raport cu ¢, obtinem
2 t 92
gt;t (z,t) = @(x,();t) +/ ig(m,t—s;s)ds =
t 520
f(z,t —|—/ 2 (z,t —s;8)ds,
deci
0%u

ov
e (z,t) — Au(z,t) = n (x,0;t)+

_|_/ <8t2 — v) (z,t —s;8)ds = f(x,t),

ceea ce Incheie demonstratia. n

Acum putem explicita formulele care dau solutia problemei (3.1")-(3.2)
pentrun = 1,2, 3.
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a) n = 1. In acest caz, solutia problemei Cauchy (3.1')-(3.2) este dati de
formula lui D’Alembert

T+t— s
t) s)d¢ ) d
u 2/ </x t+s 5) o
1 T+t

"‘5 L, ur(§)dé + 5 (Uo(l‘—f—t)—i-uo(x—t)), VrelR, t>0.

b) n = 2. Formula lui Poisson

1 ¢ f(&, s)d€
u(z,t) = 277/0 </B(x,t5) \/(t —5)2 — ||z — §||2) ds+
)d§
271'/3(1" t) f||2+

2
) > 0.
277815/ ’2 VeelR" t>0

¢) n = 3. Formula lui Kirchhoff

W GV
1) = — dé + — do+
wart) =g T it Lo €0
1 9 ,
> 0.
+ - &5( /BB(M) o(f)d0t>,vx€R,t_0




