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Capitolul 1

NOTIUNI GENERALE

1.1 Teoria multimilor

Daca A este o multime, vom nota prin x € A faptul ca x este un element al
multimii A (sau x apartine lui A), respectiv prin x ¢ A faptul cd x nu este un
element al multimii A (sau x nu apartine lui A). Multimea care nu contine niciun
element se va numi multimea vida si se va nota @.

Submultimi

Fiind date doud multimi A si B, vom spune cad A este o submultime a lui B (si
vom nota A C B), sau B este o supramultime a lui A (si vom nota B O A) daca
orice element al lui A este si un element al lui B. Desigur, @ C A pentru orice
multime A. Daca A este o submultime a lui B, dar A # B, atunci A se numeste
submultime proprie a lui B, ceea ce se noteaza A C B. Datd o multime A, se va nota
cu P(A) multimea submultimilor (pdrtilor) sale. Se observa ca @, A € P(A).

Egalitatea a doua multimi

Doud multimi A, B vor fi numite egale dacd au aceleasi elemente, acest lucru
fiind notat A = B. Se observa cd A = B daca si numai dacda A C Bsi B C A,
aceasta caracterizare fiind utild pentru demonstrarea practica a multor egalitati
de multimi. Dacd A si B nu sunt egale, acest lucru se noteazd A # B, ceea ce
revine, conform observatiei anterioare, fie la A g B, fiela B g A.
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6 Capitolul 1 NOTIUNI GENERALE

Operatii cu multimi

Fie X o multime si A, B € P(X). Definim multimile

AUB={xe X;xe€ AVvxe B},
ANB={xeX;x€ AAx € B},

numite reuniunea, respectiv intersectia lui A si B. Dacd ANB = @, A si B se
numesc disjuncte.
Aceste operatii cu multimi au urmatoarele proprietati

AUB=BUA, ANB=BNA
(AUB)UC=AU(BUC), (ANB)NC=AnN(BNC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

(comutativitate, asociativitate, respectiv distributivitate). Proprietdtile de asociativi-
tate asigura faptul ca scrierile A U BU C si A N BN C nu sunt ambigue.
Operatiile de reuniune si intersectie se pot extinde la familii nu neapadrat finite

de multimi. In acest sens, data o familie (A;),_;, unde I este o multime oarecare

iel”
de indici, finitd sau nu, vom defini

JAi = {x € X; existdi € I astfel cax € A;},
il

[ Ai = {x € X;x € A pentru oricei € I}.
i€l

Multimile

A\B={xe X;x€ AANx ¢ B},
AAB = (A\B) U (B\A)

se numesc diferenta, respectiv diferenta simetricd a multimilor A si B. Multimea
cxA={xeX;x ¢ A}

se numeste complementara lui A fata de X; dacd nu exista pericol de confuzie, cx A
se noteazd cA. Se observa atunci ca

A\B=ANCcB
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si au loc urmaétoarele proprietati, numite formulele lui de Morgan
c <U Az) = ﬂ CAZ'
iel i€l
c <ﬂ Ai> = UCAi-
iel iel
Vom numi produs cartezian al multimilor A si B (in aceastd ordine) multimea
tuturor perechilor ordonate (x,y), cux € A, iary € B, adica
AxB={(xy);,xe ANy € B}.

In general, A x B # B x A. Doui elemente (x1,y;) si (x2,2) ale produsului
cartezian A X B sunt egale dacd si numai daca x1 = x2 siy; = .

Date multimile Ay, Ay, ..., Ay, numim produs cartezian al acestora multimea
tuturor perechilor ordonate cu n elemente (denumite si n-uple) (ay,ay,...,a,), cu
a; € A; pentru orice 1 <i < n, adicd

Ay X Ay...x Ay ={(ay,az,...,a,),a; € A; pentruorice 1 <i <n}.
Daca A; = A pentru 1l <i < n, se utilizeaza notatia prescurtata
AXAx...xA=A"

Multimi de numere

In cele ce urmeazd, vom presupune cunoscute proprietdtile urmatoarelor multimi

de numere:

N ={0,1,2,...} - multimea numerelor naturale;

Z ={0,1,—-1,2,-2,...} - multimea numerelor intregi;

Q ={ g ;PqE€EZ,q F# 0} - multimea numerelor rationale.

Intre acestea au loc urmitoarele relatii de incluziune
NcCcZcCQ.

Pentru A € {IN,Z,Q}, se noteazd cu A* = A\ {0} multimea numerelor nenule
din A.
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1.2 Constructia axiomatica a multimii numerelor reale

Intuitiv, multimea numerelor reale poate fi inteleasa ca multimea tuturor fractiilor
zecimale infinite, sub forma

R={777y. . Fn..yr €Z,11,72,...,1n,... €{0,1,...,9}}

1 2 I'n
= {r+m+ﬁ+“-+m+---}.
Definitia de mai sus (indeajuns de explicita, dar totusi pur algebricd) este insd
greu de folosit in analiza matematicd, necesitind unele completdri. Din punc-
tul de vedere al analizei matematice, multimea numerelor reale, notata IR, va fi
un corp comutativ total ordonat, a cdrui relatie de ordine este compatibila cu
operatiile de adunare si Inmultire si care in plus satisface 0 anumitd axioma de
completitudine. Aceste proprietati, ce vor fi clarificate in cele de mai jos, sunt
motivate de necesitatea de a efectua operatiile elementare cu numere (structura
de corp), necesitatea de a putea compara numere si de a putea lucra convenabil
cu inegalitatile rezultate (structura de ordine, impreuna cu relatiile de compat-
ibilitate cu operatiile), precum si de a diferentia multimea numerelor reale de
multimea numerelor rationale (axioma de completitudine).

Vom numi multimea numerelor reale o multime R inzestratd cu doud operatii
algebrice ,,+” (adunarea) si ,,-” (inmultirea) precum si cu o relatie de ordine ,, <”
care satisfac grupurile de axiome (I), (II) si (III) de mai jos.

Axiomele structurii algebrice
(I) R este un corp comutativ, adica
(I.1) x+ (y+2z) = (x +y) + z pentru orice x,y,z € R.
(asociativitatea adunarii)

(I.2) x +y =y + x pentru orice x,y € R.
(comutativitatea adunarii)

(I.3) Exista 0 € R astfel ca 0 + x = x + 0 = x pentru orice x € R.
(existenta elementului neutru la adunare)

(L.4) Pentru orice x € R existd —x € Rastfel cax + (—x) = (—x) + x = 0.
(existenta simetricului oricdrui element in raport cu adunarea)
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(L5) x-(y-z) = (x-y) -z pentru orice x,y,z € R.
(asociativitatea inmultirii)

(I.6) x +y =y + x pentru orice x,y € R.
(comutativitatea tnmultirii)

(I.7) Existda1 € Rastfelcal-x = x-1 = x pentru orice x € R.
(existenta elementului neutru la inmultire)

(I.8) Pentru orice x € R, x # 0 exista % € R astfel ca x - % = % .

(existenta simetricului (inversului) oricdrui element nenul in raport cu

x = 1.

inmultirea)
(I.9) x-(y+2z) =x-y+x-zpentru orice x,y,z € R.
(distributivitatea inmultirii fatd de adunare)

(II) R este total ordonat, adica

(II.1) x < x pentru orice x € R.
(IL2) x <ysiy<x = x=uy.
(II3) x <ysiy<z = x<z
(,,<” este o relatie de ordine pe IR)
(I.4) Pentru orice x,y € R, are loc fie x < y, fiey < x.
(relatia de ordine este totald, adicad oricare doud elemente x,y se pot
compara)
(IL.5) Daca x <y, atunci x 4+ z < y 4 z pentru orice z € R.
(relatia de ordine este compatibild cu operatia de adunare)
(IL.6) Daca x <yiar0 <z atuncix-z <y-z.
(relatia de ordine este compatibild cu operatia de inmultire)

Proprietatile de mai sus definesc structura algebrica a lui IR. Pentru a enunta cea
de-a treia axioma, care face posibild demonstrarea rezultatelor specifice analizei
matematice, vor fi facute mai intdi citeva preparative suplimentare.

1.2.1 Minoranti, majoranti

Fie A C R, A # @. Spunem cd A este minorati dacd existd m € R astfel ca
m < x pentru orice x € A. Un astfel de element m (care nu este unic deter-
minat) se va numi minorant al multimii A. Similar, spunem cd A este majorati
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dacd existd M € R astfel ca x < M pentru orice x € A, un astfel de element M
(care de asemenea nu este unic determinat) numindu-se majorant al multimii A.
Minorantii si majorantii unei multimi A nu apartin neapdrat acestei multimi.

Exemplu
Fie A= {x = g

deoarece x < 1 pentru orice x € A. Se observa cd 1 nu este element al multimii A,

n € N* } Atunci A este majoratd, 1 fiind un majorant al lui A,

intrucat toate elementele lui A sunt subunitare, iar orice y € R pentru care 1 <y
este de asemenea un majorant al multimii A. In particular, 2,3, . .. sunt majoranti
ai multimii A.

Similar, A este minoratd, 0 fiind un minorant al lui A, deoarece 0 < x pen-
tru orice x € A. Se observa ca 0 nu este element al multimii A, deoarece toate
elementele lui A sunt strict pozitive, iar orice y € R pentru care y < 0 este
de asemenea un minorant al lui A. In particular, —1, -2, ... sunt minoranti ai
multimii A.

Se observa ca dacd o multime A este minoratd, nu exista un cel mai mic mi-
norant al lui A, deoarece se pot preciza minoranti oricat de mici. Similar, daca
o multime A este majoratd, nu existd un cel mai mare majorant, intrucat se pot
preciza majoranti oricat de mari.

In schimb, daci A este minorati si exista un cel mai mare minorant al lui A,
acesta se va numi margine inferioard a lui A, notatd inf A, iar daca A este majorata
si exista un cel mai mic majorant al lui A, acesta se va numi margine superioari a lui
A, notatd sup A. Dacd marginea inferioard, respectiv marginea superioara a unei
multimi A existd, atunci acestea sunt unice, unicitatea derivand din caracterul
acestora de a fi ,,cea mai mare”, respectiv ,,cea mai mica”.

Axioma de completitudine

In aceste conditii, se poate enunta cea de-a treia axioma, numitd axioma de
completitudine, sau axioma Cantor-Dedekind.

(ITI) Orice submultime nevidd majoratd A a lui R admite o margine superioara
in R.

Se poate demonstra ca proprietdtile de mai sus definesc existenta si unicitatea
(pand la un izomorfism de corpuri total ordonate) lui R. Elementele multimii
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R astfel definite se numesc numere reale. Elementele multimii R\Q se vor numi
numere irationale.

Notatii

Vom preciza in cele ce urmeazd cateva notatii utilizate in calculul cu numere
reale. Mai Intdi, este utild introducerea notatiei ,,x < y” (ordonarea strictd atasata
relatiei de ordine ,,<”) daca x, y satisfac x < y si x # y. De asemenea, vom scrie
relatia x < y si sub forma y > x, iar relatia x < y si sub forma y > x.

Numerele reale a pentru care a > 0 (respectiv a < 0) vor fi numite numere
pozitive (respectiv numere negative), iar numerele reale a pentru care a > 0 (respec-
tiv a < 0) vor fi numite numere strict pozitive (respectiv strict negative). In cele ce
urmeazd, in loc de x + (—y) vom nota x — y, in loc de x - y vom nota xy, iar in loc

1

X
X - = vom nota .
de y VO otay

Dreapta reala

Pentru ilustrarea geometrica a unor concepte ale analizei matematice, este util
ca numerele reale sd poata fi reprezentate pe o dreapta.

Fie o dreaptd d, un punct O € d si un vector director i al dreptei d. Perechea
R se numeste reper cartezian al dreptei d. Definim

%
®:R—d, P(x)=P, unde OP = xii

(fiecdrui x € R i se asociaza punctul P de pe dreaptd pentru care OP are co-
ordonata x in raport cu reperul R). Se poate demonstra cd functia ® este bine
definita si stabileste o corespondentd bijectivd intre multimea IR a numerelor reale
si multimea punctelor dreptei d. Datoritd acestei corespondente (numita si bijectia
lui Descartes), multimea R va putea fi numita si dreapta (axa) reald, iar numerele
reale vor fi numite si puncte.

1.2.2 Multimi marginite

In aceste conditii, o multime nevida A care este majoratd se va numi mdrginiti
superior, iar o mulfime nevidd A care este minoratd se va numi mdrginiti in-
ferior. Dacd A este atdt madrginitd superior cat si marginita inferior, ea se va
numi mdrginitd. Conform acestei definitii, o multime A este marginitd dacd ex-
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istd m, M € R astfel ca
m < x <M pentruorice x € A.

Caracterizadri analitice pentru marginea superioard si marginea inferioara a unei
multimi

Cu notatiile de mai sus, are loc urmatoarea teoremad de caracterizare a marginii
superioare a unei multimi, care descrie caracteristica acesteia de a fi cel mai mic
majorant prin intermediul a doud inegalitati, cea dintai precizand faptul cd marginea
superioard este majorant, iar cea de-a doua precizand faptul ca niciun numar mai

mic decat marginea superioard nu este majorant.

Teorema 1.1. Fie A # @. Un numir « € R este margine superioard a multimii A dacd
si numai dacd

1. x < & pentru orice x € A.
2. Pentru orice e > 0 existd x; € A astfel ca x, > « — e.

Demonstratie.

,=" Dacd a« = sup M, atunci a este majorant, deci x < a pentru orice x € A.
Cum a este cel mai mic majorant, « — € nu este majorant, deci existd macar un
Xx. € A astfel cax, > a — .

,<=" Conform 1., A este majorata (de «), deci, conform axiomei de completi-
tudine, A admite o margine superioard; fie aceasta M. Deoarece M este cel mai
mic majorant, M < a. Presupunem prin reducere la absurd ca M < a. Atunci,
notdnd ¢ = o« — M, obtinem c4 existd x, € A astfel caxe > a — (a — M) = M,
deci M nu este majorant, contradictie. Urmeaza deci cd M = «, ceea ce incheie
demonstratia. [ ]

In mod absolut similar se demonstreazd urmatoarea teorema de caracterizare

a marginii inferioare a unei multimi.

Teorema 1.2. Fie A # @. Un numdir B € R este margine inferioard a multimii A dacd
si numai dacd

1. B < x pentru orice x € A.

2. Pentru orice € > 0 existi x. € A astfel ca x, < B+ &.
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Proprietatea lui Arhimede si consecinte ale sale

O consecinta importantd a teoremei de caracterizare a marginii superioare este
urmatorul rezultat, numit proprietatea lui Arhimede.

Teorema 1.3. Fie x,y numere reale fixate, cu x > 0. Existd atunci n € IN astfel ca
nx >y.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd cad nu existd un astfel de n.
Atunci, notdnd A = {nx;n € IN}, obtinem ca A este majoratd (de y), deci, con-
form axiomei de completitudine, admite un cel mai mic majorant M. Din teorema
de caracterizare a marginii superioare, aplicatd pentru ¢ = x, obtinem ca exista
Xe € A astfel ca x, > M — x. Cum x, este un element al lui A, dn € N astfel ca
xe = nx, deci nx > M — x si atunci (n + 1)x > M, contradictie. [ |

Printre consecintele proprietatii lui Arhimede mentiondm urmatoarele rezul-
tate utile.

Corolar 1.3.1. Pentru orice x € R existd n € Z unic determinat astfel can < x <
n+1

Pentru x € R dat, numadrul intreg n definit mai sus se numeste partea intreagi
a lui x si se noteazd [x]. Notand si {x} = x — [x] partea fractionard a lui x,
urmadtoarele proprietati sunt adevarate pentru orice x € R

] <x<x+1, [x]+{x}=x 0<{x}<1.

Corolar 1.3.2. Daci a, b sunt numere reale fixate, a < b, existd atunci un numdr rational
rastfel caa <r <b.

Demonstratie. Aplicand proprietatea lui Arhimede pentru x = 1siy

obtinem cd existda n € IN* astfel can > b%a' Atunci % < b—a. Fier =

Evident, r € Q, iar
na—1+1
>0 "o,

n

Cumr < %H, avem ca

1
r§a—|—;<u—|—(b—a):b,

decia <r < b. [ |
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Teorema de mai sus afirmd faptul ca multimea Q este densid in IR, in sensul ca
intre orice doud numere reale se afla macar un numar rational. Folosind notiuni
de asa-numita teorie a numerelor cardinale, se poate demonstra cd R\Q este de
asemenea densa in IR, adica intre orice douda numere reale se afld si un numar
irational.

Maxim, minim, signum

Pentru orice x,y € R, definim maximul elementelor x, y prin

, dacdx >
max(x, y) = X ac? x>y
y, dacax <y,

respectiv minimul elementelor x, y prin

, dacdx >
min(x, y) = y, dacdx >y
x, dacdx <y.

Pentru orice x € IR, definim semnul sdu, notat sgn x prin
1, dacax >0

sgnx = ¢ 0, dacax =0.

—1, dacix <0

Modulul unui numar real

Pentru orice x € R, definim modulul sau valoarea absoluta a lui x, notat |x| prin

. X, dacax >0
x| = .
—x, dacax <0

Sunt atunci adevarate urmatoarele proprietdti de calcul:
M1 |x| > 0 pentru orice x € Rsix =0 & x = 0.

M2 ||x|| = |x| pentru orice x € R.

M3 |xy| = |x||y| pentru orice x,y € R.

M4 = % pentru orice x,y € R, y # 0.

X
y
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M5 |x +y| < |x| + |y| pentru orice x,y € R.

M6 |x —y| > ||x| — |y|| pentru orice x,y € R.

M7 |x| < M < —M < x < M pentru orice x € R.
M7 |x| < M < —M < x < M pentru orice x € R.

Are loc si egalitatea
|x| = xsgnx pentru orice x € R.

De asemenea,
1 . 1
max(y,y) = 5 (x+y+[x—yl), min(xy)=7(x+y—|x—yl).

Functia modul astfel definita poate fi folositd pentru a caracteriza marginirea unei
multimi.

Teorema 1.4. Fie A C R, A # @. Au loc urmidtoarele afirmatii:
1. A este mirginitd < IM € R astfel ca |x| < M pentru orice x € A.
2. A este nemdrginitd < VM € R Jxp € A astfel ca |xp| > M.

Demonstratie. 1.,=" Dacd A este madrginitd, existd m, M € R astfelcam < x <
M pentru orice x € A, de unde |x| < max(|m/|, |[M]).

,<="Dacd dM € R astfel ca |x| < M pentru orice x € A, atunci —M < x <M
pentru orice x € A, deci A este marginita.

2. Rezulta prin aplicarea operatorului de negare logica primei proprietdti. W

1.3 Multimea R

In analiza matematics, pe langd numere reale, se utilizeaz4 si doud simboluri cu
sens aparte, +oo (plus infinit, notat prescurtat si o) si —co (minus infinit), cu
proprietatea ca

—00 < x < o0 pentru orice x € RR.

Vom nota
R = RU {+c0} U{ oo}
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si vom numi aceastd multime dreapta reald incheiati, observand cd ea este de aseme-
nea total ordonata.

Operatiile aritmetice se extind (partial) la R in urméatorul mod:
X+o00o=x—(—00) =400 VxelR;
X+ (—0)=x—0c0=—-00 VxeR;

400, dacdx > 0'

X-00 = ;
—oo, dacax <0
—o0o0, dacax >0
x-(—o0) = ;
400, dacax <0
X b
—=—=0 VxeR,
(0,0) —Q0

respectiv
00 4 00 = o0;
(=00) + (—00) = (—o0);
0000 = (—00) - (—00) = Ho0;
00 - (—00) = —o00
Operatiilor 0 - (#£00), co — 00, —00 — (—00), =2 nu li se atribuie niciun sens.

1.3.1 Intervalein R si R

Intervale in R

Fie a,b € R. Numim intervale in R mult{imi de forma
[a,b] = {x € R;a < x < b} (interval inchis);
(a,b) = {x € R;a < x < b} (interval deschis);

[a,b) = {x € R;a < x < b}, (interval semideschis; interval inchis la dreapta si
deschis la stanga)
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(a,b] = {x € R;a < x < b} (interval semideschis; interval deschis la dreapta si
inchis la stanga);

(a,400) = {x € R;a < x < oo} (interval deschis nemarginit la dreapta; semidreapta
deschisa nemadrginita la dreapta);

(—o00,a) = {x € R; —o0 < x < a} (interval deschis nemarginit la stinga; semidreapta
deschisa nemadrginita la stanga);

[a,+00) = {x € R;a < x < oo} (semidreaptd inchisd nemarginits la dreapta);
(—o00,a] = {x € R; —o0 < x < a} (semidreaptd inchisd nemarginitd la stanga);
(—0co, +00) = R (axa reald).

Intervale centrate

Numim intervale centrate intervalele simetrice fatd de un punct a de pe axa
reald, de forma [a —r,a+r]si (a—r,a+r). Acestea pot fi caracterizate cu ajutorul
functiei modul sub forma

[a—ega+el={xeR, |x—a| <e};
(a—ea+e)={xeR,|x—a| <e}.
Intervale in R
Dacid a,b € R, putem extinde notatiile pentru intervale definite mai sus si
obtine
[a,b) = {x e Ria < x <b}, (a,b) ={x e Ria < x < b};

[a,b) ={x e R;a < x < b}, (a,b]={xeR;a<x<b},

pastrand denumirile de intervale inchise, deschise, respectiv semideschise. De
asemenea

[—o0, +00] = R (dreapta reald incheiat).

Conform proprietétilor de densitate ale lui Q si R\Q, se va observa cd nici Q nici
R\Q nu contin intervale.
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Supremumul si infimumul unei multimi in R

Fie A # @. Cu aceste notatii, vom spune ca
sup A = +oco dacd A nu este majorata (este nemarginita superior)
respectiv
inf A = —oco daca A nu este minoratd (este nemdrginita inferior).

si vom observa cd in R orice multime nevidd admite un supremum si un infimum.

Exemple supIN = +o0,infZ = —o0, supZ = +o0;
A = {x;x = n*+1,n € N} nu este mirginitd superior, deci sup A = +oo.

A = {x;x = —n+2,n € IN} nu este marginita inferior, deci inf A = —o0.

1.3.2 Vecinatati in R

1. Numim vecindtate a unui punct x € R orice multime V C R care contine un
interval deschis incluzandu-1 pe x, adicad pentru care existd a,b € R astfel ca

x € (ab)CV.

2. Numim vecinitate a lui 4o orice multime V C R care contine un interval
de forma (a,00], cua € R.

3. Numim vecindtate a lui —oo orice multime V C R care contine un interval
de forma [—o0,a),cua € R.

Exemple Multimile (—2,4], (0,6], (—o0,2], (—2,5] U (6,00) sunt vecinatati ale lui
x = 1 deoarece contin intervalul deschis (0, 2) care-l include pe 1.

Multimea A = {—2,—1,0,1,2,3} nu este vecinitate a lui x = 1 deoarece ea nu
contine intervale.

Multimea B = [1,3] nu este vecinitate a lui x = 1 deoarece nu existd a,b € R
astfel cal € (a,b) C B (ar trebui ca a < 1 si atunci (a,b) C B).
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Teorema 1.5. Fie x € R. Atunci V C R este o vecindtate a lui x dacd si numai dacd ea
contine un interval deschis centrat in x, adicd existid € > 0 astfel ca

xe(x—gx+e) CV.

Demonstratie. ,, <" Se poate lua ¢ = min(x —a,b — x).
,=" Se poatelua (a,b) = (x —¢,x +¢). [

Dacd V este o vecinitate a lui x € R, notdm acest lucru prin V € V(x). Multimea
V(x) se numeste multimea tuturor vecindtitilor punctului x. Aceastd multime are
urmadtoarele proprietati:

(V1) FieV € V(x). Atuncix € V.
(V2) FieV e V(x)siW D V. Atunci W € V(x).
(V3) Fie V4, V, € V(x) Atunci VNV, € V(x)

(V4) Fie V € V(x). Existd atunci W € V(x) astfel ca V € V(y) pentru orice
yew.

Conform (V1), dacd V este vecindtate a lui x, atunci V il contine pe x. Datoritd
(V2), orice multime care contine o vecinatate a lui x este de asemenea o vecindtate
a lui x. Conform (V3), intersectia a doud vecinitati ale lui x este de asemenea o
vecindtate a lui x, (V4) reprezentand faptul cd dacd V este o vecinitate a lui x,
atunci V este de fapt o vecindtate nu doar pentru x, ci si pentru toate punctele
dintr-o multime W, care la rdndul ei este o vecinatate a lui x.

Proprietatea de separatie Hausdorff

Orice doud puncte a,b € R pot fi separate prin vecinitati. In acest sens, are
loc urmadtoarea proprietate.

Teorema 1.6. Fie a,b € R. Existi atunci V, € V(a) si V, € V(b) astfel ca V, NV}, =
.

Demonstratie. Dacd 4,b € R, atunci putem nota ¢ = 173;‘1 si considera V, = (a —
e, a+¢), respectiv V, = (b—¢,b+e¢).

Dacd a = —oo0, b € R, atunci putem considera V;, = [—o0,b —2), V}, = (b —
1,b+1). Dacda € R, b = +00o, atunci putem considera V, = (a —1,a+ 1),
Vy, = (a4 2,4+0]. Dacd a = —o0, b = +o0, putem considera V, = [—o0, —1),

V, = (1, +o0]. |
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A fost mentionat anterior cd axioma de completitudine deosebeste R de multimea
Q a numerelor rationale. Acest lucru se poate observa din urmatorul exemplu.

Exemplu

Fie multimea A = {x € Q;x* <2}. Evident, A # @, deoarece 0 € A. Ca
submultime a lui IR, ea este majorata (de exemplu de 2), avand deci, conform ax-
iomei de completitudine, un cel mai mic majorant sup A. In acest sens, se poate
ardta cd sup A = V2. Ca submultime a lui Q, A este de asemenea majoratd, de
exemplu de 2 si de oricare altd aproximare zecimala prin adaus a lui v/2: 1.42,
1.415, 1.4143, s.a.m.d. Totusi, niciun numadr rational 4 mai mic decat \/§ nu poate
fi nici macar majorant datoritd definitiei multimii A, care va contine o aproxi-
mare zecimald prin lipsa a lui \/i mai bund decat g, iar niciun numadr rational mai
mare decat v/2 nu poate fi cel mai mic majorant, intrucat va exista o aproximare

zecimala prin adaus a lui v/2 mai buna decat g.

1.4 Inegalitdti intre numere reale

Inegalitatea mediilor

Fien € N*, n > 2sifie aj, ay, ..., a, numere reale strict pozitive. Definim

A = al—l—az—l—...—i—an/
n

Gy = Yaay...ay,

H, = !

1 1 ’
E+u_2+"'+ﬂ

Ay, Gu, Hy numindu-se respectiv media aritmetici, media geometricd si media ar-
monicd a numerelor ay, ay, . .., a,. Are loc atunci inegalitatea

Ai’l Z GTZ Z Hi’l/

numita inegalitatea mediilor, egalitdtile atingdndu-se doar dacd 4y = a; = ... = a,.
Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz

Fien € IN*, n > 2sifieay,ay,...,a,, by,by, ..., b, numere reale. Atunci

(ab b 2 2 2 2 2 2 2 2
101 +agby + ...+ anby)” < (af+a3+ ... +a; bi+b5+...+by) ,
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egalitatea atingdndu-se doar daca ay, ay, . ..,a, si by, b, ..., by sunt proportionale,
adicé existd k € R astfel ca a; = kbq, a, = kb», ...a,, = kb,,.
Pentru by = b, = ... = b, = 1, se obtine ca

2
(a1+a2—|—...+an)2§n<a%+a%+...+a%> ,

egalitatea atingdndu-se doar daca ay = ap = ... = a,.
Inegalitatea Bernoulli

Fiea € R, a > —1. Atunci, pentru orice n € IN,

(1+a)" > 1+ na.

1.5 Functii

Fie X,Y # ©@. Numim functie definitd pe multimea X cu valori in multimea Y o
corespondenta (notatd de exemplu f) prin care oricarui element din multimea X
i se asociazd un singur element din multimea Y. In aceasti situatie, se noteazi
f + X — Y, X numindu-se domeniul de definitie al functiei f, iar Y codomeniul
acesteia. Daca lui x € X fi corespunde prin functia f elementul y € Y, acest lucru

se vanotay = f(x) sau x |i> Y. In acest caz, Y se numeste imaginea lui x prin
functia f, sau valoarea lui f in x, iar x se numeste argumentul functiei. Multimea
tuturor functiilor definite pe X cu valori in Y se va nota F(X,Y).

Egalitatea a douad functii

O functie f trebuie conceputd ca un ansamblu format din domeniul de definitie
X, codomeniul Y si corespondenta propriu-zisa intre argumente si imagini. In
acest sens, doua functii f : A — Bsig: C — D vorfiegaledaca A =Csi B =D
(domeniile, respectiv codomeniile functiilor sunt egale), iar f(x) = g(x) pentru
orice x € A, adica oricdrui x din domeniul comun de definitie i se asociaza prin

f si g un acelasi element.
Restrictia si prelungirea unei functii

Dacd f : X — Y este o functie, iar A C X, numim restrictia functiei f la
multimea A functia notatd f|4 cu domeniul A si codomeniul Y care pastreaza pe
A corespondenta definitd de f, adicd f|4(x) = f(x) Vx € A. Dacdg: A — Y este
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o functie datd, iar A C X, orice functie f : X — Y pentru care f|4 = g se numeste
prelungirea lui A la X.

Exemplu
Fie f: [0,00) = R, f(x) = xs5ig: R — R, ¢(x) = |x|. Atunci g este o prelungire a
lui f (respectiv f este o restrictie a lui g), deoarece [0,00) C R, iar f(x) = g(x) = x
pentru orice x € [0,00).
Imagine si contraimagine
Fie functia f : X — Y. Dacd A C X, notdam
f(A) ={y € B;3x € Aastfelca f(x) =y}

imaginea multimii A prin functia f. Multimea f(X) se va numi imaginea functiei
f sise vanotalIm f.
Daca B C Y, notam

fH(B) ={x € A;f(x) € B}

contraimaginea (imaginea inversd, preimaginea) multimii B prin functia f. Daca B =
{y}, se foloseste notatia f~!(y) in loc de f~!({y}). Cum multimea f~!(y) poate
s& fie multimea vidd sau s& contind mai mult de un element, simbolul f~! nu

defineste in general o functie.

Exemplu
Fie f : R — R, f(x) = x> — 2x + 3. Vom determina Im f. Fie y € R astfel ca
y = f(x),cux € R, adici y = x*> — 2x + 3. Urmeazd cd x> —2x +3 —y = 0.
Conditia de existentd a lui x este A = (=2)2 —4(3—y) > 0, de unde y > 2.
Urmeazd cd Im f = [2, +00).
Grafic, functie identica

Multimea

Gr={(xy) € Xx Yy = f(x)}

se va numi graficul functiei f. Fiind datd o multime A, functialy : A — A definita
prin 14(x) = x Vx € A se va numi functia identici a multimii A.
Functii injective, functii surjective, functii bijective

O functie f : X — Y se numeste injectivi daca

Vyye X,x £y = f(x) # f(y)
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(la argumente diferite x, y corespund prin f imagini diferite), ceea ce este echiva-
lent cu

Vyye X, f(x) =fly) = x=y

(dacad imaginile f(x) si f(y) sunt egale, atunci sunt egale si argumentele core-
spunzatoare x si y). Aceasta conduce la faptul cd f este injectivd daca si numai
dacd f~!(y) contine cel mult un element pentru orice y € B.

O functie f : X — Y se numeste surjectivd dacd f(X) =Y, adica orice element
y din codomeniul Y al functiei este imaginea cel putin a unui argument x. Aceasta
conduce la faptul c4 f este surjectivad dacd si numai dacd f~!(y) contine cel putin
un element pentru orice y € B.

O functie f : X — Y se numeste bijectivi dacd ea este atat injectivd cat si
surjectivd. Din cele de mai sus, se observa cd f este bijectivd dacd si numai daca
f~!(y) contine exact un element pentru orice y € B. In aceste conditii, simbolul
f~1 defineste o functie f~! : Y — X prin f~!(y) = x, unde x, y sunt in asa fel
incaty = f(x). Functia f ! astfel definitd se numeste functia inversi a functiei f,
iar f se numeste inversabild.

Compunerea a doua functii

Fie functiile f : X — Y, ¢ :Y — Z. Functia go f : X — Z definita prin
go f(x) = g(f(x)) Vx € X se numeste compunerea (in aceasta ordine) functiilor ¢
si f. Se poate observa cd operatia de compunere a functiilor nu este comutativa,
dar este asociativd, In sensulcddaca f : X — Y, ¢:Y — Z, h: Z — M, atunci

(hog)of=ho(gof).
Functii numerice

O functie f : E — F se va numi functie numericd (functie reald de variabild reald)
daca E,F C R.

Functii pare, functii impare

Fie D C R o multime simetrici, adicd o multime pentru care x € D & —x € D.
O functie f : D — R se numeste pard dacd f(—x) = f(x) pentru orice x € D.
Deoarece

(a,b) € Gr & b= f(a) & b= f(—a) & (—a,b) € Gy,

urmeazd cd Gy este simetric fatd de Oy.
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O functie f : D — R se numeste impard dacd f(—x) = —f(x) pentru orice
x € D. Deoarece

(a,b) € G b= f(a) & —b= f(—a) & (—a,-b) € Gy,

urmeazd cd Gy este simetric fatd de O.
Functii periodice

Fie D C R. O functie f : D — R se numeste periodici dacd existd T € R* astfel
ca f(x+T) = f(x) pentru orice x € R. Orice astfel de T se numeste perioadd a
functiei f. Se observa cd daca T este o perioada a functiei f, atunci si nT, n € Z*
este de asemenea o perioadd a functiei f. Dacd existd o cea mai micad perioada
pozitiva Ty a functiei f, atunci aceasta se numeste perioadd principald a functiei f.
Pentru a studia comportarea unei functii periodice de perioada T, este suficient
sd se analizeze comportarea acestei functii pe intervalul [0, T].

Functii marginite

FieD CRsif : D — R. Atunci

f se numeste mdrginitid superior dacd f(D) este majoratd, adica existdi M € R
astfel ca f(x) < M pentru orice x € D.

f se numeste mdrginitd inferior daca f (D) este minoratd, adica existd m € R astfel
cam < f(x) pentru orice x € D.

Daca f este atat marginita inferior cat si marginitd superior, adica existd m, M €
R astfelcam < f (x) <M pentru orice x € D, atunci f se numeste mdrginitd.

Conform caracterizarii multimilor marginite cu ajutorul functiei modul (Teorema
1.4), f este marginitd dacd si numai dacd existi M € R astfel ca |f(x)] < M
pentru orice x € D.

Exemple f : [1,2] — R, f(x) = 2x + 1 este marginitd, deoarece 3 < f(x) < 5
pentru orice x € [1,2].

f:R =R, f(x) =2+ 3sinx este marginita, deoarece |f(x)| <2+ 3|sinx| <5
pentru orice x € R.



ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL PE DREAPTA REALA

Functii monotone

FieD CRsi f : D — R. Atunci

f se numeste crescitoare daca

vyeDx<y = f(x) < f(y)
f se numeste strict crescitoare daca

vyeDx<y = f(x) <fy)
f se numeste descrescitoare daca

vyeDbDx<y = flx)=fy)
f se numeste strict descrescitoare daca

x,yeD,x<y = f(x)> f(y).

Se oberva cd f este crescdtoare dacd si numai dacd

(f(x) — f(y))(x —y) > 0 pentru orice x,y € D,

respectiv strict crescatoare daca si numai daca

(f(x) — f(y))(x —y) > 0 pentru orice x,y € D,x # y,

25

proprietdti analoage avand loc si pentru functii descrescatoare, respectiv strict

descrescdtoare. De asemenea, se poate observa ca dacd f este strict monotond,

atnci f este injectiva.

Aplicatii
1.1. Fiea € R. Aritati ci max(a, —a) = |a|.
o v g o | Xty
1.2. Daci x,y € R, [x[ <1, [y| <1, ardtafi ci | ;| < 1.

1.3. Demonstrati ci /2 + \/3 este numdir irational.
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1.4. Daci a,b € Q, iar a + b2 =0, atuncia =b = 0.
1.5. Daci aq,a2,bq,by € Q, iar a; + biV/2 = ap + by\/2, atunci a; = ay, by = by.
1.6. Rezolvati ecuatia x> — 5|x| + 6 = 0.

1.7. Rezolvati sistemul
x=1|+[y+2[=6

x=1+y+2|
_— : Xl +lyl=2 ’
1.8. Determinati a € R astfel ca sistemul sd aibd exact patru solutii.
2412 =a

1.9. Daci x,y € R, x < y + ¢ pentru orice ¢ > 0, atunci x < y.

a b ¢ d
Syt >
b+c+d+a_

1.11. Dacd ay,ay, ..., a4y, by, by, ..., by € (0,00), atunci

1.10. Daci a,b,c,d € (0,00), atunci

2 2 2 ’
A% 4oy (a1 +ap+...+an) .
b by by by +by+...+ by

1.12. Dacd ay,ay, ..., a4y, by, by, ..., by € (0,00), atunci

C/(al +b1)(ax+by)...(an+by) > Yarax...a,+ /b1by. .. by.

1.13. Fiea,b € (0,1). Demonstrati cii

1.14. Determinati m € R astfel ca

x? +y? 4 4x — 2y +m > 0 pentru orice x,y € R.
1.15. Daci A C R este mdrginitd, ardtati ci orice submultime a lui A este mdrginitd.
1.16. Daci A, B C R sunt mdrginite, ardtati cd AN B, AUB, A\B, B\ A sunt mdrginite.
1.17. Aritati cd A este marginitd, unde

1. A=[0,1)U(2,5];
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1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

A={xx =24+u%uc [—1,3]};

A= {x;x =2+ (n_i)ln,n € IN};
A={xx=;h+ih+.  +meN}

A ={x;x =sinu + cos(2u),u € R}.

Fie A = {tg1,tg2,tg3,tg4}. Precizati min A, max A.

Fie A = {sinZ%;n € IN}. Precizati min A, max A.

Fie A = {6”2 x € [—2,1] } Determinati inf A, sup A.

6—x27

Fied : R xR — R, d(x,y) = |x — y|. Ardtati cii d are urmdtoarele proprietiti

cd(x,y) >0d(xy) =0 x=y.

d(x,y) =d(y, x).

d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).

Fie f:R — R, f(x) = ﬁj& Determinati f(2x), 2f (x), f(x?), f(x)>.

Determinati valorile minime ale urmdtoarelor functii:

CfiR >R, f(x) = 39 +2x+3,

—x244x-3

fIR=R f@)=(})
f:R—TR, f(x) = v/3sinx + cos x.
Fie f : R — R o functie oarecare.

Daci f este simultan monoton crescitoare si monoton descrescitoare, atunci ea este
constantd.

Daci f este simultan pard si impard, atunci ea este functia nuld.
Fief,g: R — RR.

Daci f, g sunt (strict) crescitoare, atunci f + g, f o g sunt (strict) crescitoare.
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2. Daci f, g sunt (strict) descrescitoare, atunci f 4 g este (strict) descrescitoare, iar
f o g este (strict) crescitoare.

. 2
1.26. Fie f : R — R, f(x) = 512

1. Demonstrati cii f este strict crescitoare pe (—oo, 0] si strict descrescitoare pe [0, 00).

2. Determinati f([—2,—1]), f([3,4]), f([—1,1]).

1.27. Determinati care dintre urmdtoarele functii sunt pare sau impare:

1. f:R =R, f(x) =%+ 5

2. f:R =R, f(x) = x° +cos x;

3. f 1R =R, f(x) =x*+ |x| = Va2 +1;
4. f:R =R, f(x) = xsin®x;

5 f:R — R, f(x) = sin®2x + cos .

6. f:R—R, f(x)=In(}52).

1.28. Determinati f o g si go f pentru f, g : R — R date prin:
1. f(x)=x%,g¢(x) =x+2;
2. f(x) =sinx, g(x) = x>+ 1.
1.29. Determinati doud functii f,g: R — Roastfel cah = f o g, daci
1. h:R — R, h(x) = sin(x? +1);
2.h:R =R h(x)=vVaA T2 1.

. L, xeQ . . ,
1.30. Fie f : R — R, f(x) = . Ardtati ci orice numir rational este

0 xeR\Q
perioadd a lui f, dar niciun numdr irational nu este perioadd a lui f. Are f perioadd
principald?

1.31. Fie f : R — R, f(x) = cos x2. Demonstrati cii f nu este periodici.

1.32. Fie f : Q — R, f(x) = 3x? + 2ax + 1. Demonstrati cit
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1. f nu este injectivd pentru nicio valoare a luia € Q.
2. f este injectivd pentru orice a € R\Q.
1.33. Demonstrati cd urmidtoarele functii sunt bijective si precizati inversele acestora
1. f:R—R, f(x) =V +1;
2. f:R—=R, f(x)=In x—l—\/x27+1>.

D , ax+1, x<2 i
1.34. Determinati a € R astfel ca functia f : R — R, f(x) = sii fie

x+a, x<2
1) injectivd; 2) surjectivd; 3) bijectivd.

1.35. Demonstrati cii graficele functiilor f, : R — R, fy(x) = ax®> + x+2—4a,a € R,
trec printr-un punct care nu depinde de a.

1.36. Demonstrati cd urmdtoarele functii sunt mdrginite

1. f:R—R, f(x) = 2=

2. f:R =R, f(x) = &5,

1.37. Fie f : R — (—1,1), f(x) = . Demonstrati ci f este strict crescitoare si

1+4+|x
surjectivd, iar inversa saeste f 1 : (—=1,1) = R, f~(y) = 1_Ly‘




Capitolul 2

SIRURI DE NUMERE REALE

2.1 Proprietdti generale

Fie A # @ o multime datd. Se numeste sir de elemente din A o functie f : N — A.
Dacd A = R, sirul respectiv se va numi sir de numere reale, sir numeric sau, mai
simplu, sir. Fiind dat unsir f : N — R, se vor numi termeni ai sirului numerele
f(0), f(1), f(2), ..., notate de obicei cu ajutorul unui indice sub forma

f0)=x0,f(1) =x1, f(2) =x,..., f(n) = xp,...,

x, numindu-se termenul general al sirului, sau termenul de rang n. Un sir cu ter-
menul general x,, se va nota si (x,),>0. Dacd primii k termeni xg, x1, ..., Xx_1 nu
sunt definiti (ceea ce corespunde unei functii f : {k,k+1,...} — R), vom nota

sirul sub forma (x;,);,>-

2.1.1 Moduri de definire a unui sir

Un sir poate fi definit precizand formula termenului general, prin intermediul

unei recurente sau in mod descriptiv.

Exemple
Siruri definite prin formula termenului general:
(Xn)n>0:Xn =3n+1; xo=1,x1=4x=7,...
1, dacdnpar

(xn)n203xn: . ; x=1,x1=0,x=1,....
0, dacdnimpar

30
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Siruri definite prin intermediul unei recurente

Dacéd pentru un sir (x,),>0 se cunosc primii k termeni xg, x1,...,x;_1, fiind
datd de asemenea o relatie prin care termenul general x,, se exprima in functie de
Xp—1, Xn—2,. .., Xy_k pentru orice n > k, se spune ca (xn)n>0 este definit printr-o
recurentd de ordinul k.
Siruri definite in mod descriptiv.

Sirul (x,),>1, Xu=aproximarea prin lipsa cu n zecimale exacte a lui /2 este definit
in mod descriptiv. Se obtine cd x; = 1.4, x, = 1.41, x3 = 1.414, s.am.d.

Progresii aritmetice, progresii geometrice
Sirul (x,,),>0 definit prin recurenta de ordinul intai data de
Xo=4asix,11=x,+r, n>0,

asir € R fiind date, se numeste progresie aritmeticd, r numindu-se ratia progre-
siei (din orice termen al sirului se obtine termenul care-1 succede prin adaugirea
ratiei). Se obtine cd formula termenului general este x, = a +nr, n > 0. De
asemenea, suma primilor n + 1 termeni este

Sy =xp+x1+...+x,
=a+(a+r)+...+ (a+nr)
=n+Da+ (r+2r+...+nr)

nn+1)

= (n—l—l)a—i—Tr.

Sirul (xy),>0 definit prin definit prin recurenta de ordinul intai data de
xo=bsix,11 =2x.9, n>0,

bsig € R fiind date, se numeste progresie geometrici, g numindu-se ratia progre-
siei (din orice termen al sirului se obtine termenul care-1 succede prin inmultirea
cu ratia). Se obtine cd formula termenului general este x, = bg", n > 0. De

asemenea, suma primilor n + 1 termeni este

Spo=x0+x1+...+ x4

=b+bg+...bq"

=b(l+q+...+q")
n+1

= b%, daCéq ?é 1,

q
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in vreme ce dacd g = 1, atunci S, = (n + 1)b.

Exercitiu
Determinati termenul general al sirului (x,),>0 dat prin

Dxy1=2x,—1,n2>0, x0 =2, 2)x,01=1V3x,,n2>0, x0=1.

Solutie

1) Relatia de recurentd este asemandtoare celei care defineste o progresie geo-
metricd, diferenta fiind datd de prezenta termenului liber —1. Acest termen liber
va fi eliminat prin scdderea a doua relatii de recurenta scrise pentru indici succe-
Sivi.

Punand n = 0 in relatia de recurenta se obtine ca x; = 3. Scriind relatia de
recurentd pentru n = k + 1, respectiv n = k, si scazand cele douad relatii obtinute
se deduce cd x3, 2 — Xg11 = 2(x)1q1 — x¢). Notdnd y, = x,,.1 — X, Observam ca
Vir1 = 2V, deci (yx)k>0 este o progresie geometrica cu ratie 2. Deoarece yy =
x1 — xo = 1, se deduce cd y,, = yp2" = 2".

Cum yy = X1 — Xg, urmeaza ca Xgy 1 — X = 2k, Punand succesiv k = 0,k =
1,...,k = n —1si sumand relatiile obtinute deducem ca
2" —1
2-1

Xp—x9g=1+2+...+2" = 2" —1,

decix, =xp+2"—-1=2"+1.
Similar, putem determina ¢ € R astfel ca (x,, + ¢),>0 sd fie progresie geomet-
ricd. In acest scop, adundm mai intdi ¢ in ambii membri ai relatiei de recurenta.

Obtinem cd
c—1

2 )
c—1

In concluzie, pentru ¢ = 5=, adicd pentru ¢ = —1, urmeaza ca (x, + ¢),>0 este

Xpi1+c=2x,—14+c=2(x,+

progresie geometrica de ratie 2. De aici,
xp—1=2"(xg—1) =2",

de unde x,, = 2" + 1.
2) Punand n = 0 in relatia de recurenti se obtine ci x; = /3. Prin logarit-

marea relatiei de recurenta se obtine ca

1 1
Inx, 11 = §1n3—|— Elnxnﬂ.
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Cu notatia z, = Inx,, se obtine ca z,,1 = %zn + %1113, z1 = Inx; = %ln?),
zg = Inxg = 0.

Scriind relatia de recurentd pentru n = k + 1, respectiv n = k, si scdzand
cele doua relatii obtinute se deduce cd zyp — 211 = %(Zk+1 — z). Notand y, =
Zn+1 — Zn, Observam cd yx, 1 = %yk, deci (yx)k>0 este o progresie geometrica cu
ratie % Deoarece yg = z1 —z9 = %hn 3, se deduce ca y, = yp2" = 2,1% In 3.

Cum yx = zgy1 — 2k, urmeaza ca zx, | — 2k = zklﬁ In3. Punéand succesiv k =
0,k=1,...,k=n—1si sumand relatiile obtinute deducem ca

1 1 1 1 1 1
zn—zoz—ln3+2—21n3—|—...+2—nln3:§ln3 <1+—+...—|——>

2 2 on—1
1, 1—% 1

deciz,;, = zo + (1 — zl,,) In3 = (1 — 2%) In3. Cum z,, = In x,, urmeaza ca

(1-4)m3 _ eln3(172i”) _ 3%

2.1.2 Subsiruri ale unui sir dat

Numim subsir al sirului (x;,),>0 un sir (x, ),>0 ai carui termeni sunt elemente ale
multimii termenilor sirului (x,),>0, A = {X0, X1, ..., Xn, ...}, cu ko < k1 < kp <
e <ky.

Cum un subsir (i, ),>0 nu contine neapdrat toti termenii sirului initial (x,) >0,
urmeaza cd k, > n pentru orice n € IN.

Exemple
Fie sirul (x,,),>0. Atunci subsirul (x2,,),>0: X0, X2, X4, - - ., X25, - . . S€ nUMeste subgirul
termenilor de rang par ai sirului. Subsirul (X2,11)n>0: X1,X3,X5,..., X241, ... S€
numeste subsirul termenilor de rang impar ai sirului. Un alt subsir este (x,+3)n>0:
X3, X4, X5, . . ., obtinut prin eliminarea primilor trei termeni ai sirului.

Cum pentru orice k € IN* putem construi sirul (X, )n>0: X0, Xk, X2k, - - - » Xk - - -
al termenilor de rang divizibil cu k, urmeaza ca orice sir are o infinitate de subsiruri.



34 Capitolul 2 SIRURI DE NUMERE REALE

2.1.3 Siruri marginite

Fie unsir (x,),>0 de numererealesi A = {xg, x1,..., Xy, ...} multimea termenilor
sdi. Vom spune ci (x,),>0 se numeste mdrginit dacd A este marginitd, respectiv
cd (xn)n>0 este mdrginit superior (respectiv mdrginit inferior) dacd A este majorata
(respectiv minoratd). Un sir care nu este marginit (respectiv nu este marginit
superior sau nu este marginit inferior) se numeste nemdrginit (respectiv nemdrginit
superior sau nemdrginit inferior).

Conform caracterizdrii multimilor marginite, aplicatd multimii A a termenilor

sirului, se obtin urmatoarele proprietati.
Teorema 2.1. Fie sirul de numere reale (x,) >0

1. (xn)n>0 este mdrginit superior daci si numai dacd existd b € R astfel ca x, < b
pentru orice n € IN.

2. (xn)n>0 este mdrginit inferior dacd si numai daci existd a € R astfel ca a < x,
pentru orice n € IN.

3. (xn)n>0 este marginit dacd si numai dacd existid a,b € Roastfelcaa < x, < b
pentru orice n > 0 dacd si numai dacd existd M > 0 astfel ca |x,| < M pentru

orice n € IN.

Exemple 1. (xn)n20/ Xn = sin% este marginit, deoarece —1 < x,, < 1 pentru
oricen € IN.

2. (Xn)n>0,%n =2+ # este marginit, deoarece |x,| < 3 pentru orice n € IN.

3. (Xn)n>0, Xn = 47 este marginit, deoarece conform inegalitatii lui Bernoulli,
3" = (142)" > 1+ 2n, deci i < % Se obtine cd 0 < x,, < % pentru orice
n € IN.

4. (xn)n>0, Xn = (—1)"n nu este marginit, nefiind nici marginit inferior, nici
madrginit superior.
Aplicand operatorul de negatie logica afirmatiilor din teorema de mai sus

obtinem urmatoarea teorema de caracterizare a sirurilor nemarginite.

Teorema 2.2. Fie sirul de numere reale (Xy)y>0-
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1. (xn)n>0 este nemdrginit superior daci si numai daci pentru orice b € R existid un
rang n, € N astfel ca x, > b.

2. (xn)n>0 este nemdrginit inferior dacd si numai daci pentru orice a € R existd un
rang n, € N astfel ca x, < a.

2.14 Siruri monotone

Fie un sir de numere reale (x,),>0. Spunem cd (x,),>0 este crescitor (respectiv
strict crescitor) dacd x, < x,41 pentru orice n > 0 (respectiv x, < x,41 pentru
orice n > 0), adicd orice termen al sirului este mai mic (respectiv strict mai mic)
decat termenul care-1 succede.

De asemenea, spunem cd (x,),>0 este descrescitor (respectiv strict descrescitor)
dacd x, > x,41 pentru orice n > 0 (respectiv x, > x,,41 pentru orice n > 0), adica
orice termen al sirului este mai mare (respectiv strict mai mare) decat termenul
care-1 succede.

Un sir (x,),>0 crescator sau descrescdtor se va numi sir monoton, iar un sir
(xn)n>0 strict crescdtor sau strict descrescitor se va numi sir strict monoton. De-
sigur, orice sir strict monoton este si monoton; nu si reciproc.

Pentru a preciza monotonia unui sir (X, ), >0 se pot folosi urmdtoarele metode.

Studierea semnului diferentei x,, 11 — xp,.

e Daci x,11 — x, > 0 pentru orice n > 0, atunci (x,),>0 este crescitor.

e Dacd x, 11 — x, < 0pentruorice n > 0, atunci (x,),>0 este descrescator.
Compararea raportului x;—:l cu 1, daci (x,),>0 este un sir cu termeni strict pozitivi.

< X . . o
e Daca ’;—“ >1 pentru orice n > 0, atunci (xn)n>0 este crescator.
- >

e Dacid x’;c—:l < 1 pentru orice n > 0, atunci (x,),>0 este descrescdtor.

Folosind inegalitati stricte in locul inegalitdtilor nestricte se obtin criteriile core-
spunzatoare de monotonie stricta.

Legatura intre monotonia si marginirea unui sir

Daca (xy,),>0 este un sir crescator, atunci

Xo<x1<x<...<x, <.,
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deci xp < x, pentru orice n € IN, iar (x,),>0 este marginit inferior de primul
termen Xxg.

Similar, dacd (x,),>0 este un sir descrescitor, atunci

X022 X1 2X 2 ... 2 X 2

- - - 7

deci xg > x, pentru orice n € N, iar (x,),>0 este marginit superior de primul
termen xp. Au loc atunci urmatoarele proprietati.

Teorema 2.3. Fie (xy,),>0 un sir.
1. Dacd (xy)u>0 este crescitor, atunci el este mirginit inferior.

2. Dacd (xn)n>0 este descrescitor, atunci el este mirginit superior.

2.2 Siruri cu limita

Notiunea de limita este unul dintre cele mai importante concepte ale analizei
matematice, precizand tendinta termenilor unui sir de a se apropia de un anumit
numadr (cazul sirurilor cu limita finitd), sau de a deveni oricat de mari, respectiv
oricat de mici (cazul sirurilor cu limitd infinita).

Fie (x)u>0 un sir de numere reale. Spunem ca (xy,),>0 are limita | € R daca
orice vecindtate V € V(I) lasd in afara ei cel mult un numair finit de termeni ai
sirului, adicd exista un rang ny € IN astfel ca x,, € V pentru orice n > ny (altfel
spus, vecindtatea V contine toti termenii sirului de la rangul ny incolo). In acest
caz, vom nota x, — [ pentru n — oo sau nlgrolo xp = I, spunandu-se si cd sirul
(Xn)n>0 (sau termenul sdu general x,,) tinde la I.

Se poate observa cd addugarea sau eliminarea unui numar finit de termeni
ai sirului nu-i schimba acestuia natura de a avea sau nu limita si nici limita, daca
aceasta exista, putandu-se modifica doar rangul incepand cu care termenii sirului
apartin unei vecindtati date.

Exemple 1. Un sir constant (x,),>0: X, = ¢, ¢ € R, este convergent la c,

intrucat orice vecindtate V € V(c) contine toti termenii sirului.

2. Sirul (x4)y>0: Xy = n are limita +oco. Pentru a demonstra acest lucru,
observam cd orice vecindtate V € V(+4o0) contine un interval de forma
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(My, +c0]. Fie ny = [My| + 1. Atunci ny > M, deci x,,, € (M, +o0] C V.
Analog, x, € V pentru orice n > ny, deci (x,),>0 are limita +oo.

3. In mod aseméndtor se poate demonstra cd sirul (x,),>0: X, = —n are limita

—0Q,
Unicitatea limitei unui sir
In cele ce urmeaz3, se va observa mai intai ci limita unui sir, daca existd, este
unica.
Teorema 2.4. Fie (xy,),>0 un gir. Daci ;111—I>r<>lo xp =11 € Rsi nh_r)r(}o X, =l € R, atunci

I, = by,

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca I; # I;. Conform pro-
prietatii de separatie Hausdorff, /1 si [, pot fi separate prin vecinatati, adica exista
Vi € V() si Vo € V() astfel ca Vi NV, = @. Cum atat [y cét si I, sunt lim-
ite ale sirului (x,),>0, urmeaza ca exista doud ranguri ny, si ny, € IN astfel ca
xn € Vi pentru orice n > ny,, respectiv x, € V, pentru orice n > ny,. Urmeaza
cd x, € V3NV, pentru orice n > max(nvl,nvz), ceea ce contrazice faptul ca
Vinv, =0Q@. [

Este usor de observat cd proprietdtile de monotonie si marginire se transmit
de la un sir catre subsirurile sale. Astfel, daca un sir este monoton, orice subsir
al sdau este de asemenea monoton, cu acelasi sens de monotonie, iar daca un sir
este marginit, orice subsir al sdu este de asemenea marginit, multimea termenilor
subsirului fiind inclusd in multimea (marginitd) a termenilor sirului. Pe aceeasi
linie de gandire, proprietatea unui sir de a avea limita se transmite de asemenea
catre subsirurile sale.

Teorema 2.5. Fie (x,),>0 un sir de numere reale. Daci lim x, = | € R, atunci orice

n—oo

subgir (xx, )n>0 al sidu are aceeasi limitd.

Demonstratie. Fie (xi,),>0 un subsir al lui (x,),>0 si fie V € V(I) o vecinitate
arbitrard a lui I. Deoarece lim x, = I, V contine toti termenii sirului (x,),>0 de
la un rang incolo, adica e;li;tog ny € N astfel ca x, € V pentru orice n > ny.
Deoarece k;, > n pentru orice n € IN, urmeaza ca k,,, > ny si deci x;, € V pentru
ky > ky,, de unde V contine toti termenii subsirului (xy, ),>0 de la rangul k;,,

incolo. Cum V era arbitrard, urmeazd ca lim x; =l |

n—oo
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Conform teoremei de mai sus, se observa cd dacd un sir (x,),>0 are doud
subsiruri care tind la limite diferite, atunci el nu are limitd, deoarece daca (xy),>0
ar avea limita [, atunci si cele doua subsiruri ar avea aceeasi limita /.

Exemplu

Sirul (x4)y>0: X» = (—1)" nu are limitd, deoarece subsirul termenilor de rang par
(X21)n>0t X2n = 1 si subsirul termenilor de rang impar (X2,11)n>0: X2n41 = —1
au limitele diferite [y = 1, respectiv I, = —1.

2.2.1 Siruri convergente

Un sir (x,),>0 cu limitd finitd [ se numeste sir convergent, spunandu-se si ca
(xn)n>0 este convergent citre I. Orice sir care nu este convergent se numeste di-
vergent.

In acest sens, sirurile divergente pot fi deci siruri cu limitd infinitd sau siruri
fara limita. In plus, orice subsir al unui sir convergent este convergent la aceeasi
limita ca si sirul initial, conform Teoremei 2.5. De aici, dacd un sir (x;),>0 contine
un subsir cu limita infinita, sau doud subsiruri cu limite diferite, atunci el este
divergent.

Exemplu

(="

Sirul (x)p>0: Xn = L »——n este divergent, deoarece subsirul termenilor de rang

par (x2,)n>0: X2, = 21 are limita +oo.
Caracterizarea analiticd a limitei unui sir

Definitia cu vecindtati a limitei unui sir, desi utild teoretic, este greu de veri-
ticat sau folosit in aplicatii. Vom prezenta in cele ce urmeaza cateva caracterizari
echivalente cu un pronuntat aspect numeric, utile pentru demonstrarea unor pro-
prietdti verificabile practic. Mai intdi, este abordatd situatia sirurilor convergente.

Teorema 2.6. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale si | € R. Atunci (x,),>0 este con-
vergent citre | dacd si numai dacd pentru orice € > 0 existd un rang n. € IN astfel incat
|xn — 1| < € pentru orice n > n.

Demonstratie. ,,=” Fie lim x;,, = I. Fie de asemenea ¢ > 0 arbitrar. Pentru acest
n—oo

¢, vom considera V; = (I —¢,] + ¢€) o vecindtate a lui /. Conform definitiei limitei

unui sir, existd un rang ny, (notat in continuare n;) astfel ca x, € V; pentru orice
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n > ne. Atuncil — e < x, < | + € pentru orice n > ng, de unde |x, —I| < € pentru
orice n > n,.

,<=" Presupunem c4d sirul are proprietatea din enunt si fie V o vecindtate ar-
bitrara a lui [. Aceastd vecindtate contine un interval deschis centrat in [, adica
existd ¢ > 0 astfel cd (I —¢,1+¢€) C V. Pentru acest ¢, conform proprietitii din
enunt, existd un rang n, € N astfel incét |x, — | < € pentru orice n > n,, de unde
xy € (I —¢1+¢) C V pentru orice n > n,. In concluzie, vecinatatea V contine
toti termenii sirului de la rangul 7, incolo. |

De fapt, proprietatea din enuntul Teoremei 2.6 este echivalentd cu proprietatea
de definitie a sirurilor convergente, putand fi folosita in locul acesteia pentru
definirea notiunii de sir convergent.

Exercitiu

Fie (xy)n>0: X0 = znnjf. Aratati ca nlgl(}oxn = 2.
Solutie

Fie ¢ > 0 arbitrar. Au loc relatiile

cu conditia ca

1 1 1
—<s(:>n—|—254:>n>g—2.

n+2
Atunci
me=[-2+1=[]-1,
3 e
iar pentrun > ng, |x, — 2| < ¢, de unde nlgro}oxn = 2. [ ]
Exercitiu

Fie (x,),>0 un sir convergent de numere intregi. Ardtati ca (x,),>0 este constant
de la un rang incolo.

Solutie

Fie limx, = [ € R. Pentru ¢ = 1, existdi n, € N astfel ca |x, — 1| < }

Jim, ¥ 3
. . 1 1 . .

pentru orice n > ng, deci x, € (I — o+ Z) pentru orice n > n,. Cum intervalul

(I— 1,1+ 1) are lungime 3, el nu poate contine decat un singur numar intreg, deci

(xn)n>0 este constant incepand cu rangul n,, termenii si fiind egali cu numaérul

intreg respectiv. |
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In continuare, este abordata situatia sirurilor cu limitd infinitd, observandu-se
cd sirurile cu limita +-co au termeni ,,oricat de mari” de la un rang incolo, respectiv

sirurile cu limita —co au termeni ,,oricat de mici” de la un rang incolo.
Teorema 2.7. Fie (x,),>0 un sir de numere reale. Atunci

1. (xn)n>0 are limita oo dacd si numai dacid pentru orice M > 0 existd un rang
ny € IN astfel ca x, > M pentru orice n > npy.

2. (xn)n>0 are limita —oo dacd si numai dacd pentru orice M > 0 existd un rang
ny; € IN astfel ca x, < —M pentru orice n > ny,.
Demonstratie. 1. ,,=" Fie nl1_r>ro10 X, = —+oo. Fie de asemenea M > 0 arbitrar.
Pentru acest M, vom considera Vy; = (M, +o0] o vecinitate a lui +oc0. Conform
definitiei limitei unui sir, existd un rang ny,, (notat in continuare 7)) astfel ca
xp € Vp pentru orice n > ny;. Atunci x, > M pentru orice n > ny, ceea ce
trebuia demonstrat.

1. ,,<” Presupunem c4 sirul are proprietatea din enunt si fie V o vecinatate
arbitrard a lui +oco. Aceastd vecindtate contine un interval de forma (M, +oo|;
fara a restrange generalitatea, M poate fi luat pozitiv. Pentru acest M, conform
proprietatii din enunt, existd un rang n); € IN astfel incat x,, > M pentru orice
n > nyy, deunde x, € (M, 0] C V pentru orice n > ny. In concluzie, vecinitatea
V contine toti termenii sirului de la rangul 1, incolo.

Demonstratia celei de-a doua afirmatii este asemdnatoare. [

Exercitiu

. 2 e e s
Fie (xy)n>0t Xn = %ﬁ Aratati ca nll_r&xn = +o0.
Solutie

Fie M > 0 arbitrar. Au loc relatiile

2
= 1+ —=
X, =n+1+ 1>M

cu conditia ca
n+1>Me&n>M-1.

Atunci ny = [M — 1] +1 = [M], iar pentru n > ny, x, > M, de unde lim x,, =

n—oo

~+o00. [ |
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Siruri cu limita 0

In aceste conditii, studiul sirurilor convergente cirora le este cunoscuta limita
poate fi redus la studiul unor siruri convergente la 0, observandu-se cd un sir
(xn)n>0 are limita / € R dacd si numai dacd diferenta dintre sir si limita sa tinde
la 0; acesta este doar un alt fel de a spune cd termenii unui sir convergent devin

,,apropiati” de limita sirului de la un rang incolo.

Teorema 2.8. Fie (x,,),>0 un sir de numere reale si | € R. Atunci lim x,, = [ daci si

n—oo
numai dacd lim (x, —1) = 0.
n—oo
Demonstratie. Conform teoremei de caracterizare a sirurilor convergente (Teo-
rema 2.6),

lim x, = | < Ve > 0 3n, astfel incét |x, — | < e Vn > n,

n—oo
& Ve > 0 Jng astfel incat |(x, —1) — 0| < e Vn > n,

n—oo

Proprietatea de pastrare a semnului

Se poate observa cd termenii unui sir cu limitd au, cu exceptia eventuald a

unui numar finit dintre ei, acelasi semn cu limita sirului.

Teorema 2.9. Fie (x;,),>0 un sir de numere reale cu limita | € R.
1. Daci | > 0, atunci toti termenii sirului sunt strict pozitivi de la un rang incolo.
2. Dacil < 0, atunci toti termenii sirului sunt strict negativi de la un rang incolo.
3. Daci | # 0, atunci toti termenii sirului sunt nenuli de la un rang incolo.

Demonstratie. 1. Dacd | = oo, alegem M = 1 in Teorema 2.7 si obtinem c4d exista
n; € N astfel ca x, > 1 pentru orice n > nj, de unde concluzia. Dacd ! € R,
ludnd ¢ = %, obtinem c& existd n, € IN astfel ca |x, — | < % pentru orice n > ng,
deci —% <x,—1< %, sau % <xp < 371 pentru orice n > ne. Cum [ > 0, urmeaza
cd x, > 0 pentru orice n > n,.

Cea de-a doua proprietate se demonstreazd analog, iar cea de-a treia se obtine
prin combinarea primelor doua. |
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Siruri cu limita infinita

Teorema 2.10. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale.

1. Dacd lim x, = 400 (respectiv lim x,, = —o0), atunci lim xi =0.
n—oo n—oo n—oon
2. Daci lim x, = 0, iar x, > 0 (respectiv x, < 0) de la un rang incolo, atunci
n—oo
lim L = +o0 (respectiv lim 1 - —0).
n—ooXn n—ooXn

Demonstratie. 1. Presupunem cd lim x, = co. Fie ¢ > 0 arbitrar. Deoarece

n—oo

lim x;,, = 400, existd un rang n; € IN astfel ca x,, > % pentru orice n > ny. Atunci

n—oo

0< % < e pentru orice n > ny. Cum ¢ era arbitrar, urmeaza cd lim xl = 0. Daca

n—ootn

lim x, = —oo, demonstratia este analoaga.
n—oo

2. Presupunem ca existd un rang n; € N astfel ca x,, > 0 pentru orice n > njy.
Fie M > 0 arbitrar. Cum lim x,, = 0, urmeaza ca exista un rang np € IN astfel ca

n—oo

|x, — 0] < % pentru orice n > np. Atunci

1 .
0<x, < i pentru orice n > max(ny, ny),

1

deci -~ > M pentru orice n > max(ny,n3). Cum M era arbitrar, urmeaza ca
n

lim - = +o0. Daca x, < 0 de la un rang incolo, demonstratia este analoagi. M

n—oon

Rezulatele teoremei de mai sus pot fi prezentate sub forma prescurtata

1 1 1

:0/ —:0 —:+OO/ = —0Q.

7

+o00 —o0 0+ 0—

Cu ajutorul Teoremei 2.6, se poate acum obtine urmadtorul rezultat frecvent
folosit in aplicatii.

Teorema 2.11. Fie (x,,),>0 un sir monoton crescitor de numere reale care este nemdrginit
superior. Atunci

. |
lim x,; = +o00, lim — =0.
n—oo n—oo Xy

Demonstratie. Fie M > 0 arbitrar. Cum (x,),>0 este nemérginit superior, exista
ny € N astfel ca x,,, > M, iar deoarece (x;),>0 este monoton crescdtor, urmeaza
ca x, > M pentru orice n > nj;. Conform Teoremei 2.7, nlgr.}o X, = +oo. Pentru
a demonstra cea de-a doua parte a teoremei, se poate folosi Teorema 2.10, sau
rationamentul de mai jos.
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Fie acum ¢ > 0 arbitrar si fie M1 = <. Cum lim x,, = 400, urmeaza ca exista

n—oo

ny, € IN astfel ca xn > M; pentru orice n > ny,. De aici, - > 0 pentru orice
n = npy. In plus = < M = ¢ pentru orice n > ny,. De aici, |%| < e pentru orice
n > nyy,, de unde llmx— =0. |

n—ootn
Cu un rationament asemanadtor, se poate demonstra si urmdtoarea teorema

complementara celei de mai sus.

Teorema 2.12. Fie (x,,),>0 un sir monoton descrescitor de numere reale care este nemdrginit
inferior. Atunci

limx,;, = —o0, lim— =0.
n—oo n—>ooxn
ok 1 2
Exemple Pentru k € (0,00), lim n" = oo, lim — = 0. De exemplu, lim n° = oo,
n—00 n—ooy n—00
1
lim — =0
n—oo./n

1 1
Pentru g > 1, lim 4" = oo, lim — = 0. De exemplu, lim 5" = oo, lim _— = 0.

n—o00 n—>ooq n—o00 n—>002

Pentrug € (0,1), 11mq = 0 (deoarece p = = > 1,iar lim - o (= limg") =0).

n—oo n—oo

2
nl1_r>ro10\/n +n+1=+oo, hrr.}o ﬁunﬂ

Criterii de majorare-minorare

Conform teoremei anterioare, pentru a ardta cd limita unui sir (x,),>0 este
I € R, poate fi studiatd diferenta dintre termenii sirului si limita acestuia. Teo-
rema urmadtoare afirma faptul cd dacd aceastd diferentd poate fi estimatd potrivit,
cu valori din ce in ce mai mici (#,, de mai jos poate fi inteles ca o eroare de aprox-
imare), atunci intr-adevar sirul (x,),>0 are limita /.

Teorema 2.13. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale si | € R. Daci existid un sir (&) >0
de numere reale pozitive si un rang oarecare ng € IN astfel ca

|xn — 1| < &y, pentru orice n > ng, iar lima, =0

n—oo

atunci lim x;,, = [.

n—oo
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Demonstratie. Fie ¢ > 0 arbitrar. Cum (), >0 este convergent la 0, urmeaza ca
existd n, € IN astfel ca |a, — 0| < € pentru orice n > n,. De aici, |x, — | < a, < ¢

pentru orice n > max(ng, n,), iar lim x,, = [. [ ]
n—oo
Exercitiu
Fie sirul (x,),>0: Xy = Zlfjf. Aratati cd lim x, = 2.
- n—o0

Solutie
Are loc relatia

iar lim 0,

— 2| = =
ln = 2| = 7, far lim -~

deoarece (x,);>0: Xn = 1 + 1 este un sir crescédtor si nemdrginit superior. De aici,

lim x,, = 2. [ |
n—oo
Exercitiu
Fie sirul (xy,),>1: Xp = % Demonstrati cd lim x,, = 0.
- n—oo
Solutie
Au loc relatiile
sinn 1 .
—O‘ < —,jar im— =0
n n n—ocon

deci lim x;,, = 0. [ |

n—oo

Se va observa acum cd dacd termenii unui sir (x,),>0 pot fi minorati cu ter-
meni ,,oricat de mari” ai unui sir (a,),>0 (i-e. (an)n>0 are limita 4+o0), atunci ei
sunt de asemenea ,,oricat de mari” (i.e. (x),>0 are tot limita +o0). De asemenea,
daca termenii unui sir (x),>0 pot fi majorati cu termeni ,,oricat de mici” ai unui
sit (bn)n>0 (i-e. (bn)n>o0 are limita —o0), atunci ei sunt de asemenea ,,oricat de
mici” (i.e. (x4),>0 are tot limita —o0).

Teorema 2.14. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale.

1. Dacd existd un sir de numere reale (ay),>0 cu proprietatea ci lim a, = +o0 si un
- n—aoo
rang n, € N astfel ca a, < x,, pentru orice n > ng, atunci lim x, = 4oo.

n—oo

2. Dacii existd un sir de numere reale (b, ) >0 cu proprietatea ci lim b, = —oo i un

n—oo

rang n, € N astfel ca x, < b, pentru orice n > ny, atunci lim x, = —oo.

n—oo
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Demonstratie. 1. Fie (a,),>0 cu proprietatea cd lima, = 400 si fie M > 0 ar-
- n—oo
bitrar. Existd atunci un rang ny, astfel ca a, > M pentru orice n > ny;. De

aici, x, > a, > M pentru orice n > max(ng,ny;), de unde limx, = +oo.
n—oo
Demonstratia celei de-a doud proprietdti este asemandtoare. u
Exercitiu
Fie sirul (x,),>0: x» = n + (—1)". Demonstrati cd lim x,, = oo.
- n—oo

Solutie

Are loc inegalitatea x, > n — 1 pentru orice n > 0, iar lim (n — 1) = oo, de

n—oo

unde concluzia. |

Exercitiu

Fie sirul (x),>0: xp = % + % +...+ \/Lﬁ Demonstrati cd nli_r}r;oxn = 0.

Solutie

Mai intai, sd observam ca

1 2
S ——
Vk T VE+VEk+1

deci, prin sumare dupd k dela1lan,

2(vVk+1 — Vk) pentru orice k > 1,

xy >2(Vn+1—1) pentru oricen > 1,

iar cum lim2(yv/n+ 1 —1) = oo, urmeaza concluzia. [

n—oo
Siruri continand functia modul
Prezentam in continuare cateva consecinte ale Teoremei 2.13, exprimand fap-
tul ca functia modul pastreaza convergenta sirurilor.

Teorema 2.15. Fie (x,),>0 un sir de numere reale. Atunci

1. Daci lim x, =1, iar | € R, atunci lim |x,| = 1.
n—oo

n—oo

2. Dacii lim x, = 0, atunci lim |x,| = 0.
n—oo

n—oo

3. Daci lim |x,| = 0, atunci lim x,, = 0.
n—oo n—oo
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Demonstratie. 1. Fie limx,, = I € R si fie ¢ > 0 arbitrar. Exista atunci n, € IN
n—oo

astfel ca |x, — I| < e pentru orice n > n,. Cum
||xn| — |1]] < |xn — 1| < € pentru orice n > n,,

conform inegalitatilor modulului, urmeaza cd lim |x,| = I. Cea de-a doua afirmatie
n—oo
rezulta din prima pentru / = 0.

3. Fie lim |x,| = O si fie ¢ > 0 arbitrar. Existd atunci n, € IN astfel ca ||x,| —
n—oo

0| < e pentru orice n > n,. Deoarece ||x,|| = |x,|, urmeaza cd |x, — 0| < e pentru
orice n > ng, deci lim x,, = 0. [ |
n—oo

Se va observa cd reciproca primei afirmatii nu este adevdrata. In acest sens, fie
(Xn)n>0: Xn = (—1)". Atunci |x,| — 1 pentru n — oo, dar (x,),>0 nu are limita.
De asemenea, dacd (x,),>0 este un sir de numere reale astfel ca lim x, = —oo,

n—oo

atunci lim |x,| = +00, cu un rationament asemanator celui de mai sus.
n—oo

Limita sirului (4"),>0

Din cele de mai sus, se obtine ca

lim q" = O pentrug € (—1,1).

n—oo
Acest lucru a fost observat deja pentru g € (0,1), conform Teoremei 2.11. Pentru
g € (—1,0), |g"| = |q|", iar |q| € (0,1), deci nlingo|q”| = 0, de unde nlirr;oq” =0,

conform celei de-a treia proprietdti de mai sus. In fine, proprietatea este evidenta

pentru g = 0.

Fie acum g € (—o0, —1). Cum g?" — ooiar g*"*! — —o0, urmeaza cd nu exista
lim g". Se observa in mod analog ca nu existd lim 4" nici pentru g = —1.
n—oo n—oo

Discutia de mai sus poate fi sistematizatd sub urmdtoarea forma prescurtata

(nu existd, dacdg < —1
o 0, dacig € (—1,1)
lim g" = .
e 1, dacig =1

+o00, dacd g > 1
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2.2.2 Proprietiti ale sirurilor cu limita

Teorema ce urmeaza, numita si teorema de trecere la limitd in inegalitdfi exprima
faptul ca inegalitdtile (nestricte) dintre termenii a doud siruri se pastreaza prin
trecere la limita.

Teorema 2.16. Fie doud siruri (xn)u>0 $i (Yn)n>0 cu proprietdtile
1. Existd un rang ng astfel ca x, <y, pentru n > ny.

2. limx, =x€R, limy, =y € R
n—oo

n—oo

Atunci x < y.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca x > y. Conform pro-
prietétii de separatie Hausdorff, x si y pot fi separate prin vecinatati, adica exista
Vi € V(x)siVy, € V(y) astfel ca Vy NV, = @ (si deci z1 > z5 pentru orice z; € Vy
sizp € Vy).

Conform definitiei limitei, existd n, € IN astfel ca x, € Vy pentru n > n, si
ny € N astfel cay, € Vj pentru n > ny, ambele relatii fiind satisfacute pentru
n > max(ny,n,). Rezultd de aici ca x, > y, pentru orice n > max(ny,ny),
contradictie. [

Inegalitatile nestricte dintre termenii a doud siruri nu se pastreaza neaparat

prin trecere la limitd. Aceasta se poate observa considerand sirurile (x,),>0: X =
nL+2 si (Yn)n>0t Yn = n%rl, pentru care x, < y, pentru orice n > 0, dar lim x, =

n—oo
limy, = 0.
n—oo

Teorema de mai jos, numita si teorema clestelui, ne permite sa calculdm limita

unui sir care poate fi incadrat intre alte doud siruri avand aceeasi limita.
Teorema 2.17. Fie trei siruri de numere reale (ay) >0, (Xn)n>0, (bn)n>0 cu proprietitile
1. Existd un rang ng astfel ca a, < x, < by, pentru n > ny.
2. lima, = limb, =1 € R.
n—oo n—o0

Atunci existd lim x,,, iar lim x,, = L.

n—oo n—oo
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Demonstratie. Dacd | = +oo, atunci lim x, = +oo, folosind faptul cd a, < x;,
pentru orice n > ny, nlgl(}o a, = +oosi Tg(;éoma 2.14. Pentru situatia in care /| = —oo
se rationeazd analog.

Fie acum | € R. Existd atunci doud ranguri n,, n, € N astfel ca |a, — | < ¢
pentru orice n > n,, respectiv |b, — I| < € pentru orice n > n;,. Urmeaza atunci

ca
—e<ap—1<x,—1<b,—1<epentrun > max(n, ny, np),
de unde lim x,, = I. [ |
n—oo
Exercitiu
. . . 1 o . v 1. o
Fie sirul (x)p>1: xp = 2t n2+2 + ...+ n2+ . Aratati ca nlglgoxn =0.
Solutie
Observam ca dintre cei n termeni continuti in suma care defineste x,, 1121?
C e 1 . S %, 1 )
este cel mai mic, iar —y~ 7 este cel mai mare. Urmeazd cdn - .y~ < xy <n- 7,
deci
< < 1
x J—
n+1- """ n2+1
iar deoarece hm A — hm = 0, urmeazd cd de asemenea lim x, = 0, (x;,),>1
o1 Nn—ooll n—oo -
fiind mcadrat intre sirurile (1 T )n>1s (1),>1 cu limita 0. [

2.2.3 Relatii intre convergenta, monotonie si marginire

In cele ce urmeazd, vom studia relatiile dintre proprietdtile de monotonie, marginire

si convergentd.
Teorema 2.18. Orice sir convergent este mirginit.

Demonstratie. Fie (x,),>0 astfel ca lim x; = I € R. Punand ¢ = 1 in Teorema
2.6, obtinem céd existd n; € N astfel incat |x, — | < 1 pentru orice n > ny, sau
I -1 < x; <1+ 1 pentru orice n > ny. Pentru a obtine inegalitdti valabile si
pentru xo, X1, ..., X, 1, Observdm cd, pentru orice n > 0,

min(xg, X1, ..., X, -1,1 — 1) < xy <max(xo,xq,...,Xp 1,1+ 1)
deci (xy,)n>0 este marginit. |

Teorema 2.19. Orice sir nemdirginit este divergent.
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Demonstratie. Se aplicd operatorul de negatie logicd propozitiei de mai sus. W

Exemple 1. Nu orice sir marginit este convergent.
Sirul (xn)n>0: xn = (—1)" nu este convergent, deoarece subsirul terme-
nilor de rang par (x2,)n>0: X2, = 1 si subsirul termenilor de rang impar
(X2n41)n>0t X2n41 = —1 au limitele diferite [; = 1, respectiv [, = —1. In
schimb, (x,),>0 este marginit, deoarece —1 < x,, < 1 pentru orice n > 0.

2. Nu orice gir convergent este monoton.

. —1)" .
Sirul (x4)p>00 xn = % este convergent la 0, deoarece |x,| = %, iar
lim % = 0, dar nu este monoton, luand alternativ atat valori pozitive, cat si
n—oo
negative.

3. Nu orice sir monoton este mdrginit.
Sirul (x,)n>0: Xxn = 2n+ 1 este monoton, dar nu este marginit, fiind nemarginit
superior.

4. Nu orice sir mdrginit este monoton.
Sirul (x)n>0: xp = (—1)" este méarginit, dar nu este monoton, ludnd alter-
nativ atat valori pozitive, cat si negative.

Teorema 2.20. Orice sir monoton gi mdirginit este convergent.

Demonstratie. Vom demonstra in cele ce urmeaza cd orice sir (x,),>0 mono-
ton crescator si marginit superior este convergent. In acest scop, sa observam
cd multimea A = {xg,x1,...,Xy,...} a termenilor sdi este marginitd, deoarece
sirul (xy),>0 este marginit. Fie atunci | = sup A, care este numadr real, deoarece
A este madrginitd. Vom ardta in continuare cd [ este limita sirului (x),>0.

In acest scop, fie ¢ > 0 arbitrar. Deoarece | = sup A, conform Teoremei 2.7,
existd x € A astfel ca x > [ —e. Cum x € A, existd un rang ny € IN astfel ca
X = Xy,, deci x,, > | — € si, deoarece (x,),>0 este monoton crescator, x,, > | — ¢
pentru orice n > ng. Deoarece | = sup A, urmeaza cd x, < [ pentru orice n > 0.
Combinand aceste relatii, urmeaza ca I —e < x < [ pentru orice n > ng, deci
|x, — 1| < € pentru orice n > ny. Cum ¢ era arbitrar, urmeaza ca 7}1_{%0 x, = L.
Dacid (x,),>0 este monoton descrescitor si marginit inferior, demonstratia este
analoaga. n
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Din cele de mai sus, se observa de asemenea ca toti termenii unui sir mono-
ton crescdtor si marginit superior (x,),>o sunt mai mici sau egali cu valoarea !
a limitei sirului. Similar, toti termenii unui sir monoton descrescator si marginit
inferior (x,),>0 sunt mai mari sau egali cu valoarea limitei sirului.

Exercitiu
Fie sirul (x),>1: Xy = 112 + 2% + ...+ # Ardtati cd (x,),>1 este convergent.
Solutie

Vom ardta cd (x,),>1 este monoton si marginit. In acest scop, sd observam
cd, deoarece X, 1 — Xy = —— > 0, sirul (xn)n>1 este strict crescdtor, deci si

(n+1)2
1 1 1

T . 1 o 1 . .
marginit inferior. De asemenea, = < A1) — w1 " n pentru orice n > 2, deci

x<1—i—1—1+1—1+ + LI <1+1—2
"2 1 2 2 3) n—1 n 12 1 7

iar (x,),>1 este si marginit superior. Fiind monoton si mdrginit, (x,),>1 este

convergent. [ |

Combinand Teorema 2.11, Teorema 2.12 si Teorema 2.20, obtinem urmatorul
rezultat, care precizeaza existenta limitei unui sir monoton.

Teorema 2.21. Orice sir monoton (xy),>o are limitd, finitd sau nu.

2.2.4 Operatii cu siruri convergente

In cele ce urmeazd, se va observa cd proprietatea unor siruri de a fi convergente
se pastreazd dupa efectuarea operatiilor uzuale de sumd, diferentd, produs cu o
constantd, produs termen cu termen, iar in anumite conditii se pastreaza si dupa

efectuarea inverselor sau a raportului termen cu termen.

Teorema 2.22. Fie (xy,),>0 $i (Yn)n>0 doud siruri convergente de numere reale astfel ca
lim x, = x, lim y, = y. Atunci sirul sumd (X, + Yn)n>0, sirul produs cu o constanti
n—oo n—oo -

(cxn)n>0, ¢ € R, si sirul produs (XuYn)n>0 sunt convergente, iar daci x # 0 atunci i
sirul inverselor (xl_n)nzo este convergent. In plus, au loc relatiile

1. lim (x, +yn) = limx, + limy, =x+y
n—oo n—oo n—oo
(limita sumei este egald cu suma limitelor).
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2. lim (cxy) = clim x, = cx
n—oo n—oo

(operatia de inmultire cu o constantid comutd cu operatia de calculare a limitei).
3. i, (nyn) = livg - 1y = xy

(limita produsului este egald cu produsul limitelor).
4 im s = T, = o dect Jim #0

(limita inverselor este egald cu inversa limitei).

Demonstratie. 1. Fie ¢ > 0 arbitrar. Deoarece limx, = x, limy, = y, existd
n—oo

n—oo

rangurile n}, n? € IN astfel ca

€ .
vy — x| < 5 pentru orice 1 > nl

8 .
lyn —y| < 5 pentru orice n > nz.

Atunci, pentru orice n > max(n},n?),

e €
|(xn +yn) — (x +y)| < |xn — x| + |yn —y| <§+§<€-

Cum ¢ era arbitrar, urmeaza cd lim (x, + y,) = x +y = lim x,, + lim y,.
n—oo n—oo n—oo
2. Dacd ¢ = 0, (cxy)y>0 este constant nul, fiind deci convergent la 0. Fie acum
¢ # 0. Fie deasemenea ¢ > 0. Existd atunci rangul n, € IN astfel ca

€ .
|x, — x| < — pentru orice n > n,.
c]
Atunci, pentru orice n > n,,

lexn — cx| = |c||xn — x| < |c] = =,

€
]
deci lim (cx,) = cx = clim x,,.
n—00 n—oo
3. Mai intdi, se observa cd au loc inegalitdtile
|[Xnyn — xy| < |Xuyn — Xy + X0y — xy| < |XnYn — Xny| + X0y — xy|
< |xnllyn =yl + [xn = x|[yl.

Cum (xy),>0 este convergent, el este si marginit, deci existdi M > 0 astfel ca
|x,| < M pentru orice n > 0.
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Fie ¢ > 0. Existd atunci rangul n! € N astfel ca |y, — y| < 55; pentru orice
n > ne.
Dacda y = 0, atunci, pentru orice n > ni,

3
|Xnyn — xy| < MZM 5 <eg,

deci lim (xXyn) = xy = lim x, - lim y.
Dacd y # 0, existd rangul n? € N astfel ca |x, — x| < fy\ pentru orice n > n?,

Atunci, pentru orice n > max(n}, ng),

X —xy| < M —+=-=%¢,
dect I (Xnfn) = xy = Jim o - licQ Y
4. Mai intéi, se observa ca dacd lim x, = x # 0, atunci toti termenii sirului
n—oo
sunt nenuli de la un rang incolo, deci sirul (%) . este bine definit, cu execptia
"/ n

eventuald a unui numdr finit de termeni. Au loc egalitatile

1 1

Xn X

1 1

xn_x
T = — 2l
|xu] ]

XnX

Cum lim x, = x # 0, existd un rang n, € N astfel ca |x, — x| < 12 > pentru orice

n—oo

n > ny, deci

X X
x| = |xn — x + x| > |x| — |xn — x| + |x] > |x|—|2—|:|2—|.
Fie acum ¢ > 0. Existd atunci un rang n, € IN astfel ca |x, — x| < elx ‘ . Atunci,
pentru orice n > max(ny, 1e),
1 1] ex?2 1
- — - = 5,
Xp X 2 x| |x]
a1 11
dec1 nlgroloﬂ =X~ m [ |

Exercitiu
Fie sirul (x,),>0 definit prin x,,1 = %xn —1,n > 0, xp = 1. Demonstrati ca
(Xn)n>0 este convergent.
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Solutie
Mai intéi, se observa ca x; = —% < xp. In plus,
1 1
Xnt1 — Xn = Exn —1- Ex”_l +1= > (X0 — Xp—1),
deci
sgn (X411 — Xp) = sgN (X — Xp—1) = ... = sgn(xg — xp).

Cum x; < xg, urmeaza cd sirul (x,),>0 este strict descrescator, deci si marginit
superior de xp = 1.

Deoarece x,11 < X, urmeaza ci x, < %xn —1, deci x,, > —2, iar (xp),>0 este
si marginit inferior. Cum (x,),>0 este monoton si marginit, el este convergent.
Fie  limita sa; atunci sirul (3x,),>0 are limita 3/, iar sirul (x,,41),>0 are tot limita
I. Trecand la limita in relatia de recurentd, obtinem ca | = %l —1,decil=-2. &

Proprietatile de mai sus se pot extinde in mod imediat la operatii cu un numar
mai mare (dar constant) de siruri. De exemplu, daca (x}),>0, (x2)u>0,---, (x5) >0
sunt siruri convergente, cu limitele respectiv I, [, . .., I}, atunci sirul suma (x,l1 +
X2 4 ...+ xk),>0 este convergent, iar

lim (x}l+x%+...+x’fl>—llmx +11mx + ...+ lim k.

n—oo n—oo n—oo

Cazul operatiilor cu un numar variabil de siruri trebuie tratat cu atentie, asa cum

se observa din urmatorul exemplu

1 1 1
1:hm(£+g+.--+%>7ﬁhm +11m1+ +hm1:0

n—0o0 n—oon n—oon n—oon

1) contine un numdr

diferenta provenind din faptul cd paranteza (% + % +.o..y

de n siruri, n fiind variabil.

Teorema 2.23. Fie (xy,)n>0 $i (Yn)n>0 doud siruri convergente de numere reale astfel ca
lim x, = x, 11m N Y = Y. Atunci sirul diferentd (x, — Yn)n>0 este convergent, iar dacii

n—oo

y#0, atuncz si sirul raport ( L) >0 este convergent. In plus, au loc relatiile

1. nlim (xpn —yn) = limx, — hmyn =x—y

n—oo

(limita diferentei este egald cu dzferen;fa limitelor).
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lim x,

2. lim* =122 — X daci lim 0
n—ooYn — lmyn, Ty Pl 7

(limita raportului este egald cu raportul limitelor).

Demonstratie. 1. Deoarece x, — Y, = Xn + (—1)yn, iar ((—1)yn)n>0 este conver-
gent cu limita —y (din teorema de mai sus), urmeaza cd

lim (x, —yn) = lim x, + lim ((=1)y,) = lim x, — lim y,,.

1
n—oo —00

Xn
Yn

.. . 1 .. 1 % N
finit de termeni. Deoarece (y_n) >0 este convergent cu limita y, urmeaza ca

2. Ca mai sus, sirul < ) este bine definit, cu exceptia eventuald a unui numar

lim x
. Xp . 1 . S s
Iim — = limx, - — = limx, - im — = — .
n—ooly n—o0 Yn n—oo n—oolfy nlgr.}oyn

Se poate demonstra de asemenea urmatorul rezultat.

Teorema 2.24. Fie (xy,),>0 $i (Yn)n>0 doud siruri convergente de numere reale astfel ca
limx, = x > 0, limy, = y. Atunci sirul putere (x;"),>0 este convergent. In plus,
n—oo 71— 00 =

are loc relatia

limy, .. C g .o .
lim (x}") = < lim xn) " (limita puterii se distribuie atdt bazei si exponentului).
n—oo n—oo

Alegand sirurile constante (by,),>0: by = k, k € IN*, respectiv (b,),>0: by = %,
p € IN*, p > 2, se obtine urmdtoarea consecinta a teoremei de mai sus.

Corolar 2.24.1. Fie (x,),>0 un sir convergent de numere reale astfel ca lim x, = x >
- n—oo
0,k € IN*, p e N*, p > 2. Atunci

k
1. limxk = < lim xn> = x* (limita puterii este egali cu puterea limitei).

n—oo n—oo

n—oo

2. lim {/x, = c/ lim x,, = {/x (limita radicalului este egalii cu radicalul limitei).
n—oo

Analizdm acum cazul in care (x,), >0 are limita 0.

Teorema 2.25. Fie (xy,),>0 un sir convergent de numere reale pozitive astfel ca lim x,, =

n—oo

0 si fie (Yn)n>0 un sir convergent de numere reale astfel ca lim y, =y # 0. Atunci
= n—oo
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1. Daciy > 0, atunci lim (x") = 0.

n—oo

2. Daciy < 0, atunci lim (x") = +oo.

n—oo

Consideratii aseméndtoare se pot formula in cazul in care (x,),>0 este un sir
convergent de numere reale negative cu limita 0, sau mécar contine termeni neg-

ativi, cu rezerva ca (x;,"),>0 trebuie mai intai sa fie bine definit. De exemplu,

o 1 . o 1 yn _ 2n 1 . . . . .
pentru x, = — siyy = 5., x5’ = 3/ —; nu este definit pentru nicio valoare a lui

n.

Totusi, dacd (x4)n>0 $i (¥n)n>0 au ambele limita 0, nu se poate afirma nimic
despre convergenta sau divergenta sirului (x;"),>0, spunandu-se ci 0° este un
caz de nedeterminare. Acest lucru se poate observa din urmatoarele exemple.

e Daca x,, = 2%, Yn = %, atunci x;" = % — %
<. 1 _ 1 : _
e Dacid x,, = o2 Yn =~ atundi x;" = 2" — +o0.
e Daci 1 _ _(=p coYn (1) s limits
cd Xy = o, Yn = ——;— atunci xy," = 2 nici macar nu are limita.

2.2.5 Operatii cu siruri cu limita infinita
Teorema 2.26. Fie (xy),>0 $i (Yn)n>0 doud siruri de numere reale.

1. Daci lim x, = +oosi limy, =y € R\ {—oo}, atunci lim (x, + y,) = +oo.
n—oo n—oo

n—oo

2. Dacii lim x, = —oo i limy, =y € R\ {400}, atunci lim (x, + y,) = —oo.
n—00 n—oo

n—oo

Rezutatul Teoremei 2.26 poate fi prezentat si sub forma prescurtata

00+ € =00, 00+ 00 =09,
—0+¢c=—-00, —00+ (—00)=—00,c€R
Teorema 2.27. Fie (xX,)n>0 $i (Yn)n>0 doud siruri de numere reale.
1. Daci lim x, = +co gi limy, =y € R,y > 0, atunci Tim x,y,, = o0
2. Daci nlgroloxn = 400 si nh_rgoyn =y € R,y <0, atunci nli_r)rgoxnyn = —o0.

3. Dacii limx, = —oogi limy, =y € R,y > 0, atunci lim x,y, = —oo.
n—00 n—oo

n—oo
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4. Dacii limx, = —oogi limy, =y € R,y < 0, atunci lim x,y, = +oo.
n—oo

n—oo n—oo

Rezutatul Teoremei 2.27 poate fi prezentat si sub forma prescurtata

C.p.-+00 =400, c.n.-+00 = —00,

C.p.- —00 = —00, C.n.:—00 =400,

unde prin c.p. si c.p. intelegem ,,constanta reald pozitivd” si respectiv , constanta

reald negativa”.
Teorema 2.28. Fie (x,)y>0 $i (Yn)n>0 doud siruri de numere reale.

1. Daci hm N Xy = 400 si hmyn =y € R,y >0, atunci lim > L= oo

n—ooJn

2. Dacid lim x;, = 4oosi limy, =y € R, y <0, atunci 11 y = —o0.
n—o00 n— 00 —oo0Jn

3. Daci lim x,, = —oo si hmyn =y € R,y >0, atunci h y = —o0.
n—oo —oodn

4. Dacit limx, = —ocosi limy, =y € R,y <0, atunci lim 2 e = oo

n—oo n—oo n—ooJn

Rezutatul Teoremei 2.28 poate fi prezentat si sub forma prescurtata

(0.0] (e.°]
— =, — = —,
c.p. c.n.
—o00 —00
_ = -0, —F =
c.p. cn

Teorema 2.29. Fie (x,),>0 $i (Yn)n>0 doud siruri de numere reale.
Daci lim x, = x € Rgi 11myn =y € {—00, o0}, atunci lim v =0

n—oo n—oodn

Rezutatul Teoremei 2.29 poate fi prezentat si sub forma prescurtata

—0, S=0cecR
(e,0]

c
(0.0]
Teorema 2.30. Fie (x,),>0 $i (Yn)n>0 doud siruri de numere reale.

1. Daci hm 0 Xy = +00 si hm N\ Yn =Y € R,y > 0, atunci lim x;" = +co.

n—odo

2. Dacii lim x, = +oosi limy, =y € R, y < 0, atunci lim x;" =

n—oo n—oo n—oo
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Rezutatul Teoremei 2.30 poate fi prezentat si sub forma prescurtata
0P = 0o, o™ = (.

Daca (x,),>0 are limita oo iar (i, ),>0 are limita 0, nu se poate afirma nimic despre

Yn

convergenta sau divergenta sirului (x;"),>0, spunandu-se cd o este un caz de

nedeterminare. Acest lucru se poate observa din urmatoarele exemple.
e Dacax, =2",y, = %, atunci x%“ =2—2.
y 2 :
e Dacax, =2",y, = %, atunci x;," = 2" — +o0.

(="

n

s Yn (_1)71 . . o 1 IRV,
atuna x;; = nicli macar nu are limita.

e Dacax, =2",y, =

In general, nu se poate afirma nimic despre convergenta sau divergenta pro-
dusului dintre un sir convergent si un alt sir care nu are neaparat limita. Totusi,
sub ipoteze aditionale, are loc urmatorul rezultat.

Teorema 2.31. Produsul dintre un sir marginit (xy,),>0 $i un sir (Yn)n>0 convergent la
0 este un gir convergent la 0.

Demonstratie. Fie e > 0 arbitrar. Cum (x,),>0 este mdrginit, existd M > 0 astfel
cd |x,| < M pentru orice n € IN. Deoarece (y,),>0 este un sir convergent la 0,
existd un rang n. € IN astfel ca

€ .
|yn — 0] < — pentru orice n > n,.

M
Atunci
€ .
Xy — 0] = [xn||yn| < MM = ¢ pentru orice 1 > 7.
Cum ¢ era arbitrar, urmeaza cd (x,Yn)n>0 este convergent la 0. [
Exemplu

Daca (1 )n>0 este convergent la 0, atunci ((—1)"y,)»>0 este de asemenea conver-
gent la 0.

Demonstratie. Este suficient sd alegem (x,,),>0: Xy = (—1)", care este marginit.
[
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2.2.6 Calculul unor limite fundamentale

Limitele functiilor polinomiale

Fie P o functie polinomiala de grad k > 1,
P:R —R,P(x)=ax*+a_1x* 1+ ... +aix+ay, ap#0.

Considerdm sirul (x,),>0, X» = P(n). Pentru calculul limitei sirului (x,),>0 se
va scoate factor comun fortat #* (k = grad P). Se obtine ca

lim x, = Lim agn® + a0+ ...+ ayn+ag
n—oo

n—oo

— limn* (a +a 1+ +a L+al
- k k—1 n e 1 nk_l Onk

n—oo

400, dacdaa; >0
= 0 - ak = .
—oo, dacaa, <0

Sd observam ca limita termenului de grad maxim al lui P este de asemenea

lim aknk

=00-aq; = lim xy,
n—oo n—oo

de unde se poate remarca faptul ca limita lui P(n) este egalii cu limita termenului de

grad maxim al lui P.
Exemple 1. lim (n® —2n?+n—1) = +oo, deoarece coeficientul termenului

n—oo

de grad maxim 7? este pozitiv.

2. lim (—n* 4 3n® — v/2n +5) = —oo, deoarece coeficientul termenului de
n—oo
grad maxim n* este negativ
Limitele functiilor rationale

Fie P, Q douad functii polinomiale de grad k, respectiv [, unde k,I > 1,
P:R—R,P(x)=ax*+a_1x* 1+ .. +aix+ag, ar#0,
Q:R—R,Q(x) = blxl+bl,1x1_1+...+b1x—i—bo, b; # 0.

Consideram sirul (x,),>0, Xn = % Pentru calculul limitei sirului (x,),>0 se

va scoate factor comun fortat #* de la numdritor (k = grad P), respectiv n' dela
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numitor (I = grad Q). Se obtine ca

, o a4+ an+ag
lim x, = lim
n—00 n—0o0 bﬂ’ll + bl_li’ll_l + ...+ bln + b()
nk (ak + ak_l% +...+ alﬁ + a0#>
= lim
=l (b bak 4 b+ bod)

0, daca k <1
, _a
:nh_{r.}onk lb_’l‘: %—’l‘, dacak=1.

+ooZ—’l‘, daci k > I

Sa observam ca limita raportului termenilor de grad maxim este de asemenea

.. a . _a
lim k—l = lim n¥ l—k,
n—00 bln n—00 bl

de unde se poate remarca faptul cd limita lui Q(( )) este egali cu limita raportului ter-

menilor de grad maxim ai lui P $i Q. De asemenea, dacad grad P < grad Q, atunci

lim Pin)

Q( ) = 0, deci daci gradul numitorului este mai mare decdt gradul numdrditorului,
n—oo

; P(n) P(n)
Q(n) noe Q1)

gradul numitorului este egal cu gradul numdrdtorului, atunci limita lui

este 0. Dacd grad P = grad Q, atunci lim

= ‘é—k, deci daci

b(n)
Q(n)

tul coeficientilor termenilor dominanti. Dacd grad P > grad Q, atunci 11

este rapor-
P(n) _
Q)
—|—oo , deci daci gradul numdrdtorului este mai mare decit gradul numltoruluz atunci
limzta lui % este +-co dacd coeficientii termenilor dominanti au acelasi semn, respectiv
—oo dacd coeficientii termenilor dominanti au semne opuse.

Exemple 1.
o 2285 L (28, 455) 2
n—>003n2+6n—1 n—o0 n2(3+61 ) -3
2.
m+4n? —n+2 n3(1+41 - L 420 1
lim = lim n__n " — 4o~ = 400
n—o00 2n2 3;/[—{—7 n—o00 1’12(2—3%4—7%) 2
3.
2 — 5+3———
S5nc +3n 6:1. ( )20.520.

im
n—eo 13 +4n+1 n—>°°n3(1—|—4 +5)
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Subsiruri ale sirurilor marginite si nemarginite

A fost deja observat ca nu orice sir monoton este convergent. Totusi, cu aju-
torul teoremei de convergentd a sirurilor monotone, putem arata ca din orice sir
marginit se poate extrage un subsir convergent, acest lucru reprezentand obiectul
urmatorului rezultat, numit si Lema lui Césaro.

Teorema 2.32. Orice sir mdrginit (x,),>o contine un subgir convergent.

Demonstratie. Fie (x,),>0 unsir marginitsifie A = {xg, x1,...,Xp, ...} multimea
termenilor sdi. Notdm ap = inf A, by = sup A. Conform definitiilor marginii in-
ferioare si marginii superioare, ap < x, < by pentru orice n > 0, deci, in partic-
ular, ag < xg < by; fie kg = 0. In plus, micar unul dintre intervalele [ag, M]

si [@, bp] contine o infinitate de termeni ai sirului (xy,),>0, deci si o infinitate

de elemente ale multimii A; = {x,;n > ko}. Pentru fixarea ideilor, fie acesta
[ag, @] Notdm atunci a; = ag si by = “0—’51’0 si observam ca
bop—a
by —ay = 02 0, a1 >ap, by <by.

De asemenea, putem alege un termen x;, al sirului astfel ca x;, € [a1,b1]. Din

nou, macar unul dintre intervalele [a1, ”1J2rb1] si [”ﬁgbl, b1] contine o infinitate de

elemente ale multimii Ay = {x,,,n > k1 }; notdm acest interval [a,, by] si observiam
ca

by —ap = YR ap > ay > ag, by < by < by,

putand alege un termen xy, al sirului, ko > kq, astfel ca x4, € [ap, bp]. Procedand
iterativ, putem construi trei siruri (a,),>0, (bn)n>0 si (Xk, )n>0 astfel incat (a,),>0
este crescdtor, (by,),>0 este descrescitor,

) ) bgp—a
an < xx, < b, pentru orice n > 0, iar b, —a, = Ozn 0

Mai mult, deoarece [a,, b,| C [ag, bo| pentru orice n > 0, sirurile (a,)n>0, (bn)n>0

sunt mdrginite. Fiind si monotone, ele sunt convergente; fie lim a, = I}, lim b, =
n—oo n—oo

I>. Deoarece b, — a,, = b 0271”0, urmeaza ca I = [, iar intrucéat

an < x, < b, pentru orice n > 0, iar lima, = limb, =1;

n—oo n—oo

urmeazd conform Teoremei 2.17 (criteriul clestelui) cd lim x; este convergent,
n—oo

avand aceeasi limita /;. [
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In mod asemanadtor, putem observa ca sirurile nemadrginite contin subsiruri cu

limitd infinita.

Teorema 2.33. Fie (xy,),>0 un sir.
1. Dacii (x,)n>0 este nemdrginit superior, atunci el contine un subgir cu limita +oo.
2. Dacit (xy)y>0 este nemdrginit inferior, atunci el contine un subsir cu limita —oo.

Demonstratie. 1. Fie A = {xo, x1,..., Xy, ...} multimea termenilor sirului (x, ), >0-
Cum A este nemadrginitd, existd x € A astfel ca x > 0. Deoarece x € A existd
ko € N astfel ca x = x,. Cum A1 = {x;;k > ko} este de asemenea nemarginita,
existd y € A astfel cay > 1, deci exista k; > ko astfel ca x;, > 1. Procedand
iterativ, putem construi un sir (X, ),>0 astfel incat x;, > n pentru orice n € N,
iar conform criteriului majorarii (Teorema 2.14) se obtine ca nlgrolo X, = 0. Cea

de-a doud afirmatie se demonstreazd analog. |

2.2.7 Puncte limita ale unui sir

Fie (x4)n>0 un sir dat. Vom numi multimea punctelor limitd ale sirului (xy),>o0,
notatd I;% x,, multimea tuturor limitelor de subsiruri ale lui (xy,),>0.

Mai intai se observd cd multimea punctelor limitd ale unui sir (x,),>0 dat
este totdeauna nevidd. Mai precis, dacd sirul este marginit, atunci el contine un
subsir convergent (Teorema 2.32), cu o limitd oarecare /, iar in aceastd situatie
I € LIM x,,. Dacd sirul este nemadrginit superior (respectiv superior), atunci +oo &

n—oo

LIM x, (respectiv —oo € LIM x;,), conform Teoremei 2.33.
n—oo n—oo
Exemplu

Fie (xn)n>0: xn = (—1)". Atundi Iﬁ%x” = {—1,1}. In acest scop, se observa
cd orice subsir cu limita (care este iIn mod necesar finitd, deoarece (x,),>o este
marginit) (xg, )u>o0 al lui (x4),>0 este constant de la un rang incolo, fiind un sir
convergent de numere intregi. Fiind constant de la un rang incolo, termenii sdi
sunt toti egali cu 1 sau —1 incepand cu acel rang, iar (xx, ),>0 poate avea fie limita
1, fie limita —1.

Conform definitiei, se pot observa urmatoarele proprietati.
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1. Dacid o infinitate de termeni ai unui sir (x,),>0 sunt egali cu un acelasi
numadr real x, atunci putem construi un subsir convergent la x cu termenii

in cauzd, deci x € LIM x,,.

n—oo

2. Dacd un sir (x,),>0 are limita [, finitd sau nu, atunci ! € LIM x,, pe post de
el n—oo

subsir convergent la | putand lua chiar sirul (x;),>0.
3. Existd siruri care au o infinitate de puncte limitd. De exemplu, pentru
(Xn)n>0:1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...,1,2,3,...n,...,

orice numadr natural este punct limitd, intrucat (x,),>o contine toate nu-
merele naturale, repetate de o infinitate de ori.

4. Dacd | € LIM x;,, atunci orice vecinatate V a lui [ contine o infinitate de
n—oo

termeni ai sirului (x,),>0, deoarece existd un subsir (xy, ),>0 al lui (x;;),>0

care este convergent la [ si deci V' contine toti termenii subsirului (x,)>0

de la un rang incolo.

Teorema 2.34. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale. Atunci (xn)n>o0 are limitd dacd i
numai dacid LIM x,, se reduce la un singur element.

n—oo

Demonstratie. ,,<” Fie lim x,, = I. Deoarece (x;),>0 are limita /, orice subsir al

n—od

sdu are aceeasi limita, iar Lg\élo X, = 1.

=" FieLIM x,, = | §11§/ € V(1) o vecinatate arbitrard a lui V. Atunci in afara
lui V se pot anfraozioar un numar finit de termeni ai sirului, in caz contrar din acesti
termeni putandu-se extrage un sir cu limitd, alta decat /, deoarece acesti termeni

se afld in afara vecinatatii V, contradictie. [
Limita superioara si limita inferioara a unui sir
Fie (xy,)n>0 un sir de numere reale si fie sirurile (a,),>0 si (bx)n>0 definite prin
ap = inf xp = inf {x,, x,41,...}
k>n

by, = sup xx = sup {xn, Xp41,...}-
k>n

Cum {x,41,...} € {xn, Xy41,...}, urmeazd ca a, < a,1sib, > b, 1 pentru orice
n > 0, deci (a,),>0 este monoton crescator, iar (b, ), > este monoton descrescator.
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Cum (ay)yn>0 st (bn)n>0 sunt monotone, ele admit limite. De asemenea, se observa
ca a, < b, pentru orice n > 0.
Vom numi atunci limitd superioard a sirului (x, ), >0, notatd lim supx, sau 11m 0 Xy,

n—oo

limita sirului (b,),>0. Similar, vom numi limitd inferioard a sirului (x,),>0, notatd
liminfx, sau lim x,, limita sirului (a,),>¢. Deoarece a, < b, pentru orice n > 0,

n—oo n—00
urmeaza ca

lim infx,, < limsupx;.

n—oo

n—00
Exemplu
Fie (xy)n>0: Xy = 2sin 5t + (—1)". Pentru n = 6k, k > 0, urmeaza ca x¢ =
sin(2k7t) +1 = 1. Similar, xg;1 = ﬁ —1, Xgg12 = @ +1, Xe13 = —1, Xgppa =

\f +1, xgp15 = —i — 1. Cum flecare dintre aceste subsiruri este convergent,
f11nd constant, urmeaza ca liminfx, = —% —1, limsupx, = % + 1.

n—oo n—00
Dacd (x,)n>0 este mdrginit superior, existd M € R astfel ca x, < M pen-

tru orice n > 0. Urmeazd cd de asemenea b, < M pentru orice n > 0, deci

lim supx, (= lim b,) este finitd. Similar, daca (x,),>0 este marginit inferior, atunci
n—o0 n—oeo -

liminfx, este finitd. De asemenea, conform Teoremei 2.33, dacd (x,),>0 este

n—oo
nemadrginit superior, atunci limsupx, = +oo, iar dacd (xn)nzo este nemadrginit

n—oo
inferior, atunci lim infx,, = —oo.
n—oo
Fie acum | € LIM x,. Existd atunci un subsir (xy, ),>0 astfel ca lim x;, = [.
n—oo n—oo

Cum

inf x, < x;, < sup pentru orice k, > 0,
7’11>kn n1>kn

urmeaza ca

ax, < x, < by, pentru orice k, > 0,
iar trecand la limita in aceste inegalitdti obtinem ca

liminfx, <[ <limsupx,.

n—oo n—00

Mai mult, se poate demonstra cd lim supx, € LIM xy, deci lim supx,, este cel mai

n—00 n—oo
mare punct limitd al sirului (x,),>0. Similar, hm 1nfxn € Iﬁg\é{, x,, deci h;ﬂ g}fxn

este cel mai mic punct limitd al sirului (x,),>0. In plus, deoarece

a, = inf x; > 1nf Xi,  bp = supxg < sup xg,
k>i’l k kzn kzo
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urmeaza ca

inf x; < liminfx, <limsupx, < sup xg,
k>0 n—o00 n—oo k>0

deci LIM x,, este cuprinsd intre marginea inferioara si marginea superioara a ter-
n—oo

menilor sirului. Teorema 2.34 se poate reformula atunci sub forma urmatoare.

Teorema 2.35. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale. Atunci (xn)n>o0 are limitd dacd i
numai dacd lim infx,, = lim supx;,. In aceasti situatie,

n—oo Nn—00

lim x, = liminfx, = lim supx.

n—oo n—oo N—00

Exemplul urmator indica faptul ¢4, dat fiind un sir (x, ), >0, nu trebuie confun-
dat lim supx;, cu supx; sinici 11m mfxn cu mf xn Acest lucru este dealtfel evident

n—o00 n>0
din faptul ca lim supx, si hm mfxn, fund puncte limitd, nu sunt influentate de
n—oo
valorile primilor termeni ai §1ru1u1 (Xn)n>0, pe cand supx, si mf xn da.
n>0 =
Exemplu
: . _ nn+2 . _ 2n+42 : 5
Fie (xn)n>0: xn = (=1)"57. Atunci xo, = 5,77, care este strict descrescator
cu limita 1, iar xp,11 = —%Zig, care este strict crescator, cu limita —1. Atunci
limsupx, =1, 11m1nfxn = —1,supx, = xp = 2, 1nfxn =X = —%.
n— 00 n>0

Totusi, lim supx;, si hm mfxn retin unele proprietdti de marginire caracteristice
n—oo
supxy si mf xn, chiar daca intr-o formad mai slaba. Aceste proprietdti sunt cuprinse
n>0 nz
in urmatorul rezultat. Reamintim ca

xp < supx, pentruoricen >0, x, > ingxn pentru orice n > 0.
n>0 nz

Teorema 2.36. Fie (xy,),>0 un sir marginit si fie e > 0. Atunci

1. Existd ng € N astfel ci x, < limsupx,, + € pentru orice n > ng.

n—oo

2. Existid n?> € IN astfel ci x,, > liminfx,, — € pentru orice n > n2.
€ n—oo p €

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd cd prima proprietate nu este
adevadrata. Existd atunci e > 0 astfel incat pentru orice ng € N existan > ng astfel
ca x, > limsupx, +&.

n—oo
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Pentru ng = 0, exista k( astfel ca Xk, = lim supx, + €. Pentru ng = ko+1,
n—oo

obtinem ca existd ky > n9 +1 > ng astfel ca x;, > limsupx, + e. Procedand

n—oo

iterativ, obtinem existenta unui subsir (X, )u>0 cu proprietatea ca

Xx,, = limsupx, + & pentru orice m > 0.
n—oo
Cum (xg,)m>0 este mdrginit, fiind subsir al sirului initial (x,),>0, urmeaza ca
(%, )m>0 are la randul lui un subsir convergent la o limita finita /. Conform pro-
prietdtii de trecere la limitd in inegalitdti, urmeaza ca

[ > limsupx, + ¢,
n—oo
ceea ce contrazice faptul ca
| <limsupxy,,

n—od
deoarece I este un punct limitd al sirului (x,),>0. Cea de-a doua proprietate se

demonstreaza analog.
|

2.2.8 Siruri fundamentale (Cauchy)

In cazurile in care limita unui sir este dificit de intuit sau determinat numeric,
poate fi util un criteriu de convergenta care sa nu facd apel la determinarea limitei
sirului. Consideratiile de mai jos permit demonstrarea convergentei unui sir fara
determinarea limitei acestuia.

Fie (x4)n>0 unsir. Spunem ca (x,, ), >0 este sir fundamental, sau sir Cauchy, daca
pentru orice ¢ > 0 existd un rang n, € IN astfel incat |x, — x,,| < € pentru orice
m,n > MNe.

Echivalent, (x,),>0 este sir Cauchy dacd pentru orice ¢ > 0 existd un rang
ne € N astfel incat [x,, — x4 | < € pentru orice n > n, i orice p > 0. Intuitiv, intr-
un sir Cauchy toti termenii sunt apropiati unul de celdlalt de la un rang incolo.

Teorema 2.37. Fie (xy,),>0 un sir Cauchy. Atunci (xy,),>0 este mdrginit.

Demonstratie. Conform definitiei sirului Cauchy, aplicatd pentru e = 1, exista
un rang n; € IN astfel ca |x, — x| < 1 pentru orice m,n > ny. Fixand m = ny,
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urmeaza cd |x, — xu,| < 1 pentru orice n > ny, deci —1 4 x,;, < x, < 1+ xy,
pentru orice n > ny. Pentru a obtine inegalitati valabile si pentru xop, x1...x,, 1,
observam cd, pentru orice n > 0,

min(xo, X1, ... Xpy—1, —1 4 x5;) < xp <max(xo, X1, ... X -1, 1+ X)),

deci (xp,)n>0 este marginit. [

In particular, fiind marginit, orice sir Cauchy (x,),>0 admite un subsir con-
vergent.

Teorema 2.38. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale. Atunci (xy),>o este sir Cauchy daci
si numai dacd este convergent.

Demonstratie. ,,=". Fie (x;,),>0 un sir Cauchy. Atunci el contine un subsir con-
vergent (X, ),>0; fie x limita acestuia. Fie de asemenea ¢ > 0 arbitrar. Pentru
orice n > 0, are loc inegalitatea

lxn — x| <o — xp, | + x5, — ],

in care dorim sd estimam fiecare termen din membrul drept.
Cum lim x;, = x, existd un rang n! € N astfel ca |x;, — x| < 5 pentru orice
n—oo
n > nq.
In plus, cum (x,),>0 este sir Cauchy, existd un rang n? € N astfel ca |x,;, —
xn| < 5 pentru orice m,n > 5. Deoarece k, > n, urmeaza cd |x, — xi,| < 5
pentru n > n2.

Atunci, pentru n > max(n}, n?), au loc inegalitatile

s s
|xn_x|§|xn_xkn|+|xkn_x|SE"‘EZ&

Cum ¢ era arbitrar, urmeaza cd (x,),>0 este convergent la x.

,<=". Fie (x,)n>0 un sir convergent si fie x limita sa. Fie de asemenea ¢ > 0
arbitrar. Deoarece (x,),>0 este convergent, urmeazd cd existd un rang n, € IN
astfel ca |x, — I| < § pentru orice n > n.. Atunci
€

|xn—xm|§\xn—x\+|x—xm|<2

€ .
+ 5 pentru orice n > ne.

Cum ¢ era arbitrar, urmeaza ca (x, ), >0 este sir Cauchy. |
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Exercitiu
Fie (xu)n>1: Xn = 14+ 3+ 3 +...+ 1. Demonstrati ci (x,),>1 nu este convergent.
Solutie

Vom ardta cd (x),>1 nu este sir Cauchy. Sd presupunem prin reducere la
absurd cd (xy),>1 este sir Cauchy. Conform definitiei sirului Cauchy, aplicata
pentrue = %, existd unrang n; € IN astfel ca \xn — xm] < % pentru orice m,n > njy.
In particular, pentru m = 2n, urmeazi cd

1 .
X — x| < 3 pentru orice n > nj.

De asemenea,

1 1 1 1 1
Xy — Xoy| = + +ooot—=|Zz2n—=_
| |
n+1l n+2 2n 2n 2
contradictie. Urmeaza cd (x,),>1 nu este sir Cauchy, deci nu este nici convergent.
[
Exercitiu
Fie (xn)p>1: Xp = <$* + COSZ" + ... + <. Demonstrati ca (x,),>1 este conver-
gent.
Solutie
Vom aridta cd (x,),>1 este sir Cauchy. Mai intdi, observam cd au loc ine-
galitdtile
_ |cos(n+1)x  cos(n+2)x cos(n+p)x
[Xtp — 2n| = n+1 n+2 T T ontp
< cos(n+1)x cos(n+2)x cos(n+ p)x
= n+1 n+2 - onfp
< 1 1 1 1 1 1 1
—W+zn+z+ oy T ognr \ LTy T T
1 1-4% 1 1
P I T 2=

Fie ¢ > 0. Deoarece lim 4 s = 0, existd un rang n. € IN astfel ca 2" < ¢ pentru

n—oo

n > ne. De aici,
|Xnyp — Xu| < € pentru orice n > n si orice p > 0.

Urmeaza ca (x,),>1 este sir Cauchy, deci este convergent. |
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Xn+1
Xn

2.2.9 Criterii de convergenta utilizand raportul

Prezentam mai intdi o inegalitate intre limitele unor siruri de radicali, respectiv
rapoarte, asociate unui sir cu termeni strict pozitivi.

Teorema 2.39. Fie (xy,),>0 un sir cu termeni strict pozitivi. Are loc inegalitatea

.. Xngl
lim inf2F
n—oo xn

.. . . X
< liminf{/x,; < limsup/x, < limsup il
n—oo x?l

n—oo n—oo
Demonstratie. Demonstrdm mai intai ca

: , x
lim sup {/x, < lim sup=—"-1,

n—oo n—oo xn

Fie L = limsup™*!. Daci L = +oo, inegalitatea de mai sus este evidentd. Pre-
n
n—oo

supunem acum ca L < +ocosi fiee > 0.
Cum lim supxg’(—:1 < L + ¢, urmeaza conform Teoremei 2.36 cd exista nj astfel

n—oo

ca L < (L +¢) + ¢ pentru orice n > nf. De aici
n

Xn Xp—q Xnt+1

_nt .
Xy = Xps < Xn, (L + 2¢)" ™™ pentru orice n > nj,

Xn—1 Xn—2 Xn§

de unde

= ‘D—FN

/%y < Y%, (L4 2¢)'" 7 pentru orice n > nf,

iar
limsup{/x, <L+ 2¢,
n—oo

prin trecere la limitad superioara. Cum ¢ > 0 era arbitrar, urmeaza ca lim sup {/x,, <
n—oo

L, ceea ce trebuia demonstrat. Cea de-a doua inegalitate se demonstreaza ana-
log. [ |

Conform Teoremei 2.35, din rezultatul de mai sus se poate deduce imediat
urmitorul criteriu de existenta a limitei radicalului de ordin # al unui sir dat. In
acest mod se poate reduce calculul unor limite care contin radicali de ordin 7 la
calculul unor limite de rapoarte, care pot fi mai simple decat cele dintai.

Teorema 2.40. Fie (x,),>0 un sir cu termeni strict pozitivi. Dacd existd lim ™1 =

n—oo “n

I € R, atunci existi si nlgl(}o\/xn =1
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Exercitiu
Demonstrati ca

1. lim {/a =1,undea > 0.

n—oo
2. lim ¥/n =1.
n—)OO\/_
Solutie
1. Fie (x4)p>2: Xy = a. Atunci lim 2+ = 1im 2 = 1, deci de asemenea
= n—oo Xn n—oo?
lim /x,, = lim /a = 1.
n—oo " n—>oo\/_
2. Fie (x;)n>2: Xy = n. Atunci lim 241 = lim 21 = 1, deci de asemenea
= n—oo Xn n—oo N
lim /x,, = lim /n = 1. [ |
n—oo n n—>oo\/_
. 4. . . An+1
Convergenta si divergenta sirului (a,),>0: 4, = 1", pentru care raportul Z—+
n
are valoarea constantd I € [0,c0), a fost discutatd anterior. In cele ce urmeazs,
Xn+1

vom observa cd un sir cu termeni strict pozitivi (x,),>0 pentru care raportul

n
are limita /, fard a fi neapdrat constant, are aceeasi convergentd sau divergenta cu
(an)n>0, cu exceptia eventuald a cazului in care I = 1.

Teorema 2.41. Fie (x,),>0 un sir cu termeni strict pozitivi. Dacd existd lim ™1 =

n—oo *n

| € R, atunci

1. Dacdl € [0,1), atunci lim x,, = 0.

n—oo

2. Dacil € (1, 00], atunci lim x,, = +oo.

n—oo

3. Dacil =1, atunci lim x,, nu poate fi precizatd a priori cu ajutorul limitei rapor-

n—oo

tului (spunem ci este un caz de dubiu).

Demonstratie. Fie ] € [0,1). Existd atunci ¢ > 0 astfel ca I +¢ < 1. Existd de
asemenea nj € IN astfel ca ) lim L — ] ‘ < e pentru orice n > nj. Urmeaza cad

n—oo n

Xn Xp_1 Xn§+1

Xp = Xpe < Xy (I+€)"M = 2, (I +6) "1 (1 +2)".

Xn—1Xn-2 Xt
Cum [ 4+ ¢ < 1, urmeazd cd lim (I +¢)" = 0. Deoarece (x,),>0 este un sir cu
n—oo -
termeni strict pozitivi, se obtine conform criteriului clestelui cd lim x, = 0. Cea
n—oo

de-a doua afirmatie se poate demonstra analog. Pentru cea de-a treia, fie (x,),>0:
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Xy = n. Atunci lim ™+ = 1,iar lim x, = +oo. Fie de asemenea (x,),>1: Xy = %
n—oo n n—oo

Atunci lim ’;“ 1, iar limx, = 0. In concluzie, daci lim Xzt

n—o00 n n—o0 n—oo n

= 1, atunci

(x1)n>0 poate fi atat convergent cat si divergent. n

Exercitiu

Demonstrati ca

1. hm— =0,undea > 0.

n—)OO

2. lim’;—fzo,undeu>1,k>0.

n—oo
Solutie
. a .
1. Fie (x4)n>0: Xn = %;. Atunci
antl

lim 254 — i D g

n—oo Xy, n—oo o n—ooyl -+ 1

deci de asemenea lim x,, = 0.

n—oo

2. Fie (x4) >0t Xn = Z—s Atunci

(n+1)k

Xn n+1 .

lim 27 — lim =1

n—oo _xn n—oo n- n—oo n
an

deci lim x;,, = 0. [ |

n—oo

Cea de-a doua proprietate poate fi exprimatd prescurtat prin faptul ca functia
exponentiald creste mai rapid cdtre +oo decat functia putere.

Exercitiu
Determinati
11mZ-4-6 -(2n+2).
n—ool-4-7-...-(3n+1)
Solutie

) 2462042
Fie (xn)n>0: Xn = T77- ((3 +1)

i Atunci
~(

2:4:6-...(2n+2)-(2n+4) onia
. Xp+1l .. TA7.(3n+1)-(Bntd) . 2N 2
nlg%o X, 7}5130 2462112 needn+4 3 € (0,1),
T47-.-(3n+1)
deci lim x,, = 0. -

n—oo
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2.2.10 Teoremele Stolz-Césaro

Teoremele urmatoare, numite si Teoremele Stolz-Césaro, sunt aplicabile limitelor
de rapoarte de siruri de forma lim ¢, care pot fi reduse la calculul unor limite de

n—oo
rapoarte de siruri de forma nlgrolo % posibil mai simple, mai ales daci (a,),>0
si (bn)n>0 sunt definite cu ajutorul unor sume. Ele sunt denumite respectiv Teo-
rema Stolz-Césaro pentru cazul de nedeterminare 2, si Teorema Stolz-Césaro pentru cazul
de nedeterminare 3 pentru a indica situatiile uzuale de aplicabilitate, desi numai

limita numitorului este cerutd in mod explicit a fi +oo, respectiv 0.
Teorema 2.42. Fie (a,),>0 §i (bn)n>0 doud siruri de numere reale astfel incit

1. (by)n>0 este strict crescitor si lim b, = +o0.

n—oo

2. Existd lim Z”“—_Z" =]leR.

n—ooYn+1=—"n

Atunci existd si lim 3% = 1.
n—oo”n

Exercitiu
Determinati
i LEV24H V34 4
n=ol 424+ V3 4.+
Solutie
Fie

(an)p>0:an =14+V24+V3+...+n
(bn)ps0: by =1+V24+V3+...+vn

Deoarece b, 11 — b, = /n > 0, urmeazd ci (by),>o este strict crescitor. Cum
lim /1 = +o00, urmeaza ci lim b, = +oco. In plus,

n—oo n—oo

PELES Bk A L o S
n—oo bn+1 b n—oo 4 /n ¥ 1 ’

deoarece lim {/n = 1. Urmeaza ci de asemenea lim 7* = 0, deci valoarea limitei
n—oo n—oo“n

din enunt este 0.
[ |
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Exercitiu

Fie g € (0,1). Demonstrati cd lim ng" = 0.
n—aoo

Solutie

Mai intéi, se observa ca

limng" = lim ——.
n—oo q n—oo (l)n
q

n
Fie (an)n>0 @ an = 1, (bn)u>0 @ by = (%) ) Deoarece% > liar byy1 — by, =

n n
(l) (% — 1) > 0, urmeazd cd (by),>0 este strict crescitor. Cum lim (%) =

q n—o0
+o00, urmeazd cd lim b, = +oo. In plus,
n—oo
. Oyl —4a . 1
lim -2 = im - =0.
n—ooby 1 —by  n—oo <l) (l — 1)
q q
Urmeaza ca de asemenea lim Z_Z = 0, deci valoarea limitei din enunteste 0. W
n—oo

Teorema 2.43. Fie (a,)n>0 §i (bn)n>0 doud siruri de numere reale astfel incit

1. (by)n>o este strict descrescitor gi lim b, = 0.
- n—oo

2. Existd lim "2 —* =] € R.

n—ooVn+1—n

Atunci existd gi lim 7* = .

n—oo

2.2.11 Siruri cu limita numarul e

n
Vom considera in continuare sirul (x,),>0 : Xn = <1 + %) , caruia 1i vom demon-
stra convergenta.

n
Teorema 2.44. Fie (Xp)p>0: Xn = <1 + %) . Atunci (x,),>0 este strict crescitor si
mdrginit.

Demonstratie. Monotonie
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Folosind formula binomials, observam ca

Xp = <1+%)n:§c§ (%)k:urkizlc’,; (%)k
1 n(n—l)...k(!n—(k—l)).%

S E (D) (- 2)e (i

Cu acelasi rationament,

nt+l 1 2 k—1\ 1
=1 1—— ) (1= (1= .
ntl +k;< n—i—l)( n—i—l) ( n+1>k!

Comparand factor cu factor, obtinem ca

<1_%) (1_%)“'<1_k;1> - (1_1111) <1_nil)“'<l_

pentru orice 1 < k < n, deci x, < x4, iar (xn)n>0 este strict crescator.
Miirginire
Observam ca

n 1 2 k—1\ 1 "1
- S I T B (A A -
n 1+Z(1 n) (1 n) (1 n )k!_1+,£k!'

k=1
iar cum
1-2-...-k<1-2...-2 =21 pentru k > 2,

obtinem cd

73

k—1

n+1

22 2n—1

LA LA 1,1
xn§1+1+zﬁgl+1+zzk—_1:1+(1+§+—+...+—>
k=2"" k=2

1— 1L
2]’!
——1+1 < 3.

1

2

).

Cum (x,),>0 este monoton crescdtor, x, > x1 = 2 pentru orice n > 1. In con-

cluzie
2 < x, < 3pentruoricen > 1,

deci (xp,)n>0 este marginit.

Fiind monoton si marginit, (x,),>o este convergent. Prin conventie, se noteaza

cu e limita sa, unde e = 2.71828....
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Din teorema de mai sus se obtine urmatoarea egalitate importanta

1 n
lim <1 + —) =e.
n—oo n

De asemenea, se observa ca

1\ " 1 "
lim(l——) — lim n:lim< " ) — lim
n—o0 n n—o00 (n, ) n—oo \ 11 — 1 n—00

deci
1 —n
lim (1 — —) =e.
n—oo n

Teorema 2.45. Sirul (Yn)n>0: Yn = (1 +
lae.

=

n+1
> este strict descrescitor si convergent

Demonstratie. Monotonie
Pentru a demonstra cd (y,),>0 este strict descrescétor, observam ca

1 n+1 1 n+2 n+1 n+1 n42 n+2
() ) = (7)) - (5)
©n+1> n(n+2) ”+1©n+1/n+1>n(n—|—2)

n+?2 (n+1)>2 n+2° (n+1)%

Aplicand inegalitatea dintre media geometricd si media armonica numerelor 1,

1,..,1, Z—E, obtinem ca

_— n+1 n+1 (n+1)>2
1-1-...- > = .
n+2°7 141+, +1+22  n2+2n+2
Ramane deci sd demonstram ca
(n+1)>2 L n(n+2)
n2+2n+2 - (n+1)27

ceea ce este imediat, deoarece

(>4 2n+2nn+2)=[(n+1)2+1)[(n+1)?-1=n+1*-1< (n+1)~
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Deoarece (1/,),>1 este strict descrescitor, el este marginit superior de 1. Conform
inegalitdtii lui Bernoulli,

1 1’l+1 1
(1+—) S 14 (1) 52,
n n

deci (y4)n>1 este si marginit inferior. Cum (y,),>1 este monoton si marginit, el

este convergent. In plus

1 n+1 1 n 1
lim (1 + —) = lim (1 + —) lim (1 + —) =e,
n—oo n n—oo n n—oo n

deci limy, =e. |

n—oo

Cum termenii unui sir strict crescator sunt strict mai mici decat valoarea lim-
itei, respectiv termenii unui sir strict descrescator sunt strict mai mari decat val-

oarea limitei, obtinem din cele de mai sus ca

1 n 1 n+1
n n
de unde, prin logaritmare
1 1 1
—— <In(1+-—- —.
. < n( + n) < "

Cateva consecinte importante ale convergentei sirurilor de mai sus, motivate

de egalitdtile deja obtinute, sunt indicate in cele ce urmeaza.

Teorema 2.46. Au loc urmitoarele proprietiti.

1. Fie (pn)u>0 un sir de numere reale strict pozitive cu lim p, = +oo. Atunci
- n—oo
Pn
lim (1+4)" =e.
n—00 Pn
2. Fie (my)n>0 un sir de numere reale strict negative cu limm, = —oo. Atunci
- n—oo
' 1\
nh_r)rolo (1 + mn) =e.

3. Fie (zn)n>0 un sir de numere reale nenule cu lim z, = 0. Atunci lim (1 + zn)% =

n—oo n—oo

e.
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Exemple

. 2n+1 n+1 2 n+1
,}Erso(zn_J —Jﬂo(“ﬁ) = i,

Aici,
_ 2
C2n—1

22 —n+1\"" 2n 2
lim (22— ""° — lim (1—-—2"
oo <2n2+n+1) nLoo< 2n2—i—n+1>

(zn)n>1: zn — 0 pentrun — oo.

[ 202 4n+1] 2n2+n+1 (n+2)
— 1im | (1 21 -
T n—oo 2n2+n+1
] ] —2n2—4n
i 2?4041 nﬂoﬁ
lim 1 2n o
= 11 -
n—00 2n24+n+1
2 i
—e =2,
e
Aici,
(zn) z 21 0 pentrun — oo
Ty == — — 0.
ozl T o 4 1 p

Din Teorema 2.46 se pot deduce de asemenea si urmatoarele proprietati.

Teorema 2.47. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale nenule cu lim x, = 0. Atunci

n—oo

1. lim 0+ ¥n)

n—oo xn

=1

a‘n —

2. lim
n—oo x?l

= Ina pentru orice a > 0.

(1+x,)F—1

Xn

3. lim

n—oo

= k pentru orice k € R.
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Exercitiu
Demonstrati ca
1
lim —— =0, k>0,
n—oo n
Solutie
1
. Inn . In(n+1)—1Inn _ 1n<1+ﬁ> 1 %
hm—k: im - . = lim - — L
n—oo 1 n—o00 (n+1) —-n n—o00 - (1+%) qn
nk
= li =1---0=0.
s L (1)1 lim pktl k
L

Proprietatea poate fi exprimata prescurtat prin faptul ca functia putere creste
mai rapid catre +oo decat functia logaritmica.

Exemple 1.
1
. n . 2E - ]-
lim n(v/2—1) = lim — = In2.
2.
| f+ 3\ Y2+ 3-2\"
lim = lim {1+ —
n—oo n—oo

_ N2+ VB2,
2

\/_—i-\/— 2 ’V+'¥fz
= lim
n—oo
i ] hmiﬁlf1 (V3-1)
f+f 2\ VEEE |
= lim
n—oo

< %1 371111>%
o\ e g _ (In2+3); _ JInv23 _ | /g
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Un alt sir cu limita e
Fie acum sirul (ey),>1 definit prin

1 1 1 1
ey = +ﬁ+i+...+m.

Teorema 2.48. Sirul (e,),>0 este convergent cu limita e.

Demonstratie. Cum e, 1 — e, = ﬁ, (en)n>0 este strict crescdtor, deci e, >
e; = 2 pentru orice n > 1, iar conform inegalitdtilor obtinute in Teorema 2.44,
ey, < 3 pentru orice n > 1. In concluzie, (e,),>0 este marginit. Fiind si monoton,
(en)n>0 este convergent; sd notdm cu e’ limita sa. S& notdm de asemenea (x,),>0:
X, = (14 % n. Deoarece x, < ey, obtinem prin trecere la limita pentru n — oo
cie<c¢.

Fie acum 1 < m < n fixat. Atunci

Xn:1+2(1—%) (1—%>...<1_k;1)%
<1+i(1—%) (1—%)..(1—";1)%.

adicd e < e;,,. Cum aceastd egalitate este valabild in fapt pentru orice m (restrictia
m < n se elimind prin alegerea de la inceput a unui n suficient de mare), prin
trecere la limitd se obtine cd e < ¢/. Cumsi ¢’ < e, urmeazd cd e = ¢, iar (e,),>0

este convergent tot la e. |

Din cele de mai sus, se obtine urmatoarea egalitate

lim (14 4+ 24 42 =

Irationalitatea lui e

Teorema 2.49. Numuirul e este irational.
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Demonstratie. Ca mai sus, sa notam

1 1
en = —|—ﬂ+5+...+a.
Atunci, pentru p > 2
Cntp —Cn = ! + ! +.oot !
TP ) n+2) T (n4p)!

1 1 1
RETEE (1+n—+2+”'+(n+2)...(n+p))

L (i 2 1
~ (n+1)! n+2 7 (n+2)p1
1 1—aﬁv< 1 n+2 1 n(n+2)

(D! 1— L T+ Din+1 anl (n41)2

A

1
< —, t > 2.
= pentru p >

deci

1
0<en+p_en<ﬁ.

Trecand la limitd pentru p — oo, obtinem ca

1
O<e—e;, < —.
nn!
Sa presupunem prin reducere la absurd cd e este rational, e = g, p,g € N,g > 2.
Atunci
P 1 1
0<>—g<— = 0<(g-1lp—gleg < - <1
q q9: q
Cum eq poate fi scris, prin aducere la acelasi numitor, ca o fractie cu numitorul 4!,
q'ey este un numar natural, deci intre 0 si 1 se afld numarul intreg (g —1)!p — gle,,

contradictie. In concluzie, e este numar irational. |
Constanta lui Euler
Fie acum sirul (cy),>1 definit prin

1 1 1

Teorema 2.50. Sirul (c,),>0 este convergent.
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Demonstratie. Vom demonstra cd (cy,),>0 este monoton si marginit.
Monotonie

Observam ca

1 1 1
Cn_;’_l—Cn—n—H—ln(n—i—l)—i—lnn—n—H—ln(l—Fa) <0,

deci (cn),>0 este strict descrescator.
Mirginire

Cum (¢, ), >0 este strict descrescétor, el este marginit superior. Observam cd

1 1
— = — I > 1.
In(k+1) —Ink=1In (1 + k) > T pentruk > 1

Sumand inegalitdtile obtinute pentruk =1,k =2, ...,k = n — 1 obtinem ca

1 1
Inn > §+...+E<:>cn <lpentrun > 2,
Cum (cn)n>0 este monoton si mérginit, el este convergent. Prin conventie, se
noteaza cu c limita sa, unde ¢ = 0.57721.... Numarul c astfel definit se numeste
constanta lui Euler. [

Exercitiu

Determinati

lim ! + ! +...+ L
n—eo\n+1 n+2 ~ 2n)’
Solutie

Au loc relatiile

1 n 1 1 1 1
n+1 n+2 7 2n 2 3 2n

1
4= = 1+——|———|—...—|———1n(2n))

2 3

=0y —Cp+1n2.

— <1+1+1+...+%—lnn) +1In2n —1Inn

Cum lim ¢y, = lim ¢, = e, urmeaza cd limita din enunt este In 2. [ |
n—oo

n—oo
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Aplicatii

2.1. Fie (Xn)u>0: Xn = -t%. Precizati valorile lui n pentru care |x, — 3| < .

2.2. Fie (Xp)n>0: Xn41 = X2 — 2%, +2, X0 = 3.

1. Demonstrati ci x,. 1 — 1= (x, — 1)2.
2. Determinati expresia termenului general x,,.
3. Determinati lim x,,.

n—aoo

2.3. Determinati valorile urmdtoarelor limite de siruri:

: 20t +n3+3n%2—n+5.
L ,}l_r,r.}o 3212 41—6 '

2. lim (In(n*+2n+3) —In(3n> +n —6));

n—oo

. In(n?4n+1)
3. im g 3y

2.4. Determinati valorile urmdtoarelor limite de siruri:

1. lim ((@)n + (%)”“ N (%)2n+3);

n—od

R L T
2. im oo e

- 4n’4n—1 (3\"
3. lim S (3)

- 140.540.524...40.5"
4. lim o

2
n—oo 1414174 . +1

. (\@+\/§)n+1_(\/§_\/§)n+l
> (VBVE - (VoVa)T

2.5. Dacd (xy)u>0 este un gir cu proprietatea ci lim x,, = +o0o, determinati

n—oo
. 2
1. lim X2
nHOOan—I—GS’
2
. +2
2. lim 2=
n—oo x”+1,
3. lim %+3

n—ooXp+2°
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2.6. Determinati valorile urmdtoarelor limite de siruri:

L T}ig{}o(\/nﬂLf—\/”—\/ﬁ);

. 3nH(=D)",
2. ,}Lﬁ,}o 2n+3
3. lim Vnt2-vntl.

n—ocoVn+4—+v/n+3’
4. lim (\3/713 +n— n).

n—oo

2.7. Folosind eventual un criteriu de majorare-minorare, demonstrati ci

1. lim

n—oo

sin1l4+2sin2+...4nsinn __ 0:
n3 Y

2. lim2n +nsin g = +oo;

n—odo
3. lim — n? + [n] cos "f = —co.
n—oo 3
o L 135..(2n-1) . s 1
2.8. Fie girul (Xu)n>1: Xn = —5 4497~ Demonstrati ci 0 < x, < Tan pentru

orice n > 1 si determinati de aici lim x,,.

n—oo

2.9. Fie sirul (xy)p>2: Xy = /2" 4 3". Demonstrati ci 3 < x, < 32 pentru orice
n > 2 si determinati de aici lim x;,.

n—oo

2.10. Fie girul (xy)p>2: Xn = (/1 + V24 ...+ /n. Demonstratici1 < x, < C/ﬁz
pentru orice n > 2 si determinati de aici lim x,.

n—oo

2.11. Fie girul (xn)n>2: Xy = /n. Se noteazi x, = 1+ ay, n > 2. Demonstrati ci

0<a, < \/% si determinati de aici lim x,,.

n—odo

2.12. Determinati

; ﬁ 2n+1 2n+5] G 2n+1 2n+5]
S B3n+2"3n+1)" M |3n+2"3n+1)
n=1*% - n=1

5 ﬁ [3n+4 3n+8] ﬁ 3n+4 3n+8
o 4n+574n 9] [4n+5"4n+9]

2.13. Determinati valorile urmdtoarelor limite de siruri:
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1. lim ( i )"Wﬁ;

n—oo \ Mo+n+1

> lim 43 n—&—lnn'
" e \ 27+ ’

N
. 2n+34/n+5
3. lim (%) )

n—oo

2.14. Determinati valorile urmdtoarelor limite de siruri:

Lolim {1+ 3+ 5+ 4

n—oo
2. lim /2" 4 3" 4 5",
n—oo

2.15. Determinati valorile urmdtoarelor limite de siruri:

2.16. Folosind eventual una dintre teoremele Stolz-Césaro, determinati valorile urmdtoarelor
limite de siruri:

. 1.2.342:3-44...+n-(n+1)-(n+2) |
L Jin, 212 '

: 1 1 1 1 .
2. hm—<m+m+...—l—m),

}1*)00”

c VIHV2+ 4Vn
ST

2.17. Determinati lim supx,, si lim infx,, in urmiditoarele situatii:
n—oo

n—oo

1. (Xn)nzo.‘ Xn = 41 + n2+1;

3. (xn)u>0: Xn = arcsin(—1)" + arccos(—1)"*! + arctg(—1)"*2;

- "
4. (xn)n>0: Xn = (”Tﬁ’)nsm 3+ (\/n2—|—3n—i—2—\/n2—|—2n+3> .

2.18. Fie (Xn)n>0: Xn = 2+ #2 cos "5t. Determinati LIM x;,.

n—oo
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2.19.

2.20.

2.22.

2.24.
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Determinati valoarea limitei:

el e?.
lim
n—oo n

L-e

2
Fie girul (xy)n>0: Xpi1 = 11—’;", n>0sixy=1.
Studiati monotonia si mdrginirea sirului (x,),>o.
Demonstrati cd sirul (x,),>0 este convergent si calculati-i limita.

Folosind eventual una dintre teoremele Stolz-Césaro, determinati lim nx,,.

n—oo

. Fie sirul (xy)n>0: Xne1 = V3%, — 2,1 > 05si x9 € (1,2).

. Demonstrati ci 1 < x, < 2 pentru orice n > 0.

Demonstrati cd (x>0 este strict crescitor.

Demonstrati cd (xy,),>0 este convergent si precizati-i limita.

Fie sirul (xy)p>0: Xn = \/2 +/24... +V2

n radicali

. Determinati o relatie de recurentd verificatd de termenii sirului (xp, ),>0.

Demonstrati ci 0 < x, < 2 pentru oricen > 1.
Demonstrati ci (xy),>0 este strict crescitor.

Demonstrati ci (xy,),>0 este convergent si precizati-i limita.

. Fie sirul (x;)n>0: Xp41 = Xn — X2+ x5, 1 > 0si xg € (0,1).

Demonstrati ci 0 < x,, < 1 pentru orice n > 0.
Demonstrati cd (x,)n>0 este strict descrescitor.
Demonstrati c¢i (xy,),>0 este convergent si precizati-i limita.
Fie sirul (Xp)p>0: Xpt1 = Xn + é, n>0sixy>0.

Demonstrati ci x, > 0 pentru orice n > 0.
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2. Demonstrati ci (x,)n>0 este strict crescitor.
3. Demonstrati cd lim x,, = +oo0.
n—oo
2.25. Determinati

1

1 1
lim (1——+—+...+

n—oo

1
2 '3 2n—1_%>'

2.26. Dacii un gir monoton (x,),>o are un subsir convergent, atunci (x,),>o este de

asenieriea convergent.

2.27. Daci un gir (x,),>0 are o infinitate de subsiruri convergente, rezulti ci acesta este

convergent?

2.28. Fie (xn)n>0 un sir si | € R. Daci orice vecinitate V a lui | contine o infinitate de

termeni ai sirului (x,), >0, rezultd cd sirul are limita I?

2.29. Determinatia,b € R astfel ca

n—oo

lim (\/4n2+4n-|—3—an —b) — 2.
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Date fiind numerele reale x, x1, . .., X;;, In numar finit, sumalor xg + x7 + ...+ x,
se poate calcula fara dificultate, dupd regulile uzuale. Extinderea notiunii de
sumd pentru multimi infinite de numere nu este insd la fel de imediata. Acest

lucru se poate observa incercand s se calculeze suma
T+ (D) +1+ (=) +. .+ 1+ (=) +...
(termenii sumei sunt, alternativ, 1 si —1). Gruparea in modul
I+(-1))+A+(=1)+...+ A+ (-1)+...,

in care suma termenilor din fiecare grup este 0, poate conduce la ideea ca valoarea
acestei sume este 0. De asemenea, gruparea in modul

1+((-)+D)+(-1)+)+...+((-1) +1)+...,

poate conduce la ideea ca valoarea acestei sume este 1; desigur, asocierea a doud
valori distincte pentru o aceeasi suma de numere reale reprezinta o situatie inac-
ceptabila. In special, din cele de mai sus se observa faptul ca in cazul adunarii
unui numdr infinit de numere reale nu are neapdrat loc proprietatea de asociativ-
itate.

In lipsa proprietatii de asociativitate, singura posibilitate de calcul a unei sume
infinite rsmane de a aduna termenii din suma unul cate unul. In concluzie, pen-
tru a calcula o0 sumad de forma

Xo+X1+Xo+...+Xp+ ...

86
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vom determina

So=x9, S1=x0+x1, S2=x0+x1+x2...,
Sy =Xxo+x1+x2+...4+xy,...

si vom incerca sd extragem informatii despre comportarea sirului (S,),>o, uti-
lizdnd aceste informatii pentru determinarea sumei.

Numim atunci serie numerici de termen general x, (sau, mai simplu, serie de
termen general x,,) cuplul ((x4)yn>0, (Sn)n>0) format din sirul (x,),>0 al termenilor
seriei si sirul (S,),>0 al sumelor partiale, definit dupd regula

Sy =xp+x1+x24+...4+ x4

In aceasta situatie, x, se va numi si termenul de rang n sau indice n al seriei. Vom

nota o serie de termen general x,, prin
Xo+x1+x20+...+x,+...,

sau, sub forma prescurtata, prin
(0]
>
n=0

Daca primii k termeni xg, x1, ..., Xx_1 nu sunt definiti, vom nota seria de termen
general x;, prin
xk+xk+1—i—xk+2+...—i—xn—i—...,

respectiv prin
(o]
)
n=k

Notatiile de mai sus sugereazd si denumirea de ,,suma infinitd” pentru o se-
rie, desi, conform exemplului anterior, sumele infinite de numere reale nu au
neapadrat aceleasi proprietati ca si sumele finite de numere reale, aceasta denu-
mire nefiind deci intrutotul justificata.

Serii convergente, serii divergente

(o]
Spunem cd seria Z x, este convergentd dacd sirul sumelor partiale (S,),>0
n=0

oo
este convergent, respectiv cd seria Z x,, este divergentd daca sirul sumelor partiale
n=0
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(Sn)n>o0 este divergent. Daca sirul sumelor partiale (Sy),>0 are limitd, atunci
o0 [0,]

limS, = S € R se va numi suma seriei Z X,. Seriilor Z x, pentru care sirul
e n=0 n=0
sumelor partiale (S, ),>0 nu are limitd nu li se asociazd nicio sumad.

Exemplu

= 1

Fie seria ) o Termenul general al acestei serii este x, = 5. Sub formd
n=0

desfasuratd, seria se poate scrie in modul urmator

Deoarece

l4-d ot =
ottt -

G _14ly] 1 ﬂ2<1)”’

urmeaza ca

lim S, =2,

n—oo

(o]
deci seria Z on este convergentd, iar suma sa este 2.
n=0
Exemplu

(e )
Fie seria Z n. Termenul general al acestei serii este x;,, = n. Sub forma desfdsurata,
n=0
seria se poate scrie in modul urmator

O+1+4+2+...4+n+....

Deoarece
1
Sn:0+1+2+...+n:@,

urmeaza ca

llm Sn — ‘JI_OO,
n—oo
(o]
deci seria 2 n este divergentd, iar suma sa este +co.
n=0
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Exemplu
Fie seria ) _ (—1)". Termenul general al acestei serii este x, = (—1)". Sub formi
=0

desfégur:t%, seria se poate scrie in modul urmator
T+ (D) +14+ (=) 4.1+ (1) +...
Deoarece
Son=>0+(-1)+A+ (=) +...+(1+(-1)+1=1,
iar
Sony1 =1+ (1) + 1A+ (-1))+...+ 1+ (-1))+(1+(-1)) =0,

urmeaza ca
lim S2n = 1, lim SZn—i—l = 0,
n—oo n—0oo
o0

deci nu existd lim S,. Atunci seria ) _ (—1)" este divergents, suma sa neputand
n—oo
n=0

ti definita.

In cele ce urmeazd, vom preciza conditii pentru a stabili dacd o serie data este
sau nu convergentd, acolo unde este posibil determindndu-se explicit si suma
seriei.

Sume calculabile exact
oo
Seria )_ 4"
n=0
Termenul general al acestei serii este x,, = g". Dacd q # 1, atunci

anrl -1

Sn=x+x1+...+x,=14+g+...+q9" = T

7

in vreme ce dacd g = 1, atunci S, = n + 1.
o

Urmeazad atunci cd seria 2 q" este convergentd pentrug € (—1,1),cu lim S, =
n—oo
n=0

———, deoarece lim "™ = 0 pentru g € (—1,1). in concluzie,

1—q n—o0

(ee]

Y g = 11Tq' pentrug € (—1,1).
n=0
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[ee]

De asemenea, pentru g = 1 seria Z q" este divergentd, deoarece lim (n+1) =
n—oo
n=0

+o0, iar

Y q" = 400, pentru g = 1.
n=0

Daci g € (1,400), atunci lim S, = -+oo, deoarece lim "™ = +oco0 pentru
n—oo n—oo
o0
g € (1,00), iar Z q" este divergenta. In concluzie,
n=0

q" = +oo, pentru g € (1,+00).
n=0

Dacd g € (—o0,—1], atunci lim S, nu existd, deoarece lim q”“ nu existd pentru
n—oo n—=oo
(@)

g € (—oo,—1], iar Z q" este divergentd, acestei serii neputandu-i-se asocia o
n=0
suma.

Discutia de mai sus poate fi sistematizatd sub urmdtoarea forma prescurtatd

nu este definitd, dacdg < —1
Y. 0" = qu, dacig e (—1,1) .
400, dacig >1

Exemplu

00 (_ 1\n»n3n
Fie suma Z % Atunci termenul general al acestei serii este
n=0

GRS A o VAR R A A
"Toogn T 9 L9/
de unde

n=0

Serii telescopice

o oo
Fie seria 2 Xn. Spunem ca seria Z xn este o serie telescopicid daca existd sirul
n=0 n=0
(an)n>0, astfel ca

Xp = &y — &yy1 pentruoricen > 0,
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adicd existd un sir pentru care termenul general al seriei se poate scrie ca diferenta
a doi termeni consecutivi ai acestui sir, primul cu acelasi indice ca si indicele

termenului general al seriei. In aceasta situatie,
n
Sp = Zxk: (ag—ay)+(ag—ax) + ...+ (an — ap11)
k=0

= ao — ap+1,
(o]
de unde seria } | x, este convergentd daca si numai daca (a,),>0 este convergent.
n=0
In aceastd ultimi situatie,

(]

Z X, = lim (ag —a,1) =ap—1,
n=0 e
unde lima, = L.
n—oo
Exemplu
1 1

Fie seria
n;) (n+1)(n+2)

Observam ca

. Atunci termenul general al sumei este x, = (S CEE

. 1 _(m+2)-(m+1y 11
T m+1)(n+2)  (m+1D(n+2)  n+l n+2
de unde

! 1 1 1 1 1 1
wefe (-0 G ()

k=0
.1
n+2’
iar
> 1 1
= lim (1- =1.
Loy —m ()
Exemplu
1

Fie seria
ngo Vn+14+vn+2
Observam cad

. Atunci termenul general al sumei este x,, = m

. 1 B Vn+2—+vn+1
TV 1+vVnt+2  (Wn+24+Vn+ D) (Vn+2—Vn+1)
=vVn+2—vVn+1
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de unde

0= - n= (VA= VE) + (VA= v2) o (Vg2 Vi)

n+2-—1,

iar

oo

Z = lim (Vn+2—1) = +oo.

- \/n+1+\/n—i—2 n—oo

Proprietiti generale ale seriilor
Eliminarea termenilor

In Capitolul 2, a fost observat cd adiugarea sau eliminarea unui numar finit
de termeni ai unui sir nu-i modificd acestuia proprietatea de a avea sau nu avea
limitd. Cum convergenta unei serii este definitd prin intermediul sirului sumelor
partiale, este natural ca nici eliminarea unui numar finit de termeni ai unei serii
date sa nu modifice natura acesteia. Prin ,naturd” intelegem aici proprietatea
unei serii de a fi convergentd sau divergentd, iar prin serii ,,cu aceeasi natura”

intelegem douad serii care sunt ambele convergente sau ambele divergente.

(o]
Teorema 3.1. Fie Y x,, 0 serie datid. Dacil se adaugil sau se elimind un numdr finit de
n=0
termeni, atunci seria obtinutd are aceeasi naturd cu seria initiald, putdndu-se modifica in

schimb suma sa, daci seria este convergentd. Dacd suma seriei este 400 sau —oo, aceasta
nu se modificd.

Demonstratie. Presupunem cd se elimind termenii Xy , Xp,, ..., Xp,, 11 < 1y <
(o)

. < ny. Fie Z Yy seria obtinutd prin modificare si fie (T}, ), >0 sirul sumelor sale
n=0
partiale. Atunci y, = x, 1 pentru orice n > ny — k, iar

Ty = Sytk — (Xn, + Xn, + ...+ xy, ) pentru orice n > ny — k.

Cum sirurile (T,)u>0 $i (Syik)n>0 difera prin constanta C = x,, + X, + ... +
Xn, pentru n > ny — k, ele au aceeasi naturd. Deoarece (S, x)n>0 se obtine din
(Sn)n>0 prin eliminarea termenilor Sy, Sy, ..., Sx_1 (in numdr finit), el are aceeasi
naturd cu (Sp) ;>0
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(0.0) (o]
Cum T, = S,,;x — C, urmeaza ca daca Z Xp = +00, atunci Z Yn = +00 —
n=0 n=0
(o] (o]
C = 400, iar daca Z X, = —oo, atunci Z Yn = —00 — C = —oco (suma seriei nu
n=0 n=0

se modificd).

[e,0] (o]

Daca Z x, = L € R, atunci 2 yn = L — C (suma seriei se modificd daca
n=0 n=0

C # 0). Pentru cazul in care se adauga un numar finit de termeni se procedeaza

analog. |

Comutativitate (Schimbarea ordinii termenilor)

Este cunoscut cd o suma finita are proprietatea de comutativitate, in sensul
ca valoarea sumei ramane aceeasi dupd orice schimbare a ordinii termenilor. Cu
anumite precautii (schimbarea ordinii va afecta doar un numar finit de termeni),
aceastd proprietate ramane valabild si pentru serii.

(e
Teorema 3.2. Fie Z Xp 0 serie datd. Dacd se schimbd ordinea unui numdr finit de

n=0
termeni, atunci seria obtinutd are aceeasi naturd cu seria inifiald si aceeasi sumd.

o
Demonstratie. Fie Z Yn seria obtinuta prin schimbarea ordinii. Cum aceastd
n=0
schimbare afecteaza doar un numar finit de termeni, exista n; € IN astfel ca x,, =

Yn pentru orice n > ny. Deoarece
Xo+X1+ ...+ X1 =Yo+Yr+. ...+ Yn -1,

aceste sume avand aceiasi termeni, eventual intr-o altd ordine, urmeaza ca S, =
o0 o)

T, pentru orice n > ny, de unde Z Xp Si 2 Y, au aceeasi naturd si aceeasi suma.
n=0 n=0
[

Proprietdti generale ale seriilor convergente

Asociativitate

o0
S-a observat deja ca pentru cazul seriei divergente ) (—1)" asocierea terme-

n=
nilor cu ajutorul parantezelor conduce la mai multe valori posibile ale sumei sale.
Totusi, se poate demonstra ca prin gruparea termenilor unei serii convergente cu
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ajutorul parantezelor se obtine tot o serie convergentd, cu aceeasi sumad ca si seria
initiala.

o0
Teorema 3.3. Fie Z Xn, 0 serie convergentd. Asocierea termenilor sii cu ajutorul paran-

n=0
tezelor conduce la o serie convergentd, cu aceeasi sumd ca si seria initiald.

Demonstratie. Se observa ca sirul sumelor partiale corespunzator seriei in care
termenii sunt asociati cu ajutorul parantezelor este un subsir al sirului sumelor
partiale al seriei initiale. Cum acesta din urma este convergent, urmeazd con-

cluzia. [ |

Restul de ordin p

o
Dati fiind seria ) _ x,,, vom numi rest de ordin p al acesteia seria
n=0

[e9)
Ry = Z Xy = Xp41 +Xp2 +..0,
n=p-+1

obtinuta din seria initiala prin eliminarea termenilor xo, x1, ..., Xp, cu indici mai

mici sau egali cu p. Se observa atunci ca

Z xp =Sy +R,, pentruorice p >0,
n=0

unde (S,,),>0 este sirul sumelor partiale asociat seriei date. Din acest motiv, daca
seria datd este convergentd, atunci sirul sumelor partiale tinde la suma seriei,
iar sirul resturilor tinde la 0, conform formulei de mai sus. Mai precis, are loc
urmadtorul rezultat.

o
Teorema 3.4. Seria Z xy este convergentd dacd si numai dacd Ry, restul de ordin p,
n=0

(o]
este o serie convergentd pentru orice p € IN. In plus, dacit ) _ x, este convergentd,
. n=0
atunci lim R, = 0.

p%OO

o
Demonstratie. Cum Ry, se obtine din seria Z X prin eliminarea termenilor xo,
n=0

o
X1, .-+, Xp, In numdr finit, respectiv Z X, se obtine din R, prin addugarea ter-
n=0
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menilor xg, x1, ..., Xp, prima parte a teoremei se obtine in mod imediat din Teo-
[o°]

rema 3.1. De asemenea, dacd Z xn este convergentd iar S este suma sa, atunci
n=0
S =85y +Rp,deci Ry =S — Sp,iar cum lim S, = S, urmeazd ca limR, =0. W

p—)OO p*)OO

Criteriul de convergentd Cauchy

A fost deja demonstrat in Capitolul 2 cd un sir este convergent daca si numai
daca este sir fundamental (Cauchy). De aici, o serie datd este convergenta dacad si
numai daca sirul sumelor sale partiale este sir Cauchy. Acest lucru se reflecta in

urmatorul rezultat.
o0 o0

Teorema 3.5. Fie Y | x, 0 serie datid. Atunci Y | x,, este convergentd dacii si numai dacit
n=0 n=0
pentru orice € > 0 existd un rang ne € IN astfel incit

|Xp1 + Xug2 + ...+ xpqp| <€ pentruoricen > ng siorice p > 0.

oo
Demonstratie. Fie (S;),>0 sirul sumelor partiale asociate seriei Z Xp. Atunci
n=0

Sutp = Sul = [Xpn41 + Xng2 + ... + Xy p|, pentruoricen, p > 0.
(o)
Cum Z x, este convergentd dacd si numai dacd (Sy),>0 este sir fundamental,
n=0
adicd daca si numai dacd pentru orice ¢ > 0 existd un rang n, € IN astfel incat

|Snu+p — Su| < € pentru orice n > n, si orice p > 0,

rezultd concluzia. [ |
o0
Divergenta seriei
gent Z -
n=1
A fost demonstrat in Capitolul 2 ca sirul

1 1
(Sﬂ)n215xn:1+§—|—...—|—z

(o°]
nu este sir Cauchy. Cum acesta este sirul sumelor partiale asociat seriei Z -,
n=1
o0
urmeaza cd seria Z — este divergentd. Seria de mai sus se numeste si seria ar-
n
n=1
monicd, intrucat fiecare termen al seriei este media armonicad a termenilor care-1
inconjoara, adica % = 2 pentru orice n > 1.
T+
=T
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Limita termenului general

o0 (o)
Teorema 3.6. Fie Z X, 0 serie datd. Dacd Z xn este convergentd, atunci lim x,, = 0.
n=0 n=0 e

(o)
Demonstratie. Fie Z X O serie convergentd, cu suma /. Deoarece

n=0

Xp = Sy — Sy—1 pentru orice n > 1,

iar im S,, = hm Sn 1 = I, urmeaza concluzia. [ |

n—oo

Se observa de aici ca dacd lim x,, nu existd, sau exista si nu este 0, atunci seria
n—oo

datd nu este convergentd. Se obtine deci urmatorul rezultat.

(o)
Corolar 3.6.1. Fie Z X, 0 serie datid. Dacd hm 0 Xy MUl existd, sau existd si nu este 0,

n=0
atunci seria datd este divergenti.

Exercitiu
Demonstrati cad urmatoarele serii sunt divergente:

1) Z:l <1+%> / ) Z 2n+1 51’l+1' 3) Z \/E
n=

n=0
Solutie
Putem calcula limita termenului general in fiecare dintre aceste cazuri. Cum

1 3n+%
lim (1 + —) = lim
2n

3n+%
1 2n| " 2n 3
1+ — =2 #£0,
( +Zn) e 7

0o 37’Z+H
seria Z (1 + %> este divergentd. Se observa ca

n—oo n—oo

Cotps 53T 4 _1.y
ngro}ozn—l—l _|_5n+1 o ngl;}o5n+1(%n+1 +1) - 5 ’

deci seria Z +

o1 5nil este divergenta. De asemenea
n=0

lim /n = 400 # 0,
n—oo
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(0]
deci si seria Z v/n este divergentd. |
n=0
Se poate observa de asemenea faptul cd doar faptul cd lim x, = 0 nu este o
n—oo
[ee]
conditie suficientd pentru convergenta seriei Z Xy (fiind doar necesarad). In acest
n=0

.1 - :
sens, se poate observa cd lim — = 0, dar totusi seria ) % este divergenta.
n—oon n=1

Marginirea sirului sumelor partiale
[e)
Teorema 3.7. Fie Z Xy 0 serie convergentd. Atunci sirul (Sy),>o al sumelor partiale

n=0
asociate seriei este mdrginit.

o0
Demonstratie. Fie 2 X, O serie convergentd si fie (S, ), >0 sirul sumelor partiale
n=0

o
asociate seriei. Cum Z Xy este convergentd, urmeaza ca (Sn)nzo este convergent,
n=0
iar cum orice sir convergent este marginit, urmeaza cd (S;,),>o este marginit. W

Reciproc, dacd sirul sumelor partiale asociate unei serii date este nemarginit,
atunci seria este divergenta. Se obtine deci urmatorul rezultat.

(o)
Corolar 3.7.1. Fie Y x, o serie datil si fie (S )u>0 sirul sumelor partiale asociate seriei.
n=0

(o]

Daci (Sy)n>0 este nemirginit, atunci seria Z Xp este divergentd.

n=0
Exercitiu
> 1
Demonstrati ca seria Z este divergenta.
n=0 V1 +1
Solutie
Are loc estimarea
1 1 1 1
Sy =—=+—+...+ > (n+1)- =vn+1.
"= AT NS Y e Al
ad 1
Cum limv/n +1 = 400, urmeazaca (S este nemarginit, deci seria
i (Sn)n=0 g n;) T

este divergenta. n
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Operatii cu serii convergente

Intrucat, asa cum s-a mentionat anterior, convergenta unei serii se defineste
prin intermediul convergentei sirului sumelor sale partiale, se va observa cd pro-
prietatea unor serii de a fi convergente se pdstreazd dupa efectuarea operatiilor
uzuale de sumd, diferentd si produs cu o constanta.

o o o
Teorema 3.8. Fie Z Xy §i 2 Y doud serii convergente de numere reale astfel ca Z Xy =
n=0 n=0 n=0

(o) o o
Asi Z Yyn = B. Atunci seria sumd 2 (xXn + yn) i seria produs cu o constantd Z CXy,
n=0 n=0 n=0
¢ € IR, sunt convergente. in plus, au loc relatiile

1. an—i—yn: an—l— Zyn:A—l—B;
n=0 n=0 n=0

o ()
2. Zcxn:chn:cA.
n=0 n=0

Demonstratia este imediata, utilizdnd proprietdtile operatiilor cu siruri con-
vergente.

Serii cu termeni pozitivi, serii cu termeni negativi, serii alternante, serii cu
termeni oarecare

o o
Fie Z xy O serie datd. Spunem cd 2 xn este o serie cu termeni pozitivi daca
n=0 n=0

toti termenii sdi de la un indice incolo sunt pozitivi, adica exista N; € IN astfel
[o°]

cd x, > 0 pentru orice n > Nj. Similar, spunem cd ) _ x, este o serie cu termeni
n=0

negativi dacd toti termenii sdi de la un indice incolo sunt negativi, adica exista

N, € N astfel cd x, < 0 pentru orice n > Nj.

oo
Seria Z X, se va numi serie cu termeni oarecare dacd are atat o infinitate de
n=0

termeni pozitivi, cat si o infinitate de termeni negativi. Un caz particular de serii
(o]

cu termeni oarecare sunt seriile alternante. O serie Z X, se va numi alternanti
n=0

dacd termenii sdi sunt alternativ pozitivi si negativi de la un rang incolo, adica

existd N3 € N pentru care x, = (—1)"a, pentru orice n > N3, unde (a,,),>0 este

un sir de termeni nenuli cu semn constant. In concluzie, pentru o serie alternanta
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o

Z Xy, fie x, = (—1)"a, pentru orice n > Nj, fie x, = (—1)"*q, pentru orice
n=0

n > N3, unde (a,),>0 este un sir cu termeni strict pozitivi.

In cele ce urmeaza, conform faptului ci eliminarea unui numar finit de ter-
meni ai seriei nu modificd natura acesteia, vom presupune acolo unde este nece-
sar cd proprietatea de pozitivitate (respectiv negativitate, alternantd) are loc incepand
cu primul termen al seriei. De asemenea, intrucat inmultirea cu un numadr neg-
ativ nu modificd natura unei serii, seriile cu termeni negativi nu vor fi tratate
separat, rezultate privind convergenta acestora putand fi deduse cu usurintd din
rezultatele corespunzatoare privind convergenta seriilor cu termeni pozitivi.

3.1 Serii cu termeni pozitivi

Monotonia sirului sumelor partiale

[o°]
Fie Z Xn O serie cu termeni pozitivi. Deoarece S,+1 — Sy = x,41 > 0,
n=0
urmeaza cd sirul sumelor partiale (S;,),>0 este monoton crescitor. Acest lucru are

consecinte importante asupra convergentei unei serii cu termeni pozitivi, deoarece
dacd (Sy),>0 este monoton, o conditie necesara si suficientd pentru convergenta
sa este ca el sd fie marginit superior. Obtinem deci urmatorul criteriu de convergenta
pentru serii cu termeni pozitivi.

[e9) [e9)
Teorema 3.9. Fie Z Xp 0 serie cu termeni pozitivi. Atunci Z X este convergenti
n=0 n=0
dacd si numai dacd si numai daci sirul (S,),>o al sumelor partiale asociate seriei este
mdrginit superior.
o0 (o)
In plus, daca Z X, este o serie cu termeni pozitivi cu Z x, = A, atuncdi,
n=0 n=0
deoarece (S;,),>0 tinde monoton crescétor citre limita sa A, urmeazd cd S, < A

pentru orice n > 0.
Exemplu

o0
) X 1
Fie seria Z —. Deoarece
‘1
=

— < = - pentru orice n > 2,
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urmeaza ca

S_1+1+ 1<1+1 1+1 1+ +1 1
T2 T2 2 =121 272 3 7 "n—1 =n
:1+1—1§2,

n

o . N . T S |
iar sirul (S,),>1 al sumelor partiale este marginit superior, deci seria Z — este
= n
n=1
convergenta.

De asemenea, se poate observa cd pentru serii cu termeni pozitivi are loc pro-
prietatea de comutativitate, in care de aceastd data se pot schimba locurile unui
numar infinit de termeni.

[e.0]
Teorema 3.10. Fie Z Xy 0 serie convergentd cu termeni pozitivi. Daci se schimbi
n=0
(e°]
ordinea unor termeni din serie (chiar in numdr infinit), seria Y _ y, astfel obtinutd este
n=0
convergentd si are aceeasi SUM.
[e0]
Demonstratie. Fie Z x, = A. Fie deasemenea (T;),>o sirul sumelor partiale
n=0
[e,0] (o]
asociat seriei Z Yn. Deoarece 2 Y este obtinutd prin rearanjarea termenilor
n=0 n=0
o0
seriei Z Xn, corespondenta
n=0

¢:IN— N, ¢(i) = indicele lui y; inainte de rearanjare
defineste o functie. Cum
To=yo+tyi+...+yn=2xp0) +Xp1) +- -+ Xpn) < Sny <A

unde
ny = max(¢(0), ¢(1),..., ¢(n)),
urmeazd cd (Ty),>0 este marginit; fiind si monoton crescédtor, el este convergent.
o0

De aici, Z yn este convergenta. Deoarece T, < A pentru orice n > 0, urmeaza
n=0

oo o
ca ZyHSA: an.
n=0 n=0
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o0 (0]
Refdcand rationamentul in sens invers (privind Z X Ca O rearanjare a Z Yn)
n=0 n=0
o0 [o0] o0 (0]
obtinem ca Z Xy < Z Yn, de unde Z Xy = Z Yn- [ |
n=0 n=0 n=0 n=0

3.1.1 Criteriul de condensare

Un criteriu util pentru stabilirea, intre altele, a convergentei asa-numitei serii ar-
monice generalizate, care va fi folositd ca termen de comparatie pentru alte serii,

este urmatorul rezultat, numit criteriul de condensare.

Teorema 3.11. Fie (x,),>0 un sir monoton descrescitor cu termeni pozitivi. Atunci
o0 (o)

seriile 2 Xy Si Z 2" xon au aceeagi naturd.
n=0 n=0
o0
Demonstratie. Vom demonstra ca 2 x, este convergentd daca si numai daca
n=0

(0]

Y | 2"xpn este convergentd, restul teoremei obtindndu-se prin aplicarea opera-
n=0
torului de negatie logica acestei afirmatii. In acest scop, fie

Spu=x0+x1+...+x;, Tu=x1+2x+...+2"xm

sirurile sumelor partiale asociate celor doua serii; se observa cd ambele serii sunt
cu termeni pozitivi.
(e )
Daca Z x, este convergentd, se observa ca
n=0

Son =x0+x1+x2+ (x3+2x4) + (x5 +x6 +x7+x8) + ...
+ (x2k+1 +x2k+2‘|‘ +x2k+1) +...+ (x2n—1+1 +x2n—1+2+ +X2n)
> Xo + X1 4 %0 + 224 +4xg + .o 20 27 g,

intrucat (x,),>0 este monoton descrescétor. De aici,

1 1
n > — =T,
52 _XO+2X1+2 nr

o
iar cum 2 x,, este convergenta si cu termeni pozitivi, urmeaza ca So» < S, unde S
n=0

o (o)
este suma seriei ) _ x,. Se obtine ca (T;;),>0 este marginit superior, deci ) 2" xpn

n=0 n=0
este convergenta.
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(o]
Presupunem acum ca Z 2"xon este convergentd si fie n € IN oarecare. Exista
n=0
atunci un unic m € N astfel cd 2" < n < 2m+1 (deci 2™ este ultima putere a lui 2

mai micd sau egald cu n). Se observa ca

Sy =x0+x1+...4+xy
< xp+x1+ (x2+x3) + (x4 + x5+ x6 + x7) + ...
+ (g + Xk g + oo X q) oA (Xom A+ Xom o X )
< Xg X1 4 2% FAxg o+ 25 4 A 2" xm,

intrucat (x,),>0 este monoton descrescator. De aici,

Sn < xo+ Ty,
o0
iar cum 2 2"xon este convergentd si cu termeni pozitivi, urmeazd cd T, < T,
n=0
unde T este suma seriei 2"xp:. Se obtine cd (S,),>0 este marginit superior, deci

(o]

Z X, este convergentd. |
n=0
Exercitiu
Studiati convergenta seriei Z
nlnn’
n—2
Solutie
1 . <
Deoarece (xn)n>0: Xp = este un sir monoton descrescator de
= nlnn >2
1
numere strict poz1t1ve urmeaza conform criteriului de condensare ca Z I
nlnn
n=
(e )
i 2 au aceeasi natura. Cum este divergenta
i Z 2”ln2" Z i ngnlnz gema,
o
tiind seria armonicd multiplicatd cu o constantd, urmeaza cd si Z I este
nlnn
=2
divergenta. |
o
Convergenta seriei —
gent L
n=1
Dacd p < 0, atunci lim -}, = oo, iar seria Z — este divergentd, Intrucat
n—>oon n

n=1
termenul sdu general nu tinde la 0. Similar, pentru p = 0, lim & 5 = lim1 =1,
n—oo

n—oo
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o0

deci seria ) _ — este de asemenea divergenta.
n
n=1

21 ad 1
Fie acum p > 0. Conform criteriului de condensare, seriile —si 2N —
' Lo ¥ L2 Gy

au aceeasi naturda. Cum

Oonl_oo 1_00 1 \"
;ZWV_;QHV_ZGﬁ)’

n=1

1

lar 57 > 1 pentrup € (0,1], respectiv ZF’% < 1 pentru p > 1, urmeaza ca seria

(o)

1 . .
Z o este divergentd pentru p € (0, 1], respectiv convergentd pentru p > 1.
n=1

Discutia de mai sus poate fi sistematizatd sub urmdtoarea forma prescurtata

| divergentd, dacdp <1

Y. — este

n=1 convergentd, dacdp >1

[e9) oo
Reprezentand o forma mai generald a seriei Z —, seria Z — se mai numeste si
n=1" n=1"
seria armonicd generalizatd.

3.1.2 Criterii de comparatie

In cele ce urmeaza vom prezenta un set de criterii care permit analiza convergentei
sau divergentei unei serii cu termeni pozitivi date prin stabilirea unei relatii intre
termenii seriei si termenii unei alte serii a cdrei natura este cunoscuta (deseori
cu seria armonica generalizatd). Revenind la faptul cd, pentru serii cu termeni
pozitivi, convergenta acestora este echivalenta cu nemadrginirea sirului sumelor
partiale, interpretarea urmatorului rezultat este imediatd: o serie ai carei termeni
sunt mai mari decat termenii unei serii ,nemarginite” (i.e., divergente) date este
de asemenea ,,nemadrginitd” (i.e., divergentd), iIn vreme ce o serie ai cdrei termeni
sunt mai mici decat termenii unei serii ,, mdrginite” (i.e., convergente) date este
de asemenea , mdrginita” (i.e., convergenta).

oo (o]
Teorema 3.12. Fie Y x, 5i Y _ yu doud serii cu termeni pozitivi. Dacil existi N € N
n=0 n=0
astfel ca

xp <yn pentruoricen > N,
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atunci au loc urmidtoarele proprietiti.

(e°] o0
1. Daca Z Yn este convergentd, atunci gi 2 Xy este convergentd.
n=0 n=0

o] o0
2. Daci Yy | xy este divergentd, atunci si Y  yy este divergent.

n=0 n=0
o0
Demonstratie. Fie (S;),>0 sirul sumelor partiale ale seriei E Xy, respectiv (Ty) >0
- n=0
sirul sumelor partiale ale seriei Z Yn. Cum
n=0

Xn <Yy, pentruoricen > N,
urmeaza ca
XN+ xXN+1+ .o+ X < YN +YN+1 + ... +Y,  pentruoricen > N,
deci

Spn—(xo+x1+...+xn-1) <Tpn—(Yo+y1+...+yn-1) pentruoricen > N.
(3.1)
1. Daca Z Yn este convergentd, atunci (Ty),>0 este marginit superior. Con-
n=0
form (3.1), (Su)n>0 este de asemenea marginit superior. Cum (S, ), >0 este crescator,

urmeaza cd el este convergent, deci Z Xy este convergentad.

n=0
o

2. Daca Z x, este divergentd, atunci (Sn)n>0 este nemadrginit superior. Con-
n=0

o
form (3.1), (Ty)n>0 este de asemenea nemadrginit superior, deci Z Yn este diver-
n=0
gentd. |

oo
Date fiind ¢ € (0,00) si o serie cu termeni pozitivi Z Z,, e observa ca seri-
n=0

(o] (o]

ile Z Zy Si Z czy au aceeasi naturd. In aceste conditii, se poate obtine usor
n=0 n=0

urmdtorul corolar al teoremei de mai sus, numit criteriul de comparatie cu ine-

galititi.
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(0] o0
Corolar 3.12.1. Fie Z Xp §i Z Yy doud serii cu termeni pozitivi si fie c € (0,00). Daci
n=0 n=0
existd N € IN astfel ca

xp < cyp pentru oricen > N, (3.2)

atunci au loc urmdtoarele proprietiti.

o [e )
1. Dacii Y yy este convergenti, atunci si ) | x, este convergentd.
n=0 n=0

2. Dacdi Z xy este divergentd, atunci si Z Yn este divergentd.
n=0 n=0

Exercitiu
Studiati convergenta urmatoarelor serii:
[o°]

1 1 = n+1
DY —w ), ————= 3) '
Yiw Ah vy YL et YL
Solutie

iar seria Z 2— este convergenta urmeaza ca seria
n=0

1
1) Deoarece o = 2n

> 1
Y. este de asemenea convergenta.
— n + 2"

1 1 1
2) Deoarece < = —, lar seria — este convergentd,
vnt+n+1 Vnt n ,1;1"2 &
1
urmeaza ca seria ———— este de asemenea convergenta.
nt+n+1
+1 n+1 1 1
3) Deoarece , lar seria este diver-
) Vot NSRS L
Ny . L e 1 I e
genta (este acelasi lucru cu seria divergentd 2 E)’ urmeaza cd seria E Nt
n=1 n=0 V1

este divergenta.

4) Deoarece n < 2" pentru orice n > 2, urmeazd cd C/ﬁ < 2 pentruoricen > 2,

1 , : .
> — = pentru orice n > 2. Cum seria 2 — este divergentd, urmeaza

n\/_ - - =n

[e0]

nZZnC/ﬁ

Informatii despre indeplinirea relatiei (3.2), necesard pentru utilizarea criteri-

deci

cd si seria este divergenta. |

ului de comparatie, se pot obtine studiind comportarea raportului —
Yn
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In acest sens, sd presupunem cd v, > 0 pentru orice n > 0. Conform Teore-
mei 2.36, dacd lim sup ’y‘—Z = L < oo, iar € > 0, atunci existd un rang n}: € IN astfel
n—oo

ca ;—: < L + ¢ pentru orice n > n}. Se obtine c&
X, < (L+¢€)y, pentruoricen > nl.

Similar, dacd liminf>2 = [ > 0, iar ¢ € (0,]), atunci existd un rang n2 ¢ N

n—oo

astfel cd { > | — ¢ pentru orice n > n2. De aici,

Xn
Yn

xp > (I —¢€)y, pentruoricen > n2.

Putem atunci obtine urmatorul rezultat, numit criteriul de comparatie cu limite

extreme.
(o] (00)
Corolar 3.12.2. Fie Y _ x, o serie cu termeni pozitivi §i Y _ yy 0 serie cu termeni strict
L n=0 n=0
pozitivi.
(o] (]
v . X _ . « . .
1. Daca lim sup y_Z =L < oo, iar Z Yn este convergentd, atunci gi Z X, este
n—00 n=0 n=0
convergentd.

o o
2. Daci liminf* =1 > 0, iar Z Yn este divergentd, atunci si Z X, este diver-
n—oo y?’l
n=0 n=0
gentd.

o]

Demonstratie. 1) Concluzia se obtine deoarece Z Yn este convergentd si exista
n=0
un rang 1} € N astfel ca

x, < (L+¢)y, pentruoricen > ng.

[ee]
2) Concluzia se obtine deoarece ) _ v, este divergent si existd unrang n2 € N
n=0
astfel ca

x, > (I —€)y, pentru orice n > n2.



ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL PE DREAPTA REALA 107

Xn
In situatia in care existd lim =% = | € R, existi si lim inf , lim sup L. in
n—oolfy n—oo yn n—00 yi’l
plus, au loc egalitatile

liminf " = hmsup — =1
n—oo 1y n—oo  Yn

Corolarul de mai sus se poate particulariza atunci sub forma urmatoare, numita
si criteriul de comparatie cu limitd.
(o) o0
Corolar 3.12.3. Fie Z Xp 0 serie cu termeni pozitivi gi Z Yn 0 serie cu termeni strict
n=0 . n=0
pozitivi astfel incdt existd lim ;” = | € R. Au loc urmdtoarele proprietiti.

n—ooJn
o) [e)

1. Dacil < oo, iar Z Yn este convergentd, atunci gi Z Xy este convergentd.
n=0 n=0

[e0] [e0]
2. Dacil > 0, iar Z Yn este divergentd, atunci si Z xy este divergentd.

n=0 n=0
o0 o
3. Dacil € (0,00), atunci seriile Y xn §i Y yu au aceeagi naturi.
n=0 n=0

& . " . . 1 1
In multe situatii, un bun termen de comparatie este seria Z 5 o pre-
nf - n
n=1

cizdnd comportarea ,, aproximativa” a termenului general al seriei de studiat.

1
De exemplu, in studiul convergentei seriei ZE) P B este utild comparatia
n=
ilAt at ! a mportarea ,aproximativa” a1 1en’c
u ) —, intrucit ———— are comportarea ,, aproximativ ui ru
= nd nd—2n+1 P P s P

n — oo, iar in studiul convergentei seriei Z 2 este utild comparatia

\/ﬁ—n

cu P n;\z/% = ,;1 n\l/ﬁ’ intrucat ) ﬁ S are comportarea ,,aproximativa”
alui n__ L
n*yn  nyn
Exemplu
Studiati convergenta seriilor
> 1 n+2
1)”;1 /n3+n’ )Zn2+6n—|—11 )Zoi’l—l— /—nz
d 1

4) :
,;1+%+...+l

n
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108
Solutie
. = 1 = 1 .
1) Vom compara seria dati cu seria ) ——== Y —5. Se obtine ca
n=1Vn n=1Mn2
1
vnd 1
lim Y4 — lim —~ = = lim —=1€ (0,00)
n—00 \/_173 n—>oo,/n3+n n—00 1+n_2
o0 o0 1
si ) —5 au aceeagi naturd. Cum cea din urma este
n2
= % > 1, urmeazd ca si

de unde seriile Z
n=1 Tl +n n=11M1
convergentd, fiind o serie armonicd generalizatd cu p

> 1
Z ———— este convergenta.
o0
. 1 . y
2) Vom compara seria datd cu seria Z = 2 —. Se obtine ca
n=1 n=1 n
n+2 2
. rentii n(n—+2 i 1+ 2
llmMZI 2(+) = lim e17 = 1 € (0,00),
n—00 - n—oons + 6m + 11 ”_’°°1+ﬁ—|—?
n—+2 .
Z au aceeasi naturd. Cum cea din urma
d n+2 )
este diver-

Tentil o
n2+6 +11

de unde seriile 2 2
este divergentd, fiind o serie armonicd, urmeaza cad si Z

o0

genta.
3) Vom compara seria datd cu seria Z —. Se obtine ca
n
n=1

lim ”+‘1" L — lim ———— = lim =1¢€(0,0),
n—oo 5 n—ooy ‘/1’[2 n—>001+ 1+%
1
7, au aceeasi naturd. Cum cea din urma

=0
(0,1). De aici,

o0
de unde seriile si
I et D IE
este divergentd, f11nd seria armomca multlphcata cu o constantd, urmeazd ca si

este divergentd.
—In n)

= 1
H Vi
4) Este deja cunoscut ca lim (1+%-|—...+%
n—oo
1 1
n—o0 Inn
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iar

| 1
= lim nr = —  —1€(0,0),
Wﬁw1_+ +. +__ 1+_hn11+§+m+ﬁfmn

Inn

—
Jr
NI
+ |~
G
Sk

lim

n—oo

_
:|H
x

n—oo

e 1 1
de unde seriile Z 1+ T T si Zl

au aceeasi naturd. Deoarece (xy),>0:

<L> ) este un sir monoton descrescator de numere strict pozitive, urmeaza
nz

Inn
> 1
conform criteriului de condensare ca — = 2" au
Z nn ¥ Z In2" ,;2 nin2
n n 1
aceeasi natura. Deoarece n < 2 pentru orice n > 2 urmeaza ca 2 nln2 > W

1
deci termenul general al seriei Z 2" Ty U tinde la 0, aceasta fiind in concluzie
n=

divergentd. Urmeaza cd si 2 1+ 1+, T este divergenta. n
=1

Vom preciza in cele ce urmeaza un alt criteriu, numit si criteriul de comparatie
cu rapoarte, prin care convergenta sau divergenta unei serii se poate stabili prin
intermediul comparatiei cu o serie a cdrei natura este cunoscutd, ce poate fi dedus
cu ajutorul Corolarului 3.12.1.

(o) (o)

Teorema 3.13. Fie Z Xy S1 Z Yn doud serii cu termeni strict pozitivi. Dacd existi
n=0 n=0
N € IN astfel ca

x .
nil < Il pentru oricen > N, (3.3)
Xn Yn
atunci au loc urmidtoarele proprietiti.
o0 o0
1. Daca Z Yn este convergentd, atunci gi 2 Xy este convergentd.
n=0 n=0

2. Dacdi Z xy este divergentd, atunci si Z Yn este divergentd.
n=0 n=0

Demonstratie. Cu ajutorul (3.3) se deduce ca

Xni1 _ Xn

pentru orice n > N,
Yn+1 Yn
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de unde

x Xn _ Xp _
ntl o2l o < 2N pentruorice n > N,
Yn+1 Yn Yn—1 YN

. XN % x
Cu notatia — = ¢, urmeaza ca
YN

x :
% <c pentruoricen > N,

Yn

de unde concluzia urmeaza conform Corolarului 3.12.1. [ |

3.1.3 Criterii ale radicalului

Un dezavantaj al criteriilor de comparatie este ca utilizarea acestora necesita constructia
unor serii ajutdtoare, alegerea acestora din urma nefiind totdeauna imediatd. Urmatorul
criteriu, numit si criteriul radicalului cu inegalititi, este utilizat indeosebi pentru
studierea convergentei unor serii pentru care termenul general contine puterea

de ordin 7 a unui alt sir si nu necesitd constructia unei serii ajutatoare.

[e9)
Teorema 3.14. Fie 2 Xn 0 serie cu termeni pozitivi. Au loc atunci urmdtoarele pro-
. . n:0
prietiti.

1. Dacd existdi q < 1si N € IN astfel ca

/xn < q pentruoricen > N,

oo
atunci Z Xy, este convergentd.
n=0
2. Dacd
/xy > 1 pentru o infinitate de valori ale lui n,

o0

atunci Y _ x, este divergentil.
n=0

Demonstratie. 1. Daca
Vxn < g pentruoricen > N,

urmeaza ca
X, < g" pentruoricen > N,



ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL PE DREAPTA REALA 111

[o°] [o°]
iar cum Z q" este convergenta se obtine cd si Z Xy este convergentd.
n=0 n=0
2. Deoarece

{/x, > 1 pentru o infinitate de valori ale lui n,

se obtine cd x, > 1 pentru o infinitate de valori ale lui 1, deci sirul termenilor
(@)

generali (x,),>0 nu este convergent la 0, iar seria ) x, este divergenti. u
n=0

Se poate obtine atunci urmatorul criteriu al radicalului cu limite extreme.

o0
Teorema 3.15. Fie 2 Xn 0 serie cu termeni strict pozitivi. Au loc atunci urmdtoarele
. . n=0
proprietiti.

[e,]
1. Daci limsup {/x, < 1, atunci Z Xy, este convergentd.

n—oo n=0

(o)
2. Daci limsup /x, > 1, atunci Z Xp este divergentd.

n—eo n=0
o0
3. Dacilimsup {/x, = 1, atunci natura seriei Z Xy nu poate fi precizati a priori cu
n—oo n=0

ajutorul criteriului radicalului cu limite extreme (spunem cd este un caz de dubiu).

Demonstratie. 1. Conform Teoremei 2.36, dacd limsup /x, = L < 1,iar0 < e <

n—oo

1 — L, atunci existd un rang n% € N astfel ca {/x, < L +¢ < 1pentruoricen > ng,
o

deci x, < (L +¢)" pentru orice n > n!. Cum seria ) _ (L +¢)" este convergents,

n=0
[e)
urmeaza cd si Z Xy este convergenta.
n=0
2. Dacd lim sup {/x, = L > 1, cum lim sup {/x, este un punct limita al sirului

n—oo n—oo
(¥/Xn)n>0, urmeaza ca existd un subsir ( /Xy )i,>0 astfel ca nlglgo( /X, )y >0 =
L>1.
Dacid L < oo, fie 0 < ¢ < L — 1. Atunci existd un rang n? € IN astfel ca
&/X, > L —¢e>1pentrun > n2. De aici, Xy, > 1 pentrun > n2, deci (Xn)n>0 Nu

(o]
este convergent la 0, iar seria Z x,, este divergenta.
n=0
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Daca L = oo, existd un rang n? € IN astfel ca k/x, > 1 pentrun > ng’,
o
obtindndu-se in mod similar ci seria ) _ x, este divergenta.
n=0

1
3. Este suficient sa se considere seriile Z Z —. Pentru ambele, lim sup {/x,, =
n=0" n=0 =00
1(= lim {/x,), prima fiind divergentd, iar cea de-a doua convergenta. n

n—oo

In situatia in care exista lim /x, =1 € R, exista si limsup /xy, iar

n—oo n—00

lim sup /x, = 1.

n—oo

Teorema de mai sus se poate particulariza atunci sub forma urmatoare, numita si
criteriul radicalului cu limitd.

o0

Corolar 3.15.1. Fie Z Xn 0 serie cu termeni pozitivi astfel incdt existd lim {/x, =1 €
=0 n—oo

R. Au loc urmitoarele proprietiti.

o0
1. Dacil < 1, atunci Z Xy este convergentd.
n=0

[e9)
2. Dacit 1 > 1, atunci Y x, este divergentd,
n=0
(o)
3. Daci | = 1, atunci natura seriei Z Xp nu poate fi precizatd a priori cu ajutorul

n=0
criteriului radicalului cu limitd.

Exercitiu
3 2n—1
Studiati convergenta seriei Z ( 1+ 2n )

2n?2 +3n+1

Solutie
3n?4+2n—1

m) . Urmeaza ca

1) Termenul general al seriei este x;, = (

2 —1\" _ 3+2-1
11mm_11m\/<w> I B )

n
n—o0 n—00 2n?2 +3n +1 ”_"”2”2 +3n4+1 n—eop <1 + 3 ot » )
7’l

3
==->1
2>
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o (3n2+2n—1

n
deci seria n;) m) este divergenta. |

Exercitiu

> 1
Discutati natura seriei 2 (a;l_:_ 5

n
) ,unde a > 0.
n=0
Solutie
an +1

n+2

an+1_ . n(a—i—%)

n
Termenul general al seriei este x;, = ( ) . Urmeaza ca

n
lim /x,, = lim { (an—i—l) = lim

Nn—00 Nn—00 n+2 _TZHOOTI—|—2 nljgon(l_i_%)

oo (an+ 1" .
De aici, Z ( 2 este convergentd dacd a € (0,1), respectiv divergenta
n=0
dacaa > 1.
n
Dacd a = 1, urmeazd ca x, = (Z—E) , deci

N 1\ —(n+2) ~ 2 1
lim x,, = lim ne = lim 1-— —e 1=,
n—00 n—oo \ 1+ 2 n—o00 n—+ 2 e

& (n+1\" :
Urmeazi cd (X,)n>0 nu este convergent la 0, iar ) | < T este divergents. l
= n
n=0

3.1.4 Criterii ale raportului

Un alt criteriu util pentru studiul convergentei unor serii cu termeni pozitivi, in
special a acelora pentru care termenul general contine produse, este criteriul ra-
portului cu inegalititi, indicat mai jos. De asemenea, acesta nu necesita constructia
unei serii ajutdtoare.

o0
Teorema 3.16. Fie Z Xn 0 serie cu termeni strict pozitivi. Au loc atunci urmdtoarele
) ) n=0
proprietiti.

1. Daci existdi g < 1si N € N astfel ca

Xn+1
Xn

<gq pentruoricen > N,

0]
atunci Y _ x, este convergentil.
n=0
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2. Daci existd N € IN astfel ca

x .
“ntl > pentru oricen > N,
Xn
o0
atunci Y _ x, este divergentil.
n=0

Demonstratie. 1. Deoarece

Xn+1 .
"l < g pentruorice n > N,
Xn
urmeaza ca
+1
Xn+1 " .
il < T pentru orice n > N,
n
Xn q
[e9)
iar deoarece Z q" este convergentd, se obtine cu ajutorul Teoremei 3.13 (criteriul
n=0
o0
de comparatie cu rapoarte) ca si seria Z Xy este convergentd.
n=0
2. Se observad ca
1
X1 1n+ )
nl > pentru orice n > N,
Xn "
oo
iar cum seria Z 1" este divergentd, se obtine cu ajutorul Teoremei 3.13 (criteriul
n=0
o0
de comparatie cu rapoarte) ca si seria Z x, este divergenta. |
n=0

Se poate obtine atunci urmatorul criteriu al raportului cu limite extreme.

o0
Teorema 3.17. Fie Z Xn 0 serie cu termeni strict pozitivi. Au loc atunci urmdtoarele
. . n=0
proprietiti.

(ee]

1. Dacd lim sup < 1, atunci E Xy, este convergenti.
n—oo xn n=0

Xn+1

cre e Xn+l
2. Dacd lim inf 22+
n—oo xi’l

o0
> 1, atunci Y x, este divergentd.
n=0
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o0
3. Daci lim sup , atunci natura seriei Z Xn nu poate fi
n—oo xn n=0
precizati a priori cu ajutorul criteriului raportului cu limite extreme.

X o x
> 1 > liminf 2240

n—oo xi’l

Demonstratie. 1. Conform Teoremei 2.36, daca lim sup x;—zl =L<liar0<e<
n—oo
1 — L, atunci existd un rang n% € NN astfel ca x’;—“ < L+¢ < 1pentruoricen > ng,
o0 n
deci Z Xy este convergenta.
n=0
2. Similar, dacéa lim inf % =1>1,iar 0 < ¢ < I —1, atunci existd un rang

n—o0 n
[e)

ng € IN astfel ca x;—:l > | —¢& > 1 pentru orice n > n%, deci Z xn este divergenta.
n=0

(o) o
.. . . 1 1 . X
3. Este suficient sa se considere seriile Z -, Z —. Pentru ambele, lim sup ntl
n n
=0

n=0 n—oo xn

- Xl . . . < <
1 = liminf 2%, prima fiind divergents, iar cea de-a doua convergents. n

n—oo x?l

. Xn41
,lim sup :

A s c e 1o Xn4l TS e eqs s e Xn4l
In situatia in care existd lim —“ = | € R, exist4 si lim inf ="

X
n—oo n

n—oo Xy n—o00 Xn

In plus, au loc egalititile

X , X
£ — Jimsup L = |,

Xn n—s00 Xn

limin
n—oo

Corolarul de mai sus se poate particulariza atunci sub forma urmatoare, numita
si criteriul raportului cu limitd.

o0

Corolar 3.17.1. Fie Z Xy, 0 serie cu termeni strict pozitivi astfel incdt existd lim ™+l =
n=0 n—eo
I € R. Au loc urmditoarele proprietiti.
(o)
1. Dacal < 1, atunci Z Xy, este convergent.
n=0
o0
2. Dacdl > 1, atunci si Z Xy este divergenti.
n=0
(o)
3. Daci | = 1, atunci natura seriei Z Xp nu poate fi precizatd a priori cu ajutorul
n=0

criteriului raportului cu limitd.
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Exercitiu
Studiati convergenta seriilor
=2, 2"n! 2 2-5-8...(8n+2)
1 ;2 .
),;) n’ );;)1-36...(2114—1)

Solutie
"n!

—. Urmeaza ca

1) Termenul general al seriei este x,, =

x 2n+1(nj+11)! 2" (1)1 n"
lim ~H = lim%: im - = lim
n—oo Xp n—oo % n—o0 (7’1+ 1)”"‘1 2! n—0o0 (1 + %)n
2
=-<1,
e
=2, 2"n!
deci seria ) _ este convergenta.
n=0 n*
2-5-8...(3n+2
2) Termenul general al seriei este x, = 135 E ZZ :[ 1;. Urmeazad ca

2:5-8...(3n+2)(3n+5)
1-35...(2n+1)(2n13)

Xn+1

nlE}z}o Xn :nlglolo 2-5-8...(3n+2)
135..(2n+1)
. 2-5-8...(8n+2)(3n+5) 1-3-5...2n+1)
= lim :
n—el-3-5...2n+1)(2n+3) 2-5-8...(3n+2)
o 5 3
n—e2n+3 277
deci ser1an;0§22g21i; este divergenta. |

In ceea ce priveste relatia intre domeniile de aplicabilitate ale criteriilor rapor-
tului si radicalului, sd notdm c& daca (x,),>0 este un sir cu termeni strict pozitivi
atunci, asa cum reiese din Teorema 2.39, are loc inegalitatea

.. X .. . . X
liminf 2L < liminf ¢/, < lim sup /x, < limsup oy

n—oo Xy n—0o0 n—o0 n—oo Xn

Se observa de aici cd dacd lim sup x;’(—:l < 1 atunci si limsup {/x, < 1, iar daca
n—oo n—oo
liminf 1 > 1, atunci silim sup {/x, > 1. De aici, dacd sunt indeplinite conditiile
n—o00 n
n—oo

pentru aplicarea criteriului raportului cu limite extreme, atunci sunt indeplinite
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si conditiile pentru aplicarea criteriului radicalului cu limite extreme, obtinandu-
se acelasi rezultate. De asemenea, daca hm ”:l exista, atunci si nhm {/xy existd
si are aceeasi valoare, deci daca sunt 1ndep11n1te conditiile pentru aplicarea cri-
teriului raportului cu limitd, atunci sunt indeplinite si conditiile pentru aplicarea
criteriului radicalului cu limita, obtindndu-se acelasi rezultat.

In plus, exista situatii in care criteriile raportului nu sunt aplicabile, fiind apli-
cabile in schimb criterii ale radicalului. Un exemplu in acest sens este seria cu

> 3 —1)" ) 1)
termeni pozitivi Z‘f) % Deoarece termenul general este x,, = ks én ) ,
n=
2 1)+ 1
urmeazy ¢ 2L — + (D™ —,de unde

X 2+ (=1)" 2

1
Yol 3 >1; liminf Xl _ A <1,

n—oo xl’l

lim sup
n—00 Xn 2

C . . . . .1 3
deci criteriul raportului cu limite extreme nu este aplicabil. Totusi, — < x, < —,
n "

1 V3 .. e .
de unde - < Vx, < = iar lim /x, = % < 1, conform criteriului clestelui. De
n—oo
aici, criteriul radicalului cu limita (si de fapt si cel cu limite extreme) este aplica-

. . —1)" . .
bil, iar seria Z % este convergentd. Se poate deci concluziona faptul ca

sus-mentionatele criterii ale radicalului au o arie de aplicabilitate mai larga decat
criteriile corespunzdtoare ale raportului.

3.1.5 Criteriul Raabe-Duhamel

Diversele variante are criteriului Raabe-Duhamel, mentionate in cele ce urmeaza,
sunt in general utilizate atunci cand aplicarea criteriul raportului conduce la un
caz de dubiu. Vom prezenta mai intdi criteriul Raabe-Duhamel cu inegalititi; a se

remarca faptul ca utilizarea raportului inversat ( xxil p
n

in contrast cu raportul Intl
utilizat in cadrul criteriului raportului) conduce la obtinerea unor situatii inverse
de convergenta fata de cele obtinute in criteriul raportului, respectiv ,,> g > 1”
pentru convergentd (in loc de ,< g < 1”7 pentru criteriul raportului) si ,< 17
pentru divergenta (in loc de ,,> 1” pentru criteriul raportului).

o0
Teorema 3.18. Fie Z Xy 0 serie cu termeni strict pozitivi. Au loc atunci urmdtoarele
. ) n=0
proprietiti.
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1. Dacd existd q > 1si N € IN astfel ca

X .
n ( o 1) >q pentruoricen > N,
Xn41

oo
atunci Y _ x, este convergenti.
n=0

2. Daci existd N € N astfel ca

n ( Xn o _ 1) <1 vpentruoricen > N,

(o]
atunci Y x, este divergentil.
n=0

Demonstratie. 1. Deoarece

X .
n ( L 1) > g pentruoricen > N,
Xn+1

urmeaza ca
nxy, —(n+1)x,41 > (g —1)x,41 pentruorice n > N.

Punand succesivin = N, n = N +1,...,n = k — 1 si sumand inegalitdtile obtinute
deducem ca

Nxny —kx < (9 —1)(xN41 +XN42+ ...+ xx) pentruoricek > N +1,

de unde .
XN+1+XN+2+ . X S quNxN

si deci
1
Sp < quNxN + (xo+x1+...+xy) pentruoricek > N+1,

iar sirul sumelor partiale (S,),>0 este marginit superior. Urmeazd de aici cd
(0]
) x, este convergents.
n=0
2. Deoarece

n ( An 1) <1 pentruoricen > N,
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se obtine ca

xn+1> n _
X, —n+1

pentru orice n > N.

=
NIEEEE
—

(o]
Cum seria ) _ = este divergents, urmeazi conform criteriului de comparatie cu

n=1
o0

rapoarte ca si Z x, este divergenta. |
n=0

Se poate obtine atunci urmadtorul criteriu Raabe-Duhamel cu limite extreme.

o
Teorema 3.19. Fie Y _ x, o serie cu termeni strict pozitivi. Au loc atunci urmdtoarele
. . n=0
proprietiti.

x e
1. Dacii liminfn ( L 1) > 1, atunci Y x, este convergentil.

n—00 Xn+1 =0

x e .
2. Dacii limsup n ( — — 1) < 1,atunci Y x, este divergenti.
n—00 Xn+1 n=0

X X . ..
3. Daci limsup n ( L 1> > 1> liminfn ( L 1), atunci natura seriei

n—00 Xn+1 n—co Xn41
o0
Y x, nu poate fi precizatil a priori cu ajutorul criteriului Raabe-Duhamel cu limite
n=0
extreme.

Demonstratie. 1. Conform Teoremei 2.36, daca liminfn (% — 1) =1>1,iar
n—oo n

0 < ¢ < [ —1, atunci existd un rang n! € ]Nastfelcan(xx—il—1> >l—e>1
o

pentru orice n > ng, deci Z Xy este convergenta.
n=0

2. Similar, daca lim sup n ( Xn 1) =L <1,iar0 < ¢ < 1 — L, atunci exista

100 Xn4+1

un rang n2 € N astfel ca n (xx—il - 1) < L+¢ < 1 pentru orice n > n?, deci
(o]
x, este divergenta. n
n=0

A, . A C e 1s X = e 1. X
In situatia in care exista lim n T 1) =1€R, existisiliminfn T 1),
n—0c0 Xn+1 n—eo Xn+1
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limsup n < o 1) . In plus, au loc egalitatile
Xn+1

n—oo

liminfn ( n —1) = limsupn ( Gl —1> =1l
n—oo Xn41 n—00 Xn+1

Corolarul de mai sus se poate particulariza atunci sub forma urmatoare, numita
si criteriul Raabe-Duhamel cu limitd.

[e0]

Corolar 3.19.1. Fie 2 Xy, 0 serie cu termeni strict pozitivi astfel incdt existd lim n (—” —
n—oo

X
B o Xn+1
I € R. Au loc urmitoarele proprietiti.

[e0]
1. Dacil > 1, atunci Z Xy este convergent.
n=0

o0
2. Dacit 1 <1, atunci Y x, este divergentd.,
n=0

(o]
3. Daci | = 1, atunci natura seriei Z Xn nu poate fi precizatd a priori cu ajutorul
n=0
criteriului Raabe-Duhamel cu limiti.

Exercitiu
[ee]

. : : . 1
Demonstrati cd seria armonicd generalizata E - este convergentd pentrup > 1,
n
n=0
respectiv divergentd pentru p < 1.

Solutie

. 1 <
Termenul general al seriei este x;,, = — Urmeaza ca
n

p
p 1+1) -1
limn( A —1) = limn((l—l—%) —1) = lim%:p,

n—oo xl’l+1 n—oo n—oo ﬁ

Concluzia urmeaza atunci conform criteriului Raabe-Duhamel cu limita. [ |
Exercitiu
L .= 1:-3-5-...-(2n—1)
tud .
Studiati convergenta seriei Z 4.6 o

n=1

Y
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Solutie
. _1:3.5-...(2n—1)
Termenul general al seriei este x;,, = A6 o de unde
13-5-...-(2n—1)-(2n+1)
Xpt1  246-..2n-(2n+2)
X, 1-3:5....-(2n—1)
246-...2n
_1:3.5-...-2n—=1)-(2n+1) 2:4-6-...-2n
 2-4-6-...-2n-(2n+2) 1-3-5-...-(2n—1)
_ 2n+1
C2n+2
Urmeazd cd lim £ = 1, deci aplicarea criteriul raportului conduce la un caz de
n—oo n
dubiu. Atunci
2 1
limn (< 1) = limn (2272 1) = fim- " =1,
n—oo Xp+1 n—oo 2n+1 n—oo2n + 1 2
deci seria datd este divergenta. [

3.2 Serii cu termeni oarecare

Comparativ cu situatia seriilor cu termenilor pozitivi, pentru care studiul convergentei
se reduce la studiul marginirii sirului sumelor partiale, deoarece monotonia aces-

tuia este asiguratd a priori, situatia seriilor cu termeni oarecare este mult mai
complicatd, intrucat aceasta cale de abordare se pierde, sirul sumelor partiale ne-
maifiind monoton. In concluzie, nici criteriile de convergentd obtinute anterior
(criteriile de comparatie, ale raportului si radicalului, 5. a. m. d.) nu mai sunt
valabile.

Principala strategie de demonstrare a convergentei seriilor cu termeni oare-
care va fi acum scrierea termenului general ca un produs de doi factori, constru-
irea seriei care are ca termen general unul din factori si a sirului care are ca termen
general pe cel de-al doilea factor si determinarea unor proprietati de convergentd,
monotonie si marginire pentru acestea care vor conduce la convergenta seriei
initiale. In situatia in care seria care are ca termen general modululul termenului
general al seriei initiale este convergentd, convergenta seriei initiale se va obtine
din convergenta acesteia din urmad; desigur, convergenta celei de-a doua serii este
mult mai simplu de obtinut, fiind vorba despre o serie cu termeni pozitivi. In fine,
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pentru cazul particular al seriilor alternante, convergenta acestora se poate obtine

demonstrand monotonia sirului obtinut prin eliminarea factorului alternant.

3.2.1 Criteriul lui Dirichlet

oo
In situatia in care Z Xn este 0 serie nu neapdrat convergenta, dar cu sirul sumelor
n=0
partiale mdrginit, inmultirea termenului general x;, cu termenul general y, al

unui sir cu valori ,,mici” (monoton descrescator si convergent la 0) ,,imbunatdteste”
0]

convergenta seriei, in sensul ca seria rezultat Z XnYn este convergentd. Are loc
Lo =0
atunci urmatorul rezultat, numit criteriul lui Dirichlet.

(ee]
Teorema 3.20. Daci Z xy, este o serie cu sirul sumelor partiale marginit, iar (Yn)n>0
n=0

[e¢]

este un sir monoton descrescitor gi convergent la 0, atunci Z XnYn este convergentd.
n=0

Demonstratie. Vom demonstra ca sirul (T;), >0 al sumelor partiale asociat seriei

Z XnYn este convergent, fiind sir Cauchy. In acest scop, sa notdim cu (S, ),>o
n=0

()

sirul sumelor partiale asociat seriei Z X;, cum (Sn)nzo este marginit, urmeaza
n=0

cd exista M > 0 astfel ca |S,| < M pentru orice n > 0. Sa observam cd x; =

Sk — Sk—1 pentru k > 1. Obtinem de aici ca

|Totp — Tul = |Xnp1Yns1 + Xn2Yns2 + -+ Xug pYutp|
= |(Sn+1 = Sn)Yn+1+ (Sn+2 = Sn+1)Ynt2 + - ..
+(Sutp = Surp-1)Yn+p|
= |Sut1(Un+1 — Yn+2) + Sn+2(Yn+2 — Ynt3) + ...
+Sntp-1Un+p-1 = Yntp) + SntpYntp — S”y”H’
< [Su+1(Wn+1 = Yn+2)| + Sn+2(Ynt2 — Ynsa)| + - -
+ |Sn+p_1(yn+p—1 = Yn+p)| + [SutpYnspl + [Snynsal-

Deoarece (y),>0 este un sir monoton descrescator, urmeaza ca y,+1 — Yn+2 > 0,
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Yn+2 = Yn+3 2 0, .o, Yutp—1 — Yn+p = 0. De aici,
| Tatp — Tul < |Snv1lWns1 — Ynr2) + [Sns2l (Yns2 — Yurs) + -
+1Sutp-1l Yt p-1 = Yntp) + [Sutpllynrpl + [Snllynr1]
< M(Yn+1 — Yn+2) + M(Yns2 — Yns3) +
+ M(Yntp—1 = Yntp) + Mynip + Mynia
= 2My+1.

Fie ¢ > 0. Cum (y,),>0 este sir convergent la 0, urmeaza ca existd n. € IN astfel
ca \yn| < ﬁ pentru orice n > n.. Atunci

| Ty p — Tn| <2My,1q < 2M - ZM =¢ pentruoricen > ng, p € N,
de unde (T,),>o este sir Cauchy, deci si convergent. Cum sirul sumelor sale
o
partiale (Tu)n>0 este convergent, seria Z XnYn este convergenta. [ |
n=0
Exercitiu

o0
C o x y
Demonstrati cd seria E este convergentd, unde x € R.

n=1

Solutie
Mai intéi, fie
o o o
sin nx
5 s L=
o
Fie (S;);>1 sirul sumelor partiale asociat seriei Z Xn,
n=1

S, =sin0x +sinx +sin2x + ...+ sinnx = sinx +sin2x + ...+ sinnx.

S3 observam cad

(nzl)x ) 1

COs 5 — COS B
= 2|sinj|  [sin|’

|sinx +sin2x 4 ...+ sinnx| =

2sin 5
dacd sin 5 # 0 (adicd x # 2k, k € Z), respectiv
|sinx +sin2x +...+sinnx| =[0+0+...+ 0| =0,

(]

dacd sin 5 = 0 (adicd x = 2k7, k € Z), deci in orice caz Z X, are sirul sumelor
n=1

partiale marginit . Cum (y,),>1 = (%) _, este monoton descrescator si conver-
> .

gent la 0, urmeaza concluzia. n
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3.2.2 Criteriul lui Abel

(o)
Daca se porneste de aceastd datd de la o serie convergenta Z X, Inmultirea ter-
n=0
menului general x, cu termenul general y, al unui sir cu proprietati suficient de

bune (i.e. monoton si marginit) pdstreaza convergenta seriei, in sensul ca seria
(o]
rezultat Z XnYn este de asemenea convergentd. Are loc atunci urmdtorul rezul-
n=0
tat, numit criteriul lui Abel.

oo
Teorema 3.21. Daci 2 Xy, este o serie convergentd, iar (Y, ),>0 este un sir monoton §i
n=0
(o]
mdrginit, atunci Y | xnYn este convergentd.
n=0

Demonstratie. Deoarece (yy,),>0 este un sir monoton si marginit, el este conver-

gent; fie y € R limita acestuia. Observam ca

o o0 o0
Z XnYn = Z Xn(Yn —y +y) = Z (xn(yn —y) + xny) -
n=0 n=0 n=0
Vom ardta cd seria Z xnYn este convergentd, fiind suma seriilor convergente
n=0

[e9) o0

Z Xn(Yn —y) si 2 xnY; pentru a demonstra convergenta primei serii se va aplica
n=0 n=0
criteriul lui Dirichlet.

Daci (y4),>0 este monoton descrescétor, atunci (v, — V), >0 este monoton de-
(0]

screscator si convergent la 0, iar seria 2 xy are sirul sumelor partiale marginit,
n=0

[e°]

tiind convergentd. Urmeaza ca Z xn(yn — y) este convergentd, conform criteri-
n=0
ului lui Dirichlet.

Daca (yn)n>0 este monoton crescator, atunci

(ee]

ix”(y” —y) =Y, —xXu(y = Yn)-

n=0

(o)
Cum ) _ x,(y — yn) este convergents, conform criteriului lui Dirichlet, urmeazd
n=0
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[e )
cd si Z Xn(yn — y), obtinutd din cea dintdi prin produsul cu constanta —1, este
n=0
convergenta.
o

De asemenea, seria Z X,y este convergentd, fiind obtinutd prin produsul din-

n=0
[e ] o
tre seria convergentd Z xp sl constanta y. De aici, seria Z XnYn este conver-
n=0 n=0
(o) o
gentd, fiind suma seriilor convergente Z Xn(Yn —y) $i Z XnY. [ |
n=0 n=0

Exercitiu

. . & sinncos 1
Demonstrati ca seria Z —(”)
n=1

este convergenta.

Solutie

Observdm mai intai cd

© sinncos(i) & sinn 1
y Sneosy) _ g sin g ),
— n — n n
n=1 n=1
2 sinnx
A fost deja demonstrat cd seria Z este convergentd, unde x € R, deci,
n=1

sinn

o0
pentru x = 1, urmeaza cd seria Z este convergentd. Cum sirul (y,),>1:

n=1
Yn = % este monoton descrescdtor si convergent la 0, luand valori intre 0 si 1, iar

functia cosinus este descrescitoare pe intervalul [0, 5], urmeaza ca (y,),>1 este
monoton cresctor. In plus, (y,),>1 este marginit, deoarece functia cosinus este
marginitd. Urmeaza cd seria din enunt este convergentd, conform criteriului lui
Abel. n

3.2.3 Serii alternante. Criteriul Leibniz

Pentru cazul particular al seriilor alternante, se poate observa cu ajutorul criteri-
o0

ului lui Dirichlet cd pornindu-se de la seria ) _ (—1)", cu sirul sumelor partiale
n=0
madrginit, prin inmultirea termenului general (—1)" cu termenul general y, al

unui sir cu valori monoton descrescator si convergent la 0 se obtine o serie con-
vergentd. Mai precis, are loc urmatorul rezultat, numit criteriul lui Leibniz.
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Teorema 3.22. Dacd (Y, )n>0 este un sir monoton descrescitor si convergent la 0, atunci
[o°]

Y (—=1)"yy este convergentd.
n=0
(o)
Demonstratie. Fie (S,),>0 sirul sumelor partiale asociat seriei ) _ (—1)". Deoarece
n=0
Sok = 1, Spkr1 = 0 pentru orice k € IN, urmeazd cad (S,),>0 este marginit.

[e9)
Aplicand criteriul lui Dirichlet, urmeazi ca seria ) _ (—1)"y, este convergenta.

n=0
[ |

Exercitiu

> 1
Demonstrati ci seria ) (—1)"t1 ——— este convergenta.

n=0 Vn+2

Solutie
Se observa ca

3
—_

n+1 _ - . _1\n
LT = P

Deoarece (Yn)n>0: Yn = n%rz este monoton descrescator si convergent la 0, urmeaza

> 1
ciseria ) _(—1)"
n=0

este convergentd, conform criteriului lui Leibniz. Atunci

vn+2

> 1
siseria ) (—1)"+t
n=0

este convergentd, fiind obtinutd prin inmultirea seriei

vn—+2
d 1
convergente Y  (—1)"——— cu constanta —1. [

n=0 Vi +2

Monotonia unor subsiruri ale sirului sumelor partiale

[e9)
S presupunem acum ci Y _ (—1)"y, este o serie alternantd, in conditiile de
n=0
aplicare ale criteriului lui Leibniz, adica (y,),>0 este un sir monoton descrescitor

si convergent la 0. Fie deasemenea (S,),>0 sirul sumelor partiale asociat se-

o0
riei ) (—1)"yn. Se observa atunci cd (Sy)i>o este monoton descrescitor iar
n=0

(Sok+1)k>0 este monoton crescitor. In plus, are loc relatia

Sors1 < Z (=1)"y, < Sy pentru orice k > 0.
n=0
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Intr-adevar,

2k+1a

So(k+1) — S2k = (—1) okt + (=1 Payn = g0 — ay1 <0

deci (Syx)k>0 este monoton descrescdtor. Similar,

2k+2

2k+3
Sok41)+1 — Sak41 = (=1)*Pagyin + (=1)*ay 3 = agkir — a3 >0,

deci (Sok11)k>0 este monoton crescitor. Deoarece orice termen al unui sir crescitor
este mai mic sau egal cu limita sirului, respectiv orice termen al unui sir de-

screscdtor este mai mare sau egal cu limita sirului, urmeaza ca

Sori1 < Z (=1)"yn < Sy pentru orice k > 0.
n=0

3.2.4 Serii absolut convergente

(o] _1 n
Cu ajutorul criteriului lui Leibniz, se poate observa ci seria ) (=1) este con-

o]

vergentd. Totusi, seria asociata a modulelor, Z

n=1
) n
. L : (-1 L . .
In acelasi timp, seria Z >— este convergentd, iar seria asociatd a modulelor,
n=1
=1

= Z — este de asemenea convergenta.

n=1"
Aceste exemple sugereaza o posibila clasificare a seriilor convergente in serii

este divergenta.

i
I

pentru care seria asociatd a modulelor este convergentd, respectiv divergentd. In
(o] [o°]
acest sens, o serie Z Xy pentru care Z |xn| este convergentd se va numi absolut
n=0 n=0
e °] [o°]
convergentd, in vreme ce o serie Z Xy pentru care Z |x,| este divergentd se va
n=0 n=0
numi conditionat convergentd sau semiconvergentd. Din cele de mai sus, se observa
& (- < 4 ay Y
ca seria Z >— este absolut convergentd, in vreme ce seria Z
n n
n=1 n=1
convergentd (este conditionat convergentd, sau semiconvergenta).

nu este

Se observa de asemenea cd pentru serii cu termeni pozitivi notiunile de convergenta
si absolutd convergenta coincid, deoarece modulul unui numadr pozitiv este chiar
numadrul in cauza. In general, pentru serii cu termeni oarecare, convergenta nu
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implicd absoluta convergentd, dupa cum se poate deduce din exemplul seriei

o (_ 1\n

Z u de mai sus. Totusi, are loc implicatia inversd, in sensul cd orice serie
n=1
absolut convergentd este convergenta.

(e )
Teorema 3.23. Dacd o serie Z Xy este absolut convergentd, atunci ea este i conver-
n=0
gentd.
o0 o
Demonstratie. Cum seria Z x,; este absolut convergentd, urmeaza cd seria Z |xn|
11:0 1/[:0

este convergentd. Fie ¢ > 0. Conform criteriului Cauchy, existd un rang n, € IN
astfel incat

Xpa1| + |Xps2| + -0+ X0 < & pentru orice n > n, si orice p > 0.
+ + +p p $ P
Cum

sl + a2l 4 o [gpl| = [l + [Earal + .+ [,

iar
|xn+1 + Xpp2 + ... +xn+p‘ < |xn+l| + |xn—|—2| +...F |xn+p|/

urmeaza ca

}an +Xpq0+ ...+ xnﬂg! <& pentruorice n > n, siorice p > 0,

[e )
deci seria Z x, este convergentd, conform criteriului Cauchy:. [ |
n=0

(o]
Deoarece seria modulelor ) _ |x,| este o serie cu termeni pozitivi, pentru studierea
n=0
convergentei acesteia se pot utiliza criteriile de convergenta pentru serii cu ter-

meni pozitivi stabilite anterior. Acest lucru sugereaza faptul cd se poate obtine
convergenta unei serii cu termeni oarecare demonstrand mai intai convergenta
seriei modulelor cu ajutorul unui criteriu oarecare de convergentd, convergenta
seriei date fiind atunci o consecintd a absolutei ei convergente.

Exercitiu

>\ COS X
Studiati absoluta convergentd a seriei —— xR
n
n=1
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Solutie
Cum

Sm/

cos nx 1
‘ n2 ‘

iar E — este convergentd, fiind o serie armonicd generalizatd cu p = 2 > 1,
n
n=1

. v . . |cosnx 3 .
urmeaza cd si seria Z >— | este convergentd, conform criteriului de comparatie
n=1 h
2. cosnx
cu inegalitati. De aici, seria 2 >— este absolut convergenta. [ |
n

n=1

Exercitiu
n

(-1

N—

Studiati absoluta convergenta a seriei Z

:

n=1
Solutie
Deoarece
L=
- =
n=1 \/ﬁ n=1 \/ﬁ
o0
iar —~= este divergentd, fiind o serie armonicd generalizatd cu p = % <1,
n=1
N N G N
urmeazd cd seria )| ~——— nu este absolut convergents. n

n=1 \/E

3.2.5 Produsul dupa Cauchy a doua serii

oo (o]
Fie seriile cu termeni oarecare ) _ x, §i ) _ y». Vom numi seria produs dupii Cauchy
n=0 n=0

(o]
a celor doud serii seria ) _ ¢, definitd prin
n=0

n
Cn = X0Yn + X1Yn-1+ -+ Xu¥0o = Y _ XkYn—ks
k=0

pentru care c,;, termenul de ordin n, contine suma tuturor produselor de forma
xxy; in care suma indicilor celor doi factori x; si y; este n.
(@)
Se observa cd, definita in acest mod, seria produs dupa Cauchy Z ¢y contine
n=0
intr-adevdr toate produsele de forma x;y;, k,I € IN, cate o singurd data, un astfel
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de produs fiind un termen al sumei prin care este definit ¢ ; si numai al acesteia.

Totusi, desi procedeul de sumare este natural, el nu asigura proprietatea de
o0 (0]

pdstrare a convergentei a doud serii. Mai precis, daca 2 Xp Si Z yn sunt doua
n=0 n=0

[ee]

serii convergente, seria produs dupad Cauchy Z cp nu este neapdrat convergenta.
n=0
In acest sens, sd consideram exemplul seriilor

(o] (o]
anZZyn=Z(—1)” .
vn+1
In primul rand, se observa cu ajutorul criteriului lui Leibniz ci aceste serii sunt

convergente. In plus,

_ ! 1)k 1 _1\n—k — (_1\"
C"_,;O( D k+1( D Vn—k+1 =) ,;{)\/(k+1)(n+1—k)'

Cum

7

VEED+1-k) <y /(n+ ) (n+1) =n+1,

i 1
> =1,
k:0n+1

n & 1
leul = '(_1) ,§0 NESNCER —k)‘

o0
deci seria Z ¢, este divergentd, intrucat termenul general ¢, nu tinde la 0.
n=0
Totusi, convergenta seriei produs dupd Cauchy este asiguratd dacd méacar una
o0 o0

dintre cele doua serii Z Xy Si Z yn este absolut convergenta. In acest sens, are
n=0 n=0
loc urmatorul rezultat, numit teorema lui Mertens.

0°] o0
Teorema 3.24. Dacil seriile Y x, $i Y yu sunt convergente, micar una dintre ele fiind
. n::O . n:() .o .
si absolut convergentd, atunci seria produs dupd Cauchy a celor doud serii este si ea

convergentd, suma ei fiind produsul sumelor celor doud serii, adicd

Le- (Z) (Z0)
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(o) [e)
In situatia in care se imbunatdteste convergenta seriilor Z Xy Sl Z Yn, In sen-
n=0 n=0
sul cd ambele serii sunt asumate a fi absolut convergente, se imbundtateste si
convergenta seriei produs dupd Cauchy, in sensul ca seria produs devine si ea
absolut convergentd. Mai precis, are loc urmatorul rezultat, numit teorema lui

Cauchy.

(0] o0
Teorema 3.25. Dacd seriile Z Xy Si Z Yn sunt absolut convergente, atunci seria pro-
n=0 n=0
dus dupd Cauchy a celor doud serii este si ea absolut convergentd, suma ei fiind produsul

sumelor celor doud serii.

Cum pentru cazul seriilor cu termeni pozitivi proprietdtile de convergentd si

absolutd convergentd coincid, are loc urmatoarea consecinta.

(0°] oo
Corolar 3.25.1. Dacil seriile cu termeni pozitivi Yy _ x, si Y | yn sunt convergente, atunci
n=0 n=0
si seria produs dupd Cauchy a celor doud serii este convergentd, suma ei fiind produsul

sumelor celor doud serii.

o0 (o)
In fine, in situatia in care Z Xn, Z Yn si seria produs dupd Cauchy a celor
n=0 n=0

[e0]
doua serii Z cy sunt toate convergente, acest lucru este suficient pentru a arata
n=0
cd suma seriei produs este produsul sumelor celor doud serii. Mai precis, are loc

urmatorul rezultat, numit teorema lui Abel.

(o) o o o
Teorema 3.26. Dacd seriile Z Xy, Z Yu sSunt convergente, cu Z X, = A, Z Yn =
n=0 n=0 n=0 n=0

o0
B, iar seria produs dupi Cauchy a celor doud serii Z cy este de asemenea convergentd,
n=0

cu Z ¢y, = C, atunci C = AB.
n=0

3.3 Estimarea restului de ordin p

Din punct de vedere practic, pentru calculul aproximativ al sumei unei serii con-
vergente, este important sa se cunoasca o estimare a restului de ordin p al seriei,
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aceastd estimare reprezintand de fapt o estimare a erorii cu care S, suma partiala
de ordin p, aproximeaza suma S a seriei.

Pentru serii cu termeni pozitivi, se poate stabili o estimare a restului de ordin p
in conditiile de aplicare ale criteriului radicalului, respectiv criteriului raportului.

o0
Teorema 3.27. Fie Z Xy 0 serie cu termeni pozitivi. Daci
n=0

Vxn < g <1 pentruoricen > N,
atunci

gr
0<R, < 1 =4 pentru orice p > N.

Demonstratie. Se observa ca
Rp = Xpi1+Xpp2+... 2 0 pentru orice p > 0.

Deoarece {/x, < q pentru orice n > N, urmeaza cd x, < g" pentru orice n > N.

Atunci
Ry =xpp1+xp2+...
<g(1+grgi o+
s
< 1 —q’ pentru orice p > N,
de unde concluzia. [ |
(o)
Teorema 3.28. Fie Z Xp 0 serie cu termeni strict pozitivi. Dacd
n=0
Tl < g <1 pentruoricen > N
o <g <1 pentruoricen > N,
atunci

p—N+1
0<R, < xNﬁ pentru orice p > N.

. X . o o
Demonstratie. Deoarece =2+ < entru orice n > N, urmeaza cd
Xn

Xn Xp—1 XN+1
x;/l == .o xN
Xn—1Xn-2 XN
< q”*NxN pentru orice n > N.
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Atunci
Rp :xp+1—i—xp+2+...
< quprJrl + quprJrZ 4.
<ang” N1+ g7+ )
qp—N—H
< xN =4 , pentruorice p > N,
de unde concluzia. [ |

Pentru serii alternante, se poate stabili o estimare a restului de ordin p in
conditiile de aplicare ale criteriului lui Leibniz.

Teorema 3.29. Fie Z )'yn o serie alternantd, unde (y,),>o este un sir monoton
n=0
descrescitor gi convergent la 0. Atunci

IRp| <ypy1  pentruorice p > 0.

Demonstratie. Fie (S,),>0 sirul sumelor partiale asociate seriei Z )"Yn. Pen-
n=0
tru orice p > 0, au loc relatiile
[Rop| = |S = Sap| = S2p — S < Sop — Sopy1 = — (1) yppi1 = yopi1,

respectiv

|R2p+1| = ‘S — SZP-H’ =S5— SZp—i—l < 52p+2 - S2p+1 = (_1)2p+2y2p+2 = Y2p+2,

deoarece Spp > S > Spp41. Din relatiile de mai sus, urmeaza concluzia. [ |
Aplicatii
3.1. Determinati sumele urmdtoarelor serii folosind formula de sumare a progresiei geo-
metrzce (1) (1) (1)
3”+4” = (—1)" = (—1)" o 2+ (—1)"
1) Z Z 23n ;3 Z 22n+1 ;4 Z 32n ’
n=0 n=0 n=0
& 2" + ( 1)"“. & 2n

5

Lown o YLy
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3.2. Tindnd seama de relatia

n n+1-1
n+1)! (n+1)7

L . . n
determinati suma seriei telescopice Z .

3.3. Tindnd seama de relatia

| n(n+2)_l n+2 n+1
08} (n+1)2_0g%n+1 &

00 2
determinati suma seriei telescopice ;;1 log l %

3.4. Tindnd seama de relatia

1 1 n+2—n
n(n+1)(n+2) 2 n(n+1)(n+2)’
1
determinati suma seriei telescopice Z nn+1)(n+2)

3.5. Tindnd seama de relatia

n 1 2n+1-1
1-3-...-2n+1) 2 1-3-...-(2n+1)’

o0

n
determinati suma seriei telescopice Z

1-3-...-(2n+1)

3.6. Demonstrati cid urmidtoarele serii sunt divergente analizand comportarea termenului
geneml

1)2

0021’1

21”“- B i 4)21(w+%_1),-

l(e +2)' o
nZoW NG 6)£—n ,7)11;21 (Inn).

3.7. Fie (xn)n>0: Xp41 = %n(1 — xp), x0 € (0,1).

\

1. Demonstrati cid x, € (0,1) pentru orice n > 0.

2. Demonstrati ci (xn)n>0 este strict descrescitor.
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3. Demonstrati cd lim x, = 0.
n—oo

(0]
4. Demonstrati ci seria Z X2 este convergentd.

n=0
o0
3.8. Demonstrati cif nu exist giruri (xy)u>0 astfel ca seria Y _ (|, — 2| + |3 — x,|) s
. n=0
fie convergentd.
o0
3.9. Fie ) x, 0 serie cu termeni pozitivi.
n=0
o0
1. Demonstrati, folosind eventual criteriul de convergentd Cauchy, ci daci Z Xy este
n=0
(o]
convergentd, atunci gi Z x% este convergenti.
n=0
[,] [,]
2. Daca Z x% este convergenti, rezultd neapdrat ci Z xn, este convergenti?
n=0 n=0
= o Xy xn+1
3.10. Fie ) | x, 0 serie convergentil cu termeni strict pozitivi. Demonstrati i Z

n=0 _

Z VXX §i i

- sunt de asemenea convergente.
0 X,

xn+1

3.11. Studiati convergen;‘a urmdtoarelor serii cu ajutorul criteriului de condensare

l)zlnznl 2)2 /_ )Zlnlnn

nlnnln(lnn (Inn)?

3.12. Demonstrati cu ajutorul criteriului de condensare ci seria Z ——— este con-
= n(nn)p
vergentd dacd p > 1, respectiv divergentd dacid p < 1.

1+vV24+V3+4...4+/n,
n 4

3.13. 1. Determinati lim

n—oo

2. Studiati convergenta seriei Z , folosind eventual un

+\/_+\/_+ A+

criteriu de comparatie.
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3.14. Studiati convergenta urmdtoarelor serii cu ajutorul unui criteriu de comparatie
= 54+ (—1)" = 3+sinn =1 > 1
vz%; Dy IR Y o 9 Y

= n=1 n n=2 n=2 (11’1 n)lnn’
| - 1 n?+n+1
———% © ; Y T
_1)) )22 +3’ )11;)2112—#311—!—4 )Zn3+n—|—2

i
i( 2+1>; i nt +1; 11)2 3' 12)1;1(\/5—

n=1 nln T
[ee) 211

1 1 1 1
13)222,1le 14)Zn (1+ >; 15); <n+1 n+2+...+%>.

n=1

3.15. Studiati convergen;‘a urmﬁtoarelor serii cu a]utorul unuz criteriu al mportului
=, n? & )2 n!. 2"
1 Ev ' ' ;o5 ;
) L 2 Z TR DY ey )ZZn ); =
2 n+1 ~ 1 3 5 (2n - 1 -
6)2 nt2n 7)2258 (3n—1 ;

9) 2(\/3— V3) (V3= 3)...(vV3— "V3).

n=1

3.16. Studiati convergenta urmdtoarelor serii cu ajutorul unui criteriu al radicalului

2n+1 ) 2n+1 n+2 o0 n+2 ninn
1)2< ) 2)2(3 +2> ’ 3)2 lnn (Inn)"’ 4);<2n+3) ’
2

(2n~|—1)

2

(e ' 47’Z+1 ' [} 1 fn. [ee] n Tl.
;3 n42f 7;(4114—5) ' 7)7121(147) ’ 8)”;0(211“) '
1 " > on—1 n2 00 n
= ;10) ;1) )y —— 12) e
Z1 3" ( ) n;() 2" Z (3_|_ %) 311—|—5)”
o) +1 o) (o) n
13)2(2 T ;14)) (V41— +n)" 15)Z<\/n—|—1)(n+2)—n),
n=0 n=1

3.17. Studza;‘z convergen;‘a urmdtoarelor serii cu ajutorul criteriului Raabe-Duhamel
: (4n -1) >
1) 22
21 -dn A CFRVICERVIR (3+f>
= 1-3. 2n—1) 3n+2 = (1-3- 2n—1 1
Z (n )'n+;4)2( 2..(n )).
n=1 n=1 o

4o B o n+1

§

© 6-12-...6n 1
5y L
n:12-5~...~(3n—1) 21 +1

3.18. Discutati convergenta urmdtoarelor serii in functie de valorile parametrilor a > 0
sipeR
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(o] (o]

Yy Loyy — ¢ ;3)2( ”*2),

nzlnp n:11+§+"'+%
1 > n!

4) 5) ;
Z n(l4+a+a2+...+a ) ngla(a-l—l)...(a-l—n)
°° 1)(2 1)... 1) > >

6)2 (a+1)2a+1)...(na+1) ; 7)261\/5; 8)Zaln”.

= n=

nn

n=1
3.19. Discutaﬁ convergenta urmdtoarelor serii in funcﬁe de valorile parametrilora,b > 0

a(a+1)(a+2)...(a+(n—-1))
”beﬂ 6+2) .. (bt (n=1)) )2

> b
3.20. Discutati convergenta seriei Z ( an:li_— ¥

) in functie de valorile parametrilor
a,b,c,d > 0.

3.21. Studia;‘i convergenta urmdatoarelor serii cu ajutorul criteriului Dirichlet

o0

Cos nx >, cos3n cos It ©

)Z x € )Zl( 1) )Zl +2) )r;)(\/_ ) sin 2n;

5 i ( 1) sinn Z cosnsml, i smnln 1+ 1) .9 i sinnxcosx;
n=1 h }’l:l \/_ n=1 7’1_1 n

R o3 i 12 2 o 2
sinnsinn cosnsinn Zn "sin®n
g) Y SMUSIE, ) y- COSTSINIE, Z — 12)2
n=1 n n=0 \/_ n=1
> 1 1 1
13 1+=-+...+—-1 i , R, 14 In{1——)si
)Y ( toe nn)smnxcosnxne )Z n( n) sin(n +

n=0 2 n=1
1

2)
3.22. Studiati convergenta urmdtoarelor serii cu ajutorul criteriului Abel
1 1 "

=2, cosn >, sinn >, cosn =2 (—1)
1); sin —; 2)1;1 - cosﬁ; 3)7; i Yn; 4)ZTarctgn;

n=1

1\" ®  sinn 1 ® cosn 1
1+—> >; 6) sin—; 7) In (1+—);
n ( ( n ,;\/n+2 n ,;1 n n
& s1n(n+1)

S)Z -

3.23. Studiati convergenta urmdtoarelor serii cu ajutorul criteriului Leibniz

HMS

x (_1)11. . (_1)3n . n+1 o . = _1\n n .
© 2n—|—3 o (—1)"/n 1)n+1 > (=1)"
5 -1 -t 8 _—
L ZO )Zm Lo
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— _1\n+3 3n+2 !
9 Y (1 (G

3.24. Demonstra;i cd urmdtoarele serii sunt divergente

= L1In(2" + 3) 22-5-...-(Bn+2)
1 )" 3 :
)22+cosn T;)( )1(3"+2 )Z 4.6-...-(2n+4)
4) Z )2+ (1)
3.25. Studia;‘i convergenta absolutd a urmdtoarelor serii
1 00 00
sin nx sinn cos 5 sin n! (=1)"n
1 — —F" 3 ' ;
) Z 2 +n+ 1 ) Z ) Z ‘1 11'1 7’1 r;) omn

n(n+1) n
R
2 Z 2n2—i—smn 6)7§1n2+(—1)”'

3.26. Discuta;i convergen;fa urmdtoarelor serii in functie de valorile parametrului a € R.
n oo n o n

a a
1)2 “+1’ Z1+ +. ..+%; 3)21+2n; 4)2a2”+1;
a

[ee] 0 +3 7’1'
VL proe O L g ) )Za”+f

3.27. Demonstrati cii seria Y _ (—1)"x,, unde
n=0

1 o
) sz, dacd n este par
Xy =

o

il dacd n este impar

este divergenti.
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PROPRIETATI TOPOLOGICE SI DE
NUMARARE ALE LUI R

4.1 Proprietiti topologice ale lui R

4.1.1 Puncte de acumulare

Fie o multime A C R. Vom spune cd a € R se numeste punct de acumulare al
multimii A daca orice vecindtate V a lui a contine puncte ale lui A diferite de 4,
adica

YV € V(a), (V\ {a}) N A £ .

Exemple 1. a = 0 este punct de acumulare al multimii A = (0,1) deoarece
orice vecindtate V a lui 0 contine un interval [ = (—¢,¢), ¢ > 0, deci si
puncte ale lui (0,1) diferite de 0. Altfel spus,

(V\ {0 NA=(06) £ .

2. a = 3 nu este punct de acumulare al multimii A = (0,1) U {3} deoarece
vecindtatea V = (2,4) a lui 3 nu contine puncte ale lui A diferite de 3. Altfel
spus,

(VA{3})NA=0.

3. a = +oo este punct de acumulare al multimii A = IN deoarece orice vecindtate
V alui +o0 contine un interval [ = (M, +o0|, M > 0, deci si puncte ale lui

139
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IN diferite de +o0. Altfel spus,
(V\{+oo})NA={M]+1,[M]+2,...} #D.

Din exemplele de mai sus se deduc cateva consecinte privind localizarea punctelor
de acumulare. mai intai, un punct de acumulare al unei multimi A poate sda nu
tie element al acelei multimi (exemplul 1). De asemenea, nu orice element al unei
multimi A este neapdrat punct de acumulare al acelei multimi (exemplul 2). Din
cel de-al treilea exemplu, se poate observa ca punctele de acumulare ale unei
multimi pot fi si la infinit.

Multimea tuturor punctelor de acumulare ale multimii A se numeste atunci
multimea derivati a lui A si se noteazd A’, in vreme ce un element al unei multimi
A care nu este punct de acumulare al acelei multimi se numeste punct izolat al
lui A. De aici se poate observa cd a € A este punct izolat al lui A daca existd o

vecindtate V a lui A care nu contine puncte din A.

Exemple 1. Dacd A = (0,3) U {5}, atunci A’ = [0, 3], iar 5 este punct izolat al
lui A.

2. Dacda A = {0,1,2}, atunci A’ = @, toate elementele lui A fiind puncte
izolate.

3. Daca A = {1, %, %, cee, %, .. .}, atunci A’ = {0}, toate elementele lui A fiind
puncte izolate.

Alegand in mod potrivit in definitia unui punct de acumulare vecinatati V din
ce In ce mai mici se obtin puncte ale lui A diferite de a care sunt din ce in ce mai
aproape de a. In acest mod se poate obtine urmétoarea caracterizare echivalenta
a unui punct de acumulare cu ajutorul sirurilor, exprimand faptul ca o multime
care are un punct de acumulare a contine elemente ,,oricat de apropiate” de a si
diferite de a.

Teorema 4.1. Fie A C R. Atuncia € R este punct de acumulare al lui A dacd si numai
dacd existd un sir {an },,~ de elemente ale lui A, diferite de a, cu limita a.

Demonstratie. Pentru fixarea ideilor, sd presupunem cd a € R, situatiile in care
a € {£oo} tratdndu-se analog.
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,=" Fie a un punct de acumulare al lui A. Conform definitiei, in vecindtatea
Vo = (a—1,a+1) se afld un punct ag al lui A diferit de a. Datoritd alegerii lui Vp,
urmeazd si cd |a —ap| < 1.

Fie acum §; = min <%, la — aoo si V1 = (a — d1,a+ d1). Atunci vecindtatea V;
contine un punct a; al lui A diferit de a. Are locsi |a — a1] < 6, < 3, iar deoarece
la —a1| < 61 < |a — ag|, urmeaza cd a; # ag. Procedadnd in mod inductiv si
alegand

. 1
d, = min (2_”’ la — an_ll) , V= (a—0bna+0,).

obtinem un sir (a,),~, de elemente ale lui A diferite de a si diferite si intre ele.
Deoarece |a — a,| < zl”’ urmeaza ca (an)n20 converge cétre 4.

,,<=" Fie un sir {an}nzo de elemente ale lui A, diferite de a, cu limita a. Fie de
asemenea V € V(a) o vecindtate oarecare a lui 2. Cum a, — a pentrun — oo,

existd ny € IN astfel ca a, € V pentru orice n > ny. Atunci

(V\{a}) N AD {an, } # ©.
Cum V era arbitrard, urmeaza cd a este un punct de acumulare al lui A. |

Din cele de mai sus, observand ca sirul {a,},-, poate fi ales cu termenii
diferiti intre ei (vezi procedeul sau de constructie), deducem cd o multime A care
are un punct de acumulare a este in mod necesar infinita. In particular, o multime
finitd nu are puncte de acumulare, toate elementele sale fiind deci puncte izolate.

De asemenea, din aceeasi observatie se obtine in mod imediat urmatorul rezul-
tat.

Corolar 4.1.1. Un punct a € R este punct de acumulare al unei multimi A C R dacit
si numai dacd orice vecindtate V- € V(a) contine o infinitate de elemente ale lui A.

Pot fi demonstrate cu ajutorul celor de mai sus urmatoarele proprietdti de
calcul.

Teorema 4.2. Fie A, B C R. Au loc urmiitoarele proprietiti.
1. Daci A C B, atunci A’ C B'.
2. (AUB) =A'"UPB.

3. (ANB) C A'NB.
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Demonstratie. 1. Fie s € A’. Existd atunci un sir {a,},-, de elemente ale lui
A, diferite de a, cu limita a. Cum A C B, urmeaza ca {”;}n>0 este si un sir de
elemente ale lui B, decisia € B’. B

2. Deoarece A C AUBsi B C AU B, urmeaza conform 2. ¢4 A’ C (AUB)’ si
B’ (AUB)’,deci AUB’ C (AUB)".

Fie acum a € (AU B)’. Existd atunci un sir {a,}, -, de elemente ale lui AU B,
diferite de a, cu limita a. Acest sir contine fie un numar infinit de elemente ale lui
A, fie un numadr infinit de elemente ale lui B, in caz contrar el avind un numar
finit de elemente, contradictie. S& presupunem pentru fixarea ideilor ca {a,}, -,
contine un numar infinit de elemente ale lui A. Atunci subsirul format cu toate
aceste elemente are limita tot a si deci a € A’. In concluzie, (AUB)’ ¢ A’ UB/,
iar deoarece si A’ UB’' C (AUB)’, urmeazd cd (AUB)' = A’ U B/, ceea ce incheie
demonstratia teoremei.

3. Deoarece ANB C Asi ANB C B, urmeaza conform 2. ¢cd (ANB) C A’si
(ANB) C B/,deci (ANB) Cc A’NB. |

Faptul cd (AN B)' si A’ N B’ nu sunt neapérat egale se poate observa con-
siderand A = (0,1) si B = (1,2). Atunci A’ = [0,1] si B" = [1,2], deci A'NB’' =
{1}. Totusi, ANB =@, deci (ANB)' =@,iar (ANB) # A’NB.

4.1.2 Puncte aderente

Fie o multime A C R. Vom spune cd 2 € R se numeste punct aderent al multimii
A daca orice vecindtate V' a lui a contine puncte ale lui A, adicd

YV eV(@a),VNA#QD.

Cum definitia unui punct aderent este mai putin restrictivd decat definitia unui
punct de acumulare (este necesar ca VN A # @, in loc de (V\{a})NA # Q,
cand cea din urma relatie este satisfacuta fiind satisfacutda in mod evident si cea
dintéi), urmeazd cd orice punct de acumulare al unei multimi A este in acelasi
timp si punct aderent al acelei multimi.

De asemenea, deoarece a € V pentru orice V € V(a), urmeazd cia € VN A
pentru orice a € A siorice V € V(a), deci VN A # @. De aici, orice a € A este
punct aderent al lui A.
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Multimea tuturor punctelor aderente ale multimii A se numeste atunci aderenta
sau inchiderea multimii A si se noteazd A. Din cele de mai sus se observici A C A
siA C A.

fn mod analog Teoremei 4.1 se poate demonstra urmatorul rezultat, care afirma
taptul cd A contine, pe langa elementele din A, si limitele de siruri cu termeni din
A.

Teorema 4.3. Fie A C R. Atunci a € R este punct aderent al lui A dacd si numai dacit
existd un sir {a },~ de elemente ale lui A, cu limita a.

Exemple 1. Daci A= {0,1,...,n},atunci A = A.
2. Dacd A = (0,1), atunci A = [0,1].

3. Dacd A = Q, atunci A = R, deoarece orice numar real este limita unui sir
de numere rationale, +co este limita sirului (x,),>0: ¥, = n € Q, iar —o0
este limita sirului (x,),>0: X, = —n € Q.

Cu ajutorul celor de mai sus se pot demonstra urméatoarele proprietdti de cal-
cul.

Teorema 4.4. Fie A, B C R. Au loc urmiitoarele proprietdti.
1. A=AUA
2. Daci A C B, atunci A C B.
3. AUB=AUB.
4. ANBC ANB.

Demonstratie. 1. S-a demonstrat dejacd A C Asi A’ C A, deci AUA' C A.
Fieacuma € A. Dacda ¢ A, fie V € V(a) oarecare. Atunci VN A # @ si cum
a ¢ Aurmeazd cd (V\ {a}) = V\A # @. Deoarece V este o vecindtate arbitrari,
urmeazi ci a € A’. In concluzie, luand in calcul si cazul in care a € A, urmeazi
cdae AUA', deci A C AUA’,iar deoarece AUA’ C A, urmeazici A= AUA’.
Cea de-a doua si cea de-a treia afirmatie se demonstreaza la fel ca afirmatiile
similare din Teorema 4.2.

4. Deoarece ANB C Asi ANB C B, urmeazd conform 2. ¢ ANB C A si
ANBCB. u
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Faptul cd A N B si AN B nu sunt neapdrat egale se poate observa considerand
A =(0,1)si B=(1,2). Atunci A = [0,1], B = [1,2], deci AN B = {1}. Totusi,
ANB=®,deciANB =Q,iar ANB # ANB.

4.1.3 Puncte interioare

Fie o multime A C R. Vom spune cd a € R se numeste punct interior al multimii
A dacd A este vecinatate pentru a. Deoarece A este vecindtate pentru 4, rezulta
cda € A, adica un punct interior al unei multimi apartine in mod necesar acelei
multimi.

Conform definitiei vecindtatii unui punct, urmeazd cd a € R este punct inte-
rior al lui A daci existd (c,d) astfel caa € (¢,d) C A, respectiv +co este punct
interior lui A daci existd (¢, 00| astfel ca +oco € (¢, 0] C A, iar —oo este punct in-
terior lui A dacd existd [—oo,d) astfel ca —oo € [—o0,d) C A. De asemenea, daca
A nu contine intervale, atunci A nu are puncte interioare, neputand fi vecindtate
pentru niciun punct al sau. In cele ce urmeazi, prin ,interval deschis I” vom
intelege un interval de tip (c,d), (¢, 00| sau [—co,d), potrivit cu situatia in care
este utilizat.

Exemple 1.a = % este punct interior al multimii A = [0,1) U2 deoarece a €
(0,1) C A, dar a = 0sia = 2 nu sunt puncte interioare ale lui A, intrucat A
nu contine intervale deschise in care se afla 0 si 2, necontindnd nici numere
negative, nici numere mai mari ca 2.

2. A = Q nu are puncte interioare deoarece nu contine intervale.
Multimea tuturor punctelor interioare ale multimii A se numeste atunci inte-
[}
riorul multimii A si se noteaza A.

Teorema 4.5. Fie A, B C R. Au loc urmitoarele proprietiti.

1. ACA.
2. Daci A C B, atunci A C %

3. ANB= ANB.

4 AUBS AUB.
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Demonstratie. Proprietatea cuprinsd in prima afirmatie a fost deja demonstrata.

2. Fiea € ;1 Existd atunci un interval deschis I astfel caa € I C A, iar cum
A C Burmeazdacaa € I C B,decia € é Cum a era arbitrar, se obtine ca ;l C ]%

3. Deoarece ANB C Asi ANB C B, se deduce conform 2. ca A % B C ;1 si
ANBCB deci ANB C ANB,

Fieacuma € ANB. Atuncia € A sia € B, deci existd intervalele deschise
L1silpbastfelcaa e Iy C Asia € I, C B. Cum I=LHLNh este tot un mterval

deschls iar a E I C ANB, urmeazacaa € AﬂB De aici, AﬂB C AﬂB iar
cumAﬂBCAﬂB rezultacaAﬂB—AﬂB

4. DeoareceA C AUB§lB C AU B, urmeaza conform 2. caA C AUB§1
BCAUB deC1AUBCAUB [

Faptulca A U Bsi A U B nu sunt neaparat egale se poate observa considerand
A=(0,1)siB=11,2). Atunc1A (0,1), B = (1,2), dec1AUB = (0,1) U (1,2).
Totusi, AUB = (0,2), deci AUB = (0,2),iar AUB # AUB.

Un alt tip de legdtura intre aderenta si interiorul unei multimi, exprimat cu
ajutorul multimilor complementare, este precizat in teorema urmatoare. In cele
ce urmeazd, pentru o multime M datd, prin cM se va intelege complementara
multimii M in raport cu R, adicd multimea R\M. De asemenea, 2 € R se va
numi punct exterior al multimii M daca cM este vecinatate pentru a.

Teorema 4.6. Fie A C R. Au loc egalitiitile

_ o

1. cA = cA;

o —

2. cA = cA.

Demonstratie. 1. Fie a € cA. Atuncia ¢ A, deci existdi V € V(a) astfel ca
VNA #@.Deaici, V C cA. Cum V € V(a), existd un interval deschis I astfel ca

aelCV CcA. Inconcluzie, a € cA. De aici, cA C cA.

Fieacum a € cA. Atunci cA € V(a), deci existd un interval deschis I astfel ca
aclC CA De aici, [N A = Q. CumI € V(a), urmeazacaa ¢ A, decia € cA.

De aici, cA C cA,iarcumsicA C CA urmeazi ci cA = cA
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2. Fiea € c;l. Presupunem prin reducere la absurd cd a ¢ cA. Atunci existd
V eV(a),VNcA =@. Deaici, VC A, deci A € V(a),iara € 2, contradictie.
Presupunerea facutd este deci falsa, iar a € cA, de unde c;l C CA.

Fie acum a € cA. Presupunem prin reducere la absurd ci a ¢ cA. Atunci

[e]
a € A, deci existd un interval deschis I astfelcaa € I C A,deci INcA = @. Cum
I € V(a), urmeazd cd a ¢ cA, contradictie. Presupunerea fdcuta este deci falsd,

o . o o _ o N
iara € cA,deunde cA C cA. Cum cA C cA, urmeazd cd cA = cA. [ |

Corolar 4.6.1. Fie B C R. Au loc egalitdtile

Demonstratie. Demonstratiile celor doua egalitdti se obtin in mod imediat punand
B = cA in Teorema 4.6, tindnd seama cd c(cB) = B. [

41.4 Puncte de frontiera

Fie A C R. Vom spune cd a € R se numeste punct de frontieri al lui A daca
a€ ANcA.

Din definitia de mai sus se observa cd un punct a4 € R este punct de frontiera
al lui A daca este limita atat a unui sir de elemente din A cat si a unui sir de
elemente din cA, adica exista doud siruri (a,),~, C A si (by),> C cA astfel ca
a, — asib, — apentrun — co. - -

Multimea tuturor punctelor de frontiera ale lui A se numeste atunci frontiera
lui A si se noteaza Fr A sau dA.

Are loc de asemenea urmatoarea proprietate de calcul, utild in determinarea
frontierei unei multimi.

Teorema 4.7. Fie A C R. Atunci Fr A = A\ A.
Demonstratie. Au loc relatiile
FrA=ANcA=ANcA=A\A,

de unde concluzia. [ ]
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Exemple 1. Dacd A = (0,1),atunci A = [0,1], A = (0,1), deci Fr A = {0,1}.

2. Dacd A = {1,2,...,n}, atunci A = A, A = @ (deoarece A nu contine
intervale), deci Fr A = A.

3. Daci A=Q,atunciA=R, A=®,deci FrA = R.

4.1.5 Multimi deschise, multimi inchise, multimi compacte

Multimi deschise

Fie A C R. Vom spune ci A este deschisii daci este multimea vida sau este
vecindtate pentru orice punct al sdu.

Exemple 1. Dacd A = (0,1), atunci ea este deschisd, fiind vecindtate pentru
oricea € (0,1).

2. Dacd A = [0,2), atunci A nu este deschisd, intrucat ea nu este vecinitate
pentrua = 0.

3. Daca A = N, atunci A nu este deschisa, intrucat ea nu este vecindtate pen-

tru niciun punct al sau, necontindnd intervale.

4. Dacd A = ), ea este deschisa prin definitie. Daca A = IR, atunci pentru
oricea € R,a € (a—1,a+1) C R, deci R este vecindtate pentru a. Cum
a este arbitrar, R este deschisi. Daci A = R, la observatia anterioara se
adaugd faptul cd +o0 € (0,00] C R, iar —o0 C [—00,0) C R, deci R este de
asemenea deschisa.

Are loc urmatoarea teoremad de caracterizare a multimilor deschise prin inter-

mediul interiorului acestora.
J— o
Teorema 4.8. Fie A C IR. Atunci A este deschisi dacd si numai daci A = A.

Demonstratie. ,,=" Daca A este deschisé fiea € A oarecare. Conform definitiei,
A este vecindtate a lui 9, decia € A si atunc1 deoarece a este oarecare, urmeaza
caA C A. Cum§1A - A urmeazad ca A = A

[©]
,=" Daca A = A, atunci orice a € A apartine si lui A, deci, conform definitiei
unui punct interior, A este vecinatate pentru A. Urmeazd atunci cd A este vecinatate
pentru orice a € A, deci A este deschisa. |



148 Capitolul 4 PROPRIETATI TOPOLOGICE SI DE NUMARARE ALE LUI R

In particular, din rezultatul de mai sus se obtine usor faptul ¢ I} = (c,d),
L = (¢,4), I3 = (¢, 40|, I = [—00,d] si [5 = (—o0,d) sunt multimi deschise
pentru orice ¢, d € R.

Se va observa in cele ce urmeaza ca interiorul unei multimi A este multime

deschisa si este cea mai mare mult{ime deschisa inclusa in A, in sensul ca oricare
o
alta multime deschisa inclusa in A este continuta in A.
[}
o o o o
Teorema 4.9. Fie A C R. Atunci A este o multime deschisd, iar A = A. Mai mult,
o

daci B C A este o altd multime deschisd, atunci B C A.

o
Demonstratie. Demonstram mai intdi ca A este o multime deschisa.

Daca ;1 = @, teorema este demonstratd. Fie acum a € ;l Atunci existd un
interval deschis I astfel caa € I C A. Cum [ este interval deschis, este multime
deschisa conform observatiei de mai sus, deci I este vecinatate pentru orice punct
al sau. Deoarece si I C A, urmeazd ca A este vecindtate pentru orice punct al lui

o] o o
I, deci I C A. Deoarece a € I C A, se obtine cd A este vecindtate pentru g, iar

[e)
cum a este arbitrar, urmeaza ci A este deschisa.
[e]
o) o)

o
Deoarece A este deschisd, urmeaza conform Teoremei 4.8 cd A = A. Fie acum
0] (o) O
B C A o multime deschisa. Atunci B C A, iar deoarece B este deschisd, B = B,
)
de unde B C A. [ |

Operatii cu multimi deschise

Teorema 4.10. Au loc urmdtoarele proprietiti.
1. Orice reuniune de multimi deschise este multime deschisd.
2. Orice intersectie finitd de multimi deschise este multime deschisd.

Demonstratie. 1. Fie (A;);c; C R multimi deschise, multimea I a indicilor ne-

tiind neaparat finitd. Fie deasemenea a € |JA;. Existd atunci iy € I astfel ca
icl
a € Aj,, iar cum A;; este deschisa, A;, € V(a). Deoarece A;, C |JA;, urmeaza
i€l
cd de asemenea |J A; € V(a). Cum a era arbitrar in |J A;, se obtine cd |J A; este
icl icl icl
multime deschisa.
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R n

2. Fie (Aj)1<i<n C R multimi deschise sia € (N A;. Atuncia € A; pentru
i=1

1 < i < n, dec pentru orice 1 < i < n existd un mterval deschls I; astfel ca

I; C A;. Deoarece ﬂ I; este tot un interval deschis, iar a € ﬂ I; C ﬂ A;j, urmeaza
i=1 i=1 i=1

ca ﬂ A; € V(a). Cum a era arbitrar, se obtine ¢ ﬂ A; este multime deschisa. H
i=1 i=1
Se poate observa cd o intersectie infinitd de multimi deschise nu este neaparat
1), Atunci A;

este deschisd pentru orice i > 1, dar () A; = {0}, care nu este multime deschisa.
i>1

multime deschisd. In acest sens, s consideram (A;);>1: A; = (1,1

Exemplu
A = (0,1) U (2,4) este deschisd, ca reuniune a multimilor deschise (0,1) si (2,4).

Multimi inchise

Fie A C R. Vom spune cd A este fnchisii daca cA este deschisa.
Se poate observa imediat cad are loc urmatoarea teorema de caracterizare a

multimilor inchise prin intermediul aderentei acestora.
Teorema 4.11. Fie A C R. Atunci A este inchisi dacii si numai daci A = A.

Demonstratie. Au loc urmatoarele echivalente
A'inchisd < cA deschisd < cA =cA & cA=cA< A=A, |

Din teorema de mai sus si din teorema de caracterizare a multimilor inchise cu
ajutorul limitelor de siruri (Teorema 4.3) se poate observa cd A C R este inchisd
daca si numai daca ea contine limitele tuturor sirurilor cu elemente din A.

Exemple 1. A = [0,1] este multime inchisd, decarece A = A. Altfel, cA =
[—00,0) U (0, 00|, care este multime deschiss, fiind reuniunea multimilor de-
schise [—o0,0) si (0, co].

2. A = R nu este multime inchisd, deoarece A = R # A. Altfel, A nu contine
+o00, care este limita sirului (x,),>0 : X = 1 cu elemente din A.

3. A = (—00,0] nu este multime inchisd, deoarece cA = {—oo} U (0, c0], care
nu este multime deschisd, intrucat nu este vecinatate a lui +c0. Altfel, A =
[—00,0] # A, sau A nu contine —oo, care este limita sirului (x,),>0 : Xn =
—n cu elemente din A.
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4. @ este multime inchisa deoarece c®@ = IR, care este multime deschisa. De
asemenea, R este multime inchisd, deoarece cR = @, care este multime
deschisa.

Din exemplele de mai sus se poate observa cd @ si R sunt atat multimi de-
schise, cat si inchise. Se poate demonstra ca aceste multimi sunt singurele care au
simultan cele doua proprietati.

Prin analogie cu Teorema 4.9, se va observa cd aderenta unei multimi date A
este multime Inchisa si este cea mai micd multime inchisa care include pe A, in
sensul c& oricare altd multime inchisa care include pe A contine si A.

Teorema 4.12. Fie A C R. Atunci A este o multime inchisi, iar A = A. Mai mult,
daci B D A este o altd multime inchisd, atunci B D A.

Demonstratie. Demonstrdm mai intdi ci A este o multime inchisa.

Deoarece cA = cA iar cA este deschisd, urmeaza cd cA este deschisd, deci A
este inchisa.
Au loc deasemenea urmatoarele egalitati

o

C(Z) :cZ:cjﬁl:c;l:cZ,
de unde A = A. Fieacum B O A o multime inchisd. Atunci B O A, iar deoarece

B este inchisd, B = B, de unde B D A. [ |

Operatii cu multimi inchise

Teorema 4.13. Au loc urmitoarele proprietiti.
1. Orice reuniune finitd de multimi inchise este multime inchisd.
2. Orice intersectie de multimi inchise este multime inchisd.

i=1
iar cum (A;)1<i<, sunt inchise, cA; este multime deschisa pentru orice 1 <i < n.

N n n
Demonstratie. 1. Fie (4;)1<i<;, C R multimi inchise. Atuncic ( U Ai) = N cA;,
i=1

n
Atunci N cA; este deschisd, fiind o intersectie finitda de multimi deschise. De aici,
i=1

n n
c < U Ai> este deschisd, iar complementara sa |J A; este inchisa.
i=1 i=1
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2. Fie (A;)ic; C R multimi inchise, multimea I a indicilor nefiind neaparat

finitd. Atunci ¢ (| NA; | = UcA;, iar |JcA; este deschisd, fiind reuniune de
icl icl icl
multimi deschise. De aici, ¢ (ﬂ Ai) este deschisa, iar complementara sa () A;
icl icl
este inchisa. [ ]
Se poate observa ca o reuniune infinitd de multimi inchise nu este neaparat
multime inchisd. In acest sens, sd considerdam (A;);>o : A; = [—i,i]. Atunci A;

este inchisd pentru orice i > 0, dar |J A; = IR, care nu este multime inchisa.
i>0

Exemplu
A = [—1,2] U [4,5] este deschisd, ca reuniune a multimilor inchise [—1, 2] si [4, 5].

Multimi compacte
Fie A C R. Vom spune ci A este compacti dacd este inchisd si marginita.
Exemple 1. A = [0,1] este compactd, fiind inchisa si marginita.
2. A =10,2]U[4,6] este compacts, fiind inchisa (ca reuniune finitd de multimi
inchise) si marginita.

3. A = [0, 00| nu este compactd, nefiind marginita.

4. A = {1, %, %, e, %, .. } nu este compactd, nefiind inchisd, deoarece limita
sirului 1, %, %, e, %, ... este 0, element necontinut in multimea A.

Operatii cu multimi compacte
Teorema 4.14. Au loc urmitoarele proprietiti.

1. Orice reuniune finitd de multimi compacte este multime compactd.

2. Orice intersectie de multimi compacte este multime compacti.

— n
Demonstratie. 1. Fie (4;)1<j<;, C Rmultimi compacte. Atunci |J A; este inchisg,
i=1
conform Teoremei 4.13, iar cum o reuniune finitd de multimi mdrginite este marginita,

n
ea este si marginitd. Fiind marginita si inchisd, |J A; este compacta.
i=1
2. Fie (A;)ic; C R multimi inchise, multimea I a indicilor nefiind neapéarat

finita. Atunci () A; este inchisa, conform Teoremei 4.13, iar cum o intersectie de
i€l
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multimi marginite este mdrginitd, ea este si marginita. Fiind marginitd si inchisa,
(| A; este compactd. |
icl

Teorema 4.15. Fie A C R. Atunci A este compacti dacii si numai daci din orice sir de
elemente din A se poate extrage un subgir convergent la un element din A.

Demonstratie. ,, =" Fie A compactasi fie (a,),~, un sir de elemente din A. Cum
A este compactd, ea este marginita si atunci (an),-, este marginit. Cum orice sir
madrginit contine un subsir convergent, (a,),-, contine un subsir (ay, )., con-
vergent; fie a4 limita acestui subsir. Deoarece a este limita unui sir de elemente
din A, urmeazi cd a € A, iar cum A este inchisi, A = A. De aici, a € A, deci
(an),>0 contine un subsir (ay, ), convergentlaa € A. Cum (ay), era arbitrar,
urmeaza concluzia. -

<" Fie A C R pentru care este indeplinitd proprietatea din enunt. Demon-
stram mai intai c A este inchisi. In acest scop, fie a € A. Atunci existd un sir
(an),>o de elemente din A, 2, — a pentru n — oo, conform definitiei aderentei
unei multimi. Conform proprietatii din enunt, existd un subsir (a,,),, al aces-
tuia convergent la un element b € A. Deoarece (ay, ), este un subsir al unui sir
cu limita a, el are limita a, deci b = a si decia € A. Cum 7 era arbitrar, urmeaza
ca A este inchisa.

Demonstram acum cd A este si mdrginitd. Mai inti, presupunem prin reduc-
ere la absurd cd A este nemarginita superior. Atunci A contine un sir (a,),~, cu
limita +o0. Conform proprietdtii din enunt, (44),-, contine un subsir (an, ),
convergent la a € A, ceea ce este o contradictie, deoarece (a;, ), este divergent
cu limita 4o, fiind subsir al lui (a,),~,. Urmeaza ca presupuﬁerea facuta este
falsa, iar A este madrginita superior. Analog se demonstreaza ca A este marginita
inferior. Fiind madrginita superior si inferior, A este marginitd. Deoarece A este
inchisd si marginitd, A este compactd, ceea ce incheie demonstratia. u

Multimi dense

Fie A,B C R. Vom spune cd A este densid in B daca orice element al lui B este
limita unui sir cu elemente din A, adicda B C A. Daci B = R, adici orice element
al lui R este limita unui sir cu elemente din A, atunci A se numeste densi.

Din definitia de mai sus, se observa ci dacd A este densid, atunci A =

=l Al

Intr-adevar, conform definitiei, R C A, iar cum A C R, urmeaza ca A =
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De asemenea, pentru a se demonstra cd A este densa este suficient sd se arate ca

A D R. In acest sens, dacd A D R, atunci A D R, iar cum A = A, urmeaza ca

ADIR.

Exemple 1. Q este densa, deoarece orice numar real este limita unui sir de nu-
mere rationale.

2. R\Q este de asemenea densd, deoarece orice numar real este limita unui sir
de numere irationale. Altfel,

R\Q = R\(QU {—00, +00}) = c(QU {00, +-c0})
— QU {00, to0} =@ =R,

deci R\Q este densd. S-a folosit faptul ca Q U {—oco, +o0}, deoarece Q U
{—00, +0c0} nu contine intervale.

3. QNJ0,1] este densa in [0, 1], decarece Q N [0,1] = QN [0,1] = RN [0,1] =
0,1].

4. A = {1, %, %,...,%,. ) } nu este densd in [0, 1], deoarece A = AU {0} 2
0,1].

Denumirea de multime densa este justificatd de urmadtoarea teoremd, care
afirma faptul cd pentru oricare doud numere reale date, o multime densa contine
macar un element situat intre acestea.

Teorema 4.16. Fie A C R. Atunci A este densi dacii si numai daci pentru orice x,
yER, x <y, existiac Aastfelcax <a<y.

X

Demonstratie. ,,=" Fie A densd si fie x, y € R, x < y. Atunci % € (x,y), iar
(x,y) € V(*FY). Cum ¥ € A, existd un sir (a,),~, de elemente din A astfel
cda, — XTW pentru n — oo si deoarece (x,y) € V(@), existd N € NN astfel ca
an € (x,y) pentru orice n > N. De aici, x < a, < y sia, € A pentruoricen > N.

,<=" Fie A o multime cu proprietatea din enunt si fie c € IR. Conform pro-
prietatii din enunt, pentru oricen € IN exista a,, € A astfel cac — zin <ap<c+ zl,,
Deoarece ¢ — zl,, — C, C+ zl” — ¢ pentru n — oo, urmeaza ca 4, — ¢ pentru
n — oo, conform criteriului clestelui, deci ¢ € A. Cum c era arbitrar, urmeazi ca
A este densa. [}
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Exemple 1. Z nu este densd, deoarece nu contine niciun punct situat intre 0 si
1.

2. (QN(—o0,—1]) U (QN[1,00)) nu este densd, deoarece nu contine niciun
punct situat intre —1 si 1.

4.2 Proprietiti de numairare ale lui R

4.2.1 Numere cardinale

Fie A,B C R. Vom spune cd A, B au acelasi cardinal si vom nota A ~ B dacd
existd o functie bijectiva f : A — B. Se observd cd relatia ,,~" astfel definita intre
multimi este relatie de echivalentd, intrucat este

1. reflexivd, deoarece A ~ A,cu f: A — A, f(x) = x.

2. simetricd, deoarece daca A ~ B, cu f : A — B bijectivd, atuncisi B ~ A, cu
f~1: B — Abijectiva.

3. tranzitiva, deoarece dacd A ~ B, cu f : A — B bijectivd, iar B ~ C, cu
g : B — C bijectiva, atunci A ~ C,cugo f : A — C bijectiva.

Multimi finite
O multime A va fi numitd atunci finitd dacd este multimea vida (si atunci are

cardinal 0, sau are 0 elemente) sau are acelasi cardinal cu A, = {1,2,...,n} pen-
tru un n € IN oarecare (si atunci se spune cd are cardinal 7, sau are n elemente).

4.2.2 Multimi numarabile

Fie A C R. Vom spune ci A este numirabili daca existd o functie bijectiva f :
IN — A. In aceasti situatie, cardinalul multimii A se va nota cu X (alef zero). O
multime care nu este numarabild se va numi nenumdrabild.

Daca notdm f(n) = a,, n € IN, atunci se observa cd A este numaérabild daca
elementele sale pot fi puse sub forma unui sir cu termeni distincti, anume

A ={ag,a1,...,an,...}.
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O multime A se va numi atunci cel mult numdrabilid daca este finitd sau numarabila.

Se observa atunci cd A este cel mult numarabilda dacd si numai daca exista o

functie injectiva f : A — IN.

Exemple 1. A = N este numarabila. In acest caz, f : N — N, f(n) = n este
functia cdutata. Altfel, N = {0,1,2,...}, elementele sale putand fi puse sub

forma unui sir cu termeni distincti.

2. A = Z este numadrabild, deoarece Z = {0,1,—1,2, -2, ...}, elementele sale
putand fi puse sub forma unui sir cu termeni distincti. Altfel,

dacd n este par

NS

f:N—=2Z, f(n)= .
—221 dacd n este impar

este bijectiva.

Din Exemplul 2, in care s-a construit o functie bijectiva f : IN — Z, se observa
cd o multime infinitd poate avea acelasi cardinal ca si o submultime proprie a sa.
De asemenea,

X
+

firR=(=11), filx) =7

x|

[y

f2 ‘R — (O,oo), fz(x) _ ) T dacd x € [O, oo)
1—x, dacdx € (—,0)

sunt bijective, deci R, (0,00) si (—1,1) au acelasi cardinal. De fapt, toate inter-
valele deschise (a,b) au acelasi cardinal, intrucat au acelasi cardinal cu (—1,1),
acest lucru observandu-se din faptul ca

2 x_a+b
—a b—a

f3:(a,b) = (=11), fa(x) =
este bijectiva. Similar, intervalele (4, 00) au acelasi cardinal cu (0, 00) intrucét

fa:(a,00) — (0,00), fa(x)=x—a
este bijectivd, iar intervalele (—oo, b) au acelasi cardinal cu (—oo, 0) intrucat

f5:(—00,b) — (—0,0), fs(x)=x—b
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este bijectivd. Cum (0, %) si (—00,0) au acelasi cardinal, intrucat

fo:(0,00) = (=00,0), fo(x) = —x

este bijectivd, urmeazd cd multimile R, (4,00), (—o0,b), (a,b) au acelasi cardi-
nal pentru orice 4,b € R. Vom demonstra ulterior ca aceste multimi nu sunt
numadrabile.

Operatii cu multimi numarabile

Se poate observa cd o reuniune finitd de multimi numadrabile este numarabila.
In acest sens, fie (A;)1<i<, 0 familie finitd de multimi numarabile. Atunci A;
. o . . . . . . o l 1 l
poate fi pusa sub forma unui sir cu termeni distincti, A; = {ao, ay,ay, .. } pentru
orice 1 < i < n. De aidi,

n

1 2 n 1 2 n
UAZ':{ao,ao,...,ao,al,al,...al,...}.
i=1

n
Eliminand eventualele repetdri, elementele multimii (J A; pot fi scrise sub forma
i=1

n
unui sir cu termeni distincti, iar |J A; este numarabild. Cu un rationament asemanator,
i=1
se poate demonstra ca daca F este finitd iar A este numadrabild, atunci A U F este

numadrabild. De asemenea, daca A este numarabila, atunci orice submultime a sa

este finitd sau numarabila.

Vom studia acum situatia in care se face reuniunea unei familii numarabile de

multimi numarabile.

Teorema 4.17. Fie (A;);cN 0 familie de multimi numdrabile. Atunci |J A; este numdrabild.
ieIN

Demonstratie. Fie A; = {af),ag, aé, .. } pentrui € IN. Aranjam elementele multimilor
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A;, i € N sub forma urmatorului tabel

0 0 0
1 1 1
ap aq a
2 2 2
agp aq a;

in care pe linia i, i > 0, se afla elementele multimii A;. Urmadrind sagetile din

/ / /a...
e

diagrama de mai jos

2
as...

se deduce ca,
0.0 1 0 1 2
| ) A = {ao,al,ao,az,al,ao,...}.

icIN
Elimindnd eventualele repetdri, se observa cd elementele multimii |J A; pot fi
icIN
scrise sub forma unui sir cu termeni distincti, deci |J A; este numarabila. [

i€EN
Cu ajutorul acestei teoreme se poate demonstra cd multimea numerelor rationale
este numarabila.

Teorema 4.18. Q este numdrabild.
Demonstratie. FieQ = {x € Q,x > 0}, Q_ = {x € Q,x < 0}. Atunci,

12 m
Q+: U {EIEI"'/;I"'}/

n>1
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unde A, = %, %, ey T } contine toate fractiile pozitive cu numitorul » si
este numarabilda. Atunci Q4 = | A, este numarabild, conform Teoremei 4.17.

n>1
De aici, Q_ este numadrabild, deoarece Q. este numadrabild, iar f1 : Qy — Q_,

f1(x) = —x este bijectiva, in concluzie Q si Q- avand acelasi cardinal. Atunci
Q4+ U Q- este numarabild, ca reuniune finitd de multimi numarabile, iar Q =
Q4+ UQ-_ U {0} este de asemenea numdrabild, ca reuniunea dintre o multime
numadrabild si o multime finita. ]

4.2.3 Multimi de puterea continuului

Vom demonstra in cele ce urmeazi ci intervalul [0, 1] ,,are mai multe elemente”
decat Q, proprietate care nu este evidentd intuitiv, in sensul cd elementele lui Q
se pot numadra, iar elementele lui [0, 1] nu, desi este evident ca ambele multimi au
un numdr infinit de elemente.

Teorema 4.19. Intervalul [0,1] nu este o multime numdrabild.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ci [0, 1] este o multime numaérabila.

Atunci
0,1] = {x0,x1, %2, -+, Xn, ...},
intervalul [0, 1] putdndu-se pune sub forma unui sir cu termeni distincti.
Notam Iy = [0,1] si impartim acest interval in subintervalele [0, 3], [3, 3],
[%, 1] de lungimi egale; fie I; un interval dintre acestea care nu-l contine pe xo.
Impadrtim acum I; in trei subintervale de lungimi egale si fie I un interval dintre
acestea care nu-l contine pe x;. Procedand in mod inductiv, obtinem un sir de

intervale (I) >0, In = [an, bu], by — an = %, astfel ca
hoLDhL...DOL,D...

si I, nu contine xg, x1,...x,_1. Sirul de intervale (I,),>o este descrescitor, cu
lungimea tinzand la 0, intersectia tuturor intervalelor fiind un punct.

Urmeazd ca () I, = {x},iar cum x € [0,1], x = x,, pentru ny € IN oarecare,
n>0
ceea ce este o contradictie, deoarece atunci x ¢ I, 1, decix & () L. |
n>0

Vom nota atunci cardinalul intervalului [0, 1] cu ¢ (puterea continuului), intelegand
ca o multime cu cardinal ¢ ,,are mai multe elemente” decat o multime numarabila,
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de cardinal Rj. Cum

%, daca x =0,
f:00,1] —(0,1), f(x)= n%z, dacéx:%,nE]N*
X, in rest

este bijectivd, urmeaza ci [0,1] si (0,1) au acelasi cardinal. Cu ajutorul unei
constructii similare se poate demonstra ca [0,1] si [0,1) au acelasi cardinal. Din
consideratiile enuntate anterior se deduce ca atat multimea R cat si toate inter-
valele [a, b], (a,b), (—c0,b], (—o0,b), [a,00), (a,00) au acelasi cardinal c.

Din cele ce urmeaza se va observa ca numerele irationale, fiind in numar
mai mare decat cele rationale, sunt ,,responsabile” pentru faptul cd multimea nu-
merelor reale nu este numarabila.

Corolar 4.19.1. Multimea I a numerelor irationale nu este numdrabild.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca I este numadrabild. Atunci,
deoarece R = QU I, urmeaza cd R este numadrabild, ca reuniunea unui numar
finit de multimi numadrabile, contradictie. [

Aplicatii

4.1. Precizati interiorul urmdtoarelor multimi:

A1 = (0,1)U[2,3], A2 = [0,2) U (4,5|U{6}, Az = [2,0), Ay = [—00,5],
As =QN[L,2], A = (R\Q)N[2,3], Ay = {x e R;4 < x <8}, Ag = R*, Ag =
{0,1,2,...,10}.

4.2. Precizati multimea derivatd si aderenta urmditoarelor multimi:

A1 = (0,1) U (1,2), A2 = (1,2) U (3,4) U {7}, A3 = N, A4 = (2,00), A5 = Qﬂ
(—1,1), Ag = (R\Q)N (0,2), Ay = {0, L %,...,nLH,...},Ag - {2

4.3. Fie A = [0,1) U (1,2] U {6}. Determinati A’, A, A, Fr A. Este A deschisi? Dar
inchisd sau compacta?

4.4. Demonstratici A = | (213%11, lejf’ ) este multime deschisd.
i>0
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10
4.5. Demonstratici A = [—zfjll, —%fjf] este multime inchisd.
i=1
4.6. Precizati dacid urmdatoarele multimi sunt dense in multimile precizate:
Ai1=ZinB =R, Ay =NinBy,=2,A3 =1[0,1)in B3 = [-1,2], Ay = Q*
inBy = R, As = {0,1,2,...,10} in Bs = [0,10], Ag = {o,%,%,...,niﬂ,...} in
Bs = [0,1].

4.7. Precizati care dintre urmidtoarele mulfimi sunt numdrabile:
A1=101)U(2,3],A=2Z={x;x =2k, ke Z}, As=INxN, Ay =Q x Z,
ASZRXQ1A6:RH/A7:QH'



Capitolul 5

LIMITE DE FUNCTII

5.1 Limita unei functii intr-un punct

Fie o functie f : D C R — RR. Ne punem problema de a studia comportarea lui
f in apropierea unui punct dat xg € R, in sensul de a observa dacd pentru valori
x ale argumentului apropiate de x( valorile f(x) ale functiei se apropie si ele de o
valoare reald fixa sau sunt arbitrar de mari, respectiv arbitrar de mici.

Formulatd in acest sens, suficient de intuitiv dar relativ imprecis, problema
necesitd unele clarificdri si restrictii. Din cele de mai sus, se poate observa fap-
tul cd sunt de interes valorile functiei f pentru argumente apropiate de xg si nu
valoarea f(xp) insdsi. De fapt, f poate nici sd nu fie definitd in xo, adicd nu este
necesar ca xo sd apartind lui D. Totusi, este necesar ca D sd contind valori x ale ar-
gumentului oricat de apropiate de x(, adicd xg trebuie sa fie punct de acumulare
al lui D. Mai mult, nu este necesar ca x sa fie finit, el putdnd fi —oco sau +oco.

Pentru o functie f : D C R — R si pentru xgp € D’, vom spune cd functia f
are limita | € R in xo dacd pentru orice vecindtate V € V(I) existd o vecinatate
U € V(xp) astfel incat pentru orice x € UN D, x # xo, urmeazi ci f(x) € V. In
acest caz, vom nota f(x) — [ pentru x — xp sau xh_)rgclo f(x) =1, spunandu-se si ca
f(x) tinde la | pentru x tinzind la x.

Se observa cd dacd xp nu este punct de acumulare al lui D, adicd daca xq este
punct izolat al lui D sau punct exterior lui D, atunci problema existentei limitei
lui f in D nu are sens, intrucat D nu contine valori ale argumentului x oricat de
apropiate de xy.

161
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De asemenea, intr-un mod similar demonstratiei rezultatului corespunzator
privind limite de siruri, se poate demonstra ca daca limita unei functii existd,
atunci aceasta este unica.

Exemple 1. Fie f : (—1,1)U{2} — R, f(x) = x + 1. Atunci chlirbf(x) =1,
iar Ier} (x) = 2, problema existentei limitei lui f in xop = 1 avand sens,
deojfarece acesta este punct de acumulare al domeniului de definitie, chiar
daci nu apartine acestuia. In acelasi timp, problema existentei limitei lui f
in xp = 2 nu are sens, deoarece acesta este punct izolat al domeniului de
definitie. In mod similar, problema existentei limitei lui f in xy) = 3 nu are
sens, deoarece acesta este punct exterior domeniului de definitie.

. 1, x€(0,1) . .
2. Fief:[0,1) = R, f(x) = . Atunci lmbf(x) = 400, in timp
0, x=0 =

ce f(0) = 0, deci o functie poate avea intr-un punct dat o limita diferita de
valoarea functiei in acel punct. In general, dacd f : D C R — RR,iarxp € D/,
se poate intampla ca xh—%clo f(x) # f(xp), adica valoarea limitei unei functii
intr-un punct poate fi diferitd de valoarea functiei in acel punct. Functiile
care verificd egalitatea xli_>n;0 f(x) = f(xo) se numesc functii continue in x¢ si

vor fi studiate in capitolul urmator.

5.1.1 Caracterizari analitice

Sd presupunem pentru moment ca xg € R si sd consideram vecinatati V' ale lui [
de tipul (I —¢,1+¢) daca [ este finit, respectiv (M, +oco] dacd | = +o0 i [—00, —M)
daca | = —co. Conform definitiei de mai sus, obtinem urmatoarea teoremii de car-
acterizare analiticd a limitei unei functii intr-un punct, numita si teorema de carac-
terizare cu € — 6.

Teorema 5.1. Fie f : D C R — Rixg € D' NIR. Atunci au loc urmdtoarele afirmatii.

1. lim f(x) =1 € R < Pentru orice € > 0 existd 6, > Qastfel ca |f(x) — 1| < ¢

X—XQ
pentru orice x € D, x # x( cu proprietatea ci |x — xg| < Oe.

2. lim f(x) = 400 < Pentru orice M > 0 existid 6py > 0 astfel ca f(x) > M

X—Xq
pentru orice x € D, x # xq cu proprietatea ci |x — xg| < dp.
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3. lim f(x) = —oco < Pentru orice M > 0 existd dpy > 0 astfel ca f(x) < —M

X—X0
pentru orice x € D, x # x cu proprietatea ci |x — x| < Opr.

Pentru xg = 400, se obtine in mod similar urmatoarea caracterizare a functiilor
cu limitd la +o0, un rezultat asemdndtor avand loc si pentru xyp = —oco.

Teorema 5.2. Fie f : D C R — R, cu +oo € D'. Atunci au loc urmdtoarele afirmatii.

1. lim f(x) =1 € R < Pentru orice ¢ > 0 existd 0 > O astfel ca |f(x) —1| < e

X—-4o00
pentru orice x € D, x > J.

2. lim f(x) = +oco & Pentru orice M > 0 existid 6pp > 0 astfel ca f(x) > M

X— 400 .
pentru orice x € D, x > dpy.

3. lim f(x) = —oo < Pentru orice M > 0 existd 6p; > 0 astfel ca f(x) < —M

X—+00 .
pentru orice x € D, x > dpy.

5.1.2 Teorema de caracterizare cu siruri

Teorema urmatoare, denumita si teorema de caracterizare cu siruri a limitei unei
functii intr-un punct sau teorema de caracterizare Heine a limitei unei functii intr-un
punct, permite transferul unor proprietati si reguli de calcul ale limitelor de siruri
la limite de functii.

Teorema 5.3. Fie f : D C R — Rsixg € D'. Atunci f are limita | in xo (finitd sau
infinitd) dacd si numai daci pentru orice sir (ay),>o cu limita xq astfel incat a, € D,
an 7 xo pentru orice n > 0, urmeazdi ci sirul valorilor (f(ay))y>o are limita I.

Demonstratie. ,,=" Dacd lim f(x) = I, fie (a,),>0 un sir cu limita x( astfel incat
X—Xq -

a, € D, a, # xo pentru orice n > 0. Fie deasemenea V € V(I) o vecinatate
arbitrara a lui [.

Deoarece xh_)rg f(x) =1, existd o vecindtate U € V(xg) astfel incat pentru orice
x e UND,x 7&0 xo, urmeazd cd f(x) € V. Cum nh_r)r.}o a, = Xp, existd un rang
ny € N astfel ca a, € U pentru orice n > nyy, iar deoarece si a, # xo pentru orice
n > 0, urmeazd ca f(a,) € V pentru orice n > ny;. Cum vecindtatea V € V(I) era
arbitrard, urmeaza ca sirul valorilor (f(ay,)),>0 are limita /.

,,<=""Dacd pentru orice sir (a,),>0 cu limita xq astfel incat a, € D, a, # xo
pentru orice n > 0, sirul valorilor (f(an)),>0 are limita /, sd presupunem prin
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reducere la absurd cd [ nu este limita functiei f in xp. Rezultd atunci cad exista
V € V(1) astfel ca pentru orice U € V(xp) existd x € UND, x # xo, astfel ca
f(x) £ V.

Fie acum un sir de vecinatati (U, ),>o ale lui xo, U, = (xo — %H, X0 + HLH)
Cum U, € V(xp) pentru orice n > 0, conform celor de mai sus, existd a, €

U, N D, a, # xo, astfel ca f(a,) ¢ V pentru orice n > 0. Deoarece a, € Uy,

_1
n+1

form ipotezei, sirul valorilor (f(ay)),>0 are limita I, deci vecindtatea V a lui |

urmeazd cd |a, — xo| < pentru orice n > 0, deci (ay,),>0 are limita xy. Con-
contine toti termenii sirului (f(ay)),>0, cu exceptia cel mult a unui numar finit,
contradictie cu faptul cd f(a,) ¢ V pentru orice n > 0. |

Conditii suficiente ca o functie sa nu aiba limita intr-un punct

Conform teoremei de mai sus, se observa cd dacd este indeplinitd una dintre
conditiile urmétoare, atunci functia f : D C R — R nu are limitd in xp € D'.

1. Existd doud siruri (a,),>0, (bn)n>0 cu limita xg astfel ca a,, b, € D, a,, b, #
xo pentru orice n > 0, iar sirurile de valori (f(ax))n>0, (f (bn))n>0 au limite
diferite [1 si I.

2. Existd un sir (a,), > 0 cu limita x( astfel ca a, € D, a, # xo pentru orice
n > 0, iar sirul valorilor (f(ay)),>0 nu are limita.

Exemplu

Functia f : R — R, f(x) = sinx nu are limita la +oco. In acest sens, si observam
cd pentru sirul (a,),>0, 4, = 2n7, cu limita 4o, sirul valorilor (f(a,)),>0 are
limita 0, fiind constant nul, in timp ce pentru sirul (b,),>0, by = 5 + 2n7m, de
asemenea cu limita +oo, sirul valorilor (f(by)),>0 are limita 1, fiind constant egal
cul.

De fapt, cu un rationament asemanator se poate observa cd are loc urmatoarea

proprietate mai generala.

Teorema 5.4. Fie f : R — IR periodici si neconstantd. Atunci f nu are limitd la 4-co

sau —oo,

In particular, teorema de mai sus atesta faptul ca functiile trigonometrice di-
recte uzuale nu au limita la $-co.
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5.1.3 Limite laterale

In situatia in care argumentul x se apropie de punctul xy dat doar prin valori mai
mici, respectiv mai mari decat x(, se obtine conceptul de limitd laterala.

Pentru o functie f : D C R — R si pentru xg € (D N (—o0,x¢))’ (adicd pentru
xo punct de acumulare la stanga al multimii D), vom spune ca functia f are limita
la stinga I; € R in x( dacd pentru orice vecindtate V € V(I;) existd o vecinatate
U € V(xp) astfel incat pentru orice x € UN D, x < xq, urmeaza ci f(x) € V. In
acest caz, vom nota

lim f(x) =15, sau lim f(x) =1, sau f(xo —0) = Is.

X—Xp x /' xo

x<Xxp
Similar, vom spune ci functia f are limita la dreaptal; € Rin xg € (D N (xg, +0))’
(adica pentru xo punct de acumulare la dreapta al multimii D) dacd pentru orice
vecindtate V € V(l;) existd o vecindtate U € V(xp) astfel incat pentru orice x €

UND,x > xy, urmeazd cd f(x) € V. In acest caz, vom nota

lim f(x) =14, sau lim f(x) =1 sau f(xo+0) = I,.
X—=X0 X \Xo
X>X0
Limitele la stdnga si la dreapta ale unei functii intr-un punct xy se mai numesc si

limite laterale in x.
Caracterizarea cu siruri a limitelor laterale intr-un punct

In mod analog teoremei de caracterizare cu siruri a limitei unei functii intr-un
punct se poate demonstra urmadtorul rezultat.

Teorema 5.5. Fie f : D C R — IR. Au loc urmitoarele afirmatii.

1. Functia f are limita la stingal; € Rin xg € (DN (—o0,x0))’ dacd si numai daci
pentru orice sir (an)n>o cu limita xq astfel incat a, € D, a, < xo pentru orice
n > 0, urmeazd ci sirul valorilor (f(an))n>o are limita I;.

2. Functia f are limita la dreapta l; € R in xg € (D N (xq, +00))’ daci si numai
dacd pentru orice sir (an)n>o cu limita xq astfel incit a, € D, a, > xo pentru
orice n > 0, urmeazi cd sirul valorilor (f(a,)),>o are limita l;.
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Se poate observa cd existenta uneia dintre limitele laterale intr-un punct nu
antreneazd automat si existenta celeilalte. In anumite situatii, se poate intampla
ca una dintre limitele laterale sd existe, in timp ce problema existentei celelalte
nici médcar sd nu aibd sens.

X, x <0
Exemplu 1. Fief:R — R, f(x) = . Se observa cd, pentru xp =
sin %, x>0
0, s = chiit%x = 0. Totusi, I; nu existd, deoarece pentru (a,),>0, 4n = ﬁ,
x<0
a, — 0 pentrun — oo, a, > 0 pentrun > 0, f(a,) = sin2nmw = 0, deci
f(ay) — 0 pentru n — oo, in vreme ce pentru (b,),>0, by = m, b, — 0
- 2

pentru n — oo, by, > 0 pentrun > 0, f(b,) = sin(7 +2nm) = 1, deci
f(by) — 1pentrun — oo.
2. Fie f:[0,2] = R, f(x) = x. Se observd ca pentru xo =0, l; = lirrbx =0,1in
X—
x>0
vreme ce problema existentei lui /s nu are sens, deoarece 0 nu este punct de

acumulare la stdnga al lui [0, 2].
Caracterizarea limitei unei functii intr-un punct cu ajutorul limitelor laterale

Se poate observa cd definitia limitei intr-un punct contine conditii mai restric-
tive decat definitiile limitelor laterale, fiind necesar ca f(x) € V pentru orice
x € UND, x # xp, nu doar pentru x € UND, x < xg (respectiv x > x).
Urmeazd cd daca x( este simultan punct de acumulare la stanga si la dreapta al
unei multimi D, iar functia f : D C R — R are limita / in x(, atunci are in mod
necesar si limite laterale In xp si acestea sunt egale tot cu . Reciproca nu este
neapdrat adevdrata, in sensul cd o functie poate avea limite laterale intr-un punct
tard sd aiba neapadrat limita in acel punct.

Totusi, se poate demonstra cad daca limitele laterale intr-un punct sunt egale,
atunci functia are limitd in acel punct, fapt descris de urmatoarea teorema.

Teorema 5.6. Fie f : D C R — Rgifiexg € (DN (—00,x9)) N (DN (x9,+0))
(adicd xg este simultan punct de acumulare la stdnga si la dreapta al multimii D). Atunci
f are limitd in xo dacd si numai dacd f are limite laterale in xq si

= i f(3) = Jim ) = Iy
x<Xxp X>Xx0

In acest caz, im f(x) este egald cu valoarea comund a limitelor.
X—Xq
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Demonstratie. ,=" A fost observat deja cd daca f are limita / in xy, atunci f are
limite laterale in xy, egale tot cu /.
»<" Fie lim f(x) = lim f(x) = Isifie V € V(I) o vecindtate arbitrard a lui
—Xp —X0

x<Xp X>X0
I. Conform definitiilor limitelor laterale, exista Uy, Uy € V(xp) astfel ca f(x) € V

pentru orice x € U; N D, x < xq, respectiv pentru orice x € U, N D, x > xp.
Notand U = U; N Uy, urmeazd cd f(x) € V pentrux € UND, x # x9. Cum

U € V(xp), iar V era arbitrard, urmeazd cd lim f(x) = I. [
X—Xq
Exercitiu
) ax+1, x<2 L .
Fie f: R — R, f(x) = . Determinati 2 € R astfel ca f sd aiba

x+3 x>2
limita in xg = 2.
Solutie
Cum
ls =limf(x) =lim(ax+1) =2a+1; l; = limf(x) =lim(x+3) =5,
x—2 x—2 x—2 x—2

x<2 x<2 x>2 x>2

pentru existenta limitei functiei f In xo = 2 este necesar si suficientca2a +1 =5,
decia = 2. [

5.1.4 Criterii de existenta a limitei unei functii intr-un punct

Criteriu de existenta a unei limite finite

Ca si in cazul limitelor de siruri, pentru a ardta cd limita unei functii f : D C
R — Rinxyp € D’ este ] € IR, poate fi studiatd diferenta dintre valorile f(x)
ale functiei pentru x apropiat de x si limita /. In situatia in care modulul acestei
diferente este ,,mic”, in sensul cd poate fi majorat cu o functie cu limita 0 in xo,
atunci functia f are limita / in xo, fapt observat in urmatorul rezultat, numit si
criteriul majordrii.
Teorema 5.7. Fie f : D C R — R, xg € D’ il € R. Daci existd o functie w : D —
0, 00) si 0 vecindtate V € V(xq) astfel ca

|f(x) —1| <a(x) pentruoricex € VND,x # x,

iar xh_)ralooc(x) = 0, atunci xh_)rrxlof(x) =1
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Demonstratie. Fie ¢ > 0 arbitrar. Cum lim a(x) = 0, urmeazi c3 existd 6, > 0
X—X(

astfel ca |a(x) — 0| < € pentru orice x € D cu proprietatea ca |x — xg| < ¢, X # Xo.
Deoarece V € V(xp), existd 61 > Oastfel caxg € (xg — 1, x9+ 1) C V. De aidi,
existd 6! > 0, 6} = min(é, 6;) astfel ca |f(x) —I| < a(x) < e pentru orice x € D,

|x — x| < 8}, x # x9. Cum & > 0 era arbitrar, urmeaza ca lim f(x) = I. [
X—X(
Exercitiu
1
. . X sin - X 7& 0 . .
Fie functia f : R — R, f(x) = X . Demonstrati cd lim f(x) = 0.
1, x=0 x—0

Solutie

Cum [f(x) —I| = |xsinl — 0] < |x| pentru orice x # 0, iar lirrtl)\x\ =0,

X—

urmeazd conform celor de mai sus ca lir% f(x)=0.
X—

Criteriu de existentd a unei limite infinite

De asemenea, pentru a arata cd o functie f : D C R — R are limita +oo
in xy € D/, este suficient s se demonstreze c& valorile lui f sunt minorate pe o
vecindtate a lui xo de valorile unei functii g, cu o expresie posibil mai simpl4, iar

lim g(x) = +o0. Similar, pentru a ardta ca o functie f : D C R — R are limita
X—Xq

—o0 in xg € D' este suficient sd se demonstreze c& valorile lui f sunt majorate pe
o vecindtate a lui xg de valorile unei functii g, iar lim g(x) = —o0.
X—XQ

Teorema 5.8. Fie f : D C R — Ri fie xg € D'.

1. Daci existdi g : D C R — R cu proprietatea ci existi o vecindtate V.€ V(xo)
astfel ca f(x) > g(x) pentru orice x € VN D, x # xp, iar lim g(x) = +oo,
X—X(

atunci lim f(x) = +oo.
X—X(

2. Dacd existd g : D C R — R cu proprietatea cd existd o vecindtate V. € V(xg)

astfel ca f(x) < g(x) pentru orice x € VN D, x # xg, iar lim g(x) = —oo,
X—X0
atunci lim f(x) = —oo.
X—X(

Demonstratie. 1. Fie g, V cu proprietatea din enunt si fie (a,),>0 cu proprietatea
cd lima, = xp, a, € D, ay, # xo pentrun > 0. Deoarece lima, = xo, existd
n—oo

n—oo

ny € N astfel caa, € V pentru orice n > ny, deci f(a,) > g(an) pentru orice n >
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ny. Cum lim g(x) = 400, urmeaza cd lim g(a,) = +0oo, deci, conform criteriului
X—Xg n—00

majordrii pentru siruri, lim f(a,) = +oco. Folosind teorema de caracterizare cu
n—oQ

siruri a limitei unei functii intr-un punct, urmeazd cd lim f(x) = +oo.
X—X0

Demonstratia celei de-a doua proprietdti este asemandtoare. |
Exercitiu
Demonstrati cd lim (—x +sinx) = —oo.
X—00
Solutie
Cum —x +sinx < —x + 1 pentru orice x € R, iar JCliﬂrr(}o(—x +1) = —oo,
urmeaza conform celor de mai sus ca xh_r}rolo (—x +sinx) = —o0. |

A se nota cd, in exemplul de mai sus, lim (—x + sinx) existd, desi functia
X—00
sinus, ca functie de sine statatoare, nu are limita la +oo.

Criteriul Cauchy-Bolzano

In cazul sirurilor de numere reale, se putea demonstra cd un sir (x,),>0 este
convergent fard a-i cunoaste limita, ardtdnd cd acesta este sir Cauchy. In cazul
tunctiilor, se poate obtine un criteriu analog de existentd a unei limite finite Intr-

un punct, numit criteriul Cauchy-Bolzano.

Teorema 5.9. Fie f : D C R — Rsi xg € D'. Atunci f are limitd finitd in xo dacd
si numai daci pentru orice € > 0 existid 6 > 0 astfel ca |f(x) — f(y)| < e pentru orice
x,y € D, x,y # x, astfel ca |x — xg| < 6, |y — x0| < J.

Demonstratie. ,=" Fie lim f(x) = [ € Rsi fie ¢ > 0 arbitrar. Conform car-
X—X0

acterizdrii cu € — ¢ a limitei unei functii intr-un punct, exista 6 > 0 astfel ca
|f(x) — f(x0)| < 5 pentru orice x € D, [x — xg| < J¢, ¥ # xo. Atunci
e €
() = fW = [f(x) = fxo)| + [f(x0) = fy)| <5 +5 =e
pentru orice x,y € D, x,y # xo, astfel ca |x — xg| < J, |y — x0| < Je.
,<=" Fie un sir (a,)y>0, an € D, ay, # xo pentru n > 0 cu proprietatea ca
lima, = xo. Fie ¢ > 0 arbitrar. Existd atunci 6, > 0 astfel ca |f(x) — f(y)| < ¢

n—oo
pentru orice x,y € D, x,y # xp, astfel ca |x — xg| < &, |y — x0| < d. Cum
lim a, = xp, exista un rang n, € IN astfel cd |a, — xo| < d pentru orice n > .
n—oo

Atundi |f(a,) — f(am)| < € pentru orice m,n > ne, deci sirul (f(a,))n>0 este sir
Cauchy. Fiind sir Cauchy, (f(a,)),>0 este convergent; fie | € R limita sa.
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Demonstrdm acum ci limita / nu depinde de sirul (a,),>¢ ales. In acest sens,
fieun altsir (by) >0, bn € D, by, # xo pentrun > 0, cu proprietatea cd nlgrolo by = xo.
Atunci, ca mai sus, (f(bn))n>0 este convergent; fie [; € R limita sa. Construim cu
ajutorul sirurilor (a,),>0 $i (bn)n>o0 sirul (cu),>0, obtinut prin intercalare,

co=4ag, c1 =by, co=ay, ca="by, ..., Coy = Ay, Cop41 ="byu, ....

Ca mai sus, se obtine cd (f(cx))n>0 este convergent, iar cum subsirurile sale
(F(ez))nz0 = (f(@n))nz0r (F(c2ns1))nz0 = (f(bn))nz0 sunt convergente, cu lim-
itele I, respectiv Iy, urmeazd cd | = Iy, iar limita I nu depinde de sirul (a,),>0
ales. Conform criteriului de caracterizare cu siruri, urmeazd atunci ca lim f(x) =

X—XQ

L. [

5.1.5 Proprietati ale functiilor cu limita

In situatia in care o functie are limita finitd intr-un punct xo, valorile sale f(x) sunt
apropiate de valoarea (finitd) a limitei pentru valori x ale argumentului suficient
de apropiate de xp, neputand deveni arbitrar de mari, respectiv arbitrar de mici,
pentru aceste valori ale argumentului. Acest lucru este exprimat in urmétoarea

teorema.
Mairginirea functiilor cu limita
Teorema 5.10. Fie f : D C R — Rsi xo € D’ astfel incat f are limitd finitid in xo.

Atunci existi o vecindtate a lui xq pe care f este marginitd.

Demonstratie. Fie V = (I — 1,1 4+ 1) o vecinitate a lui . Conform definitiei lim-
itei, exista o vecindtate U € V(x) astfel ca f(x) € V pentru orice x € UND,
x # xo. Atunci [f(x)| < |I| +1 pentru orice x € UND, x # xq, deci f este
marginita pe U. n

Trecerea la limitd in inegalititi

Teorema ce urmeaza, numita si teorema de trecere la limitd in inegalititi exprima
faptul ca inegalitdtile (nestricte) dintre doud functii se pastreaza prin trecere la
limita.

Teorema 5.11. Fie doud functii f,¢: D C R — R si xg € D' cu proprietitile
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1. Existd o vecindtate V- € V(xg) astfel ca f(x) < g(x) pentru x € VN D, x # x.

2. limf(x)=h €R, limg(x) =5 €R.

X—X0 X—X(

Atunci ly < I,.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca Iy > . Conform pro-
prietdtii de separatie Hausdorff, [ si I pot fi separate prin vecindtati, adicd exista
Vi, € V(i) si V), € V(Io) astfel ca V), NV}, = @ (si deci z; > z, pentru orice
21 € Vi iz € V).

Conform definitiei limitei, existd doud vecinatati Uy, Uy € V(xp) astfel ca
f(x) € Vi, pentrux € Uy ND, x # xpsig(x) € V, pentrux € U N D, x # xo,
ambele relatii fiind satisfacute pentrux € UN D, x # xp, unde U = U1 N U, €
V(xp). Rezultd de aici cd f(x) > g(x) pentruoricex € UND. Cum U,V € V(xy),
urmeazd cd f(x) > g(x) pentru orice x € U NV N D, contradictie. [

Inegalitatile nestricte dintre termenii a doud functii nu se pdstreaza neaparat
prin trecere la limitd. Aceasta se poate observa considerand functiile f : (0,00) —
R, f(x) = Lsig: (0,0) = R, g(x) = 2 pentru care f(x) < g(x) pentru orice
x > 0, dar lim f(x) = lim g(x) = 0, inegalitatea strictd dintre valorile lui f si g

X—0Q0 X—00
transformandu-se in egalitate.

Teorema clestelui

Teorema de mai jos, numitd si teorema clestelui (pentru functii), ne permite sa
calculdm limita intr-un punct a unei functii care, pe o vecinatate a acelui punct,
poate fi incadratd intre alte doud functii avand aceeasi limita.

Teorema 5.12. Fie trei functiia, f,b: D C R — Rsi xg € D’ cu proprietitile
1. Existd o vecindtate V- € V(xg) astfel ca

a(x) < f(x) <b(x) pentrux e VND,x # xo.

2. lima(x) = limb(x) =1 € R

X—X( X— X0

Atunci existd lim f(x), iar lim f(x) = I.
X— X0 X—X(
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Demonstratie. Dacd | = +oo, atunci lim f(x) = +oo, folosind faptul cad a(x) <
X—X(

f(x) pentru orice x € VN D, x # xo, JCliﬂrgcloa(x) = +oo si Teorema 5.8. In situatia
in care | = —oo se rationeazd analog.

Fie acum | € R. Existd atunci doud vecinatati Uy, Uy € V(xg) astfel ca |a(x) —
I| < € pentru orice x € Uy N D, x # xp, respectiv |b(x) —I| < & pentru orice

x € UpN D, x # xp. Urmeaza atunci ca
—e<a(x)—I1<f(x)—1<b(x)—Il<e pentruxc U NU;NVND,
de unde lim f(x) = L. [

X—X0
Limita functiei compuse

Urmadtoarea teoremd de calcul a limitei functiei compuse std la baza calculului
limitelor cu ajutorul schimbadrilor de variabila.

Teorema 5.13. Fieu : D C R — E, f : E C R — Rgi xg € D' astfel incit
lim u(x) = wug si u(x) # ug pentru x € VN D, x # xo, unde V€ V(xg) este o

X—XQ

vecindtate a lui xg, iar lim f(y) = I. Atunci functia compusd f ou : D — R are limitd
y—o

in xq, iar

lim (f(u(x)) = lim f(y) = 1.

X—Xq y—ug
Demonstratie. Fie (a,),>0 un sir astfel ca a, € D, a, # x¢ pentru orice n > 0,
iar lim a, = xp. Deoarece lim a, = xy, existd un rang ny € IN astfel ca x, € V

n—oo n—oo

pentru orice n > ny si atunci u(a,) # ug pentru orice n > ny. Cum lima, =
n—oo

Xo, iar xh_)rgou(x) = 1, urmeazd ci T}gr(}ou(an) = u, si atunci Jgr(}o(f ou)(ay,) =

lim f(u(a,)) = 1, deoarece lim f(y) = I. Urmeaza atunci cd lim (fou)(x) =

n—oo y—up X—XQ

L. [

Corolar 5.13.1. Daciu : D C R — E, f : E C R — Rsi xg € D’ astfel incit

xh_}rgou(x) = uy, iar ylg{}of(y) = f(uy), atunci

lim (£(u(x)) = £( lim u(x)).

X—X( X—X(

Corolar 5.13.2. Daciu : D C R — E, f : E C R — Rsi xg € D’ astfel incit
lim u(x) = u(xp), iar im f(y) = f(uo) si lim u(x) = wug, atunci
Yy—ug X—X(

lim (f(u(x)) = f(u(x0))-

X—X(
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Limitele functiilor monotone

Pentru cazul sirurilor, s-a demonstrat ca orice sir monoton are limitd, finitd sau
nu. Acest lucru va ramdne adevdrat si in cazul functiilor monotone, cu precizarea
ca de aceastd datd este asiguratd doar existenta limitelor laterale. In acest sens,
teorema urmatoare precizeaza faptul ca functiile monotone au limite laterale in

orice punct de acumulare al domeniului lor de definitie.

Teorema 5.14. Fie f : D C R — R, f monotond, si xo € D’. Atunci existi limitele
laterale I = J}l_}ﬂ;of(x) sily = }Ln;of(x),ﬁnite sau nu.

x<Xo x>X0
Demonstratie. Pentru fixarea ideilor, sd presupunem ca f este crescdtoare, in
cazul in care f este descrescatoare rationandu-se analog.

Demonstram mai intdi cd dacd (a,),>0 este un sir monoton crescitor astfel
caa, € D,a, # xo pentru orice n > 0, iar nli_r)r.}oan = Xo, atunci (f(a,)),>0 are
limit, independenta de alegerea sirului (a,),>0 cu aceste proprietati. In acest
sens, sd observam mai intai cd, deoarece f este crescdtoare iar (ﬂn)nzo este mono-
ton crescdtor, sirul (f(an))n>0 este de asemenea monoton crescdtor, deci are o
limita [, finitd sau nu. Fie acum (by),>0 un alt sir monoton crescétor astfel ca
b, € D, by, # x¢ pentru orice n > 0, iar nh_r}r.}o b, = x¢. Se observa in mod analog ca
sirul (f(bn))n>0 este monoton crescator, deci are o limita /4, finitd sau nu.

Fie acum sirul intercalat (cy)x>o definit prin ¢y = ap, cox41 = by, unde n este
primul indice pentru care b, > ¢y, Cox2 = a5, unde n este primul indice pentru
care a, > Cpk4+1. Datoritd modului de constructie, (cx)x>0 este monoton crescator
cu limita xg, deci (f(ck))k>0 este de asemenea monoton crescdtor, cu limita Iy.
Cum (f(cox) k>0 s (f(cor+1))k>0 sunt subsiruri ale sirurilor (f(a,))u>0 i respec-
tiv (f(bn))n>0, ele au limitele /, respectiv /1, iar deoarece (f(ck))k>0 are limita I,
urmeazd cd | = I} = Ip, deci limita sirului (f(a,)),>0 nu depinde de alegerea
sirului (a,),>0 cu proprietatile cerute.

Fie acum (y,),>0 un sir oarecare, nu neaparat monoton, astfel ca y, € D,
Yn < Xo pentru orice n > 0, iar nh_r}r.}o Yn = Xo. Fie deasemenea sirurile (u,),>0 si

(vn)n>0 definite prin

up = inf{yn, Yns1,..--}; vn =max{yo,yi, ..., Yn}-

Se observa atunci ca u, < y, < v, pentru n > 0, iar sirurile (#,),>0 $i (V1)n>0
sunt monoton crescdtoare, cu limita xg. Atunci sirurile (f(un))n>0 $i (f(vn))n>0
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sunt deasemenea monoton crescitoare, cu limita /, iar cum

fQun) < f(yn) < f(vn) pentrun >0,

urmeaza conform criteriului clestelui pentru siruri ca (f(y»))n>0 are deasemenea
limita /.

Din cele de mai sus, urmeaza cd exista limita la stinga xhrg f(x), finita sau
—X0
x<Xxp
infinita, existenta limitei la dreapta xlmxl f(x) obtindndu-se analog. u
—X0
X>X0

Cum limita intr-un punct a unei functii este influentatd doar de valorile functiei
pentru argumente dintr-o vecindtate a acelui punct, se poate observa ca in teo-
rema de mai sus este de fapt suficient ca functia sd fie monotonad doar pe o
vecinatate a acelui punct.

Produsul dintre o functie cu limita O si o functie marginita

Teorema 5.15. Fie f, ¢ : D C R — Rsixg € D'. Dacil f este mirginitd pe o vecindtate
V € V(xg), iar lim g(x) = 0, atunci lim f(x)g(x) = 0.
X—XQ X—Xq

Demonstratie. Deoarece f este marginita pe V, existd M € R astfel ca |f(x)| <

M pentru x € VN D. Fie (a,),>0 un sir astfel ca a, € D, a, # xo pentru orice

n > 0,iar lima, = xp. Cum lima, = xp, urmeaza cd existd un rang ny € IN
n—oo n—odo

astfel ca a, € V pentru orice n > ny, deci |f(a,)| < M pentru orice n > ny.
Atundi |f(an)g(an)| = |f(an)||g(an)| < M|g(ay), pentru orice n > ny, deci

—M|g(an)| < f(an)g(ay) < M|g(a,)| pentru orice n > ny.

Cum lim g(x) = 0, urmeazd cd lim g¢(a,) = 0, si atunci lim |g(a,)| = 0 de
X—X n—oo n—oo
unde, conform criteriului clestelui, lim f(a,)g(a,) = 0. Cum (a,), >0 era arbitrar,
n—oQ -

urmeazd cd xhrgcl f(x)g(x) =0. [
—X0

In teorema de mai sus, trebuie remarcat faptul cd nu este necesar ca f sa aiba
limitad in x.
Exercitiu

Determinati lim (x sin? %)
x—0
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Solutie
. .21 TR c v . .
Deoarece f : R* — R, f(x) = sin” 1, este marginita pe o vecinatate a lui xo =
0 (de fapt, f este marginitd pe intreg domeniul de definitie, deoarece |f(x)| < 1

pentru orice x € R*),iar ¢ : R — R, g(x) = x are limita 0 in xy = 0, urmeaza ca

21

lim <x sin Z

1 > = 0, conform celor de mai sus. [ |
X—

5.2 Proprietati de calcul ale limitelor de functii

5.2.1 Operatii cu limite de functii

Cu ajutorul teoremei de caracterizare cu siruri a limitelor de functii, se pot de-
duce urmatoarele proprietdti ale operatiilor cu limite de functii cu ajutorul pro-
prietdtilor corespunzatoare ale operatiilor cu limite de siruri.

Teorema 5.16. Fie f,¢: D C R — R si xg € D’ astfel incat existd lim f(x) = I si

X—X(

lim g(x) = 1.

X—Xq

1. Dacdi suma Iy + I a limitelor are sens, atunci functia sumd f + g are limitd in x
si
lim (f(x) +8(x)) = (lim f(x)) + (lim ¢(x))

X—X0 X—X( X—X(

(caz exceptat: una dintre limitele Iy, I este 4-co iar cealaltid —oo).

2. Daci produsul 111, al limitelor are sens, atunci functia produs fg are limitd in xg
si
lim (f(x)g(x)) = (lim f(x)) - (lim g(x))

X—X( X—X0 X—X0

(caz exceptat: una dintre limitele Iy, I este O iar cealaltd este +o00 sau —o0).
3. af are limitd in xo pentru orice « € R, iar

lim (af (x)) = a( lim f(x)), pentrua # 0,

X—XQ X—XQ

iar lim (af(x)) =0, pentru o = 0.

X—Xq



176 Capitolul 5 LIMITE DE FUNCTII

4. Dacd raportul % al limitelor are sens, iar L este bine definitd pe o vecindtate a lui

8
X0, atunci Jé—i are limitd in xq si
T
- (f(x)) _ (xl_{fxlof(x))
x—xp \ g(x) ( lim (x))

X—X0

(cazuri exceptate: Iy este 0, sau ambele limite 11, I, sunt infinite).

5. Dacid 12 are sens, iar f$ este bine definiti pe o veciniitate a lui xo atunci f8 are
limitd in xq si
lim g(x))
: gy — (15 (xﬂxog
Jim (f(x)$™) = (lim f(x))

(cazuri exceptate: (11,12) = (0,0), (I1,1z) = (400,0), (I1,12) = (1,+00)).

Pentru studiul limitei raportului a doud functii, se poate observa cd are loc si
urmadtorul rezultat care completeaza (partial) teorema de mai sus pentru cazul in
care [, = 0.

Teorema 5.17. Fie f,g: D C R — Rsi xg € D’ astfel incit existd lim f(x) =13 # 0

X—X(

si lim g(x) =0.

1. Dacit fg—c este bine definiti pe o vecindtate V. € V(xo), iar g(x) > 0 pentru orice

x € VN D, x # xq, atunci f; are limitd in xg si

i (1) -

2. Daci g este bine definitid pe o vecindtate V. € V(xp), iar g(x) < 0 pentru orice

x € VN D, x # xg, atunci £ are limitit in Xo §i

8
N

Cazurile exceptate din teoremele de mai sus, numite, pe scurt, si cazuri de
nedeterminare, pot fi exprimate pe scurt sub forma co — oo (pentru sumad), 0 - 0o
Foo 0 0 0 qo0 :
(pentru produs), Too’ 0 (pentru raport), 0%, 00”, 1% (pentru exponentiere).
Se poate de asemenea demonstra prin inductie matematica faptul ca proprietdtile
1 si 3 din Teorema 5.16 rdman valabile si pentru mai mult de doua functii. In
spetd, are loc urmatorul rezultat.
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Teorema 5.18. Fie f1, fo,...,fn : D C R — R gi xo € D’ astfel incit existi

]}Lrgclof1(x) =1, xligclofz(x) =1y, ---/)}ijg}ofn(x) = In.

1. Dacid suma ly + Iy + ... + I, a limitelor are sens, atunci functia sumd f1 + f» +
oo+ fy are limitd in xg i

lim (f1(x) + fo(x) +...+ fu(x)) = xh_)rgofl(x) —1—xli_>nxlof2(x) +...+ lim f,(x).

X—X( X—X(

2. Daci produsul 115 . .. 1, al limitelor are sens, atunci functia produs fif> ... fy are
limitd in xq si

lim (f1(x)fa(x) ... fu(x)) = (lim fi(x)) - (Hm fo(x)) - ... (lim f,(x)).

X—X0 X—X0 X—X( X—X(

In particular,

lim (f1(x)") = (lim f1(x))".

X—X0 X—X0

5.2.2 Limitele functiilor elementare

Limitele functiilor polinomiale
Fie P o functie polinomiala de grad k > 1,
P:R—R,P(x)=ax"+a_1x* 1+ .. +a1x+ag, ap #0.
Pentru calculul limitei xhn; P(x), xg € R, se observa cd, pentru orice | € IN,
—X0

: Iy _ : I _ : I _ l
fim () = oy (Jfim ) = ay(fim )" = e

Se obtine ca
lim P(x) = lim (ax* 4+ a_1x* 1+ ...+ a1x +a)
X—Xq X—X0

= lim (ax®) + lim (a,_1x*71) +... + lim (a1x) + ag
X—X( X—X0 X—X0

= llkka + Elk,1XQk_1 +...4+a1xg+ag
= P(XO).

De aici, valoarea limitei functiei polinomiale intr-un punct xo € R se obtine calculind
valoarea functiei polinomiale in acel punct.
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Exemple 1. lir%(3x2+4x+5) =3.2244.2+5=25
X—

2. lim(4x3 —2x2 +6) =4-1>-2-12+6 = 8.

x—1

La fel ca si in cazul sirurilor, pentru calculul limitei lim P(x) se va scoate factor

X—00

comun fortat x* (k = grad P). Se obtine cd

lim P(x) = lim (ax* + a_1x* 1+ ...+ a1x +a)

X—00 X—00

= limx*(a +a 1+ +a L—|—al
- k k—1 x e 1 .X'k_l O.X'k

X—00

400, dacaa; >0
:Oo-ak:

—oo, dacaa, <0
Sd observam ca limita termenului de grad maxim al lui P este de asemenea

lim g, x* = co - @ = lim P(x),

X—0Q X—00

de unde se poate remarca faptul ca limita la oo a lui P(x) este egald cu limita
termenului de grad maxim al lui P.

Cu un rationament similar, se poate obtine ca

lim P(x) = (—o0)k- g

X——00
deci si limita la —oo a lui P(x) este egald cu limita termenului de grad maxim al lui P.

Exemple 1. lim (x°+3x?2—2x+1) = (4+00)° = +oo.
x—

—+00

2. lim (—2x3+3x2 - x4+ /3) = —2(—0)% = +o0.

X——0Q
Limitele functiilor rationale

Fie P, Q douad functii polinomiale de grad k, respectiv [, unde k,I > 1,

P:R—R,P(x)=ax+a_1x" 1+ ... +ax+ag, a#0,
Q:R—-R,Q(x)=bx +b_1x' '+ ... +bix+by, b #0.

Pentru calculul limitei lim (

) intr-un punct xg € R in care numitorul nu se
X—X0

(
Q(x)

anuleaza (Q(xp) # 0), se observa cd, datoritd proprietatilor operatiilor cu limite
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de functii si celor demonstrate mai sus privitoare la limita unui polinom intr-un

punct xp € R,

lim P(x)

(
im P(x) _ XX _ P(xp)
im (G3) Tim Q0 ~ Q)

X—X0

De aici, valoarea limitei functiei rationale intr-un punct xo € R in care nu se anuleazi
numitorul se obtine calculdnd valoarea functiei polinomiale in acel punct.
Dacd x este raddcind a lui Q (Q(xp) = 0), atunci

(PN (2 x0)PPi(x)
Jm (Q(x)> a ’LXO(JC —x0)1Q1(x)’

unde p, g sunt ordinele de multiplicitate ale rdddcinii xy pentru functiile polino-
miale P, respectiv Q, iar P;(xg) # 0, Q1(xp) # 0. Se obtine ca

(

0, P>q
Py (xo) —
(PO _ ) oty P=4
xh—>nx10 Q(x) - Py (xo)
T Qi) 17 P pPpaAr
| nu existd, q > p,q — p impar
Exemple 1.
limx3+2x+1 _ 2*+2-241 13
x—22x4 —5x+9  2.24-5.2+4+9 31
2.
limx3—5x2+7x—3_lim(x—l)z(x—?))_limx—3__g
=1 x3—3x+2 x—1(x—1)2(x+2) x—1x+2 3
3.
=13 —3x+2  x51(x—1)2(x+2)  x—=1(x—1)(x+2)
2 —4x+3 2_4x+3 -2
Atunci }clir};ch:[Z nu exista, deoarece )lci;nl};_ 33;12 = (05) 3 =
X
2 _ —
—oo,iarlirnx dr+3 _ 2 = H-o00.

x—=1x3—=3x+2  (0—)-3

x<1
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Consideram limita lim (g((?) ) La fel ca si in cazul sirurilor, pentru calculul

X—00

acesteia se va scoate factor comun fortat x* de la numarator (k = grad P), respec-
tiv x' de la numitor (I = grad Q). Se obtine ca

(x) XX a1+ 4 ax 4 ag
lim { —= ] = lim
x—o0 \ Q(x) x—co byxl +by_qx!=1+ ...+ bix + by

k 1 1 1
X (ﬂk—i—ﬂk_lz—i—...—{—ﬂlﬁ—i—aOF)

= lim
X—00 xl <bl —f—bl_l% —f- —f—bl# ‘f‘b()%)
0, dacak <1
Qe k1% <
—xll_{rolox i ’Z)—’l‘, dacik=1.

+°OZ_I;’ dacd k > |

Sd observam ca limita raportului termenilor de grad maxim este de asemenea

k
X k10
Ll L S
de unde se poate remarca faptul ca limita lui % este egald cu limita raportului

termenilor de grad maxim ai lui P si Q, pentru x — +oco. Cu un rationament similar,
se poate obtine cd acelasi lucru se intampla si pentru x — —oo.

Exemple 1.
_ 3x4+4x+2 . x*(3+41+23%) 3
lim -—————— = lim — 1 = 5
x—002x4 —3x+1 x—00 x2(2_3§+ﬁ) 2
2.
28 2 4 x— B(-2+3 4+ L L —
i 2O X2 b o) ) 22
X— —00 3x¢+4x +6 X——00 x2(3+4§+6ﬁ) 3
3. L
, 3x2 4 4x —2 . x2(3+4§—;) 3
lim — > = lim T 7 =0--=0
x—o0dx” 4 3x% + 2x 41 x—>wx3(4_}_3§+2§+;) 4

Limitele radicalilor

Se poate observa cd, dacd xg € R si n este un numadr natural impar, atunci

1
= xj = %,

=

lim /x = lim (x%) = (lim x)

X—Xq X— X0 X—Xq
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iar, cu acelasi rationament,

lim ¥/x = +c0, lim ¥x = —oo.
X——00

X—0Q0

In mod similar, daci xp > 0 si n este un numadr natural par, n > 2, atunci

: n _ : n .
Jim V=0, Jim Y= e

Exercitiu

Determinati valoarea limitei

lim (\3/x3+x2+1 —x).

X— 00
Solutie
Deoarece lim (x3 +x2+ 1) = 400, urmeazd, conform teoremei limitei functiei
X— 00
. . o . 3 A v v
compuse si celor de mai sus, cd lim V13 4+ x2+1 = 400, ceea ce inseamnd ca

X—00

limita de mai sus prezintd o nedeterminare de forma co — co. Pentru inldturarea
acesteia se amplifica cu expresia conjugata celei din enunt. Urmeaza ca

lim (v/x3 + 22 4+1 - x)
X— 00
(\3/x3—|—x2—|—1—x)(\3/x3—i—x2+12—|—\3/x3+x2—|—1-x—|—x2)

\3/x3—|—x2—i—12+\3/x3—|—x2+1-x+x2
. W4 x24+1—2x8
= lim

oo 2
OB 42+ 1 Va3 a2+ 1 x+ 22
x2(1+xl—2)

2
2(1+1+5 + {141+ 5 +1)
1+ L
= lim i

— 0 2
TR+ l+ L 1+ 1+ 5+
1

= lim
X—00

= lim
X—00

Limitele functiilor exponentiale

Fiea > 0,a # 1,sifie f : R — R, f(x) = a*. Se poate observa c3, dacd xyp € R,

atunci .
. X . lim x X
lim a* = (lima)*™% =a™.
X—XQ X—Xq
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Pentru a > 1, se observa ca f este strict crescdtoare, iar
a>alfl =1+ @1 >14+@—-1)x],

conform inegalitdtii lui Bernoulli, de unde urmeaza conform criteriului majorarii

cd lim a* = +00. De asemenea,

X— 00
. . 1 .1 1
Iim a*= lim — = lim— = — =0,
X— —00 x——ocogq X u—oogh (ee)
cu notatia u = —x, conform teoremei limitei functiei compuse.

Dacd a € (0,1), atunci f este strict descrescdtoare, iar a = %, b > 1. Urmeaza

v

Ca

. . x .1 1
lima* = hm(—) = lim—=— =0,
X—00 x—oo b x—o0 hX o0
cu un rationament asemandtor obtindndu-se ca lim a* = +oo0.
X— —00

Adaugand si cazul a = 1, in cazul in care f este identic egala cu 1, discutia de
mai sus se poate sistematiza sub urmatoarea forma

oo, a>1 0, a>1
lima* =<1, a=1 , lma* =41 a=1
X—00 X— —00

0, a€(0,1) co, a€(0,1)

Limitele functiilor logaritmice

Fiea>0,a # 1,sifie f : R — R, f(x) = log, x. Mai intdi, se observd ca f este
strict crescdtoare pentru a > 1, respectiv strict descrescdtoare pentrua € (0,1).

Daca xp € R, atunci, cum f este strict monotond, ea are limite laterale in x.
Mai mult, deoarece a'°8:* = x pentru orice x € R,

lim (ak’gax) = lim x = xo.

X—X0 X—X0
Deoarece
| xlgl}co (logu x) xl;n}o (loga x)
lim (a Ogﬂx) = ( lim a) x>xo = q*>%0 p
X—X( X—X(
X>X0 X>Xx0
i (i, A
urmeazd ca ¥~ = xp, deci lim (log,x) = log,xp. In mod similar
X— X0
X>X0
se demonstreazd cd lim (log,x) = log,xo, deci exitd xlgl;lo (log,x) = log, xo,

x<Xp
deoarece limitele laterale sunt ambele egale cu aceasta valoare.
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Cu un rationament analog celui realizat pentru xy € R, obtinem ca

. o, a>1 _ —00, a>1
lim log, x = , limlog, x = .
xX—00 —o0, a€(0,1) Y o, a€(0,1)

Limitele unor functii trigonometrice

Mai intdi, reamintim inegalitatea
: T
sinx < x <tgx, pentrux € (O'E)'

Tindnd seama ca sin(—x) = —sinxsitg(—x) = —tgx pentrux € (0, ), urmeaza
cd

|sinx| < |x| < |tgx|, pentrux € (—g,g).

De asemenea,
|sinx| <1< % <|x|, pentruxe (—oo,g] U [g,+oo)

deci
|sinx| < |x|, pentrux € R.
Functia sinus

Fie f: R — R, f(x) = sinx si fie xo € R. Se observa ca

—x0|| X + Xo

20—
2 2 o

|sinx—sinx0|:2|sinx | §2|x_2 X — Xol,

de unde, conform criteriului majordarii,

XILI?O sinx = sinxyg pentruxy € R.
S-a observat deja ci functia sinus nu are limita nici la +oo nici la —co. Intr-adevar,
pentru sirul (a,),>0, 4n = 2n7, cu limita +oo, sirul valorilor (sin(ay)),>o are
limita 0, fiind constant nul, in timp ce pentru sirul (b,),>0, by = 2nmw + 7, de
asemenea cu limita +oo, sirul valorilor (sin(by)),>0 are limita 1, fiind constant
egal cu 1, deci functia sinus nu are limita la 400, In mod analog demonstrandu-se
ca functia sinus nu are limita nici la —oo.
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Functia cosinus

In mod similar celor de mai sus se demonstreaza ca

lim cosx = cosxg, pentruxcR,
X—X0

in vreme ce nici functia cosinus nu are limita nici la o0 nici la —o0.
Functia tangenta
Fie functia f : R\ {§ + nm,n € N} — R, f(x) = tgx. Conform inegalitatilor

sin(x — xg)
COS X COS X

sinx  sinxg

4

t —t <
[tgx —tgxo| < COSX  COS Xy

valabile pentru x, xg € R\ {%¥ + n7r,n € N}, urmeazi ci

lim tgx =tgxg, pentruxy € R\ {g +nm,n € ]N}.

X—Xq

De asemenea,

lim tgx = lim tg(u +nm) = lim tgu = +oo
x—Z4nm u—7z u—7z

x<Z+nm x<Z x<Z
tindnd seama de teorema limitei functiei compuse si de faptul cd functia tangenta
este periodicd de perioada 7t. In mod similar se demonstreaza ca
lim tgx = —oo.

x—Z+nm
x>Z4nm

Se poate observa ca functia tangentd nu are limitd nici la +oco nici la —co. Intr-
adevdr, pentru sirul (a,),>0, 4, = n7, cu limita +oo, sirul valorilor (tg(a,))n>0
are limita 0, fiind constant nul, in timp ce pentru sirul (b,),>0, by = T +nm,
de asemenea cu limita +oo, sirul valorilor (tg(by)),>0 are limita 1, fiind constant

egal cu 1, deci functia tangentd nu are limitd la +oo, in mod analog rationdndu-se
pentru x — —oo.

Functia cotangenta

Fie functia f : R\ {nm,n € N} — R, f(x) = ctgx. Ca mai sus, se obtine ca

lim ctgx =ctgxy pentruxg € R\ {nm,n € N}.

X—Xq
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De asemenea,

lim ctgx =00, lim ctgx = —co.
X—nrt X—nrt
X>nr x<nrt

Se poate observa ca nici functia cotangentd nu are limita nici la +o0 nici la —oo.
Functia arcsinus

Fie functia f : [-1,1] — [-5,%], f(x) = arcsinx. Folosind un rationament
analog celui utilizat pentru a stabili limitele functiei logaritmice, se poate obtine
ca

lim arcsinx = arcsinxg, pentru xo € [—1,1].
X—Xq

Functia arccosinus

Fie functia f : [—1,1] — [0, 7], f(x) = arcsin x. Ca mai sus, se poate obtine ca

lim arccosx = arccosxy, pentru xy € [—1,1].
X—X0

Functia arctangenta

Fie functia f : R — (=%, %), f(x) = arctgx. Ca mai sus, se poate obtine cd

lim arctg x = arctgxpg, pentruxy € R,
X—X(

in vreme ce
lim arct AT t i
im arctg x = — im arctgx = ——.
X—00 g 2 ! X——00 g 2

Functia arccotangenta

Fie functia f : R — (0, 7r), f(x) = arcctg x. Ca mai sus, se poate obtine ca

lim arcctgx = arcctgxg pentrux € R,
X—X(

in vreme ce

lim arcctgx =0, lim arcctgx = 7.

X—00 X——0Q

5.2.3 Limite fundamentale

Au loc relatiile:
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sin x arcsin x

1) lim =1, 2) lim =1,
x—0 X x—0 X
3) lim X — 1, 4) lim 28X _ 4
x—0 X x—0 X
5) lim (1 +x)% =e,
x—0
6) im(1+ )Y =e, Iim (1+=)Y =e,
) im (1+) Jim (143)
1 1 In(1
7) tim 280 o0 o 8) lim 1Y) _ g
x—0 X x—0 X
X X
_ -1
9) lim > =Ina, 10) lim & =1
x—0 X x—0 X
1 | |
11) hm( +x) =p,pc<eR”
x—0 X
Jim 20X — 1
x—0 X

Deoarece sinx < x < tgx pentru x € (0,7 ), urmeaza ca

sin x T
cosx < —— < 1 pentrux e (O'E)'

o1 . . .. Sinx .
de unde, conform criteriului clestelui, urmeaza ca 111’1’(1) = 1. Cu un rationament
x— X
) x>0
. . sinx . sinx . .
asemanadtor, lim = 1, de unde lim*7+ = 1, limitele laterale fiind ambele
x—0 X x—0
x<0
egale cu 1.
. arcsinx
lim =1
x—0 X

Cu schimbarea de variabild arcsinx = u, urmeazd cd x = sinu, iar u — 0
pentru x — 0. Conform teoremei limitei functiei compuse, urmeaza ca

. arcsin x . u . 1 1
lIim———— =lim—=lim—=—-_-—=1
x—0 X u—0sin u u—Q S lim Sinu
u u—0 u
. tex
hmg— =1
x—0 X

Deoarece sinx < x < tgx pentru x € (0, 5), urmeaza ci

tex
1< B o
X COS X

pentru x € (0, g),
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tgx

de unde, conform criteriului clestelui, urmeaza ca lin}) —— = 1. Cuunrationament
x— X
x>0
. tex . .. ..
asemanator, lim B _ 1, de unde hmthX = 1, limitele laterale fiind ambele egale
x—0 X x—0
x<0
cul.
.__arctgx
lim =1
x—0 X

Cu schimbarea de variabild arctg x = u, urmeazd cd x = tgu, iar u — 0 pentru

x — 0. Conform teoremei limitei functiei compuse, urmeaza cd

. arctgx . u .1 1
lim 8Y _ lim— = lim— = o7 = L
x—0 X u—0tgu u—08" lim &%
u u—0 u
. 1
lim(1+x)x =e
x—0

A fost demonstrat in capitolul anterior ci lim (1+ 1)" = e. Fie x > 0. S&

n—oo

notdm n = [H Cum [l} < % < [H + 1, urmeazda ca n < % < n+1, deci

X
% > x > -1 Tn concluzie,
n

n+1-
1 n
1 < (1
( +n+1) <(1+2)

Ri=

adica
(1 n 1 >n+1 ;
n+1 1 1
I+ L n
Cumn — oo pentrux — 0, x > 0, iar nlim (1+ %)” = e, urmeazd conform

N . .o 1s 1 2 <. x % ¥
criteriului clestelui cd lim(1 + x)* = e. In mod asemandtor se demonstreaza ca
x—0
x>0

lin% (1+ x)% = ¢, deci lirr(l) (1+ x)% = e, ambele limite laterale fiind egale cu e.
X— X—
x<0

1 1
lim(1+=)Y=e, lim (1+=)Y=e
y—o0 y y——0o0 y

. 1 . < X 1d
Deoarece hr%(l + x)* = e, cu notatia % = y urmeazd cd lim (1 + %)y = e.
X— Yy—0o0
x>0

1
Deoarece si lil’l’(l) (1+x)* =e, tot cunotatia 1 = y, urmeaza cagi lim (1+ %)y =
) ¥<0 !
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. log.(1+x)
hrnaf = log, e.

x—0

Conform proprietatilor operatiilor cu limite de functii, urmeaza ca

limw = lin}) (loga(l —{—x)%) = log, <lim <(1 +x)91(>) = log, e.

x—0 X x—0
lim LX) _ 4
x—0 X
In(1
Punand a = e in formula de mai sus, obtinem ca lirr(l) In(1+x) = log,e = 1.
x—

X _
lim2 1_ Ina
x—0 X

Cu schimbarea de variabild a* — 1 = u, urmeaza cd x = log, (1 +u),iar u — 0
pentru x — 0. Conform teoremei limitei functiei compuse, urmeaza ca

1'max —1 lim " ! ! log,a =1Ina
1 =11 = = = —
x—0 X u—>010gu(1 + u) lim log, (1+u) loga e Be
u—0 u
X
-1
lim & =1
x—0 X
A " ) ) A |
Punand a = e in formula de mai sus, obtinem ca hr% b Ine =1.
X—
1 P_1
x—0 X

Cu schimbarea de variabild x = ¢ — 1, urmeaza cd u = In(1+ x), iaru — 0
pentru x — 0. Conform teoremei limitei functiei compuse, urmeaza ca

pu_q lim
x—0 X u—0 e* —1 u—0 =1 lim &=1 Ine
u u—0 U

Compararea cresterii functiilor In x, x¥ (p > 0) si e*

In cele ce urmeaza vom studia diferentele intre vitezele de crestere spre +co
ale functiei exponentiale, functiei putere si functiei logaritmice, observand ca
functia exponentiald are cea mai mare vitezd de crestere spre +oco, urmata de

functia putere si functia logaritmica.
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Vom demonstra mai intai cd lim lnpx = 0. In acest sens, s-a demonstrat deja ca

X—00

lim I = 0 pentru orice p > 0. Notand [x] = n, observam cin < x < n+ 1si
n—oo
atunci

Inn Inx In(n+1)

< < ,
(n+1)P ~ «xp n?

adica

1nn< n )p Inx In(n+1) (n—i—l)p
—_— < < ’

nP \n+1 xP (n41)p n
de unde, tindnd seama de cele de mai sus, 11m lnx =0.

Aratam acum ca 11m =0.Cu schlmbarea de variabila x = In u, urmeaza ca

x—>00

u = e*siu — oo pentru x — oo. Tindnd seama de teorema functiei compuse, se

obtine ca
p p
P 1 P 1 1
lim x_x = lim (Inu) = lim n_lu lim n_lu =0 =0.
X—oo @ U—oQ u Uu—oo M? U—0oQ Llp

Pentru o alta demonstratie a acestor relatii, sa ardtam mai intai ca
Inx <x<e', pentrux >0,

inegalitate care prezintd un interes de sine statator.
In acest sens, sd observam ca

>l =1+ E-1)>14(e—1)[x],
conform inegalitdtii lui Bernoulli. In plus,
T4 (e =1)[x] > {x} + [x] =

de unde e* > x, pentru orice x > 0. Prin logaritmarea acestei inegalitati, se obtine
cd x > Inx, pentru orice x > 0, de unde concluzia.
. . . 1
De aici, ln \/_ < 4/x, pentru orice x > 0, iar cum In\/x = Inx2 = %ln X,

urmeaza cé \F < 1, deci ln—x < f’ pentru x > 0. Atunci

1 2
0<% < 2 pentrux > 1,

x Vx

de unde urmeaza conform criteriului clestelui ca lim I“Tx = 0. Aratam acum

X—00

cd lim 12x = 0, pentru p > 0. Intr-adevir, cu schimbarea de variabild u = x?

X—0Q0
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si tindnd seama cd u — oo cdnd x — oo, obtinem cu ajutorul teoremei limitei

functiei compuse cd

1 1
1 In(u?r =Inu 1 I
lim BF _ g ) oy 1w
X—00 _xp Uu—o0 u Uu—o0 u pu—>oo u

v 1 P . .
Faptul ca lim 7+ = 0 se obtine ca mai sus.

X—00

In fine, sa precizam cateva consideratii asupra tratarii cazurilor de nedeter-

. ., 0 Too < . o :
minare. Cazurile 0’ Too 5€ trateaza cu ajutorul limitelor fundamentale mentionate

. : Foo :
mai sus, pentru cazul de nedeterminare Too putandu-se da si factor comun fortat.

Cazul 0- o0 se trateaza transformand produsul in raport cu ajutorul formulei
fg = { Cazul co — o0 se trateaza prin reducere la 0 nedeterminare de tip 0 - 00

dand fgactor comun fortat, sau, in unele situatii in care apar radicali, prin ampli-
ficare cu expresii conjugate. Cazurile 0%, 00?, 1 se trateaza prin reducerea nede-
termindrii la una de tip produs, cu ajutorul formulei f& = e8'"f, pentru cazul de
nedeterminare 1° putdndu-se utiliza si limita chl_% (1+ x)% = e, numitd In contin-
uare si limita standard ce defineste numdrul e.
Exemple 1. limln(l_—’_—smx)
x—0  sindx
Fiind vorba despre cazul de nedeterminare %, vom folosi limite fundamen-
tale. Urmeaza ca

In(1+sinx) In(1+sinx)  sinx

limm(l—i_—ﬂm = lim —sinx Sm x — lim —sinx Y X
x—0  sindx x—0 sin4x x—0 sindx 4.
4x
In(1+sinx) sinx 1
- _lim sin x X g
4x-0 sin4x
4x

. V1I+3x—1
2. 11m3—
x—0+y/14+2x—1

Fiind vorba despre cazul de nedeterminare

o vom folosi limite fundamen-

tale. Urmeaza ca

Vitdxr—-1 . (1+3xz—1 18015y
im-———n—" = lim——+—5—— = lim I
x—0+/14+2x —1 x—0 (1 + 2x)§ -1 =0 (142x)3 -1 Dy
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1

. (1432)2-1
3 ImTEm— 51
2 aanio 2 14

3. limxIlnx
x—0
x>0
Fiind vorba despre cazul de nedeterminare 0 - 0, vom transforma mai intai

nedeterminarea intr-una de tip raport. Observam ca

) . Inx
limxlnx = l1mT.
x—0 x—0 =
x>0 x>0 X

Cunotatia u = %, tindnd seama cd u — oo pentru x — 0, x > 0, se obtine cd

1
. Inx o In= . —Inu
lim—— = lim —% = lim =0,
x—0 = u—oo 1Y u—oo Y
x>0 X

de unde limita cdutats este 0.

4. limx*
x—0
x>0
Fiind vorba despre cazul de nedeterminare 0°, transformam mai intai nede-

terminarea intr-una de tip produs. Atunci

X
= elnx — exlnx’
de unde
Iim xInx
. . Inx 2 0
limx® = lime*™* = ex>0 —e =1,
x—0 x—0
x>0 x>0
conform exemplului precedent.
. 1 o 2\"
5. lim (cos ~ 4+sin? =
n—o0 n n
) Y 1 .2 2\" T
Vom determina valoarea limitei lim [ cos — + sin“ — | , valoarea limitei din
X—00 X X

enunt obtindndu-se ca un caz particular. Fiind vorba despre cazul de nede-
terminare 1%, se va folosi limita standard ce defineste numarul e. Au loc
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egalitdtile

1 2

lim (cos ~ +sin? = )

X—00 X X
- 1 q x(cos —«—sm2 2_ )

. ( 1 2 2 ) cos ch-‘rst 2 4
= lim 1+ cos — +sin” —
X—00 X X

- - hmx(cos +sm22 1)

1
1 2 Tisin221 |77
= lim (1+cos——|—sin2——1) !
X X

cos y +sin” %

X—00
1 22
. +sin’ 1
lim SoSx M ¥—-
—_ X— 00 l
=e X

Cunotatia u = %, tindnd seama ca © — 0 cand x — oo, urmeaza cd

1,622 2 U2 20U
. cos ¥ +sin“ £ —1 . 25 . —2sin“ 5 +sin“ 2u . —2sin 5 2
lim X - X lim cosu+sLn 2u—1 lim 211 lim ; 2 +lim sm 2u
er—*® x = eu—0 = eu—0 = eu—0 u—0
2
2 U u
. —2sin” 5 . ) 2
ogin2 U 2 lim a (2) +lim S0 22”-(2”)
lim . 2 4t lim Smu 2u u—0 ( u ) u u—0 (2u) u
— eu—0 u—0 = e 2
. 2
. sin % 2
lim — u2 24 lim ( sin2u ) Ay
— pu—0 5 20, 0N 2
2
sin % : 2 .
—lim ( 2 | -lim4+lim ( sinZu ) lim4u
—p u—0 5 u—0< u—0 u—0  — 60 =1.
Atunci

X—00

1 2
lim (cos ~ + sin? > =1,
X X
de unde limita din enunt este 1.
6. th\/lH
pa

x—1

O limitd calculatd pentru x tinzand la un numar nenul poate transformata
intr-o limitd in care variabila tinde la zero alegand ca noud variabild diferenta
dintre x si acel numar. Cu notatia u = x — 1, tindnd seama ca © — 0 cand



ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL PE DREAPTA REALA 193

x — 1, urmeaza ca

\/}+€/‘—2_hm\/1+u+\3/1+u—2

lim
x—1 x—1 u—0 u
1 1
= lim—(1 + u)z -1 + lim—(1 +u)s -1
u—0 u u—0 u
1,15
2 3 6

Aplicatii

5.1. Determinati valorile urmitoarelor limite

osinx __ 1 72X _1 x_1 2x _1)3 X _ 42 -1
1) lim——; 2) lim( )3 ); 3) limg; 4) lime X ;
x—0 X x—0 x?2 x—0 x3 x—0 95
i i ...+ si In|{(1+3
5) Tim S0 +sin2x 4 ...+ sinnx. lim1n(1 + ar'ctg x); 7) lim ™ [(1+3x) };
x—0 tgx+tg2x +... +tgnx x—0 tg(arcsinx) x—0 X
In(1 — x2) 3¥ — 2% 2+ 5% -2 e — 2
8) lim————~; 9) li ©10) im=——_—=, 1) li :
) 50 x aresin x ;9 o0 dx ) xD03 4% — 2/ ) Xo0SIN 3% — sin 2%
T — — si 1+2x— /1 1—tg(%
12) lime COS;C smx; 13) lim\/ +20— v —|—3x; 14) limM;
x—0 X x—0 4x x—0 X
in(2 1 "—(1 n
15) lim SNZATCCOST) gy gy LA MO = AFOT e N,y > 2;
x—1 /1 — x2 x—0 X
x>1
-1 tg x — si tg(t — sin(si
17)1im U L ) pi BXSINY ) gy, t8(t8%) Zsin(sing)
x— X x—0 X x—0 tgx —sinx
5.2. Fie p,q > 0. Determinati valorile urmdtoarelor limite
— 2% In(1 + eP* In(x? + e*
D1im P22 o) qim MU gy g InGP ) g, X parctgY
x—oo (g — 3% x—coln(1 + e¥) x—coln (x4 + e¥) x—coX + garcctg x
In si
5) lim P
x—0Insingx
x>0

5.3. Determinati valorile urmdtoarelor limite
4
1) lirr(l)(l 4 2tg?x)sin?x;  2) lirr(l)(l +In(14+x)+In(14+2x)+...+In(1+ nx))%;
X— X—

x x % arcsin x arctg x % / X
3)lilrn({Z +b ) ,a,b>0; 4)lim(a +b ) ,a,b>0; 5)lim( x+1> ;
x—0 x—0 2 X—00 \/}

X X i . %
6) lim x+ﬁ); 7) lim (m(x—“)) 8)lim<cosx>"2; 9) lim (ST“") )

x—>00 x — \/E X—00 Inx x—0 \COS nx
a € R\ {km;k € Z}.
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5.4. Determinati valorile urmdtoarelor limite

1 n__1_ _ tgx __
1) lim (E) ! 2; 2) hm (smx)2x1” 3) limx 1-n(x 1); 4) lim3 3;
x—2 \2 2

x—Z x—1 (x—l) x—Z x—%
x>2 2 1
Vx+24-3 Jx+7-2 Yx—1
5) Ilm———; 6) im————; 7) lim * > 2;
)xli% x—3 ! )an} \3/}_1 4 )XHl\/_—ll p.q € N7, p.q
. n » -
8) lim SIH' X COT[S -x; 9) 1imx+x + . X" 7’1;
X*)Z Sln( Z) x—1 x—]_
\F+\F+ A Yx—(n-1)
10)1 po—

5.5. Determma;‘z valorile urmdtoarelor limite
1
1) limxsin—; 2) lim(x—2)ex32; 3) limx [In(x +2) —Inx]; 4) lim x? (ex = >

X—00 X x—2 X—00 X—00
x>2
5) hmx<n—arct (x—i—1)>' 6) lim x (arctg —— — arct x -1
X—00 4 & X—00 g +2 &1 x+1

5.6. Determinati valorile urmdtoarelor limite

s x
1) lim xsm%; 2) lim ( 12) ;> 3) lim (lnx)% 4) lim (— lnx)zx
X—00 x—0 \ X X—00 3;;((])

5) th (x+ ex)%.
5.7. Determinati valorile urmdtoarelor limite
. . .1 _ . oy .
1) lim (x —Inx); 2) )lclgg)(g—i—lnx), 3) lim (In(e* +e7) —x);
x>

4) lim (x— (/(x+1)(x+2)...(x+n)),n € IN*;  5) lim (tgx — tg3x).

X—00

T
x<7

5.8. Determinati valorile urmdtoarelor limite

1) lirré (sinx)®*; 2) lin})(arctg x)aresinx. - 3 lirré(arctg x| rctg ¥l
>0 >0 ’H
Inx
1 ED
4) lim(sinx + xcosx)*; 5) lim [sin (n_x)} .
x—0 X—00 X
x>0
5.9. Fie P(x) = ayx" +a, 1x" ' +...+ayx +ag, ao,a1,...,a, € R, a, # 0. Aritati
L. P(x) Inx
o fim = =0 impry =0

5.10. Fie a > 0. Demonstrati ci
—a® Ina—al
=a"(1+1na); 2) T LA P R |

x—a X —a X—a X —a
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5.11. Fie p € (0,1). Determinati a € R astfel ca lim ((x 4+ 1)P —x?P +a) = p.

X—00

. . ¥—x x€Q .
5.12. Fie functin f : R — R, f(x) = . Determinati punctele
0, x € R\Q

xp € R pentru care f are limiti in x.

5.13. 1. Demonstrati cii sin(arccosu) = V1 — u? pentru u € [—1,1].

2x
1422

. —, 1 . e
2. Fief:R—R, f(x) = x—1 x 7 . Demonstrati ci f nu are limiti in
1, x =1

arccos

x=1.

5.14. Fie Ln — lim 17cosxc0522x...cosnx, n e N.

n—oo X

1. Determinati L, L.

2
2. Demonstratici L,y1 = L, + @ pentrun € IN.
3. Demonstrati ci L, = % pentrun € IN.

1—\/ln(e+x) In(e+2x)...In(e+nx)
X 4

5.15. Fie L,, = lim n € IN*.

x—0

1. Determinati L.

2. Demonstraticid L, 11 = L, — ”7“ pentrun € IN.

3. Demonstrati cid L, = —@ pentrun € IN.

5.16. Fie L. — lim (1—sin x)(1—sin? x)...(1—sin" x) n € N*
e L cos?" x ¢ ’
1. Determinati L.

2. Demonstratici L, 11 = ”THLn pentrun € IN.

3. Demonstratici L, = ’21—,1 pentrun € IN.

5.17. Determinati valoarea limitei lim <\/ ax2 +2x +1—+vx2 4 2) in functie de val-

X— 00

orile parametrului real a, a > 0.
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5.18. Determinati valorile parametrilor reali a, b astfel incit

2
lim (Lxﬂ_m_b):l.
X—00 x+1

5.19. Determinati valorile parametrilor reali a, b astfel incit

. cosx—ax—Db
lim 7 e R.
x—0 X

5.20. Determinati valorile parametrilor reali a, b, a > 0, astfel incat

1
x

lim (acosx + bsinx)* =e.

x—0

x24x

5.21. Fie f,g : (0,00) — (0,00) astfel ca f(x) > —— > g(x) pentru x > 0.
Demonstrati cd lirrbf(x) = +oo, iar xlim g(x) =0.

XxX— — 0

x>0

5.22. Fiea,b € R.
1. Aritati ci existd 61 > 0 astfel ca asin x + cos(bx) > 0 pentru x € (=61, 7).

2. Ardtati cd existid 6; > 0 astfel ca e®™ — bx > 0 pentru x € (6, +0).

sin x

. , 1 3
3. Ardtati cd existd 63 > 0 astfel ca 5 < <3 pentru x € (—03,03).

5.23. Demonstrati ci

D tim 2 21 2) limy H =1 3)1imx(H + H T [ED — 1.

x—oo X x—0 x—0 X
x>0 x>0

5.24. Demonstrati cd

1 1
1) lim X+ 1cosx:O; 2) lim 1cos— =0; 3) lim sinxsin; =0.

x—o0x2 — x—00 x2 -+ X X—00

3

5.25. Fie f : IR* — (0, 00) astfel ca lil’l’(l) (f(x) + ) = 2. Ardtati ci lirr(l)f(x) =1
X— X—

1
f(x)

x =1.Cu ajutorul acestei limite, justificati cid lim /n = 1.
n—oo

5.26. Demonstrati ci lim x
X— 00
5.27. Calculati urmdtoarele limite de siruri
1) lim #ln (1 + #), 2) limn <esm% — COs %), 3) imn (enTH — e).

n—oo n—odo n—oo
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Sir de condensare, 101
convergent, 38 Dirichlet, 122
cu limita, 36 Leibniz, 126
fundamental (Cauchy), 65 Raabe-Duhamel
limita inferioara, 63 cu inegalitati, 117
limitd superioard, 63 cu limits, 120
madrginit, 34 cu limite extreme, 119

monoton, 35

puncte limitd, 61 Functie

imparad, 24
Caracterizari analitice ale limitei unei functii

cue—9,162

marginita, 24
monotond, 25
cu siruri (Heine), 163

para, 23
Criterii de convergentd a seriilor periodica, 24
Abel, 124
al radicalului Majorant, 10
cu inegalitati, 110 Margine a unei multimi
cu limits, 112 inferioard, 10
cu limite extreme, 111 superioara, 10
al raportului Minorant, 9
cu inegalitati, 113 Multime
cu limits, 115 inchisa, 149
cu limite extreme, 114 a punctelor interioare, 144
Cauchy, 95 aderentd, 143
de comparatie compactd, 151
cu inegalitdti, 105 densa, 152
cu limita, 107 derivata, 140
cu limite extreme, 106 deschisd, 147
cu rapoarte, 109 frontiera, 146
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madrginitd, 11
majorata, 9
minoratd, 9
numarabila, 154

Produs dupd Cauchy a doua serii, 129
Progresie
aritmetica, 31
geometricd, 31
Punct
aderent, 142
de acumulare, 139
de frontiera, 146
exterior, 145
interior, 144
izolat, 140

Serie

sirul sumelor partiale, 87

absolut convergentd, 127

alternantd, 98

armonicd, 95

armonica generalizatd, 103

conditionat convergenta (semiconver-
gentd), 127

convergentd, 87

divergentd, 87

rest de ordin p, 94

telescopica, 90

Teorema
Stolz-Césaro, 71

Vecinatate, 18
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