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2. ELEMENTE DE MECANICA NEWTONIANA

Mecanica newtoniand studiazd migcarea corpurilor macroscopice ce se
deplaseaza cu viteze mici in comparatie cu viteza luminii, cauzele acestei miscari
precum si interactiunile dintre corpuri.

2.1. Cinematica

2.1.1. Definitii. Marimi fundamentale

Cinematica, ca parte a mecanicii, studiazd miscarea corpurilor fara a lua in
consideratie cauzele care o determind. Ea ne aratd cum se misca efectiv corpurile,
furnizandu-ne legile de migcare.

Studiul  miscarii  unui  corp
presupune observarea unui obiect definit
suficient de clar pentru a fi
transsubiectiv, astfel Incat toti subiectii
sd se poata referi in acelasi mod la
acesta. Pe de alta parte este necesar sa se
reducd, pe cat posibil, gradul de
complexitate al obiectului de interes.

Reducerea maximd a gradului de

Fig. 2.1

complexitate al unui obiect implica
reducerea tuturor aspectelor acestuia pand la simpla lui prezentd in spatiu,
facandu-se abstractie inclusiv de extinderea spatiald, respectiv de forma
obiectului. Definim astfel punctul material ca prezenta a corpului intr-un punct
geometric. In momentul in care facem acest lucru avem nevoie de un suport
matematic care este spatiul euclidian tridimensional. In acest spatiu identificim

corpul material cu punctul geometric, P, respectiv cu vectorul de pozitie r al
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acestuia, adicd cu ansamblul celor trei proiectii ale lui T pe axele unui sistem de
referinta cartezian, pe care il vom numi sistemul laboratorului (Fig. 2.1).

Avem nevoie de o mdrime fundamentald, lungimea, pentru a fi capabili sa
discutam configuratia unui sistem, respectiv sa precizam pozitiile relative ale
obiectelor, adicd ale punctelor materiale.

Constructia cinematicii necesitd insd introducerea unei a doua marimi
fundamentale, timpul. Devine astfel posibil studiul miscarii corpului, vectorul de
pozitie T devenind o functie vectoriald de timp, F(t), descrisa de ansamblul celor
trei functii scalare x(t) y(t) si z(t).

Din acest moment studiul cinematic al miscarii corpului se reduce la studiul
matematic al functiei vectoriale T = F(t).

2.1.2. Vectorul viteza

Datoritd miscarii, corpul, considerat punct material, ocupa diferite pozitii in
spatiu. Curba care contine totalitatea pozitiilor succesive ocupate de un corp aflat
in miscare se numeste traiectorie.

Fie I' traiectoria punctului material, M4 si M5 doua pozitii ale acestuia la
momentele tq si to, definite de vectorii de pozitie F(t1) si F(ty) si originea
sistemului de referintd O (Fig. 2.2).

Fig. 2.2

Definim viteza instantanee V, intr-un punct oarecare al traiectoriei, ca
limita spre care tinde raportul dintre F(tz ) - F(t1) si to —tq atunci cand ty — tq,
respectiv:

G- fim ft2)=rlt1). @.1)
to—>tq t 2 — t1

Cum 1n sistemul de referinta al laboratorului vectorul de pozitie al punctului
material:
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I =x1, eriy +2z1,,

este o functie variabila in timp:

=l

(t)=x(t)ix + y(tfly + z(t)i;,
viteza V va fi data de:

+ 924
Y odt #

(2.2)

(2.3)

(2.4)

e n . .. df .
sau, utilizand o notatie frecvent folosita a =f, aceasta se mai scrie:

v =T(t)= x(t]y +y(tyy +2(t)1,.

(2.5)

In ultimele doud relatii se evidentiazd componentele vitezei fatd de

referentialul cartezian, respectiv:

dx . dy
VXZEZX’ y:E:

b

_dz_,
2 gt

(2.6)

Miscarea punctului material poate fi descrisd si cu ajutorul coordonatei S
care ne da pozitia corpului pe traiectoria I' ca lungimea masurata fatd de o origine

arbitrara O' situata pe traiectoria I".

Coordonata s este o functie scalard de timp, s = s(t), derivata sa este tot un

scalar si reprezintd marimea vitezei pe traiectorie, adica:

ds
V=—om.
dt

(2.7)

Daca notam cu ir versorul tangentei la traiectorie (Fig. 2.2), atunci:

astfel cd viteza V se scrie:

(2.8)
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v =§1. (2.9)

Din ultima relatie rezultd cd vectorul viteza, definit in fiecare punct al
traiectoriei §i la orice moment de timp, este tangent la traiectoria punctului
material, sensul fiind dat de sensul miscarii.

2.1.3. Vectorul acceleratie

Vectorul acceleratie la un moment de timp t este vectorul a definit ca
derivata vectorului viteza in raport cu timpul la momentul considerat:

- 2_.
g dv_d7T (2.10)
t dt?

Componentele acceleratiei se obtin imediat:

dv d?x
aX = =—=X
dt g2
dvy, g2
y dy .
a == 2.11
_dv, d%z

a, = == ==3
‘ dt dt2

Astfel vectorul acceleratie se scrie:

a=ay Iy +a, 1y +a, 1, =x1, + 1, +Z1,. (2.12)

In afard de sistemul de referintd al laboratorului, pentru precizarea pozitiei
unui punct material se defineste si un sistem de referintd propriu cu originea in

punctul material si axele date de versorii ﬂ si in, unde ﬁn este versorul normal
la traiectoria I" (Fig. 2.3) si orientat spre interiorul acesteia. Trebuie subliniat
faptul ca 1; si 1, sunt functii de timp.
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Fig. 2.3

Astfel, pornind de la relatia (2.9), pe care o derivam in raport cu timpul,
expresia acceleratiei se scrie:

di,

—

dv dzsi +dsdil._dzsi ds

a=—=—" — =1 +——1 2.13
t g2 © dt dt g2 © dt dt " 213)
unde conform Fig. 2.3 s-a operat substitutia d1, = ‘diT A
Din Fig. 2.3, la limita to — t4, avem:
da = ‘dﬁT si ds =pda, (2.14)

unde p este raza de curbura a traiectoriei in punctul considerat.
Introducand (2.13) in (2.12) si tindnd seama de (2.7), avem:

a=2°9 ¥V 5. (2.15)
P

Relatia (2.14) reprezintd descompunerea acceleratiei dupa cele doud directii

de interes: tangenta la curba si normala la aceasta.
Componenta dupa directia tangentei, numitd acceleratie tangentiala, are
. 2S . . .. . . .. . ..
marimea a, = dt_2 si sensul miscarii atunci cand viteza creste §i invers miscarii

atunci cand viteza scade.
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Componenta dupa directia normalei, numitd acceleratie normala, are
V2
modulul a, =— si este totdeauna normald pe viteza, fiind orientatd inspre

concavitatea curbei (Fig. 2.4).

Fig. 2.4

2.1.4. Miscarea rectilinie

Miscarea rectilinie este miscarea a carei traiectorie este o dreaptd. Daca, de
exemplu, traiectoria este paralela cu axa OX, parcursul S pe traiectorie este chiar
coordonata X, iar marimea vitezei si marimea acceleratiei sunt:

_dx _dv_d2x

V=—, a=—=—1+, 2.16
dt dt gt? (2.16)

Daca marimea vitezei este constantd, miscarea este uniforma. Evident,
pentru acest caz acceleratia este nuld. Miscarea cu acceleratie constantad se
numeste miscare uniform variata:

a=const.
Legile acestei miscari rezulta in urma integrarii ecuatiilor (2.15):
vV=vg +at

at? (2.17)
X =Xqg + Vot +T

miscarii, reprezintd pozitia si viteza corpului la momentul, t=0.
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Daca punctul material se deplaseaza pe o directie oarecare, atunci ecuatiile
(2.17) devin:

\72\70+ét
. . at? (2.17°)
r:m4wmt+—5<

Cunoagterea legilor de miscare si a conditiilor initiale permite determinarea
pozitiei si vitezei corpului deci a starii acestuia, la orice moment ulterior de timp.

2.1.5. Miscarea circulara
Sa consideram un punct material M
Us aflat Tn miscare pe o traiectorie circulard de
3, raza R (Fig. 2.5). In orice moment, pozitia
M punctului material pe traiectorie este
determinatd de unghiul 6 pe care raza

vectoare Ii, |§=OM, il face cu raza de

%
0 Ro Mo referinti OMg . Cum arcul s este egal cu

RO, conform relatiei (2.8) viteza Vv pe
traiectorie va fi:

Fig. 2.5
_ ds Rde_

v=_2 _R¥ _Ro, (2.18)
dt it

unde ® = % este viteza unghiulara.

Pe toatd durata miscarii, acceleratia normala va fi orientata spre centru, iar

marimea el in modul este data de
2

\ 2
ap, =—=Ro”. 2.19
n=R (2.19)
Acceleratia tangentiala este:
2
a, -9 S_Rrdo_p, (2.20)
dt2 dt

do . . . <
unde ¢ = ot reprezintd acceleratia unghiulara.

Daca viteza unghiulard este constantd, ® =const., miscarea se numeste
circular uniforma. In acest caz acceleratia tangentiald este nula.
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Vectorul viteza unghiulard @ are ca suport axa de rotatie perpendiculara in
O pe planul figurii, iar sensul este cel care rezulta din relatia:

V=0xR. (2.21)

2.2. Principiile mecanicii newtoniene

Cinematica raspunde la intrebarea: “Cum se misca corpurile?” neluand in
discutie nici un moment cauzele miscarii. In momentul in care se pune intrebarea:
“De ce se misca un corp intr-un anumit fel?”, se trece la dinamica. Intrebandu-ne
despre cauze, raspunsul ne va conduce imediat la interactii drept cauze ale
modificarii starii de miscare a corpului, respectiv la forte.

Analiza experimentelor acumulate in timp privind miscarea corpurilor si
influenta interactiunii dintre corpuri asupra miscarii i-au permis lui Isaac Newton
sa construiasca o teorie fizicd unitard asupra tuturor fenomenelor care apar in
interactiunile mecanice dintre corpurile macroscopice precum si asupra migcarii
acestora. Astfel, s-a nascut mecanica clasicd sau mecanica newtoniana.

Inainte de a enunta principiile care stau la baza mecanicii newtoniene
trebuie sd amintim ca aceasta este construitd pe ideea de spatiu absolut si timp
universal, independent de spatiu. Un sistem de referinta absolut poate sa fie
aproximat printr-un sistem de referinta avand originea in centrul de greutate al
sistemului solar si axele orientate spre trei stele fixe.

Asa cum am mai discutat, mecanica newtoniand explicd corect numai
migcarea corpurilor macroscopice avand viteze mici in comparatie cu viteza
luminii. Extinderea legilor mecanicii la viteze mari devine posibild o datd cu
aparitia teoriei relativitatii a lui Einstein. Pe de alta parte studiul miscarii la nivelul
atomic si subatomic (al microparticulelor) constituie obiectul mecanicii cuantice,
elaboratd in prima jumatate a secolului XX. Teoria relativitatii §i mai ales
mecanica cuanticd au adus dupd ele o dezvoltare exploziva a intregii fizicii,
urmata de rezultate tehnologice remarcabile.

2.2.1. Principiul inertiei

Enuntul primului principiu, cunoscut ca principiul inertiei, in formularea
lui Newton, cu referire la spatiul absolut este: “Orice corp isi pastreaza la infinit
starea lui de repaus sau de miscare rectilinie §i uniforma, daca nu este constrans
sa-si modifice aceasta stare de miscare prin interventia vreunei forte imprimate”.

Proprietatea intrinsecd a corpului, considerat punct material, de a-si pastra
starea de miscare rectilinie si uniforma, respectiv de a se Tmpotrivi modificarii
acesteia, se numeste inertie. Experienta ne arata ca inertia difera de la un corp la
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altul aceasta fiind o caracteristica proprie fiecarui corp. Apare astfel necesitatea
introducerii unei a treia marimi fundamentale Tn mecanicd, ca masurd a inertiei, $i
anume masa inertiala, m.

Principiul inertiei permite sa se introducd sistemul de referinta inertial, ca
fiind sistemul de referintd in care este respectat principiul inertiei. Toate sistemele
de referinta inertiale sunt echivalente intre ele si se deplaseaza unele fata de altele
cu viteze constante.

2.2.2. Principiul fundamental

Newton introduce in enuntul principiului inertiei forta imprimatd drept
cauza a modificdrii starii de miscare. El defineste forta prin propozitia urmatoare:
“Forta imprimata este actiunea exercitatd asupra unui corp, pentru a-i schimba
starea de repaus sau de migcare rectilinie §i uniforma”. Cum actiunea exercitata
asupra unui corp nu poate fi facutd decat de un alt corp, rezultd ca forta este o
madrime care descrie fizic interactiunea dintre corpuri.

Intre forta F, definitd ca marimea fizici ce descrie interactiunile dintre
corpuri, masa m, ca proprietate a corpului de a se impotrivi modificarii
starii de miscare si acceleratia @, ca mirime cinematica, exista relatia:

F=ma. (2.22)

Aceasta ecuatie, cunoscutd ca principiul fundamental al mecanicii este
ecuatia fundamentala a dinamicii.

Deoarece in mecanica newtoniand masa M nu depinde de viteza, fiind
constantd in timp, dependenta acceleratieci @ de viteza V este datd de relatia
(2.11), ecuatia fundamentala a dinamicii se poate scrie si sub forma:

d

F o) =2, (2.23)

unde prin:
p=mv (2.24)

se defineste impulsul corpului. Daca relatia (2.22) exprima proportionalitatea
fortei cu acceleratia, relatia (2.23) ne aratd ca derivata impulsului in raport cu
timpul este egala cu rezultanta fortelor exterioare care actioneazd asupra corpului.
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Aceste afirmatii reprezintd enunturi alternative ale principiului fundamental al
dinamicii.

2.2.3. Principiul actiunii si reactiunii

In formularea lui Newton, principiul actiunii si reactiunii are urmatorul
enunt: “actiunile reciproce a doua corpuri sunt intotdeauna egale §i dirijate in

sensuri contrare”. Daca notam cu Fqo forta cu care corpul 1, aflat in interactiune

cu corpul 2, actioneazd asupra acestuia §i cu Fpq forta cu care corpul 2
reactioneaza, actionand asupra corpului 1 (Fig. 2.6), conform enuntului, avem:

Fyp =—Fpq. (2.25)
S 3 12 6
7 2
Fig. 2.6

2.2.4. Principiul suprapunerii

Conform principiului suprapunerii, dacd asupra unui corp de masa m
actioneazd simultan fortele Fq,F5,F3,...,F, actiunea lor este aceeasi cu actiunea

rezultantei F, calculatd ca suma vectoriala a acestora:

n
F= Z . (2.26)
i=1

In baza acestui principiu rezulti ca fiecare forta IEi actioneaza independent,
prezenta celorlalte forte neperturband efectul actiunii ei. Deci, fiecare forta IEi va

produce o acceleratie a;, F; =ma;, astfel cd sumand avem:

F=SF =mY & -ma.

unde a este acceleratia produsa de forta rezultantd F .
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2.2.5. Principiul relativitatii galileene

Sa considerdm doua sisteme de referinta inertiale (Fig. 2.7), asa cum au fost
definite in baza principiului inertiei. Sistemul S' se deplaseaza cu viteza constanta
u fata de sistemul S. La momentul initial tg =0 vectorul R determind pozitia

originii O' a sistemului S' fata de sistemul S. Un punct material de masa m
aflat in miscare este identificat la un moment dat fata de sistemul de referinta S'
prin vectorul de pozitie r' (t'), iar fata de sistemul S prin vectorul de pozitie F(t)

(Fig. 2.7).

(8)
{5)

Fit} Frirh

o

BB, +iit -

0 4 "
Fig. 2.7

Legatura dintre coordonatele punctului material in sistemul S' si
coordonatele sale in sistemul S se exprima prin relatiile:

t=t (2.27)
Y '

Prima relatie este scrisd presupunandu-se ca timpul are un caracter absolut, fiind
independent de spatiu si de sistemul de referinta, iar a doua rezulta din figura 2.7.
Aceste relatii sunt echivalente cu urméatoarele patru relatii scalare:

X'=X—-uyt—Xg

y'=y-uyt-yg (2.28)
Z'=z-u,t-zq '
t'=t

unde Uy,Uy,U, sunt componentele vitezei U in sistemul S.
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Relatiile (2.27), sau forma echivalenta (2.28), constituiec grupul de
transformari Galilei.
Acesta are proprietatea remarcabild de a lasa invariantd legea fundamentala

a dinamicii. Intr-adevir, daca derivim de doua ori relatia (2.27), deoarece R=0 ,
obtinem a'=a si deoarece interactia dintre corpuri este independenta de sistemul
de referintd arbitrar ales la care raportim miscarea  acestora:
IE'(X',y',Z',t):IE(X, Y, z,t), rezultd cd legea fundamentald a dinamicii nu se
schimba la trecerea dintr-un referential inertial la altul. Acest rezultat este
cunoscut drept principiul relativitatii galileene, sau principiul relativitatii
mecanice. Afirmatia facutd anterior, cd toate sistemele inertiale sunt echivalente
intre ele devine o formulare a principiului relativitatii mecanice.

2.2.6. Miscarea punctului material intr-un sistem de referinta neinertial

Legea fundamentald a mecanicii, sub forma F=ma, descrie miscarea
punctului material fata de un sistem de referinta inertial.

Conform definitiei date, forta F, descrie interactia dintre doud corpuri. In
afara de aceasta se mai defineste si o pseudoforta numita forta de inertie, notata
tot cu simbolul F si avand aceeasi dimensiune.

Sa consideram un referential inertial S, considerat fix si un referential
neinertial S' avand o miscare accelerata fata de S (Fig. 2.8).

(S jz Sz

Fig. 2.8

Pozitia unui punct material de masa m fata de sistemul neinertial S' este
data de vectorul de pozitie:

F=x +yTy +21,. (2.29)
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Dacia r este vectorul de pozitie al punctului material fatd de sistemul inertial
S, iar R este vectorul de pozitie al originii O' a sistemului S' fatd de originea
O asistemului S, atunci:

F=r+R. (2.30)

Sa consideram, pentru inceput, cd miscarea sistemului neinertial S' este o
migcare de translatie. Viteza punctului material fata de sistemul S este:

V=T=T4R, 2.31)
sau V = V'+V, unde:

V=X + Yy + 2, (2.32)

este viteza punctului material fatd de S', iar V =R, este viteza originii O' a
sistemului S' fata de originea O a sistemului S.
Acceleratia punctului material fata de sistemul S se obtine derivand viteza

V in raport cu timpul
a=v=r+R (2.33)

sau a=2a+A, unde a' este acceleratia punctului material fatd de sistemul S', iar

A=V =R este acceleratia sistemului de referintd neinertial S' fata de
sistemul S.

Influenta miscarii de translatie a sistemului neinertial S' avand acceleratia
A fata de sistemul inertial S asupra punctului material de masa m rezulta clar
daca consideram suma fortelor de interactie ce se exercita asupra sa egala cu zero,
adicd F=0. In acest caz F =ma =0 implica a =0, iar din relatia (2.33) rezulta
ca:

a'=-A. (2.34)

Corpul, considerat punct material, va avea fata de sistemul S' o acceleratie

a'=—A datoratd exclusiv miscarii neinertiale a acestuia (Fig. 2.9).
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a= 'T m (Sl) .
e
(S)
Fig. 2.9

Forta de interactie, caracterizdnd exclusiv interactia corpurilor, este
independenta de sistemul de referinta, fiind astfel zero si in sistemul S'. Pentru a
putea aplica legea fundamentald a dinamicii si 1n sistemele neinertiale, se
considera o pseudofortd numitd fortd de inertie datd, prin definitie, de produsul
dintre masa corpului si acceleratia sistemului neinertial cu semn schimbat:

Fi =-mA. (2.38)

Astfel, adunand la fortele de interactiune si pseudoforta IEi putem aplica
principiul al doilea al dinamicii si in cazul sistemelor neinertiale.

Ca o aplicatie, vom considera, in continuare, un sistem de referinta
neinertial S' aflat in raport cu sistemul inertial S 1intr-o miscare de rotatie
caracterizata de vectorul viteza unghiulard o = ct. (Fig. 2.10).

Fig. 2.10

Deoarece S si S' au originea comund, vectorii I si ' sunt identici, adicd
stau in relatia r =r":

xix + yiy + ziz = x'i)'( + y'i; + z'ﬁ;. (2.36)

In acest caz viteza V a punctului material fata de sistemul S va fi:
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La calculul derivatei r' folosind ecuatia (2.39) trebuie sd avem in vedere ci
si versorii axelor sistemului S' sunt variabili in timp, deci:

F=XT + 9y +21, + X1y + y'i;, 121, (2.37)

Conform relatiei (2.32), primii trei termeni din membrul drept al ecuatiei
(2.37) reprezinta viteza V' a punctului material fata de sistemul mobil S':

V=X vy + 27 (2.38)
Acum, tindnd cont de relatia (2.21), putem scrie:
T=dxdy, Ay =oxiy sify=ox1, (2.39)
astfel ca, ultimii trei termeni din (2.37) devin:
x'(aaxi;()+y'(wxﬁ;,)+z'(6)xﬂ)=&)x?. (2.40)

Introducand notatia:

Uu=ox

=l

viteza corpului fata de sistemul S, va fi:
V=V+ixr'=v'+u. (2.41)

Daca, simultan cu miscarea de rotatie este prezenta si o miscare de translatie
a sistemului S' fatd de S, atunci viteza corpului fata de sistemul fix S va fi:

V=Vg + V'+U. (2.42)

Se obisnuieste ca viteza V s se numeasca viteza absoluti, viteza V' viteza
relativi fiind notatd cu V,, iar suma Vq + (& F'), numita vitezi de transport

este notatd cu Vy, astfel incat:

V=V, +Vi. (2.43)
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Acceleratia absolutd a miscarii se obtine derivand in raport cu timpul viteza
absoluta data de relatia (2.42), adica:

a=Vq + V4. (2.44)
Calculdm pentru inceput derivata in raport cu timpul a vitezei relative V' (2.38):

V= KT+ P + 2T + Xy 4y + 2T, (2.45)

Primii trei termeni reprezintd derivata a doua a vectorului r' fata de sistemul
S', adicd acceleratia a':

F=d'=XT + 1y + 27, (2:46)

Daca se au in vedere relatiile (2.39), atunci se poate scrie:

.'4'> o= -1 . [
X"IX =X'{ox 1y |J=ox vyl

y'iy =y Goxi;, :C\)xv'yﬁ;,
2, = 2(6x T, )= ax vy i,

astfel incat ultimii trei termeni ai relatiei (2.45) reprezintd produsul vectorial
o x V'. In final obtinem:

(2.47)

Ultimul termen din membrul drept al ecuatiei (2.44), U , se obtine derivand

in raport cu timpul membrul stang al ecuatiei (2.40), care reprezintd o forma
anterioard a lui U :

= dhelori)eylox e 2oty oo i) vlox )
+X'((Taxﬁ)'()+y'(mx%§,)+z'(€o><i)+&xf'.

Folosind acest rezultat si tinand cont de relatiile (2.39), avem:
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u=

e

><\7'+x'(ﬁ'><&)><'i'()+ y'(“ x @ x 1, )+ (2.48)
+Z agxfox1z)+a)XF

Astfel, acceleratia absolutd a, data de relatia (2.44), in care se inlocuiesc V' siu
cu expresiile lor date de (2.50) si respectiv (2.51), devine:

a=ag +é'+(€)>< (T)XF')+ 20 x V'+O X T, (2.49)

Daca vectorul vitezd unghiulard ® nu variaza in timp, atunci din relatia
(2.49) dispare termenul ® x r', astfel incat acceleratia absoluta va fi:

a=ag +a+HOxdxT)+20x V", (2.50)

Semnificatia termenilor care apar in expresia lui @ este urmatoarea: ag este

acceleratia originii sistemului mobil, @' reprezintd acceleratia relativa a punctului
material fatd de sistemul mobil, iar Gx®xTr' este acceleratia centripetd a.,

care daca se dezvolta dublul produs vectorial, devine:
= 2.
ac =-0p, (2.51)

unde p este vectorul raza de rotatie (Fig. 2.11).

Termenul @ x ' este o acceleratie tangentiali unde ®

T 5. regrezj{ltéa accelera'giav unghiul.ari, .iar. termenul
20 x V'=agq reprezintd acceleratia Coriollis, care este
tot timpul perpendiculard pe axa de rotatie si pe viteza

T relativd v'.
o Suma ag+oOxFPHOx®xF)=3a; se numeste

Fig. 2.11 acceleratie de transport. Observdm cd aceasta este o

acceleratie la care se reduce acceleratia absolutd in lipsa
acceleratiei relative.
In baza relatiei (2.35), forta de inertie actionand asupra punctului material in
sistemul S' este prin definitie:

Fi = —més' (252)

unde
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dg =ag +OxTHOXxOXT')+2Bx V. (2.53)

Atunci, forta totald, ca suma dintre forta de interactiune si pseudoforta, IEi , va fi:

F=F+F =F-mag. (2.54)

Cum F =ma3, F; = -mag si @'=a-ag, avem:

F'=ma'". (2.55)

2.3. Teoreme de conservare
2.3.1. Conservarea impulsului

Am definit vectorul impuls ca produsul dintre masa corpului si vectorul
vitezd: p=mvV . Legea fundamentald a mecanicii, scrisd cu ajutorul impulsului p,
este:

F_dp.
dt
Daca suma fortelor care actioneazi asupra punctului material de impuls p

este zero, F =0, atunci:

dp

—=0 2.56

dt ( )
de unde rezulta:

p(t)=p(ty )= const. (2.57)

Ultimele doud relatii, echivalente, exprima conser-varea impulsului
mecanic, respectiv: impulsul unui punct material izolat de exterior (F = O) se
pastreaza constant in timp 1n raport cu un sistem de referinta inertial.

2.3.2. Conservarea momentului cinetic

—

Prin definitiec, momentul unei forte F in raport cu un punct O este
produsul vectorial:

—

M=TFxF, (2.58)
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unde T este vectorul de pozitie al unui punct arbitrar al suportului fortei fatd de
punctul O.

Momentul cinetic al unui corp, considerat punct material, este momentul
impulsului acestuia:

L=Fxp. (2.59)

Derivand ultima relatie in raport cu timpul si observand ca r xmr =0 obtinem:

i

Z_t:Fxf)+?xf)=Fx|3=l\7l. (2.60)

Deci, viteza de variatie a momentului cinetic al unui corp este datd de
momentul fortei care actioneaza asupra sa. Acest rezultat este cunoscut ca
teorema de variatie a momentului cinetic.

In cazul in care F =0 atunci M=0, si avem:

% =0 sau L(t)=L(tg )= const. (2.61)

Relatia (2.61) exprima legea conservarii momentului cinetic care ne arata
ca vectorul moment cinetic al unui corp izolat se pastreaza constant in timp.

2.3.3. Conservarea energiei mecanice

Sa consideram un punct material aflat in miscare sub actiunea unei forte F.
Fie dr o deplasare elementara a punctului material. Prin definitie:

dL =Fdr (2.62)

este lucrul mecanic elementar al fortei F corespunzitor deplasdrii dr a
corpului. Forta F poate sa depinda explicit de r,V si t, forma diferentiala Fdr
ne fiind, in general, o diferentiala totala exacta:

dL = d®

si de aceea lucrul mecanic elementar se scrie, In general, cu o bara deasupra
simbolului dL, adica dL.
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Sunt cazuri in care forma diferentiald FAr se poate scrie ca o diferentiald
totald exacta:

dL =FdF =—dU. (2.63)

unde marimea U este o functie scalara numita energie potentiala.

In acest caz, se spune ca forta F deriva dintr-un potential si pentru a vedea
ce inseamna aceasta sa scriem diferentiala functiei U:

dU:&dx+%dy+de.
OX oy 0z

Folosind operatorul gradient:

0z 0 = 0
V=—"1,+—1 +—1,. 2.64
ox X oy Y oz ? (2.64)

dU poate fi, conform celor discutate in capitolul 1, scris sub forma:
du=vU-dr. (2.65)
Comparand cele doud expresii ale lui dU (2.63) si (2.65), rezulta ca:
F=-vU. (2.66)

Astfel, fortele care satisfac relatia (2.66), sunt forte ce deriva dintr-un
potential. Dupd cum vom vedea ele se mai numesc si forte conservative.

: . = Voo
Sa consideram o astfel de forta si tinand cont ca F = ma si dr =vdt,

lucrul mecanic elementar se scrie:
dL =Fdf =m-Vdv. (2.67)

Deoarece lucrul mecanic nu depinde de drum integrarea ultimei relatii Intre
doua momente de timp t4 si to, conduce la:
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to 2 |t2
Lyp = I?d? UL

t4 t

(2.68)

b

Astfel, lucrul mecanic al fortei F este egal cu variatia marimii

marime care este o caracteristicd a corpului §i pe care 0 vom numi energie
cinetica, E:

2
mv
E. - 2.69
c =75 (2.69)
Pe de alta parte, tindnd cont ca forta F deriva dintr-un potential obtinem:
to to
2
B J‘ dU = mv
tq t4
sau
~(U2 ~U4)=E¢1 ~Eca.
Astfel:
Ui +Eq1 =Uy +Ep =const. (2.70)

Relatia (2.70) exprima teorema de conservare a energiei mecanice a unui
corp. Conform acesteia, energia mecanicd a unui corp care se migcd Intr-un camp
de forte care derivd dintr-un potential se pastreaza constanta in timp dacad corpul
nu este supus si altor interactii. In consecinta, fortele care deriva dintr-un potential

sunt numite forte conservative.

2.4. Sisteme de puncte materiale
2.4.1. Centrul de masa

S& consideram un sistem de puncte
materiale, de mase m; si vectori de pozitie T,
cui=12,...,n (Fig. 2.12).

Daca sistemul este plasat intr-un camp de
Fig. 2.12 forte de acceleratie constantd a, atunci asupra
fiecarui punct material actioneazd o fortd

Fi =m;a, iar momentul fortei fatd de origine este:
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—

M =F xF; = xm;a. (2.71)

e 1

Momentul total al fortelor care actioneaza asupra sistemului de puncte

materiale este:
Q=Z|\7|i=2ﬁ><mié. (2.72)

Momentul total poate fi scris si ca momentul fortei rezultante care
actioneaza asupra sistemului aplicatd intr-un punct, numit centru de masa, de
vector de pozitie oy a carei expresie poate fi obtinuta astfel:

|E=Z|Ei=zmié
Zrlxma Z mI xa= (rCMZm,)xa—rCMxF

si

unde s-a notat;:

oy = &= . (2.73)

Atunci, impulsul sistemului de puncte materiale p va fi:
J 2t

B} m 7
Y- Y S Y Zdt'

(2.74)

Observam ca sistemul de puncte materiale se comportad ca si cum intreaga

masa a sistemului m = E m; , este concentrata In centrul de masa.

2.4.2. Miscarea centrului de masa

Considerand fortele interne IEIJ FJI ce actioneaza Intre particulele i si j

se observa ca rezultanta acestora este intotdeauna zero, |nt ZFU =0. Forta
i,j=0

interna ce actioneaza asupra punctului material i este:
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Variatia impulsului total al sistemului produsa de fortele interne va fi deci
intotdeauna nula:

%=Z%=Zzﬁji _0. (2.75)

i

Astfel, impulsul total, adica impulsul centrului de masa se conserva atata
timp cat nu sunt prezente decat fortele interne. Viteza centrului de masa Vg este

constanta 1n acest caz.
Sa consideram in continuare sistemul de puncte materiale plasat intr-un

camp extern de forte. Asupra fiecarui punct material actioneazd Fgyj care

conform legii a doua a dinamicii, va determina variatia impulsului acestuia:

= dp;
Foyti =——.
ext, dt

Atunci, pentru Intregul sistem de puncte materiale forta rezultanta Fgy; este:

. _ dp; d(~-.) dP d, _
Fext :zFext,i = d_tlza(zpi)zaza(mvCM)’ (2.76)

Se observa ca actiunea unui cdmp de forte extern de acceleratie constantd asupra
unui sistem de puncte materiale se traduce prin actiunea rezultantei fortelor
externe asupra intregii mase a sistemului plasatd in centrul de masd. Daca

Fext =0, atunci P = const.
2.4.3. Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale

Momentul cinetic al unui punct material avand impulsul p este, dupa cum
stim, dat de:
/=T xp.
De asemenea, se stie ca sub actiunea unei forte, variatia momentului cinetic
/ este data de momentul fortei:
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af i E-m.
t

Pentru a putea vedea cum variaza in timp momentul cinetic al sistemului de
puncte materiale sa observam mai intdi ca pentru fiecare pereche de particule i si
j, fortele de interactie interne sunt egale si de sens contrar:

i =—Fj. (2.77)

Aceasta face ca momentul fortelor sa se anuleaze pentru fiecare pereche de 2
particule (Fig. 2.13):

Mintij =Minti +Mintj =5 x Fji +Tj x Fy ~ _Fj)x Fj=0. (2.78)

Az

Fig. 2.13

Astfel, in absenta fortelor externe, momentul cinetic total al unui sistem de
puncte materiale, dat de:

Ezzzi

% =0=L = const. (2.79)

Dacd 1nsd sistemul de puncte materiale se afla sub actiunea unui camp

se conserva:

extern de forte, atunci momentul fortei 'Eext,i va fi:

—

Mext,i :Fi x IEext,i (2.80)

iar momentul total al fortelor externe este dat de:
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Mext = D Mexi; - (281)

Atunci, derivata totala in raport cu timpul a momentului cinetic al sistemului
de puncte materiale plasat in campul extern de forte va fi:

(;_E:%(Zzi)zzdd_iizzmext,i :Mext- (2.82)

In acest caz, daca Mext =0, momentul cinetic total al sistemului de puncte

materiale se conserva.
2.4.4. Energia unui sistem de puncte materiale. Conservarea energiei
Energia mecanica a unui sistem de puncte materiale se compune din energia
cinetica si energia potentiala a tuturor punctelor materiale care alcdtuiesc sistemul.
Pentru a vedea care este energia cinetica a sistemului, sd observam ca viteza

fiecarui punct material fatd de un sistem de referintd oarecare se poate scrie ca
suma dintre Vg si viteza punctului material in sistemul centrului de masa,

notata cu Ving:
\7i = VCM + \7int,i- (2.83)
Atunci, energia cinetica a sistemului de puncte materiale este:
1
2 [
=S Tni62,, + 92, + 29y Vi )
~ZioMilVem T Vintj CM “Vint,i )=

L. T2 4y G2 =
=5MVem +Z:Ernl"int,i * VCMZmIVint,i =

1 -2 < =
:Emvc,\,I +Egnt +VCMZpint,i .

(2.84)

Cum ultimul termen din (2.84) este nul (Zf)int,i = 0), energia cinetica a
sistemului de puncte materiale are in final, expresia:

1
E. :Emv%M +Egjnt- (2.85)
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Energia potentialda a sistemului de puncte materiale se compune din doi
termeni, unul dat de energia potentiala datoratd fortelor interne conservative iar
celalalt cAmpului de forte externe conservative in care este plasat sistemul.

Astfel, primul termen de energie potentiald Epjy este suma energiilor

potentiale datorate interactiilor dintre perechile de puncte materiale (i, j)

Epint = Epjj - (2.86)
i, j#i
Atunci cand asupra sistemului nu actioneaza nici un fel de forte externe (nu
se efectueaza lucru mecanic extern), energia proprie a sistemului de particule E,
datd de suma:

1 -
E= EmV%M +Ecint + Epjnt> (2.87)

se conserva:
E =const. (2.88)

In sistemul centrului de masa, energia sistemului de puncte materiale este
chiar energia interna a acestuia, Ejn :

Ecint +Epjnt =Eint- (2.89)

Daca sistemul de puncte materiale este sub actiunea unui cdmp extern de
forte conservative, atunci sistemul are §i 0 energie potentiald externa Ep oyt pe

care i-o confera campul extern astfel cd energia totala a sistemului de puncte
materiale este datd de:

1 -2
Etot = EmVCM +Ecjnt tEpjinttEpext =E + Epext - (2.90)

Intre dousa momente de timp t4 si to ale miscarii sistemului, lucrul mecanic

al fortelor conservative externe determind variatia energiei cinetice a sistemului
precum si variatia, cu semn schimbat, a energiei potentiale externe a acestuia:

Eco —Ec1 =Epextt —Epexto = Ec2 +Epext2 =Ec1 +Epext1  (2.91)
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Tindnd cont céd 1n cazul sistemului de puncte materiale energia potentiala
internd Epjy¢ nu este modificatd sub actiunea fortelor conservative externe, se

poate scrie ca:
EtOt = EC + Ep,ext + Ep,int = const. (292)

Astfel, sub actiunea fortelor conservative energia totald a sistemului de puncte
materiale se conserva.

2.5. Dinamica solidului rigid

Un solid rigid este caracterizat de faptul cd distantele dintre punctele sale
materiale, sau dintre elementele sale de masa infinitezimale dm nu se modifica in
timp. Fortele externe care actioneaza asupra unui solid rigid determina miscari de
translatie sau de rotatie ale acestuia fard sa se inregistreze deplasari relative ale
elementelor corpului. Un solid rigid este deci un corp nedeformabil care se
comportd ca un tot pe parcursul miscdrii. Numarul maxim al gradelor de libertate
de miscare pentru un solid rigid este 6, adica 3 grade de libertate de translatie si 3
grade de libertate de rotatie.

La o miscare de translatie, toate punctele materiale ale unui rigid au, la un
acelasi moment de timp, aceeasi vitezi V si aceeasi acceleratie a astfel ca
traiectoriile urmate sunt paralele (Fig. 2.14).

Fig. 2.14

Aceasta face ca, in cazul translatiilor, miscarea unui solid rigid sa se reduca
la miscarea centrului de masa.

Dat fiind c@ un corp solid are o structurd materiald continud, vectorul de
pozitie al centrului de masa rgpy se obtine, pornind de la relatia (2.73) care

reprezintd expresia fgpy pentru un sistem de puncte materiale, la limita m; — 0,

ceea ce face ca sumele sa treaca 1n integrale, rezultand:
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rdm
rCM = .
Idm

< : (= - -\ dm : -
Daca se foloseste densitatea masica p(r), datd de p(r) 9V’ relatia se mai scrie:

(2.93)

oM =% I To(F)dV . (2.94)

Inainte de a obtine expresiile marimilor
dinamice caracteristice unui solid rigid, trebuie
remarcat ca in ceea ce priveste miscarea de rotatie,
datorita masei distribuite a corpului, unele
caracteristici cinematice si dinamice ale miscarii tin
exclusiv de natura rotatorie a miscarii.

Astfel, considerand un solid rigid care se
roteste cu viteza o in jurul unei axe fixe (Fig. 2.15),
observam cd punctele acestuia descriu traiectorii
circulare cu viteze \7(?) diferite, dupa cum cercul

descris este de razd T mai micd sau mai mare:

V(F)=oxF. (2.95) Fig.2.15

Ca si In cazul miscarii de translatie, corpul manifestd o inertie fatd de
migcarea de rotatie care este masuratd de momentul de inertie J al corpului.
Pentru a vedea care este expresia acestuia, sd scriem mai intdi energia cinetica de
rotatie a unui element de masa dm al unui corp solid care se roteste cu viteza
unghiulara @ in jurul unei axe fixe (Fig. 2.15):

dE ¢ rot =%\72(F)dm:%m2r2dm. (2.96)
Energia cinetica de rotatie a intregului corp va fi deci:

Ecrot :%mzjrzdm. (2.97)
Prin definitie, momentul de inertie J al unui corp solid este dat de:

J= jrzdm . (2.98)

Se observa ca J este independent de viteza unghiulara ®, depinzand doar
de distributia masei corpului fata de axa de rotatie.
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Daci rotatia are loc in jurul axei Oz, care trece prin centrul de masa al
corpului, atunci momentul de inertie J este dat de:

Jem :J-rzdm:J-(xz +y2)dm (2.99)

unde coordonatele X si y fiind masurate in sistemul centrului de masa, J este
A
4
S

Fig. 2.16

indexat cu initialele CM.

Daca axa de rotatie, notata cu A, nu trece prin centrul de masa ci se afla la
o distantd a fata de centrul de masa, fiind paralela la Oz (Fig. 2.16), momentul
de inertie fata de axa de rotatie A se calculeaza astfel:

Ja :I x2 +(y+a)2Jdm:J‘(x2 +y2)tim+azjdm+23_[ydm:

= JCM + a2m

(2.100)

unde s-a tinut cont ca deoarece ygym =0, Iydm =mycm =0. Acest rezultat

constituie teorema lui Steiner.
Pornind de la definitia (2.98), pentru energia cinetica de rotatiei a unui corp
de moment de inertie J:

Ecrot :%sz. (2.101)

si tinand cont de cele discutate la un sistem de puncte materiale, energia cinetica a
unui corp solid rigid fatd de un sistem de referintd oarecare se compune din
energia cineticd de translatie a centrului de masa si energia cinetica de rotatie:

1 2 1 2
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Daca solidul rigid se misca intr-un camp extern de forte conservative, atunci
energia sa totald E=E¢ +Ep, se conserva:

E= %mv%M + %JCMOJZ +Ep, =const. (2.103)

O altd marime dinamica importanta este momentul cinetic L . Pornind de la
definitia momentului cinetic al unui punct material de impuls p=mvV, sd scriem
mai intdi momentul cinetic al unei mase elementare dm:

dL = (F x V)dm. (2.104)

Daca r este distanta elementului de masa dm pana la axa de rotatie (FJ_(TJ)

$i se tine cont ¢d V =@® x I, atunci momentul cinetic al elementelui de masa dm
pe directia lui ® este:

dL,, = ar2dm, (2.105)
Pentru o migcare de rotatie a corpului caracterizata de ® = const., prin integrare a
expresiei (2.105), momentul cinetic al intregului corp pe directia Iui ©, I:(O va fi:

Em=éjr2dmzd-&. (2.106)
Trebuie mentionat ca legea de variatie a momentului cinetic

dl

E:Mext (2107)

este valabila si in cazul miscarii de rotatie.
Daca Mgyt =0, atunci

L=J-®=const. (2.108)
Daci M ext # 0, atunci pentru J = const. si axa de rotatie fixa, obtinem:

a _,.9_ 5 (2.109)

dt dt

unde € este acceleratia unghiulara a corpului.

In final, prezentim alaturat, marimile si legile care descriu miscarea de
translatie si miscarea de rotatie pentru a putea observa corespondenta dintre
acestea.
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Translatie Rotatie Legea de legatura
spatiul S unghiul ¢ S=¢xr
viteza V viteza unghiulard ® V=oxT
acceleratia a acceleratia unghiulari € | a=&xF+®xV
masa M momentul de inertie J J=] r2dm
impulsul p momentul cinetic L L=Fxp
forta F momentul fortei M M=t xF
- dp ~ [
F-P modt
dt dt
dp a.
m=ct=>-—=ma | J=ct.=>—=J-¢
dt dt
£ B mv2 e B sz
c,tr 5 c,rot 5

2.6. Echilibrul corpurilor

Un corp, considerat punct material, se gaseste in echilibru daca suma
fortelor exterioare care se exercita asupra lui este nula:

F=0. (2.110)

Sa admitem ca forta F este conservativd si cd energia potentiald U nu
depinde decat de x, U= U(X). Astfel, pentru cazul unidimensional, la echilibru
avem:

F-- o
dx
Deci, echilibrul se va stabili in punctele X in care derivata functiei U(x)

se anuleaza:

(2.111)

du

— =0. (2.112)
dx X0

Rezulta, astfel, ca punctul material va fi in echilibru atat in starile in care
energia potentiald este maximd cat si minimd, dar trebuie sd distingem intre
maximele si minimele energiei potentiale in functie de semnul derivatei a doua.
Fie k valoarea acesteia in X :



