TEOREME CAUCHY




In 1810, Cauchy merge la Cherbourg pentru a lucra la
fortificatiile pentru invazia lui Napoleon in Anglia. In
aceasta perioada produce cateva rezultate, inclsiv solutia
unei probleme puse lui de Joseph-Louis Lagrange care
stabileste o relatie intre numarul de muchii,nurnarul de
varfuri si numarul de fete ale unui poliedru convex,

precum si solutia problemei lui Fermat privind numarul
poliedrelor regulate.

Cauchy revine la Paris in 1813 si Lagrange si Laplace il
determina sa se dedice intru-totul matematicii.In anul
urmator Cauchy publica memoriul asupra integralelor
definite care devine bazele teoriei functiilor complexe.




Lucrarile lui Cauchy(incepand cu 1814)continand o suita
de teoreme fundamentale ale teoriei functiilor analitice
sunt bazate pe aceeasi definitie,dar acesta introduce

sensul nud actual al convergentei seriilor si semnificatia
geometrica a variabilei complexe..Cauchy este cel
care,pentru prima oara,introduce integrala curbilinie n
raport cu o variabila complexa pe care el o reduce la
iIntegrala uzuala in raport cu o variabila reala separand
partile reala si imaginara.Pe de alta parte,Cauchy
descopera relatia intre analiticitatea unei functii i
derivabilitatea in raport cu variabila complexa,numind
monogeneitate aceasta ultima proprietate.Analiza
punctelor singulare ale unei functii univoce cu ajutorul
seriei introduse de el si numita serie Laurent (1843) a fost
realizata simultan de matematicianul rus Sokhotski si
matematicianul italian Casorati(1868)si,ceva mai tarziu,
de Weierstrass(1876).
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icrarile lui Cauchy in. domeniul analizei au dat o intru
II'noua dlrectle teoriel ecuatiilor diferentiale
and accentul de la investigari tehnicilor de
tionare pe problemele generale calitative de
_n’;a unicitate a solutiilor.Cauchy insusi deduce
utiile printr-un proces de trecere limita.Teoria functiilor
fanalitice, dezvoltata de Cauchy ,a condus la crearea
= {eoriei ecuatiilor diferentiale in domeniul complex i, la
_'”':fa‘ndu -i.ta studiul functiilor cu mai multe variabile
~complexe.
In"aplicatiile ecuatiilor cu derivate partiale,Cauchy
schimba interesul de determinarea solutiei generale a
ecuatiei catre constructia unei solutii care satisfaca unele

conditii prestabilite.




Definitie .Sirul de numere rationale (Xn)nen este
convergent la, xeQ (daca si numai daca) pentru
orice eeQ,c>0 exista noeN astfel ca pentru orice

neN , n> no sa aibe lo&™*
| Xn=Xx| <e. Scriem atunci lim xn=X.

1.Teorema. Orice sir (xn)n din Q convergent la un, x €Q
are proprietatea:pentru orice ecQ, >0 exista noeN astfel

incat pentru orice neN, n>nosi p N
are loc |xn+p-xn||<e (propritatea lui Cauchy).



Demonstratie . Fie £€Q, £>0 exista n eN astfel incat

pentru n >no ,n natural sa aibe loc |xn-x| <e/2. Atunci, daca
neN,n>nop eN areloc

|Xn+p-Xn| <[Xn+p-X|+|X-Xn| <e/2+e/2=¢

2.Definitie. Un sir (x) de numere rationale se numeste sir
Cauchy daca poseda proprietatea lui Cauchy.
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e sir de numere rationale convergent la un numar
este sir Cauchy (are proprietatea lui Cauchy).

> de subliniat ca aceasta afirmatie are reciproca
3. Atentie, in Q!




3.Definitie.O submultime A a lui R se numeste marginita
daca exista pneR astfel incat pentru orice a €A are loc
|al<u.Un sir de numere reale (xn)n este marginit daca
multimea {xn| n eN} este marginita.

4.Lema. Orice sir Cauchy de numere reale este marginit.
Demonstratie. Fie (xn)n un sir Cauchy de numere
reale.Luand ¢=1 in definitia sirului Cauchy, deducem

existenta lui n1 astfel incat
IXm-yn| <1 pentru m,n eN, m >n+, n>na.
In particular avem |xn-xni|<1 pentru orice neN, n>n1.
In consecint3
IXn|<1 +| xns| pentru orice n € N, n >n.
Daca punem =max{1+| xn|,|X1|,...,|Xn: -1]}, obtinem
| Xn|< 1 pentru orice n € N, deci sirul este marginit.




5.Teorema. Orice sir Cauchy de numere reale este
convergent la un numar real.

Acesta este un rezultat fundamental,privit in sine,dar mai
ales prin implicatii-le sale directe si, cu deosebire, prin
aceea ca ofera o "tehnicitate" ce poate fi adaptata in
situatii de o complexitate speciala,cum va fi reliefat pe
parcursul intregii lucrari.

Incepem aceasta justificare prin consacrarea unei metode
eficiente de probare a convergentei unui sir de numere
reale,subliniind, mai incolo,ineficacitatea ei in raport cu
tehnica oferita de teorema 5.




—_—

__.-f'

== ==

feorema.Orice sir monoton si marginit de numere

e convergent. —
monstratie. Fie (xn)n, X €R un sir crescator si
rginit : exista MeR astfel ca

B X0<X1<... <Xn<Xn+1<... <M.

o

&= Multimea { xn| neN} este marginita;deci,conform

— axiomel marginii superioare,ea
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= are 0 margine superioara, notata x. Avem
Xn <X pentru orice n € N




si pentru orice £>0 exista ne eN astfel ca neN,
N >Ne =X-¢/2 <X.
Rezulta ca pentru n >ne si peN are loc
0<Xn+p -Xn < |X-Xn+p|+|X-Xn|< €.
ceea ce arata ca sirul este sir Cauchy.Prin urmare este
convergent,conform teoremei 5. Din rationament rezulta ca
limXxn=X.

Teorema 6 are o aplicabilitate destul de larga in aplicarea
teoremei,de regula, metoda inductiei matematice isi
dovedeste eficienta.
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